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OZET

PORTFOY RISK YONETIMINDE KAPULA YAKLASIMI

Emre YILDIRIM
Ondokuz Mayis Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dal1
Doktora, Haziran/2022
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Ali CENGiZ

Risk tahmini finansal risk yonetimindeki en 6nemli konulardan biridir. Risk tahminin
performanst  portfoyli olusturan varliklar arasindaki bagimlilik  yapisinin  dogru
modellenmesine baglidir. Bu ¢alismada USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY ve RUB/TRY
doviz kurlarindan olusan bir portfdyiin risk tahmini yapilmaktadir. ilk olarak déviz kuru
getirilerinin marjinalleri ARMA-GARCH tiirii modeller ile tahmin edilmistir. USD/TRY,
EUR/TRY ve JPY/TRY’nin getiri serilerinde asimetrik volatilitenin mevcut oldugu ve tim
doviz kuru getiri serileri i¢in en uyumlu dagilimin ¢arpik Student t oldugu belirlenmistir.
Daha sonra, olusturulan déviz kuru portfoyiine iliskin risk tahmini varyans-kovaryans, tarihsel
simiilasyon ve kapula modelleri ile bu yontemlerin ¢esitli agirliklandirma teknikleriyle
birlestirilmis alt tahmin modelleri kullanilarak yapilmistir. Modellerin risk tahmin
performanslar1 geriye doniik testler kullanilarak karsilagtirilmistir. % 95 giiven seviyesinde en
iyi risk tahmin performansi maksimum cesitlendirme agirlikli D-vine ve C-vine kapula
modelleri ile elde edilmistir. % 99 giiven seviyesinde esit agirlikli Student t kapula ile D-vine
kapula modelleri en iyi risk tahmin performanslar1 gostermis ve esit risk katki agirlikli C-vine
ile D-vine kapula modellerinin de esit agirlikli modellere olduk¢a yakin sonuglar iirettigi
goriilmistiir. Bununla birlikte, vine kapulaya dayali risk tahmin modelleri klasik yaklagimlar
ve elipsel kapulaya dayali modellerden daha iyi sonuglar sunmustur. Son olarak, farkli
agirliklandirilmis modellerin portfoyiin risk tahmininde oldukga etkili sonuglar {irettigi ortaya
konmustur.

Anahtar Sozciikler: Kapula, Bagimlilik modelleme, Risk yonetimi, Agirliklandirma
teknikleri, D6viz kuru portfoyti.



ABSTRACT

COPULA APPROACH IN PORTFOLIO RISK MANAGEMENT

Emre YILDIRIM
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Statistics
Ph.D., June/2020
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Ali CENGIZ

Risk estimation is one of key issues in financial risk management. The performance of
the risk estimation depends on the correct modeling of the dependency structure between the
assets that create the portfolio. In this study, risk esitmation of the portfolio consisting of
USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY and RUB/TRY Exchange rates is performed. First,
marginals of exchange rate returns are estimated via ARMA-GARCH type models. It was
determined that asymmetric volatility exists in returns series of USD/TRY, EUR/TRY and
JPY/TRY and the best fitted distribution for all exchange rate returns is skewed Student t.
Then, risk estimation of exchange rate portfolio created was carried out using variance-
covariance, historical simulaiton and copula models and sub-estimation models of these
methods that are combined with various weighting techniques. The risk estimation
performances of the models were compared with backtesting. The best risk estimation
performance at 95% confidence level was obtained with the maximum diversification
weighted D-vine and C-vine copula models. Equally weighted Student t copula and D-vine
copula models showed the best risk estimation performances at 99% confidence level and it
was observed that C-vine and D-vine copula models with equal risk contribution weighted
produced results very close to equally weighted models. However, risk estimation models
based vine copula provide better results than the classical approaches and models based on the
elliptical copula. Finally, it was found out that different weighted models produce highly
effective results in the risk estimation of the portfolio.

Keywords: Copula, Dependence modelling, Risk management, Weighting techniques,
Exchange rate portfolio.
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1. GIRiS

Tekrar eden finansal krizler, riskin gergek oldugunu ve 6zellikle finansal karar verme
stirecinde dikkat edilmesi gereken unsurlardan biri oldugunu gostermektedir. Finansal
varliklardan olusan portfoye iliskin risk yoOnetimi literatiirde yaygin olarak arastirilan
konulardan biridir. Yatirimcilar dogru finansal varliklar1 tahmin ederek karlarini maksimum
ve kayiplarim1 minimum yapmayr hedeflemektedirler. Tek bir finansal varliga yatirim,
ozellikle finansal piyasalarda yeni olan yatirimcilar i¢in oldukca yiiksek risk i¢cermektedir.
Bunun yerine yatirimlarini birden fazla finansal yatirim araglarina boliistiirmek yatirimcilarin
kaybetme riskini azaltmaktadir. Bu amagla bir portfoyii olusturan finansal varliklar arasindaki
bagimlilik yapisinin dogru bir sekilde modellenmesi risk tahmininde biiyilk Onem
tasimaktadir. lgili finansal varliklarin karakteristik ozellikleri, kullamlacak bagimlilik
modelleme aracini belirlemede olduk¢a Onemlidir. Arastirmalarin biiylik bir ¢ogunlugu,
finansal varliklar arasindaki bagimliligi modellemede simetrik yaklagimlar kullanmaktadir.
Ancak finansal varliklarin karakteristik Ozelliklerinden dolayr simetrik yaklasimlarla
bagimliligt modellemek yaniltict sonuglar vermektedir. Bu nedenle portfoyli olusturan
finansal varliklar arasindaki bagimlilik yapilarin1 esnek bir sekilde modelleyebilen araglara
gerek duyulmaktadir. Diger taraftan, portfoyii olusturan finansal varliklar genellikle iki
boyutlu olarak incelenmektedir. Bu durum, olusturulacak olan portfoyiin ¢esitlendirilmesini

sinirlandirmakta ve yatirimcilarin kayip miktarlarinin artmasina neden olabilmektedir.

Belirsizlik pek ¢ok alanda yaygin olarak c¢aligilan konulardan biridir. Belirsizligi tahmin
etmeden Onceki en 6nemli adim, onu 6lgmek ve analiz etmektir. Belirsizligi tahmin etmek icin
bagimsiz degiskenlerinin belirlenmesi gerekir. Ancak bu degiskenleri belirlemek kolay
degildir. Ciinkii ¢alisilan alanda uzman bilgisi gerekebilir ya da girdi parametrelerini dogru bir
sekilde belirlemek i¢in 6nceki bilgilerin kullanimina gerek duyulabilir. Girdi parametreleri
belirlendikten sonra bu parametrelerin olasilik dagilimlart belirlenir ve belirsizlik bu
dagilimlara dayali olarak tahmin edilebilir. Bununla birlikte istatistikte, veri madenciliginde
ve makine Ogrenmesindeki mevcut teorilerin, araglarin ve sistemlerin ¢ogu tim girdi
degiskenlerinin bagimsiz ve 6zdes dagilimli oldugu varsayimina dayalidir. Bu varsayim zayif
iligkili problemler i¢in uygun olabilir. Ancak, gergek diinya problemlerinde bu varsayima
dayali ¢6ziimler yaniltic1 sonuglara neden olmaktadir. Girdi degiskenleri arasindaki bagimlilik
yapisi, modelin ¢iktilarin1 6nemli 6l¢iide etkileyebilir ve eger bu bagimlilik dikkate alinmazsa
elde edilen analiz sonuglarin giivenilirligi zayiflamaktadir. Bu nedenle girdi degiskenleri

arasindaki bagimliligin modellenmesi pek ¢ok alanda arastirilan en 6nemli konulardan biri



olmaktadir. Finansal degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi modellenmesinin neden ¢ok
onemli oldugunu bir 6rnek ile ele alalim. Bes yilligina 1000$ yatirim yapildigini varsayalim

ve bes yil sonraki getiri:
Ts—yy = 1000(1 + 7)) (1 + 7)1 +13)(1 + 7)1 +75) (1.1)

Burada rq,ry, 13,1, Ve rs bes yillik faiz oranlarmi gostermektedir. Faiz oranlari
belirsizlikten dolay1 bilinmemektedir. Faiz oranlarinin geg¢mis verileri aragtirilarak dagilim
bulunabilir. Basit olmasi igin, faiz oranlarmin 0,05 ile 0,15 arasinda diizgiin (uniform)
dagildig1 varsayilabilir. Bes yil sonraki net getiriyi bulmak i¢in faiz oranlarinin ortak
dagilimmi olusturmak gerekmektedir. Faiz oranlarinin birbirinden bagimsiz oldugu
varsayilirsa onlarin ortak dagilimi marjinal dagilimlarinin carpimi olarak elde edilir. Ancak
faiz oranlar1 arasinda cesitli bagimlilik yapilar1 varsa ortak dagilim, marjinal dagilimlar ve
bagimlilik yapisiyla olusturulabilir. Literatiirde ¢esitli bagimlilik 6l¢iileri mevcuttur. Bunlar;
Pearson ¢arpim moment korelasyon katsayisi, Spearman sira korelasyon katsayis1 ve Kendall
tau korelasyon katsayisidir. Bu bagimlilik olgiileri en iyi Olglimler degildir. Ciinki bu
Ol¢ciimler ya normal dagilim varsayimina dayali olarak elde edilmektedir ya da parametrik bir
ailede genis kapsamli bir bagimlilik yapisi sunmazlar. Bu bagimlhilik OSlgiileri yukarida
bahsedilen oOrnekteki sorunu c¢ozmede yeterli degildir ve bu amagla kullanilabilecek

yontemlerden biri kapulalardir.

Cok degiskenli dagilim fonksiyonlari, ilgili degiskenlere iliskin marjinaller ve
degiskenlerin ortak hareketlerini gosteren bagimlilik yapilarindan olusmaktadir. Tlgili
degiskenler arasinda farkli tiirde bagimlilik yapilar1 mevcuttur. Sklar (1959) cok degiskenli
dagilim fonksiyonlarimi tek degiskenli marjinallere baglayan kapula fonksiyonlarinin varligim
ortaya koymustur. Kapulalar, degiskenler arasindaki bagimhilik yapilarii marjinal
dagilimlarina bakmaksizin modelleyebilen giiglii araglardir. Bununla birlikte, bilinen c¢ok
degiskenli dagilim fonksiyonlarinin yetersiz kaldigin1 durumlarda yeni ¢ok degiskenli dagilim
fonksiyonlarmin  olusturulmasina  olanak  saglamaktadirlar. Cok sayida kapula
fonksiyonlularinin varlhigi, farkli tiirdeki bagimlilik yapilarinin modellenmesini miimkiin

kilmaktadir.

Kapula, diizglin (uniform) marjinallerle bagimliligi modellemek i¢in dogal bir yaklasim
olarak ortaya ¢ikmistir (Joe, 1997; Nelsen 1999). Kapulalar, marjinal dagilimlar ile bagimlilik
yapisinin ayri bir sekilde incelenmesine olanak saglamaktadir. Ek olarak, kapulalar normal

dagilim varsayimma gerek duymamaktadir. Bununla birlikte, degiskenlerin ayni tek



degiskenli dagilim ailelerinden gelmesi gerekmemektedir. Farkli iki degiskenli kapula aileleri,
ortak bir dagilimin gesitli 6zelliklerinin modellenmesine olanak saglamaktadir. Simetrik
bagimliliklarin yani sira asimetrik ve dogrusal olmayan bagimliliklar1 da modelleyebilen
kapulalar pek ¢ok alanda kullanilabilmektedir. Bouy¢ vd. (2000) ve Embrechts vd. (2003)
kapulalar1 ilk kez kullanan ¢alismalardan bazilaridir. Kapulaya dayali modeller son yillarda
istatistiksel modellemede popiiler bir yontem haline gelmistir. Kapula yaklasimi bagimlilik
yapisindan bagimsiz olarak marjinallerin modellenmesine olanak saglamasindan dolay1

degiskenler arasinda bagimlilig1 modellemede 6nemli esneklikler sunmaktadir.

Ekonomi ve finans alanindaki olaylarin ¢ogu birbirleriyle iliskilidir. Bu tiir olaylari
aciklamak igin bagimliligin dikkate alinmasi gerekmektedir. Ornegin, New York borsasinda
yaklagik olarak i bin hisse senedi mevcuttur. Tiim bu finansal varliklarin fiyatlar
gelecekteki performans ve haber beklentisine gore siirekli olarak degismektedir ve bu
fiyatlardaki hareketler bagimsiz degildir (Engle, 2009). Bagimlilik yapisi, riskleri belirleme ve
Olgmede etkili oldugundan dolay1 portfoy se¢im problemlerinde olduk¢a Onemlidir. Bu
nedenle, tiim varlik fiyatlarindaki hareketlerin bagimli oldugunu ve tiim unsurlarin genel bir

denge sisteminde birbirine bagli oldugunu kabul etmek ¢ok dnemlidir.

n-tane varlik diisiiniildiigiinde, pj¢, i-nci varligmn t-anindaki fiyatin1 gostersin. rj varlik

getirisi asagidaki sekilde hesaplanmaktadir.

Tie =1In <ﬂ> (1.2)

Dit—1

Cok degiskenli getiri matrisi asagidaki sekilde elde edilebilir.

Tt Tt2 Ttn
Te-1,1 Te-1,2 Te—-1,n
T R L (1.3)
Te-k1  Te-k2 - Tigp

Burada k<t dir. r;; getirisi {r1,t—1»1’1,t—2' ...,rl_t_k} gecikmeli getirilerinden
etkilenmektedir. Ayrica, ry getirisi, {r,, ..., r,} getirilerinden etkilenmektedir. Getirilerin
gecmis degerleriyle olan bagimlilig: siitiin vektoriindeki iliskilerdir. Varliklar arasindaki
etkilesim ise cok degiskenli getiri matrisinin satirlar1 arasindaki bagimlilik olarak

gosterilir.

Finansal alandaki yiliksek boyutlu karmasik bagimlilik yapilarini modellemek oldukca

zordur. Bunun nedenlerinden biri, her bir varlik getirisinin kendine 6zgii karakteristik yapisi



mevcuttur. Bunlar, literatiirde stilize edilmis gergekler (stylized facts) olarak da ifade

edilmektedir. Onemli stilize edilmis gercekler asagidaki verilmektedir (Andersen vd., 2009):

e Giinliikk getirilerin kosullu ortalamalarinin 6ngériilebilirligi oldukga diisiiktiir. Giinliik
getirilerin varyanslari ortalamalarindan 6nemli dlctide biiyiiktiir.

e Giinliik getiriler normal dagilmamaktadir.

e Dinamik varyans modeliyle standardize edilmis giinliikk getiriler bile normal
dagilmamaktadir.

e Ayni biiyiikliikkte pozitif ve negatif getiriler varyans iizerinde farkli etkilere sahip

olabilirler.

Bununla birlikte, bagimliliklarda baz1 6zellikler mevcuttur. Finansal varliklarin getirileri
arasindaki bagimlilik yapis1 asimetriktir. Ornegin, hisse senedi getirileri piyasalarm diisiiste
oldugu siireclerde, yiikseliste oldugu siireclere gore daha yiiksek bir bagimlilik gdsterecektir.
Yani, hisse senedi getirileri genel piyasalardaki disiislerde ortak bir sekilde azalig

gosterebilirken ylikselen piyasalarda birlikte artis gostermeyebilir.

Finansal getirilerin ortak ve marjinal dagilimlari elipsel olmadiginda korelasyon
katsayisi bagimlilik yapisint modellemede yeterli degildir. Bununla birlikte kapula,
bagimlilig1 modellemede korelasyon katsayisina gore daha kapsamli bir bagimlilik 6l¢iisiidiir.
Kapulalar Gaussian dagilimin aksine kuyruk bagimliliginin modellenmesine olanak saglar.
Boylelikle negatif getiriler artsa bile bagimlilik yapist modellenebilmektedir. Ozellikle
finansal piyasalarin ¢alkantili oldugu donemlerde finansal zaman serileri arasindaki kuyruk
bagimliligmmin ihmal edilmesi, c¢oklu finansal modelleme uygulamalarint 6nemli OSlglide

etkileyebilir.

Literatiirde finansal getiri serilerinin genellikle degisen varyans gosterdigi ortaya
konmustur. Yani, getiri serilerinin zamana gore diisiik ve yiiksek volatilite kiimeleri gosterdigi
belirlenmistir. Diger taraftan, bazi finansal getiri serilerinde volatilite asimetrisinin oldugu
belirlenmistir. Bir diger ifadeyle, volatilite iizerinde negatif haberlerin pozitif haberlerden

daha biiyiik etkiye sahip oldugu goriilmiistiir (Brandt ve Kang, 2004; Liu, 2006).

Bununla birlikte, finansal varliklar arasindaki bagimlilik yapisinda asimetriklik oldugu
deneysel calismalar sonucunda ortaya konmus ve negatif getirilerin pozitif getirilere goére
daha bagimli oldugu sonucuna ulasilmistir (Patton, 2004; Emekter vd., 2009; Das ve Uppal,

2004). Ayrica, pek cok calisma finansal degiskenler arasindaki bagimlilik yapisinin zamana



gore sabit olmadigimi ortaya koymustur (Christoffersen, 2009; Hamilton, 2008; Hseih ve
Huang, 2012).

Kapula teorisi Sklar (1959) tarafindan ortaya konmasma ragmen finansal alandaki
uygulamalar1 21.yy baslarindan itibaren yapilmaya baslanmistir. Kapulalara iliskin bazi
caligmalar Cherubini vd. (2004), McNeil vd. (2005) ve Nelsen (2006) tarafindan yapilmastir.
Bununla birlikte, finansal zaman serileri arasindaki bagimlilik yapisinin zamana gore sabit
oldugu Manner ve Reznikova (2012) ve Silva Filho vd. (2014) tarafindan ortaya konmustur.
Ancak bazi deneysel ¢alismalar bu durumun gergekci olmadigin1 6ne siirmektedir. Patton
(2006) kapulalarin zamanla degistigini one siirmiistiir ve bu teori literatlirdeki pek ¢ok calisma

icin yol gosterici olmustur (Okimoto, 2008; Ng, 2008; Guegan ve Zhang, 2010).

Cesitli bagimlilik yapilarini modellemek i¢in literatiirde ¢ok sayida iki degiskenli
kapulalar Onerilmistir. Elipsel olmayan kapulalar arasinda Arsimedyan kapulalar son
zamanlarda finans alaninda yaygin bir kullanim kazanmistir. Bu durum, Arsimedyan
kapulalarin kapali formda kiimiilatif dagilim fonksiyonlarinin mevcut olmasi ve rastgele
degiskenler arasindaki bagimliligi modellemeye uygunlugundan kaynaklanmaktadir. Bu
baglamda, Arsimedyan kapulalarin finansal portfdylerin alt kuyruk bagimliliklarin
modellemede yeterli oldugu sonucuna ulasilmistir (Fannazzini, 2009). Ciinkii bu kapulalar
simetrik ve asimetrik kuyruk bagimliliklarin1 yakalayabilmektedirler. Bununla birlikte, basit
parametrik kapula modelleri ¢ok degiskenli verilerin karmasik bagimlilik yapilarini
modellemede yeterli diizeyde esneklik saglamamaktadir. Yiiksek boyutlu veriler i¢in az
sayida kapula modeli mevcuttur. Bu kapula modelleri degiskenler arasinda ayn1 bagimlilik
yapisin1 varsaydigindan dolayr ¢ok degiskenli bagimlilik yapilarint modellemede yeterli
degildir.

Yiiksek boyutlu kapula modelleri karmasik ¢ok degiskenli veri yapilarini modellemede
oldukga esnek bir yapi sunmaktadir. Bu tiir kapulalar vine kapula veya ikili kapula olusumu
(Pair-Copula Construction, PCC) olarak da ifade edilmektedir (Bedford ve Cooke 2002; Aas
vd., 2009). Bu model dogas1 geregi hiyerarsik bir yapiya sahiptir ve ¢cok degiskenli yogunluk
fonksiyonunun ardigik iki degiskenli kapula yogunluklarina ayrisima dayali olarak elde
edilmektedir. Bu teknik orijinal veriye ve onlarin kosullu ve kosulsuz dagilim fonksiyonlarina
uygulanmaktadir. Yiiksek boyutlu dagilimlar i¢in O6nemli sayida ikili kapula yapilar
mevcuttur. Bedford ve Cooke (2002) regular vine (R-vine) olarak bilinen grafik yontemini
ileri siirmiistiir. Regular vine siifi ¢ok genel bir siniftir ve ¢ok sayida ikili kapula ayrigimi

icermektedir. Literatiirde iki sinif iizerinde yaygin olarak durulmaktadir. Bunlar kanoniksel
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vine (C-vine) ve g¢izilebilir vine (D-vine) olarak ifade edilmektedir. Vine kapulalar son
zamanlarda risk yonetimi, varlik fiyatlamas1 ve portfoy karar problemleri gibi ¢esitli finansal

uygulamalarda kullanilmaktadir.

Bu tez galismasi, finansal risk yonetiminde kullanilan klasik yontemlerin yani sira bu
yontemlerin etkili sonuglar vermedigi ya da ilgili finansal varliklarin zayif uyum gosterdigi
durumlarda kullanilabilecek alternatif yaklasimlari icermektedir. Bu amagla finansal risk
yonetimdeki kullanilan Markowitz (1952) tarafindan gelistirilen modern portfoy teorisi ve bu
yontemlere alternatif olabilecek ¢esitli yaklasimlar sunulmaktadir. Bu yaklasim farkli dagilim
Ozelliklerine sahip finansal varliklardan olusan portfoye iliskin risk modellemesi ele
alimmaktadir. Varlik getirilerinin degiskenliginin Olciisii olarak ifade edilen volatilite, gesitli
yaklagimlarla modellenmektedir. Bu yaklasimlar ile finansal zaman serilerinin asimetriklik ve
kaldirag etkisi gibi karakteristik Ozellikleri dikkate alinmakta ve finansal varliklarin
fiyatlarinin belirlenmesinde volatilitenin etkisi olup olmadigin1 ortaya koyan modeller de
incelenmektedir. Finansal varliklar arasindaki bagimliliklar farkli bagimlilik yapilarini
modelleyebilen esnek yapiya sahip kapula yaklagimi ele alinmaktadir. Elipsel kapulalar ve
elipsel olmayan kapulalar ve vine kapulalar incelenmektedir. Diger taraftan risk
modellemesinin 6nemli parametrelerinden biri olan agirlik parametresi icin bazi
agirliklandirma yontemleri kullanilarak risk modellemesi yapilmaktadir. Ele alinan tiim
yaklasimlar ile farkli finansal piyasalar incelenmektedir. Onerilen risk modellerinin

performanslari i¢in geriye doniik testler (backtesting) kullanilmaktadir.



2. BAGIMLILIK MODELLEMESI

Bagimlilig1 6l¢gmek ve modellemek igin literatiirde bircok yontem mevcuttur. Finansal
alanda bu yontemlerden en yaygin kullanilani Pearson korelasyon katsayisidir. Bu olgtim
istatistikte ¢ok degiskenli normallik varsayimina dayanan klasik yontemlerde ve finansta
sermaye varlik fiyatlandirma modelinde 6nemli rol oynamaktadir. Pearson korelasyon
katsayisi elipsel dagilimlar i¢in uygun bir bagimlilik 6l¢iisii olmasina ragmen bazi eksiklikleri
vardir. Korelasyon marjinal dagilimlara baglidir ve marjinallerin dogrusal olmayan kesin
artan dontigimleri altinda degismezlik &zelligine sahip degildir. Bununla birlikte, ikili
dogrusal bagimliligin skaler bir Olglisii olan korelasyon tiim bagimlilik yapisini
yakalayamamaktadir. Bu nedenle dogrusal olmayan iliskileri ve asimetrik bagimliliklarini

modelleyemede yetersiz kalmaktadir.

Kapula fonksiyonlari bu eksikliklerin iistesinden gelebilmekte ve 6zellikle normal
olmayan degiskenler icin ortak dagilimi modellemede esnek bir yontem sunmaktadir. Bu
boliimde ilk olarak kapula teorisi ve kapulanin Onemli siniflar1 verilmektedir. Ayrica,
kapulalara dayali olarak elde edilen bagimlhilik olgiileri sunulmaktadir. Daha sonra, ikili
kapula olusumu hakkinda teorik yapilar verilmekte ve son olarak hem kapula, hem de ikili

kapulaya dayali modeller i¢in iligkili literatiir sunulmaktadir.
2.1. Kapula Teorisi

Kapula, diizgiin (uniform) dagilimli marjinallere sahip birim kiip [0,1]¢ ‘de taniml
C(uy, ..., uq) ¢ok degiskenli dagilim fonksiyondur. Bu fonksiyon d tane rastgele degisken
arasindaki bagimlilik yapisinin modellenmesine olanak saglamaktadir. Kapula kavrami ilk
olarak Sklar (1959) tarafindan literatiirde kullanilmigtir. Bu teorem, marjinal dagilim
fonksiyonlariyla ortak dagilim fonksiyonu arasindaki iligkiyi ortaya koymaktadir. Kapula,
segilen marjinal dagilimlar hakkinda herhangi bir varsayima gerek duymadigindan dolay

bagimlilik modellemesinde giiglii bir arag olarak kullanilmaktadir.

2.1.1. Tanim

Kapulalar, (0,1) ¢ de tanimli diizgiin marjinal dagilimlara sahip ¢ok degiskenli

kiimiilatif dagilim fonksiyonlaridir ve asagidaki sekilde tanimlidir:
c:[0,1]% - [0,1], nz2

Iki degiskenli kapula C: [0,1]? — [0,1] asagidaki 6zelliklere sahiptir.



1. Sinir kosullar1
uqy,u, € [0,1] igin

e (C(u,0)=Cc0,uy)=0
e Clup, D=1y, CALuy)=u

2. Artan fonksiyon
Uy, Uy, V1, V, € [0,1] olmak tizere u; < u, ve v; < v, igin
o C(uzvy) —Clup,v) — C(uy,vp) + Cug,v,) 20
2.1.1. Teorem (Sklar teoremi)

F fonksiyonu Fy,F,,...,Fq tek degiskenli marjinallerine sahip d-boyutlu dagilim

fonksiyonu ise tiim X = (X4, ...,Xq)" € R4 i¢in d-boyutlu C kapula fonksiyonu mevcuttur:
F(xq, 0, xq) = C(Fy (%), .., Fa(xq)) (2.1)

Marjinaller siirekli ise kapula tektir ve asagidaki sekilde tanimlanir:
€ty ta) = F (Fr (), e, P () (2.2)

Burada F~! marjinal fonksiyonlarin ters fonksiyonlaridir ve u € [0,1]¢ dir. Diger
taraftan, Fq,F,,...,Fq marjinal dagilim fonksiyonlari ve C bir kapula fonksiyonu ise F

fonksiyonu F;, F,, ..., F4 marjinallerine sahip ortak dagilim fonksiyonudur.

Kapula yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

E)ZC(ul,uz)

IOREION) 2.3)

c(ug,up) =

Sklar teoreminden hareketle F;, F, kesin artan ve siirekli marjinal yogunluklara sahip F
stirekli ¢cok degiskenli dagilimi i¢in zincir kuralin1 kullanarak f ortak yogunluk fonksiyonu
asagidaki sekilde elde edilebilir:

92C(Fy(x1), F2(x2))
a(1:1 (Xl))a(FZ (Xz))

fr(x)f2(x2) (2.4)

f(xq,%3) =

= C(F1(X1),Fz(Xz))f1(X1)f2(X2)
Bunun sonucu olarak,

f(x1,%32)

fGDf () (2.5)

C(F1 (x1),F (Xz)) =



esitligi elde edilir. Burada c iki degiskenli kapula yogunlugudur. Sklar teoreminin iki 6nemli
sonucu vardir. Ilk olarak, diizgiin marjinallere sahip her ortak dagilim fonksiyonu igin bir
kapula fonksiyonu mevcuttur. Ikinci olarak, ortak bir dagilim fonksiyonu marjinal
dagilimlardan ve bir kapuladan elde edilebilir. Bu nedenle, kapula modelleri marjinallerin
bagimlilik yapisindan ayri olarak modellenmesSine olanak saglar ve buradaki bagimlilik yapisi
bir kapula tarafindan modellenir. Bu 6zellik marjinalleri belirlemede ve en uyumlu kapulay1
segmede 6nemli bir esneklik saglamaktadir. Ornegin, iki rastgele degisken icin iki farkl
marjinal dagilim belirlenebilir. Bu marjinallerin ayn1 dagilim ailesinden olmasi zorunlu
degildir. Bununla birlikte, bu iki rastgele degisken i¢in en uyumlu kapula fonksiyonu farkli
kapula ailelerinden segilebilir ve bu dagilimin marjinal dagilimlar ile ayni aileden gelmesi
gerekmemektedir. Ayrica, bagimlilik yapisindan marjinalleri ayirma tahmin siireci i¢in 6nemli
esneklik sunmaktadir. Bir diger ifadeyle, marjinal dagilimlar bagimlilik yapisindan bagimsiz
bir sekilde tahmin edilebilir. Bu durum tahmin siirecini ¢oziilebilir adimlara ayirir ve

boylelikle tahmin siireci kolaylasir.
2.2. Kapula Siniflar1

Literatiirde cok sayida kapula modeli mevcuttur. Ancak elipsel ve Arsimedyan
kapulalar en yaygin kullanilan kapula fonksiyon smiflaridir. Bu iki kapula fonksiyonuna ek
olarak karma (mixture) kapulalar da gittikce popiilerlik kazanmaktadir. Karma kapulalar,
degiskenler arasindaki karmagsik bagimlilik yapilarini belirlemek icin ¢ok sayida model
sunmaktadir. Nelsen (2006) kapulalarin konveks birlesimlerinin de bir kapula oldugunu

ortaya koymustur. Onemli kapula siniflar1 asagida verilmektedir.
2.2.1.Elipsel Kapulalar

Elipsel kapula tiirleri inversiyon yontemini kullanarak elipsel dagilimlardan elde
edilebilir. Detayl1 bilgi igin Nelsen (2006) incelenebilir. Cok degiskenli Gaussian (normal) ve
Student t kapulalar (t kapula) kolay hesaplanmasindan dolay1 literatiirde en yaygin kullanilan
kapulalardir. Bununla birlikte, Gaussian kapula kuyruk bagimliligina sahip degildir ve

Student t kapula ise sadece simetrik kuyruk bagimliligini modelleyebilmektedir.
2.2.2. Arsimedyan Kapulalar

Arsimedyan kapulalar sundugu avantalardan dolayr en 6nemli ve en yaygin olarak
kullanilan kapula ailesidir. ik olarak, Arsimedyan kapulalar degiskenler arasindaki iist, alt ve
hem {iist hem de alt kuyruk bagimliliklarint modelleyebilen ¢ok sayida kapulalar igermektedir.

Ikinci olarak Arsimedyan kapulalar, iiretici fonksiyonuna dayali olarak kolayca iiretilebilirler.



2.1.2. Tamm(Arsimedyan kapula)

Bir C kapulasi asagidaki esitligi sagliyorsa bu kapulaya Arsimedyan kapula denir:
Clup,uz) = @ e(u) + @(u)], ug,up €[0,1] (2.6)

Burada ¢ fonksiyonu C kapulanin iireticisi olarak ifade edilir ve @/~ ise sdzde tersidir

(psuedo-inverse). Eger C bir Arsimedyan kapula ise asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

e ( simetriktir. Yani,
C(uy,uy) =Cluy,uq)
e ( birlesme 6zelligine sahiptir. Yani
C(C(uq,uy),uz) = C(ul, C(u,, u3))
e Kk herhangi bir sabitse ve ¢ fonksiyonu C’nin {ireticisi ise k¢ de C’nin bir

tiretici fonksiyondur.

Arsimedyan kapulalar Onemli Ozellikler sunmasina ragmen yiiksek boyutlu
bagimliliklar1 modellemede esnek degillerdir. Bu esneksizlik diger nedenlerin yani sira
Arsimedyan kapulalarin c¢ok degiskenli bagimliliklar1 yakalamada sadece bir veya iki

parametreye sahip olmasindan kaynaklanmaktadir.
2.3. Iki Degiskenli Elipsel Kapula Aileleri

Asagida iki degiskenli elipsel kapula aileleri anlatilmaktadir. Bu konu hakkinda detayli
bilgi i¢in Joe ve Kurowicka (2011) ve Nelsen (2006) incelenebilir.

e Gaussian kapula (Normal kapula)

Iki degiskenli Gaussian kapula elipsel kapula ailesine aittir ve asagida sekilde

tanimlanmaktadir.
C(uy,up) = Doy [~ (wy), 71 (uy)] (2.7)
Burada ®,,,, ., iki degiskenli ortak standart normal dagilim fonksiyonudur ve py, ,,

dogrusal korelasyon katsayisina sahiptir. ®~1, standart normal dagilim fonksiyonunun

tersidir. Gaussian kapulanin yogunluk fonksiyonu asagida verilmektedir:

oy [ 6 200160 — 82 -85 2.8

1
c(u,uy) =
v M- p2 2 2(1-p?)
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Burada §; = @~ 1(uy) ile &, = ®71(u,) ve p € (—1,1) dir. Gaussian kapula p - 1 i¢in
tam pozitif ve p - —1 igin tam negatif bagimlilik gdstermektedir. Iki degisken arasindaki

bagimlilik yapis1 Gaussian kapula ile Sekil 2.1°deki gibi modellenmektedir.

uz
0
|

-1
|

-3
|

Sekil 2.1. 0.5 korelasyon katsayili Gaussian kapula grafigi

e Student t kapula (t kapula)

Iki degiskenli Student t kapula iki parametreli bir kapula fonksiyonudur ve Gaussian
kapula ile benzer sekilde elde edilir. t,,, p dogrusal korelasyon katsayili ve serbestlik
derecesi (v > 0) olan iki degiskenli ortak standart t dagilim fonksiyonudur. t~1, standart t
dagilimmin tersidir. Bu durumda iki degiskenli Student t kapulanin dagilim fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

C(ug,up) = tp,v[tgl(ul)’ t, t(uy)] (2.9)
Student t kapulanin yogunluk fonksiyonu ise asagidaki sekilde ifade edilmektedir:

—v+2

r(vX2\p (v 242 _ (=5
ey = LIEZ)MG) a6t 4 68— 2p5060)( 210

e ()

Burada G; = ty1(u;),i = 1,2 ve T Euler fonksiyonudur. Gaussian kapula ile benzer
sekilde
p € (—1,1) dir. p = 1 icin tam pozitif ve p = —1 icin tam negatif bagimliligi ve p =0

iliskinin olmadigin1 géstermektedir. Hem Gaussian hem de Student t kapula elipsel kapula
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ailesinden olmasia ragmen kuyruk bagimliligi acisindan farkliliklar gostermektedir. Alt
kuyruk bagimliligi kapula fonksiyonunun alt kuyrugundaki yogunlugu ifade ederken iist
kuyruk bagimliligt kapula fonksiyonunun iist kuyrugundaki yogunlugu gostermektedir.
Kuyruk bagimliligi ortak negatif veya pozitif ii¢ degerlerin gézlenme olasiligini temsil
etmektedir. Gaussian kapula kuyruk bagimliligina sahip degilken Student t kapula esit alt ve
ist kuyruk bagimmliligini modelleyebilmektedir. Student t kapulanin kuyruk bagimlilik
seviyesi v serbestlik derecesi ile belirlenmektedir. Serbestlik derecesi arttik¢a kuyruk
bagimlilik seviyesi azalir ve v — oo Student t kapula Gaussian kapulaya yakinsamaktadir. iki
degisken arasindaki bagimlilik yapist Student t kapula ile Sekil 2.2°deki gibi

modellenmektedir.

uz2
0
|

ut

Sekil 2.2. 0.5 korelasyon katsayili ve 3 serbestlik dereceli Student t kapula grafigi
2.4. Tki Degiskenli Arsimedyan Kapula Aileleri

Arsimedyan adi, kapulalarin reel sayilar i¢in Argsimedyan aksiyomuna benzeyen cebirsel
ozelligini ifade etmektedir. Elipsel kapulalarin aksine Arsimedyan kapulalar tek degiskenli
iretici fonksiyonlariyla degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi1 hakkinda tim bilgiyi

modelleyebilmektedir. Arsimedyan kapula aileleri asagida ifade edilmektedir.

e Frank kapula

Frank kapula bir parametreli simetrik Arsimedyan kapuladir ve {iretici fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
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(2.11)

e 0t —1
e 9 -1

() = —ln[
Parametrenin tanim araligt 6 € (—oo,)\{0} ‘dir. Frank kapula negatif ve pozitif
bagimlilik yapilarin1 modelleyebilmektedir. Ancak alt ve iist kuyruk bagimliliklarini

yakalayamamaktadir. Frank kapulanin dagilim fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanabilir:

-1 [1+ (e %1 —1)(e %2 —1)
n

Co(ur, up) = -1 T (2.12)
Frank kapulanin yogunluk fonksiyonu ise asagidaki sekilde verilmektedir:
e O (u; +uy)
— a(o—0 _ 1T U
c(uy,u,) =6(e 1) P O TR A TP (2.13)

Frank kapula 6 — —oo i¢in negatif bagimliligt ve 6 — oo igin pozitif bakimlilig
gostermektedir. Bununla birlikte, 6 = 0 i¢cin iki degiskenin bagimsiz oldugu ifade
edilmektedir. Iki degisken arasindaki bagimlilik yapisi Frank kapula ile Sekil 2.3deki gibi

modellenmektedir.

uz2

-2
|

-3
|

ul

Sekil 2.3. @ = 5.8 olan Frank kapula grafigi

e Clayton kapula

Clayton bir parametreli kapuladir ve alt pozitif kuyruk bagimliligin1 modellemektedir.

Clayton kapulanin iiretici fonksiyonu asagida tanimlanmaktadir:
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1
p(t) =5 (70 -1) (2.14)
Clayton kapulanin dagilim ve yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagida verilmektedir:

-1
Co(ur,up) = [u1_9 + uz_t9 - 1] o (2.15)

-1
c(ug,up) = (1 + 6) (g, u) 0 (ug® +uz® —1)0 (2.16)

Parametrenin tanim araligi 6 € (0,00) ‘dir. Clayton kapula 6 — oo icin pozitif
bagimlihig ve 8 = 0 igin bagimsizlig: ifade etmektedir. Iki degisken arasindaki bagimlilik
yapisi Clayton kapula ile Sekil 2.4°deki gibi modellenmektedir.

uz2

-2
|

-3
|

ut
Sekil 2.4. @ = 2 olan Clayton kapula grafigi

e Joe kapula

Joe kapula bir parametreli bir Arsimedyan kapuladir ve Clayton kapulanin aksine tist
pozitif kuyruk bagimliligin1 modellemektedir. Joe kapulanin iiretici fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:
p() =In[1-(1 -0 (2.17)

Joe kapulanin dagilim ve yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagida verilmektedir:

1
Colup,up) =1—[(1—u)? + (1 —uy)? - (1 —up)?(1 —uy)?)? (2.18)
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c(uy,uy) = [(1 —u)? + (1 -uwp)? - (1 —uf(1 - uz)e]%_z x(1—up)f71 (1 —uy)f?
x[0-14+1—-u)l+ (1 —u)? — (1 —u)?(1—uy)?] (2.19)

Parametrenin tanim aralig1 0 € (1, 00) ‘dir. Joe kapula 8 — oo i¢in pozitif bagimlilig: ve
8 — 1 i¢in bagimsizlig1 ifade etmektedir. iki degisken arasindaki bagimlilik yapisi Joe kapula
ile Sekil 2.5’deki gibi modellenmektedir.

uz2
0
|

-2
|

-3
|

Sekil 2.5. @ = 2.8 olan Joe kapula grafigi

e Gumbel kapula

Bir parametreli Arsimedyan kapulalardan biri de Gumbel kapuladir. Joe kapulaya
benzer sekilde Gumbel kapula da iist kuyruk bagimliligini modellemektedir. Gumbel

kapulanin iiretici fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
o(t) = (~In(0)° (2.20)
Gumbel kapulanin dagilim ve yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagida verilmektedir:

Colts, ) = exp|[~((—In))? + (=1n(u))")1] 2.21)

(InCuy) InCuey))P-?
(= In(u))® + (~ In(uy))9)> 8

c(uy, up) = Co(uy,up)(ug,up) ™t (2.22)
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Parametrenin tanim araligi 6 € [1,00) ‘dir. Gumbel kapula 6 — oo icin pozitif
bagimlilig1 ve 8 - 1 igin bagimsizhg: ifade etmektedir. iki degisken arasindaki bagimlilik

yapist Gumbel kapula ile Sekil 2.6’daki gibi modellenmektedir.

uz2
0
|

-1
|

ul
Sekil 2.6. 8 = 2 olan Gumbel kapula grafigi

e Clayton-Gumbel kapula (BB1)

Clayton-Gumbel (BB1) kapula iki paremetreli bir Arsimedyan kapuladir ve Clayton ile
Gumbel ailesinin genellestirilmis versiyonu olarak ifade edilebilir. Bu kapulanin iiretici

fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
o) = (t0 —1)° (2.23)

BB1 kapulanin dagilim ve yogunluk fonksiyonu sirasiyla agagida verilmektedir:

|~

.
Cupuz) = |1+ = 1) + (u3° - 1)6]5] (2.24)

_yTo7?
c(u,uy) =41+ [(u[g - 1)(S + (u2'9 - 1)5] 6}

2
i S-2
x [(ur® = 1)+ (wz® - 1)°)°

x {95 #1400 - 1 [(u® —1)" + (u3° - 1)5]_3}
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x (ur® — 1)6_1u1‘9‘1(u2'9 - 1)(5_1112"""'1 (2.25)

Parametrelerin tanim araligi 0 € (0,00) ve § € [1,00) ‘dir. 8 =0 oldugunda BBI
kapula Gumbel kapula olmakta ve 6 = 1 i¢in BB1 kapula Clayton kapula olmaktadir. BB1
kapula 8 — o ve § —» oo igin pozitif bagimlihig ifade etmektedir. iki degisken arasindaki

bagimlilik yapis1t BB1 kapula ile Sekil 2.7°deki gibi modellenmektedir.

uz2
0
|

u1

Sekil 2.7. @ = 2 ve §=1 olan BB1 kapula grafigi

e Joe-Clayton kapula (BB7)
Joe-Clayton (BB7) kapula iki parametreli bir Arsimedyan kapula ailesidir. Bu kapulanin
tiretici fonksiyonu asagida verilmektedir:

o =[1-01-0° (2.26)

Joe-Clayton (BB7) kapulanin dagilim ve yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagida
tanimlanmaktadir:
1

Cluy,uy) =1-— [1 -[A-A-u))H P +A -1 -u)? %] (2.27)

1
-116-2 =1 1
c(uq,uy) = [1 —(u+u, +1)8 ] (ug +uy + D0-2[(u; + 1) + (uy + 1)]1+6

x [9(5 +1)— (06 + 1) (uy +u, + 1)%1] (1 = uqg][1 —u,)ft (2.28)
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Parametrelerin tanim araligi 0 € [1,00) ve § € (0,00) ‘dir. 8 =1 oldugunda BB7
kapula Clayton kapula olmakta ve § = 0 i¢in BB7 kapula Joe kapula olmaktadir. BB7 kapula
B — o ve § - o icin pozitif bagimlilig: ifade etmektedir. Iki degisken arasindaki bagimlilik
yapist BB7 kapula ile Sekil 2.8’deki gibi modellenmektedir.

U2
0
l

-1

-2
|

u1

Sekil 2.8. 8 = 2 ve §=1 olan BB7 kapula grafigi
2.5. Dondiiriilmiis (Rotated) Kapula Aileleri

Dondiiriilmiis  kapula asimetrik  kapulalarin = dondiiriilmiis  versiyonlarin1  ifade
etmektedir. Kapulalar (1 —uy,u,), (1 —u;,1—1u,) ve (u;,1 —u,) argiimanlari ile sirasiyla
90, 180 ve 270 derece dondiiriilebilirler. 90 ve 270 derece dondiirme ilgili kapulanin negatif
bagimlilik yapilarinin modellemesini saglamaktadir. 180 derece dondiirme ise ilgili sag kalim
kapula ailesinin iiretilmesini saglamaktadir. Ornegin, Clayton, joe, Gumbel ve BB7 kapulalar
sadece pozitif bagimlilik yapilarini kontrol edebilirler. Bu nedenle negatif kuyruk bagimlilig
gosteren veri yapilarin1 modellemek i¢in bahsedilen kapulalar yeni kapulalar elde etmek i¢in
dondiiriilebilir. Dondiiriilmiis kapular hakkinda detayli bilgi i¢cin Cech (2006), Luo (2011) ve

Wiboonpongse vd (2015) incelenebilir. Dondiiriilmiis kapulalar asagida tanimlanmaktadir:

o Doéndiiriilmiis kapula (90 derece)

Coo(ug, uz) = uz — C(1 —uy, uyp) (2.29)
Bu kapulalarin yogunluk fonksiyonu ise asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Coo(Uy, Uz) = Coo(1 — uy, uz) (2.30)
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Iki degisken arasindaki bagimlilik yapist dondiiriilmiis (90 derece) Clayton ve
dondiiriilmiis

(90 derece) Gumbel kapulalar ile Sekil 2.9°daki gibi modellenmektedir.

u2

Sekil 2.9. Sirasiyla 8 = -2 olan dondiiriilmiis (90 derece) Clayton ile dondiiriilmiis (90 derece) Gumbel
kapula grafigi

o Sagkalim kapula (180 derece)

Clgo(ul,uZ) = uq + U, — 1 + C(l — U, uZ) (231)
Bu kapulalarin yogunluk fonksiyonu ise asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

C180(U1, Uz) = Cig0(1 —uy, 1 —uy) (2.32)

Iki degisken arasindaki bagimlilik yapisi sagkalim Clayton ve sagkalim Gumbel
kapulalar ile Sekil 2.10°daki gibi modellenmektedir.

uz2
0
!

Sekil 2.10. Sirasiyla 8 = 2 olan sagkalim Clayton ile sagkalim Gumbel kapula grafigi
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o Dondiiriilmiis kapula (270 derece)
Ca70(ug,uz) =u; — C(uy, 1 —uy) (2.33)
Bu kapulalarin yogunluk fonksiyonu ise asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
C270(uy, uz) = Cz70(uy, 1 —uy) (2.34)
Eger kapula simetrikse bu durumda asagidaki esitlikler saglanmaktadir:
c(uy, uz) = ¢yg9(uy, uz) (2.35)
Coo (U, Uz) = Cz70(uy, uz) (2.36)

ki degisken arasindaki bagimlilik yapisi dondiiriilmiis (270 derece) Clayton ve
dondiiriilmiis (270 derece) Gumbel kapulalar ile Sekil 2.11°deki gibi modellenmektedir.

uz2
0
l

3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
ut ut
Sekil 2.11. Swrasiyla @ = -2 olan dondiiriilmiis (270 derece) Clayton ile dondiirilmis

(270 derece) Gumbel kapula grafigi
2.6. Cok Degiskenli Elipsel Kapula Aileleri

Elipsel kapulalar esitlik (2.2)’de verilen ters doniistim kullanilarak elipsel dagilimlar
yardimiyla iretilir (Owen ve Rabinovitch, 1983). Elipsel kapula ailelerinden biri Gaussian

kapuladir ve asagidaki sekilde tanimlanir:
C(u) = Dp(P1(uy), ..., @71 (uy)) (2.37)

Burada @ ve ®1 sirasiyla standart normal kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve standart
normal kiimiilatif dagilim fonksiyonunun tersidir. ®p ise R € [—1,1]" simetrik pozitif tanimli
korelasyon matrisine sahip ¢ok degiskenli standart normal kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.
Bir diger yaygin kullanilan elipsel kapula, ¢ok degiskenli Student t kapuladir ve asagidaki

sekilde tanimlanir:
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Cw) = tpy(ty1(wy), -, 51 (uy)) (2.38)

Burada tg,, R € [-1,1]" korelasyon matrisli ve v > 0 serbestlik dereceli cok
degiskenli standart Student t kiimiilatif dagilim fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. ty1, v
serbestlik dereceli tek degigkenli standart t dagiliminin kiimiilatif dagilim fonksiyonunun

tersidir.
2.7. ikili Kapula Yapisi

Ikili kapula yapisi, esnek ¢ok degiskenli dagilimlar1 olusturmada faydali bir ydntem
sunmaktadir. Joe (1997), Sklar (1959) teoremine dayali olarak kiimiilatif dagilim
fonksiyonunu kullanarak ikili kapula olusturma kurallarmi ortaya koymustur. ikili kapula
yapist, ¢ok degiskenli bir yogunluk fonksiyonunun ardisik iki degiskenli kapulalara
ayrilmasina dayali olarak olusturulur. Bu kural orijinal degiskenlere ve onlarin kosullu ve
kosulsuz dagilimlarina uygulanir. Bedford ve Cooke (2001,2002) ikili kapula yapisi i¢in farkli
kombinasyonlarin var oldugunu gostermis ve bu kombinasyonlari olusturmak igin siral
olarak agaclari tasarlamaya dayal1 bir grafiksel yontem dnermistir. Bu dagilimlar regular vine
olarak adlandirilmaktadir. Aas vd. (2009) iki degiskenli kapula se¢iminde bir kisitlama
olmadigindan dolay1 bu ikili kapula olusum prensibini, yap1 taglar1 olarak keyfi iki kapula
ailesi belirleyip genisletilebildigini ortaya koymustur. Bundan dolay1, yapi taglar1 olarak farkl
kapula ailelerine izin veren ikili kapula olusum prensini kullanarak ayristirilan ¢ok degiskenli
bir dagilim karma (mixed) vine olarak adlandirilir. Bu vine kapulalar, orijinal degiskenlerin

karmagik bagimlilik yapilarint modellemektedir.

Genel olarak vine kapulalar, uniform dagilimli marjinallere sahip vine dagilimlaridir.
Regular vine kapulalar iki tiirii igermektedir. Bunlar; C-vine ve D-vine kapulalardir. Bu vine
kapulalarin arasindaki temel fark, c¢ok degiskenli yogunluk fonksiyonunu ayrigtirma
yontemden kaynaklanmaktadir. C-vine kapulalar, cok degiskenli yogunlugu ayristirmak i¢in

yildiz agaci1 metodolojisini kullanirken D-vine kapulalar, diiz aga¢ metodolojisini kullanir.
d-boyutlu bir veri igin ikili kapula modeli = kosulsuz ve (d —1)(d — 2) kosullu ikili

kapulaya gerek duymaktadir. Bu kapulalarin ayni aileden olmasi zorunlu degildir. Bir diger
ifadeyle, ikili kapula yapist her bir degisken cifti i¢in farkli iki degiskenli kapulalarin
belirlenmesine olanak saglamaktadir. Boylelikle, ikili kapulaya dayali modeller, bagimlilig

tek bir kapula ile modellemede karsilasilan sinirlamalarinin iistesinden gelmekte ve boylece
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daha esnek c¢ok degiskenli modeller sunmaktadir. ikili kapula yapis1 asagida verilen drnekteki

gibi tanimlanabilir:

Ornek 2.7.1. (3-boyutlu es kapula yapisi)

X = (X;,X,,X3) rastgele degisken vektord, f(xq,X,,X3) ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu ii ve f;, f, ile f; ise bu degiskenlerin tek degiskenli marjinal yogunluklart olsun. O

halde f fonksiyonu asagidaki sekilde ayrilabilir:

f(x1,x2,x3) = f3(x3). f(x2x3). f (x1]2x2, x3) (2.39)

Esitlik (2.2) ve (2.5) kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:

f(x1, %2, %3) = C123[F(x1), F(x2), F(x3)]. f1(x1). f2(x2). f3(x3) (2.40)

Burada c;,3 3-boyutlu bir kapula yogunluk fonksiyonudur. O halde f(x,|x3) kosullu
fonksiyonu asagidaki sekilde ayristirilabilir:

f(xz,x3) _ C23[F (x2), F (x3)]. f2(x2). f3(x3)
f3(x3) f3(x3)

= 3[F (x2), F(x3)]. f2(x2)

(2.41)

f(xzx3) =

Benzer sekilde, esitlik (2.39) da verilen f (x4 |x,, x3) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

012|3[F(x1|x3), F(xz|x3)]. f Cerlxg). f (x21x3)

f(xylxz, x3) = EArS) (2.42)
= C1213[F (x11%3), F (2 |x3)]. £ (311 %3)
f (x1lx3) asagidaki sekilde tanimlanabilir:
il = f ](C:(lx:;) _aslF() F (fzg()x]gl(xz)-fa (x3) (2.43)
= c13[F (x1), F (x3)]. (1)
Esitlik (2.41), (2.42) ve (2.43) birlestirildiginde asagidaki sonug elde edilebilir:
f (1, x2,%3) = c13[F (x1), F (x3)]- €23[F (x2), F (x3)].
C1213[F (x11x3), F (x21x3)]. f1 (x1). f2 (x2).- f3(x3) (2.49)
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Burada (2.42) de tanmimlanan c;5|3 kosullu kapulanin X5 kosul degiskeninden bagimsiz

oldugu varsayilir. Bir diger ifadeyle,
C12|3[F(x1|x3); F(xz|x3); x5] = (212|3[F(x1|x3), F(x3]x3)] (2.45)

Haff vd. (2010) bu varsayimla vine kapula modelini basitlestirilmis ikili kapula yapisi
olarak adlandirmistir. Bu varsayim esnek modeller olusturmak i¢in gereklidir. Bununla
birlikte, basitlestirilmis ikili kapula yapisinin dogru ayrisma igin iyi bir yaklasim oldugu
ortaya konmustur. Diger taraftan, 3-boyutlu ikili kapula ayrisimi i¢in tek bir segenek yoktur.

Esitlik (2.41) i¢in alternatif bir ayrisim asagidaki gibi verilebilir:

f (1, x3]x7) _ C13j2[F (x1122), F (eslx2) 1 f Cer1x2) f (3] x2)

f(x1lxz, x3) =

f(x3,x2) B f(x3lxz)
= gl Ges ), PG Gebe) = sl G P ) 222
_ c12[F (x1), F (x2)]. f1(x2). f2(x2)
= C13|2[F(x1|x2):F(x3|x2)] ()

= C13|2[F(x1|x2), F(x3|x2)]. c12[F (x1), F(x3)]. f1(x2) (2.46)

Boylece f ortak yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

f(x1,%2,%3) = c12[F(x1), F(x2)]. c23[F (x2), F (x3) .
cl3|2[F(x1|x2), F(x3|x)]. fi(x1). f2(x2). f3(x3) (2.47)

Esitlik (2.47) deki cq3, kosullu kapula esitlik (2.44)’deki c;7)3 kosullu kapuladan
farklidir. Ornek 2.7.1°de goriildiigii gibi ikili kapula yapisi tek degildir ve farkli ayrisimlar
farkli sonuglar verir. Ornegin, 5-boyutlu yogunluk fonksiyonu igin 240 farkl ikili kapula
yapist mevcuttur (Aas vd, 2009). Boyut arttikga ikili kapula yapisinin sayisi artmaktadir. Bu
nedenle, ikili kapula yapisini diizenlemek i¢in Bedford ve Cooke (2001) ile Bedford ve Cooke
(2002) regular vine olarak da adlandirilan bir grafiksel arag gelistirmistir. Bu grafiksel arag, i¢

ice bir agac kiimesi olarak da tanimlanabilir.
2.7.1.Regular Vine

Bu boliimde regular vine yapisina iliskin 6nemli tanim, teori ve bazi detaylar1 hakkinda

bilgiler sunulmaktadir.
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Tanim 2.7.1.(Agag)

T = {N, E}, N diigiimlii ve E kenarl1 (N tane diigiimiin her bir ¢iftini baglantis1) bir agag
grafigidir. Diiglimiin derecesi, bu diiglime baglanan kenarlarin toplam sayist olarak belirlenir

(Bedford ve Cooke, 2001).

Tanim 2.7.2.(Vine, Regular Vine)

V7, asagidaki kosullar1 saglarsa d boyutlu bir vine olarak adlandirilir.

o V= (T,T,..,Tg_q1) dir. Burada T; vine yapisinin ilk agacini gostermekte ve
digerleri de bu sekilde devam etmektedir.

e T, agact N; ={1,2,...,d} diigiim ve E; kenarl1 bagl bir agagtir.

e t=23,..,d—1icinT; agac1 N, = E,_,; digiimlii ve E,_; kenarl1 bagl bir agactir.

Ayrica V asagidaki kosullar1 saglarsa d boyutlu bir regular vine olarak adlandirilir.

e t=23,..,d—11igin l ={l;,l,} ve m = {my,m,}, T, deki kenarlar ile baglanmis
iki diigiim ise kesin olarak [’nin bir tanesi m;’nin (i = 1,2) bir tanesine esittir. Bu
kosul, yakinlik kosulu olarak bilinmektedir.

e ise birlestirilmis iki diigiim ise /;’nin biri kesin olarak m;’ nin birine esittir. Bu kosul
yakinlik kosulu olarak da bilinir.

Yakinlik kosulu altinda, (Tj,1) agacindaki iki diigiim onceki agactaki (T;) ortak bir diigiim

paylastyorsa yalnizca bir kenar ile baglanir (Kurowicka ve Cooke, 2006).

Tanim 2.7.3.(Regular Vine 6zelligi)

(F,V,B) asagidaki ozellikler sagliyorsa bir regular vine (R-vine) kapuladir:
o F =(F,F,, .., Fy),strekli tersi alinabilir dagilim fonksiyonu vektoriidiir.
e V, d boyutlu regular vine yapisidir.
e B={B.,li=1,2,..,d—1;e € E;} iki degiskenli kapula kiimesidir.

Tanim 2.7.4.(D-vine ve C-vine)

Cooke ve Kurowicka (2006), D-vine ve C-vine yapilarini asagidaki sekilde tanimlamaktadir.
e Regular vine yapisinin ilk agacindaki her diigiim en cok iki diiglimle bagliysa bu

regular vine yapisi, D-vine olarak adlandirilir.
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e Regular vine yapisinin her T; agacinda tim diger diigiimlere bagl bir 6zel diigim
(kok diigim) varsa bu regular vine yapisi, C-vine olarak adlandirilir.

4-boyutlu C ve D vine yapilariyla 5-boyutlu regular vine yapisina ait birer 6rnek asagida
verilmektedir (Aas vd., 2009).

Ornek 2.7.2. (4-boyutlu C-vine)

Genel olarak d-boyutlu C-vine kapula igin d!/2 tane aga¢ yapisi mevcuttur. Bu nedenle
4-boyutlu C-vine yapisindaki agaglar1 siralamak i¢in 12 farkli segenek vardir. 4-boyutlu

C-vine kapula asagidaki aga¢ diyagraminda verilmektedir.

Agac 1

Agag 2

2,31

2,411
12 1,4

Agac 3

3,41,2
2,31 2,41

Sekil 2.12. 4-Boyutlu C-vine yapisi
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Bu aga¢ diyagraminda her bir diigiim bir degiskeni gostermektedir ve her bir kenar iki
degiskenli (kosullu ve kosulsuz) kapula ailesine karsilik gelmektedir. Bu diyagramdan da
goriildiigii gibi diger tiim degiskenlere baglanan bir kok degisken vardir. ilk agagta kok
degiskenine gore tiim degiskenler arasindaki iki degiskenli bagimlilik yapilarini modellemek
icin kosulsuz iki degiskenli kapulalar kullanilir. ikinci ve iigiincii agaclarda ise iki degiskenli
kosullu bagimlilik yapilarini modellemek i¢in iki degiskenli kosullu kapulalar belirlenir. Bu
ornekte 4 degisken, 3 aga¢ ve 6 kenar vardir. Her bir ¢ift i¢in iki degiskenli bir kapula tahmin
edilirse 6 tane (3 kosulsuz ve 3 kosullu) iki degiskenli kapula yogunlugu olacaktir.

4-boyutlu C-vine yapisinin ortak yogunluk fonksiyonu esitlik (2.48)’de verilmektedir:

f(x1,%2,x3,%4) = f1(x1) x f2(x2) x f3(x3) x fa(x4)
C12[F (x1), F(x2)] x ¢13[F (x1), F(x3)] x c14[F (1), F (x4)]
C23|1[F(xz 1), F (x3]x1)] x Cz4|1[F(x2|x1)' F(x4lx,)]

C34|12[F(x3 |21, 22), F (24121, x5)] (2.48)

Ornek 2.7.3. (4-boyutlu D-vine)

C-vine yapisinda oldugu gibi D-vine yapisinda da d!/2 ayirma secenegi vardir. Ancak
D-vine yapist kok degiskene gerek duymamaktadir. D-vine yapisinda degiskenler ardisik
olarak olusturulur. Yani, il degisken ikinci degiskene baglanir, ikinci degisken iigiincii
degiskene baglanir ve bu sekilde devam eder. Boylece, ilk agactaki degiskenler arasindaki iki
degiskenli bagimlilik yapilarin1 modellemek i¢in iki degiskenli kosulsuz kapulalar tahmin
edilir. Kalan agaglarda ise degiskenler arasindaki kosullu bagimlilik yapilarint modellemek
icin kosullu iki degiskenli kapulalar belirlenir. Asagida verilen aga¢ diyagraminda 4-boyutlu

D-vine ayirma 6rnegi gosterilmektedir.
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Agac 1
1,2 2,3 3,4
O, ©

Agag 2

)
O

1,32 2,413
O OO

Agac 3

1,42,3
D G

Sekil 2.13. 4-Boyutlu C-vine yapist

4-boyutlu D-vine yapisinda 4 degisken, 3 agag¢ ve 6 kenar mevcuttur. 4-boyutlu D-vine
yapisinin ortak yogunluk fonksiyonu esitlik (2.49)’da verilmektedir.
[y, x2,x3,%4) = f1(x1) x f2(x2) x f3(x3) x fo(x4)
c12[F (x1), F(x2)] x c33[F (x2), F(x3)] x c34[F (x3), F (x4)]
613|2[F(x1|x2), F(x3]x3)] x cz4|3[F(x2|x3), F(x4]x3)]
Cl4|23[F(x1|x2,x3),F(x4|x2,x3)] (2.49)
Tanim geregi, hem C-vine hem de D-vine belirli bir aga¢ yapisina gerek

duymamaktadir. Bununla birlikte, R-vine sinifi C-vine ve D-vine siifindan daha genistir ve

her iki vine siifini da kapsamaktadir. Morales Napoles (2010), d tane degisken igin
(d!/2)2 (%) tane R-vine yapisinin var oldugunu gostermistir. Ayrica R-vine yapisi,

degiskenlerin siralar1 lizerinde herhangi bir smirlamaya gerek duymamaktadir ve yliksek

boyutlu degiskenleri modellemek igin daha fazla esneklik sunmaktadir.

27



Ornek 2.7.4. (5-boyutlu R-vine)

Asagida verilen aga¢ diyagraminda 5-boyutlu R-vine kapulanin ayirma Ornegi

gosterilmektedir.

Agac 1
3,5
1,2 2,3 3,4
1 2 3 4
O, O, O
Agac 2
1,32 2,413 4,53
SEHEHE -G
Agac 3

1,412,3 2,53,4
1312 \Zil?)/ 4,513
152,34 Agag 4
1.42,3 25134

Sekil 2.14. 5-Boyutlu R-vine yapisi

5-boyutlu R-vine yapisinda 5 degisken, 4 aga¢ ve 10 kenar mevcuttur. Bu agac
diyagramindan da anlasilacagi gibi, R-vine yapist C-vine veya D-vine yapisiyla ayni degildir.
T, agacindaki 3.diigim diger tiim diigiimlere bagh degildir. Bu nedenle C-vine yapisinda
oldugu gibi bir kok diigim yoktur. Bununla birlikte, 3.d{iglimiin derecesi 3’tiir. Yani 3.diigiim

ii¢ diglime (2,4 ve 5) baghdir. Boylelikle, D-vine yapisindaki maksimum dereceden daha
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biiyiik oldugu goriilmektedir. Bu nedenle, R-vine yapisi D-vine yapisiyla da ayni1 degildir. 5-
boyutlu R-vine yapisinin ortak yogunluk fonksiyonu esitlik (2.50)’de verilmektedir.

[, %2, %3, %4, x5) = f1(x1) x f2(x2) x f3(x3) x fa(xs) x f5(x5) x
C12[F(x1), F(x2)] x c33[F (x2), F (x3)] x c34[F (x3), F(x4)] x c35[F (x3), F(x5)] x
C13|2[F(x1|x2), F(x3|x)] x cz4|3[F(x2|x3), F(xglx3)] x C45|3[F(x4|x3), F(xs|x3)] x

C14|23[F(x1|x2; x3), F(x4]x2, x3)] x Cz5|34[F(x2|x3,x4), F(xs|x3,x4)] x

C15|234[F(x1 |22, x3, x4), F (x5|%2, X3, X4) ] (2.50)

Ozellikle yiiksek boyutlu R-vine modellerini olusturmak kolay degil ve oldukga
karmasiktir. Bu nedenle, Dissmann vd (2013), R-vine modellerinin tiim ¢ikarimlarin
hesaplamak icin uygun bir yaklasim olarak regular vine matrisini olusturmustur. Bu matris,
Kurowicka (2010)’nin ¢alismasina dayali bir dizi gosterim kullanilarak elde edilmektedir. R-
vine matrisine iliskin bazi detaylar asagida verilmektedir. Daha detayli bilgi i¢cin Dissmann
(2010) incelenebilir.

Regular Vine Matrisi

R-vine yapisinin matris gosteriminin ardindaki temel diisiince, verilen bir R-vine
yapisinin kosullu ve kosulsuz kiimelerini alt iiggensel matrise aktarmaya dayalidir. Bununla
birlikte, R-vine matrisi tek degildir. Bir R-vine matrisi i¢in 29~ farkli R-vine matrisi vardir.

R-vine matrisinin matematiksel tanimi1 verilmeden once asagidaki notasyonlar1 tanimlamak

gerekmektedir.

e is=1,..,dolmak iizere M = (m;;) € {1,...,d}* bir alt liggensel matris olsun.
e L, (i), M matrisinin i-nci siitunundaki tiim sifirdan farkli degerler olsun. Burada,
Lm(l) = {mi_i, ey md_l-}

*  Bpn) Ve By asagidaki sekilde tanimlanir.
Bm(l) = {(mi,i,D):j =i+ 1, ...,d, D = {m]-,i, ...,md,i}}
B;;l(l) = {(m]‘l,D)] =i+ 1, ey d, D = {mi,i} V) {mj_,_l,i, ...,md,i}}
Tanim 2.7.5.(R-vine matrisi)

M alt tiggensel matris olsun. Asagidkai kosullar saglanirsa M bir R-vine matrisidir.
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e 1<s<i<dolmakizere L, (i) C L,,(s)dir.
o my; ¢ Lp(i+1),i=1,..,d—1
e i=1,..,d—-1veVj=i+1,..d —1i¢in
(M i{Mjs1i . Ma}) € Bp(i+1) ..UBp(d —1) UBj(i+ 1) ...Bjp(d — 1)

Ik kosul, M alt iicgensel matrisin her siitununun, bu siitunun sagindaki tiim siitunlardaki
degerleri kapsadigini ifade etmektedir. Ikinci kosul, tiim kdsegen degerlerinin farkli oldugunu
gostermektedir. Son kosul ise, R-vine yapisinin daha Onceden de tanimlanan yakinlik
kosuludur. R-vine yapisinin matris notasyonuna aktarma mantig1 asagidaki Ornekle

aciklanabilir.

Ornek 2.7.5. (Matrise aktarilmis 5-boyutlu R-vine yapisi)

Sekil 2.3’ te verilen 5-boyutlu R-vine yapisini ele alalim. Bu yapiya ait matris agsagida

verilmektedir.

50000\
1 4 0 0 0
M=|2 1 3 0 0|
k42120/
3 3 2 11

Bu matris asagidaki sekilde olusturulmaktadir:

e Ilk agacin (T;) kenarlar1 {1,2},{2,3},{3,4} ve {3,5} asagidaki sekilde M matrisine

o)
1 0
M=]|2 0
BiiiY
3 1

e lkinci agacin (T3) {1,3]2},{2,4|3} ve {4,5|3} kenarlar1 kosullu ve kosul kiimeleriyle

aktarilmaktadir.

5

WN RSO
N~ Wo o
=N O

birlikte asagidaki sekilde M matrisine aktarilmaktadir. Yatay cizgi her agactaki

kosullu ve kosul kiimelerini belirlemeye yardimci olur.

5
1

M=12
4
3
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e Ugiincii agacin (T3) {2,5|3,4} ve {1,4|2,3} kenarlar1 asagidaki sekilde M matrisine

aktarilmaktadir.

=
o O
o O

0 0

T

M=|213 0 ¢
4 12/
3 2 1 1

e Doérdiinci agacin  (T,) {1,5|2,3,4} kenar1 asagidaki sekilde M matrisine

B EEREE
21z

Her bir degisken cifti icin ilgili iki degiskenli kapula ve bu kapulalarin parametreleri

wWwiN
o

aktarilmaktadir.

W N RSO
N = WO O
_= N QOO O
_ O oo O

matristeki ilgili hiicreye aktarilir. Yani, tiim iki degiskenli kapulalar bir matrise ve bu
kapulalarin parametreleri eger bir parametreli iki degiskenli kapulalar ise parametre matrisine
aktarilir. Iki parametreli kapulalar icin ikinci parametrenin yeni bir matrise aktarilmasi

gerekir. Ornegin B, iki degiskenli kapulalar1 aktarmak i¢in kullanilan matris ve Cp ise ilgili

parametre matrisi olsun. Bu durumda yeniden M matrisini ele alalim.

0
0
0
)
1

0 0 000 0 0 0 0 0
/joe 0 ooo\ /3.50 000\

B, =| Clayton Clayton 0 0 0 C=|35 3 0 0 0
Gumbel Frank joe 0 0 3 39 35 0 0

Gumbel Frank joe Clayton 0 29 3 25 18 0

<

I
WA N R U
WN RN
N R, WwWo o
R NOoOO O

Anlam1 kolaylastirmasi agisindan, her satir (asagidan yukariya) R-vine agaglarinin her
bir kenar1 (asagidan yukariya) icin tahmin edilen iki degiskenli kapulayr i¢ermektedir.
Ornegin, B, matrisinin son satir1 T; agacindaki degisken ciftleri igin belirlenmis 4 tane iki
degiskenli kapulayr gostermektedir. Bir iist satir T, agacindaki kenarlara ait 3 tane iki

degiskenli kapulay1r gostermekte ve diger satirlar icin de benzer sekilde devam etmektedir.
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Boylelikle, R-vine matrisinde iki degiskenli kapulalar ve onlarin parametreleri kolay bir
sekilde belirlenebilir. Ornegin, 1.agactaki {1,5|2,3,4} kenar1 i¢in 3.5 parametre degerine sahip

Joe kapula tahmin edilmistir.

Ikili kapula yapisma dayali yaklasimlar, esnek c¢ok degiskenli modellerin
olusturulmasin1  saglamaktadir. Ancak, bu esneklik 1ii¢ temek problemi ¢6zmeyi

gerektirmektedir.

Ik olarak, ikili kapula modelleri degiskenlerin optimal sirasimi segilmesine gerek
duymaktadir. Bununla birlikte, bu siralama tek degildir ve farkli siralamalarin sonuglar1 ayni
degildir. Degiskenlerin siralamalar1 i¢in yaygin kullanilan yontemlerden biri kenar agirligi
olarak Kendall Tau degerini kullanmaya dayalidir. Yani, bu yontemde degiskenler Kendall
Tau degerlerine gore biiyiikten kiigiige dogru siralanir. Ornek calisma igin Aas ve Berg (2009)
ve Kim vd (2013) incelenebilir. Benzer sekilde, Dissmann vd. (2013) maksimum yayilan
agact kullanarak es kapula modellerinin optimal aga¢ yapisini sirali olarak se¢cmistir. Bu
yontemde her bir agagta tiim olas1 degisken ciftleri i¢in deneysel Kendall Tau degerleri
hesaplanir. Daha sonra, deneysel Kendall Tau mutlak degerlerinin toplamini maksimum
yapan aga¢ secilir. Bir diger yontem, en giiglii kuyruk bagimliligina gore degiskenleri

siralamaya dayahidir (Aas vd., 2009).

Ikinci olarak, ikili kapula modelleri her bir degisken cifti icin en iyi uyum gosteren iki
degiskenli kapulalarin belirlenmesine gerek duymaktadir. Iki degiskenli kapula modelinin
secimi oldukca 6nemlidir. Clinkii her bir kapula belirli bir bagimlilik yapis1 sekliyle iliskilidir.
Bu problemi ¢dzmek igin gelistirilmis bazi ydntemler literatiirde mevcuttur. Ornegin,
Aas vd. (2009) her iki degiskenli kapula ailesinin seklini belirlemek i¢in yayilim grafigi ve
uyum 1iyiligi testi kullanmistir. Diger yontemler, AIC gibi bilgi kriterlerinin kullanimina

dayali olarak gelistirilmistir.

Ugiincii olarak, ikili kapulaya dayali modellerde ¢ok sayida parametre tahminine gerek
duyulmaktadir. Bunun ig¢in, kesme/sadelestirme (truncation/simplification) yontemi

kullanilmaktadir (Dissmann,2013).
2.8. Karma Kapulalar

Karma (mixed) kapula, birden fazla kapuladan olusan bir yaklasimdir. Bu model her bir
kapulaya bir agirlik vererek yeni bir kapula modelinin olusmasini saglamaktadir. Boylelikle,
degiskenler arasindaki farkli bagimlilik yapilarini dikkate alarak daha esnek ¢ok degiskenli

modeller sunmaktadir. Ornegin, ii¢ farkli kapuladan olusan bir karma model ele alinsin. Tlgili
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kapulalar sirasiyla; Gaussian, Gumbel ve survival(dondiiriilmiis) Gumbel kapula olsun. Iki

degiskenli Gaussian kapula esitlik (2.51)’deki sekilde tanimlanmaktadir:
Co g, tzi p) = @p,, [0 (uy), ()] (2.51)

Burada @, tek degiskenli standart normal dagilim ve CIDpulju2 ise iki degiskenli standart

normal dagilimi ifade etmektedir. Gaussian bagimlilik yapisi simetriktir ve piyasa getirileri
baglaminda iki piyasanin birlikte yiikselme ve diisme olasiligimin esit oldugu anlamina
gelmektedir. Olusturulan karma modeldeki bir diger kapula ise Gumbel kapuladir ve

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Con (1t 1:6) = exp [~((= In(ua))? + (= In(u)*)7] (2.52)

Burada 6 bagimlilik parametresidir ve 0 arttikga bagimlilik azalmaktadir. Gumbel
kapula asimetriktir ve pozitif sag kuyruk bagimliligina sahiptir. Piyasa getirileri baglaminda
bunun anlami, iki piyasanin birlikte yiikselme olasiliginin birlikte diigme olasiligindan daha
yiiksek oldugudur. Karma modeldeki t¢iincii kapula ise survival (dondiiriilmiis) Gumbel

kapuladir ve asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
1
Coam (1,123 ) = 1 + 2 = 1+ exp|~((=In(1 = ) + (= In(1 —~ u)*)7| (2.53)

Survival (dondiiriilmiis) Gumbel kapula, Gumbel kapulanin 1800 dondiiriilmiis halidir
ve sol alt kuyruk bagimliligin1 modellemektedir. Piyasa getirileri agisindan, iki piyasanin
birlikte diisme olasiligi, birlikte ylikselme olasiligindan daha yiiksek oldugu anlamina
gelmektedir. Yukarida verilen ii¢ farkli kapula ile birlikte karma model asagidaki sekilde

olusturulur:

Crnix (U1, U325 0,0, B, w1, w3)

= w1Cq Uy, up; p) + wyCap(ug, up; 0) + (1 — wq — wy)Csapr(Ug, Uz; B) (2.54)

Burada w;,w, € [0,1] ve w; + w, < 1’dir. (p,6,B) parametreleri karma modeldeki
iliski parametreleridir ve bagimliligin derecesini gostermektedir. Diger taraftan, (w4, w,) ise
agirlik veya sekil parametreleridir ve bagimhilik yapilarini gdstermektedir. Tek bir kapula
fonksiyonuna kiyasla karma kapula modelleri ¢esitli bagimhilik yapilarin1 daha esnek bir

sekilde modellemektedir.
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2.9. U¢ Deger Kapulalar

Ug (extreme) olaylar arasindaki bagimlilik yapisini modelleyebilen kapulalar olarak
dikkate alinabilir. U¢ deger kapulalar sadece u¢ olaylar1 modellemenin yani sira pozitif
bagimliliga sahip verileri modellemek icin de kullanilabilir. U¢ deger kapula modelleri

asagida ifade edilmektedir.
2.9.1. Husler-Reiss Kapula

Husler-Reiss kapula bir ti¢ deger kapuladir ve esitlik (2.55)’deki gibi tanimlanir:

B - [r e, iy o1 6. i,
C(uq,uy;0) = exp (—ulcb [5+§ln (ﬂ_2>] u2®[§+§ln <ﬁ_1)]) (2.55)
Burada #i; = —log(u,), ti, = —log(u,), ® standart normal dagilim fonksiyonu ve

0 € (0,0)’dur. O sifira yaklastikca bagimsizlik artarken O sonsuza gittikge bagimlilik
artmaktadir.

2.9.2. Galambos Kapula

Galambos kapula bir ug¢ deger kapuladir ve asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
1
C(uy,uz; 0) = uguzexp [((—n(uy)) ™ + (~In(uz))~%)o (2.56)
Burada 6 € (0,00) ve 0 sifira yaklastikca bagimlilik azalirken 6 sonsuza gittikce
bagimlilik artmaktadir.

2.9.3. Tawn Kapula

Tawn kapula bir u¢ deger kapuladir ve esitlik (2.57)’deki gibi tanimlanmaktadir:

(2.57)

In(uy) In(u
C(uq,uy; 0) = ujuyexp <—9M>

In(uyuy)

Burada 6 € (0,1) ve 0 sifira yaklastikga bagimlilik azalirken 6 bire yaklastikca
bagimlilik artmaktadir.

2.9.4.t - U¢ Deger Kapula

t-u¢ deger kapula asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
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C(uq, uz; p,v) = exp

p 1 (In(u)\""
Tv+1{_E+E<ln(u1)> }ln(ul)

p 1 (Inu)\"”
+ T‘U+1 {—E + E<ln(u2)> }ln(uz)] (2 58)

Burada T,, v serbestlik dereceli Student t kiimiilatif dagilim fonksiyonudur ve
b? = (1 —p?)/(v+ 1) dir.

2.10. Kapula Model Secimi

En uyumlu kapula se¢imi bilgi kriterlerine dayali olarak yapilmaktadir. Bu calismada
AIC (Akaike Information Criterion), BIC (Bayesian Information Criterion) ve CAIC

(Consistent Akaike Information Criterion) bilgi kriterleri kullanilmaktadir. Bu kriterler

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

AIC = =2InL(8) + 2p (2.59)
BIC = —2InL(8) + p(In(N)) (2.60)
CAIC = —=2InL(0) + p(In(N) + 1) (2.61)

Model se¢im agamasinda en diisiik bilgi kriteri degerine sahip olan model en uyumlu

model olarak ifade edilir.
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3. FINANSAL RiSK YONETIMIi

Finansal risk yonetiminin amaci, finansal alandaki potansiyel riskleri onceden tespit
ederek, onlar1 analiz etmek ve riskleri azaltmak igin ¢esitli 6nlemler almaktir. Finansal risk,
yatirimecilar veya finansal kurumlarin para kaybetme olasilifi veya tehlikesi olarak
tanimlanabilir. Cesitli risk dl¢iileri mevcuttur. Bunlar; piyasa riski, kredi riski ve igletme riski
olarak adlandirilmaktadir. Bu riskleri 6l¢gmek icin farkli yontemler mevcuttur. Kayiplarin
dagilimina dayali olarak yaygin bir sekilde kullanilan risk ol¢iimleri, riske maruz deger

(RMD) ve beklenen kayip (BK) olarak siniflandirilmaktadir.

Finansal riskler portfoyii olusturan varliklarin volatiliteleri ve bagimlilik yapilarindan
meydana gelmektedir. Genellikle bu iki unsur, standart bir istatistiksel yaklasim olarak
zamana gore sabit oldugu varsayilan bir kovaryans matrisiyle es zamanl olarak tahmin edilir.
Bu bagimlilik yapisi, her bir degiskenin normal dagildigi durumda optimal bir 6l¢lim olan
Pearson korelasyonu ile modellenir. Ancak finansal varliklarin tek degiskenli dagilimlarinin
normal olmadigi ve uzun kuyruklu oldugu deneysel calismalar ile ortaya konmustur
(Christoffersen, 2011). Ayrica, farkli marjinal degiskenlerin benzer uzun kuyruk derecesine
sahip olmasi1 veya aynm tek degiskenli dagilim ailesinden gelmesi gibi temel bir zorunluluk
yoktur (Dias ve Embrechtes, 2010). Bu nedenle, ¢ok degiskenli normal dagilimin kuyruk
bagimlilig1 ve asimetrikligi yakalamadaki yetersizliginden dolayi elipsel dagilmayan varliklar
icin bu tir dagilimlar1 varsaymak degiskenlerin ortak ug¢ (extreme) hareketlerini tahmin

etmede yaniltict sonuclar vermektedir (Braun, 2011; Embrechts vd., 2002).
3.2. Varlik Getirileri

Finansal caligmalarin biiyiik bir ¢ogunlugunda varliklarin fiyatlarinin yerine getiri
degerleri kullanilmaktadir. Campell vd. (1997) getirileri kullanmanin iki temel sebebini

asagidaki sekilde aciklamaktadir:

e Bir varligin getirisi, yatirim firsatinin eksiksiz ve 6lgekten bagimsiz bir dzetidir.
e QGetirl serisi onemli istatistiksel 6zelliklere sahip oldugundan dolay: fiyat serisinden
daha kolay bir sekilde modellenebilmektedir.

Bir finansal varligin logaritmik getirisi asagidaki sekilde hesaplanmaktadir:

. = 1In (%) 3.1)

Burada p; ve r; sirastyla bir varligin t-anindaki fiyati ve getirisidir.
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N tane varliktan bir portf0y getirisi, ilgili varliklarin getirisinin agirlikli ortalamasi
olarak tanimlanmaktadir. Her bir varligin agirligi, toplam portfoy degerindeki ylizdesini ifade

etmektedir. Bir portfoyiin t-anindaki getirisi esitlik (3.2)’deki gibi tanimlanmaktadir.

N
Tpt = Z Wi Tye (3.2)
i=1

Burada rp ¢ Ve ry; sirastyla portfoyiin ve i-inci varhiin getirisini gostermektedir. w; ise

i-inci varligin portfoydeki agirhigidir.

ry = (Tiy ..., I'nt)’ t-anindaki N tane varligin logaritmik getirisi olsun. Cok degiskenli
analizler {r,}_; ¢ nin ortak dagilim ile ilgilidir. Serial bagimliligm oldugu durumlarda
istatistiksel analiz, F(r¢|ri_q, ..., 1, 0) kosullu dagiliminin 6zelliklerine dayali olarak yapilir.
Ozellikle r¢’nin kosullu beklenen deger ve kosullu kovaryans matrisinin zamana gore nasil
degistigi konusu portfoy se¢imi ve risk yonetiminde yaygin olarak arastirilan konulardandir.

Bir portfoylin t-anindaki beklenen deger ve kovaryans matrisi asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

E(T'p,t) = ‘UTlli,t

Cov(ry,) = 0 L0

Burada p; , t-anindaki i-inci varligin ortalamasi ve X, ise t-anindaki varyans kovaryans

matrisidir.
3.3. Volatilite

Volatilite, bir finansal iirliniin fiyatin1 etkileyen dalgalanmalarin yogunlugu olarak ifade
edilebilir. Finansal ekonomistler varliklarin getirilerindeki volatiliteyi modellemek
istemektedirler. Volatilite bir risk 6l¢iisii olarak degerlendirilmekte ve yatirimeilar riskli
varliklara yaptiklar1 yatirnmdan bir kar pay1 hedeflemektedirler. Bankalar ve diger finansal
kurumlar varliklarin risklerini degerlendirmek i¢in riske maruz deger (RMD) diye
adlandirilan modelleri uygulamaktadirlar. Bu anlamda, varliklarin volatilitelerini tahmin

etmek ve varliklarin getirileri arasindaki korelasyon yapisin1 modellemek oldukca 6nemlidir.

ry, t-anindaki bir varlifin logaritmik getirisi olsun. Volatilite ¢aligmalarinin ardinda
yatan diisilince, r; serisinin ya serial olarak iliskisiz veya zayif iligkili oldugu ancak bu serinin
bagimli oldugudur. Getiri serilerinde ACF grafigiyle veya Ljung-Box Q istatistikleriyle

onemli bir serial korelasyon olmadigi goriilebilir. Ancak bu logaritmik getiri serilerinin
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mutlak getiri serilerine ait ACF grafigi veya Ljung-Box Q istatistigi incelendiginde bu mutlak

serilerinin serial korelasyon gosterdigi goriilmektedir. Sonug olarak, logaritmik getiri serileri

serial olarak iliskisiz ancak bagimlidir. Finansal varliklarin getiri serilerinde goriilen bazi

ozellikler asagida verilmektedir:

Volatilite kiimelenmesi mevcuttur. Yani, bazi periyodlarda yiiksek volatilite, bazi
periyodlarda diistik volatilite goriilmektedir.

Volatilitenin zamana gore degismektedir.

Volatilitenin sabit araliklarla degismektedir. Bu durum istatistiksel agidan volatilitenin
duragan oldugunu gdstermektedir.

Volatilite biiyiik fiyat artiglarina ve diisiislerine farkli tepkiler vermektedir. Bu olay,
kaldirag etkisi (leverage effect) olarak ifade edilmektedir. Bu 0Ozellik, volatilite

modellerinin gelistirilmesinde 6nemli rol oynamaktadir.

Belirtilen bu ozellikleri modellemek i¢in tek degiskenli volatilite modelleri

gelistirilmistir. Bu modellerden bazilari agagida verilmektedir:

Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (ARCH) — Engle (1982)

Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (GARCH) — Bollerslev
(1986)

Integrated Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (IGARCH) —
Engle ve Bollerslev (1986)

Exponential Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (EGARCH) —
Nelson (1991)

Threshold Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (TGARCH) —
Zakoin (1994).

Asymmetric Power Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (APARCH) — Ding
vd. (1993)

Nonsymmetric ~ Generalized  Autoregressive  Conditional ~ Heteroscedasticity
(NGARCH) - Engle ve Ng (1993)

Bir finansal varlik getiri serisinin volatilite modelini olusturma asagidaki asamalari

icermektedir:
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e Getiri serisindeki serial bagimlilik test edilir. Seride eger zayif serial korelasyon varsa
bu dogrusal bagimlilig1 seriden ¢ikarmak i¢in ekonometrik bir model olarak 6rnegin,
bir ARMA (Autoregressive Moving Average) modeli ile ortalama denklemi belirlenir.

e ARCH etkisini test etmek i¢in ortalama denkleminden elde edilen artiklar kullanilir.

e ARCH etkisi istatistiksel olarak 6nemli bulunursa bir volatilite modeli belirlenir ve
ortalama ve volatilite denklemlerinin ortak tahmini yapilir.

e Tahmin edilen modeller kontrol edilir ve gerek duyulursa modelde iyilestirme yapilir.

Calismada kullanilan volatilite modellerine teorik yapilart ve bazi 6nemli 6zellikleri

asagida acgiklanmaktadir.
3.3.1. ARCH modeli

Volatilitenin modellenmesinde sistematik bir yapi1 saglayan ilk model Engle (1982)
tarafindan ortaya konan ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) modelidir.
ARCH modelinin ardindaki temel diisiince, varlik getirilerinin (a;) soklarinin serial olarak
iliskisiz ancak bagimli olmasidir. Bununla birlikte, (a;) soklariin bagimliligi kendi gecikmeli
degerlerinin karesel bir formu ile tanimlanmaktadir. ARCH(m) modeli asagidaki esitlik

(3.3)’deki gibi ifade edilmektedir:
at = O-tEt
2 2 2
0f = wg + w1a;_1 + -+ wWynai_y, 3.3)

Burada €, sifir ortalama ve 1 varyansa sahip bagimsiz ve 6zdes dagiliml rastgele
degisken dizisidir. Ayrica, wy > 0 ve w; = 0 (i = 1, ..., m) kosulunu saglamalidir. Modelin
yapisindan da goriildiigii gibi {af ;},gecikmeli biiyiik kare soklar igin biiyiik kosullu
varyansin olugmasi beklenmektedir. Sonu¢ olarak, a, biiylik soklarmin diger biiyiik soklar
tarafindan takip edilmeye egilimli oldugu anlamima gelmektedir. Egilimli denmesinin nedeni,
biiyiik varyans mutlaka biiylik deger iiretmez. Yalnizca biiyiikk degisim elde etme olasiligi
kiigiik varyans elde etme olasiligindan daha yiiksektir. Bu o6zellik varlik getirilerinde
gbzlemlenen volatilite kiimelenmesiyle benzerlik gostermektedir ve bu o&zellik ARCH
modelinin giiclii bir yonii olarak ifade edilebilir. Zayif yonii olarak ise volatilite lizerinde
negatif ve pozitif soklarin ayni etkiye sahip oldugunu varsaymasi gosterilebilir. Pratikte,
finansal varliklarin fiyatlar, pozitif ve negatif soklara farkl tepkiler verdigi yaygin olarak

kabul edilmektedir. ARCH modeli volatiliteyi agiklamak i¢in yiiksek derece gecikme degerine
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gerek duymaktadir. Bu durum 6nemli sayida parametre tahminine neden olmaktadir. Bu
nedenle, ARCH modelinin bu eksikligi ¢6zmek i¢in daha az sayida parametre tahminine gerek
duyan GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) modeli

gelistirilmistir.
3.3.2. GARCH modeli

Bollerslev (1986) tarafindan gelistirilen GARCH modeli, ARCH modelinin
genellestirilmig halidir. GARCH (p,q) modeli asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Ay = O€¢

t—w0+Zwatl+ ; ﬁjatj (3.4)

Burada €, sifir ortalama ve 1 varyansa sahip bagimsiz ve 6zdes dagilimli rastgele
degisken dizisidir. Ayrica, wg > 0, w; =0 ve B; =0 ile Zf;lz;l:l(wi + Bj) <1 kosulunu
saglamalidir. w; ve B; parametreleri sirastyla ARCH ve GARCH parametreleri olarak ifade
edilir. Tahmin edilen modelin dogrulugu standartlastirilmis artiklar ile kontrol edilir. Biiyiik
aZ_; veya biiyiikk 6Z_;’ ler bilyiik 6? olusmasma neden olmaktadir. Bunun anlami, biiyiik
aZ_;’ler biiyiik a’ler tarafindan takip edilmeye egilimlidir. Bu olay finansal zaman serilerinde
volatilite kiimelenmesi davranisi olarak ifade edilmektedir. GARCH modelinin zayif yonii ise

negatif ve pozitif soklarin volatilite lizerinde ayn etkiye sahip oldugunu varsaymasidir.
3.3.3.1GARCH modeli

Engle ve Bollerslev (1986) tarafindan gelistirilen IGARCH (Integrated Generalized
Autoregressive  Conditional ~ Heteroscedasticity) = modeli  birim-kdk  modellerini
olusturmaktadir. ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) modeline benzer
sekilde IGARCH modelinin en &nemli 6zelligi, a, soklarinin iizerinde a? gecikmeli kare
soklarinin etkisinin siirekli (persistent) olmasidir. IGARCH (1,1) modeli esitlik (3.5)’deki

gibi tanimlanmaktadir:
a; = 046,
0f = wo + Brofq + (1= Bai_, (3.5)
Burada €, sifir ortalama ve 1 varyansa sahip bagimsiz ve 6zdes dagilimli rastgele

degisken dizisidir ve 0 < ; < 1°dir.
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3.3.4.GARCH-M modeli

Finansta bir varligin getirisi onun volatilitesine baglidir. Bu tiir olaylart modellemek i¢in
GARCH-M modeli gelistirilmistir. Burada “M” ortalama denklemindeki GARCH anlamina
gelmektedir. GARCH(1,1)-M modeli asagidaki sekilde tanimlanabilir:

n=Uu + CO'tZ + ag, QA = Op€t
2 2 2
of = W+ wia;_1 + P10{ 4 (3.6)

Burada p ve c sabitlerdir. ¢ parametresi risk primi parametresi olarak
adlandirilmaktadir. Pozitif c¢ degeri, getirinin kendi gecikmeli volatilitesiyle pozitif iligkili

oldugunu gostermektedir.
3.3.5.EGARCH modeli

Finansal zaman serilerini agiklamada GARCH modellerinin baz1 zayif yonlerini
iyilestirmek i¢in Nelson (1991) tarafindan EGARCH (Exponential Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) gelistirilmistir. Ozellikle pozitif ve negatif
getiriler arasindaki asimetrik etkileri modelleyebilen EGARCH (p,q) modeli esitlik (3.7)’deki

gibi tanimlanabilir.

Ay = O€¢

p q
ar—i| +vias_;
In o =a)O+Za)i| ‘ lla Vit L+Zﬁjln(atz_j) 3.7)
. t—i ¢
i=1 j=1

Burada pozitif bir a,_; logaritmik volatiliteye w;(1 + v;)|€.—;i| katki saglarken negatif
bir a,_; ise logaritmik volatiliteye w;(1 —v;)|€r—;| kadar katki saglamaktadir. Burada
€t—i = a¢—ij/0r—; dir. Diger taraftan, y; parametresi a;_j’nin kaldirag etkisini belirler.
EGARCH modeli logaritmast alinan kosullu varyans kullanarak GARCH modelindeki gibi
model katsayilarinin pozitiflik smirlamasini  gerek duymamaktadir. Bununla birlikte,

uygulamada y; parametresinin negatif olmasi beklenir.
3.3.6. TGARCH modeli

Zakoin (1994) tarafindan onerilen TGARCH (Threshold Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity) modeli, kaldirag etkisini modellemek i¢in yaygin kullanilan

bir volatilite modelidir. TGARCH (p,q) modeli asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
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Ay = O€¢

p q
0f = wy + Z(wi +yiNe—ag_; + Eﬁj Utz—j (3.8)
i=1 j=1

Burada N;_;, negatif soklar a,_; i¢in gosterge fonksiyonudur ve asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

1, at_i<0

Ne—i = {0, ;=0 (3.9)

Burada w;, y; ve B]- GARCH modelindeki gibi tanimli olup negatif olmayan
parametrelerdir. Modelden anlagildigi gibi, a,_; pozitif soklari o2’ye w;a?_; kadar katki
saglarken a;_; negatif soklari y; >0 olmak iizere of’ye (w;+yj)as; kadar Kkatki
saglamaktadir. Bu model gecmis soklarin etkisini siniflandirmak icin sifir noktasini esik
(threshold) olarak kullanmaktadir. Bagka bir esik degeri de kullanilabilir. TGARCH modeli,
Glosten vd. (1993) tarafindan Onerilen GJRGARCH (Glosten- Jagannathan-Runkle
Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) modeli ile benzer yap1

icermektedir.
3.3.7.APARCH modeli

TGARCH modeli Ding vd. (1993) tarafindan 6nerilen APARCH (Asymmetric Power
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) modeli sinifina aittir. APARCH modeli esitlik

(3.10)’daki gibi tanimlanabilir:

Ay = Op€¢
P q
o = Wy +Zwi(|at—i| +yia)? +Zﬁj or (3.10)
i=1 =1

A pozitif bir reel sayidir. GARCH modelleri gibi APARCH modelleri de uygulamada

yaygin olarak kullanilmaktadir. APARCH modelinin {i¢ 6zel durumu mevcuttur:

e A = 2 oldugunda APARCH modeli TGARCH modeline indirgenir.
e A =1 oldugunda APARCH oldugunda APARCH modeli, volatilite denkleminde

dogrudan volatiliteyi kullanir.
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e A=0 durumu A - 0 limit olarak kabul edilir ve bu durumda APARCH modeli
EGARCH modeline indirgenir.

Yukarida verilen gii¢ fonksiyonu modelin uyum iyiligini arttirmak i¢in kullanilan bir
dontistimdiir. Diger taraftan, bazi 6zel degerlerin disinda A giic parametresi icin iyi tahminler

bulmak oldukga zordur.
3.3.8.NGARCH modeli

Asimetrik volatiliteyi yakalayabilen bir diger GARCH modeli, Engle ve Ng (1993)
tarafindan gelistirilen NGARCH (Nonsymmetric Generalized Autoregressive Conditional
Heteroscedasticity) modelidir. NGARCH (1,1) modeli asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Ay = O€¢

0f = wo + P10 + wi(arg — Y0p-1)? (3.11)

Burada B; ve w; negatif olmayan parametrelerdir ve wy > 0’dir. y ise kaldirag

parametresidir ve pozitif deger almasi beklenir. Eger y = 0 olursa bu durumda NGARCH
(1,1) modeli GARCH (1,1) modeline indirgenir.

3.4. Risk Ol¢iimleri

Belirli bir periyot i¢in bir finansal pozisyonun kaybi X rastgele degiskeni ile
gosterilebilir. Finansal pozisyonun kaybina iliskin tiim ¢ikarimlar kayip rastgele degiskeninin

dagilimina dayal olarak yapilir.

Finansal bir risk 6l¢iisii finansal temel teorilerle tutarli olmalidir. n) bir risk 6l¢iisii olsun.
Eger 1, iki kayip rastgele degisken X ve Y i¢in asagidaki kosullart saglarsa n risk dl¢iisiiniin
tutarli oldugu sdylenir:

e Alttoplanabilirlik: n(X +Y) < n(X) + n(Y)

e Monotonluk: Tiim X ve Y degerleri icin X < Y ise n(X) < n(Y)

e Pozitif homojenlik: Bir ¢ sabiti i¢in n(cX) = cn(X)

e Doniisiim degismezligi: Bir ¢ sabiti icin n(X +¢) =n(X) + ¢

Bu calismada en yaygin olarak kullanilan iki risk 6l¢tisii ele alinmaktadir. Bunlar; riske

maruz deger (RMD) ve beklenen kayip (BK)’tir. Bu risk Olciilerine iliskin matematiksel

tanimlar ve onemli 6zellikler asagida verilmektedir.
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3.4.1.Riske Maruz Deger

Riske maruz deger (RMD) en iyi bilinen risk ol¢iistidiir. Bu 6l¢iim finansal kuruluslar
tarafindan risklerini degerlendirmek icin veya kredili islem kosullarin1 belirlemek igin
diizenleyici komite tarafindan kullanilabilir. Her iki durumda da RMD, finansal kuruluslarin
ekonomik krizlerden sonra hala is yapabilmelerini olanak saglamak amaciyla kullanilir.
RMD, belirli bir periyot i¢in bir finansal pozisyonun kayip rastgele degiskeni kullanilarak

hesaplanir.

t-anindaki bir finansal pozisyonun gelecek 1 periyodu igin riskini ele alalim. L¢(1), bu
pozisyonun rastgele degiskeni olsun. Vi, t-anindaki pozisyonun degeri olsun. O halde L(1)

asagidaki sekilde tanimlanir:
L) =V — V¢ (3.12)

L:(1) rastgele degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu Fj(x) ile gosterilsin. F;(x)
fonksiyonu t-indeksine baglidir. Belirli bir p olasiligiyla 1 zaman periyodunda bir finansal

pozisyonun RMD’si esitlik (3.13)’deki gibi tanimlanir:
RMD,_, = inf{x|F(x) 21— p} (3.13)

Burada inf, verilen kosulu saglayan en kiicik reel sayidir. Boylelikle, (1 —p)
olasiligiyla t anindan t — 1 anina kadar finansal pozisyon sahibinin karsilagacagi potansiyel
kayip RMD;_,’ye esit veya daha kii¢iiktiir. RMD 0l¢iistiniin ti¢ bileseni vardir. Bunlar; zaman

periyodu, giiven seviyesi ve kayip miktar1 (veya kayip ylizdesi) olarak ifade edilmektedir.
RMD hesaplamak i¢in kullanilan {i¢ yontem asagida verilmektedir:

e Tarihsel Simiilasyon Yontemi
e Varyans-Kovaryans Yontemi

e Monte Carlo Simiilasyon Yo6ntemi
3.4.2.Beklenen Kayip

RMD genel olarak tutarli bir risk Olgiisii degildir. Cilinkii risk oOlciilerinin tutarlilik
ozelliklerinden alt toplanabilirlik (subadditivity) genel olarak saglanmamaktadir. RMD’nin bu
sorunun ¢ozmek icin gelistirilen yeni bir risk olgiisii ise beklenen kayip (BK) olarak ifade
edilmektedir. Aslinda bu 6l¢iim literatiirde yeni degildir. Aktiierya biliminde kuyruk riske
maruz deger olarak adlandirilmaktadir. En basit haliyle beklenen kayip, yikici bir olaydan
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sonra bir finansal pozisyonun beklenen kaybidir. 1 periyodunda bir finansal pozisyonun X
kayip rastgele degiskeni ele alinsin. X’in CDF ve PDF’si sirasiyla F(x) ve f(x) olsun. Verilen
bir p olasiligi i¢in X’in riske maruz degeri RMD olarak tanimlansin. O halde X’in beklenen
kayb1 (BK) asagidaki sekilde tanimlanir.

o

xf(x)dx
BK, , = E(X|X > RMD) = IAC

P(X > RMD) (3.14)

Tanimdan da goriildigii gibi BK, X kayip rastgele degiskeninin RMD’yi asan kismin

beklenen kaybidir. Bu nedenle BK literatiirde kosullu riske maruz deger olarak da adlandirilir.

Kolaylik olmasi agisindan X’in siirekli oldugu varsayilsin. Yukarida verilen esitlik

(3.14)’deki ifadeyi yeniden tanimlamak i¢in integralde degisken degisimi teknigi kullanilsin.

u=F(), FRMD)=1-p RMD<x<oo
du=f(x)dx F(o)=1
x = F~1(u) = RMD,

Esitlik (3.14) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:
 RMD, du
BK;_, = S - “ (3.15)

Boylece BK, 1 — p < u < 1 i¢in tiim RMD,,’lerin ortalamasi1 olarak ifade edilebilir. Bu
ortalama Ozelligi, X kayip rastgele degiskeninin kuyruk davramisini RMD’den daha iyi

yansitmasini saglar. Bununla birlikte, BK tutarl: bir risk dl¢tistidiir.
3.5. Portfoy Agirhiklandirma Yoéntemleri

Portfoy agirliklandirma, portfoy secim problemlerinde 6nemli parametrelerden biridir.
Portfoydeki bir varliga verilen agirlik, varlik se¢imi ve yatirim zamanlamasi kararlar1 kadar
onemlidir. Yatirimeinin potansiyel riskleri daha 1yi yonetmesi ve kar marjin1 arttirmasi igin

onemli rol oynamaktadir. Portfoy agirliklandirma yontemleri asagida ifade edilmektedir.
3.5.1. Esit agirhklandirma yontemi

Portfoydeki her bir varlik i¢in agirliklarin esit oldugu bir agirliklandirma teknigidir ve
agirhiklar asagidaki sekilde elde edilir:

Burada m portfoydeki varliklarin sayisin1 gostermektedir.

45



3.5.2. Ters volatilite agirhklandirma yontemi

Ters volatilite agirliklandirma yontemine gore diisiik volatil varliga biiytik agirlik degeri
verilirken yiiksek volatil varliga ise diisik agirlik verilmektedir. Bununla birlikte, tiim
portféyiin volatilitesinin diisiik olmas1 gerekmemektedir. Ciinkii bu yontemde varliklarin
kovaryans1 dikkate alinmamaktadir. Ters volatilite agirliklarn asagidaki  sekilde

hesaplanmaktadir:

1/O'l'

— (3.17)
> Yo,

w; =

Burada g;, i-nci varligin volatilitesidir.
3.5.3. Minimum varyans agirhiklandirma yontemi

Minimum varyans agirliklandirma, portfdy varyansini minimum yapan agirlik
degerlerini tretir. Bu agirliklandirma yonteminin ardindaki diisiince, portfoylin Sharpe

Oranini maksimum yapmaktir. Portfoyiin Sharpe Oran1 asagidaki sekilde tanimlanir:

M (3.18)
VoTZw .

Burada E[rp] portfoylin beklenen getirisidir ve paydadaki ifade ise portfoyiin beklenen
riskidir. Bu agirliklandirma tekniginde varliklarin beklenen getirilerinin ayni oldugu
varsayilir. Yani, E[r;] = k’dir. Burada k bir sabittir ve r; ise i-inci varligin getirisidir. Bununla
birlikte, varyansin belirli bir giiven seviyesinde tahmin edilebilir oldugu varsayilmaktadir.

Boylelikle,

E[r,] :wT(E[rl],E[rZ],...,E[rm]):wT(k,k,...,k): k
VoTZw wTIw VoTZw VoTZw

Burada )1, w; = 1’dir. Bu varsayimlar altinda esitlik (3.18) ifadesini maksimum

(3.19)

yaparak elde edilen portfoy Sharpe Orani optimize edilmis portféy olmaktadir. Minimum

varyans agirliklar1 asagidaki optimizasyon problemini ¢ozerek elde edilir:

min w’ Zw (3.20)



Burada c tepe degerdir. Minimum varyans optimizasyon problemi, bir konveks karesel

optimizasyon problemidir.
3.5.4.Maksimum cesitlendirme agirhklandirma yontemi

Maksimum c¢esitlendirme agirliklandirma yontemi minimum varyans agirliklandirma
teknigine benzerdir. Bu teknik de Sharpe Oranin1 maksimum yapmayir amaclamaktadir.
Minimum varyans tekniginde oldugu gibi bu teknikte de varyansin belirli giiven aralifiyla

tahmin edilebilir oldugu varsayilmaktadir. Bununla birlikte, bu yontemde varliklarin beklenen
getirilerinin onlarin varyanslariyla orantili oldugu varsayilmaktadir. Yani, E[rp] = kwTo’drr.
Bir portfoyiin ¢esitlendirme orani asagidaki sekilde tanimlanir:

T

D(w) = (3.21)

wTZw

Esitlik (1)’de tanimlanan Sharpe Oraninda pay kismia kwTo yazilirsa asagidaki esitlik

elde edilir.
E[n] kwTo k* D) (3.22)
= =k *D(w .
VoTlo VoTIow
D(w)’yi maksimum yapma, portfoyiin Sharpe Orani olan Elro] ifadesini maksimum
VoTio
yapma ile aynidir. Maksimum c¢esitlendirme agirliklar agagidaki sekilde elde edilir.
w'o
max —— (3.23)
o JVoTXw
m
Z w; = 1
i=1
w;=0((=1,..,m)
w; <c

Burada c¢ tepe degerdir. Maksimum g¢esitlendirme optimizasyon problemi, karesel

programlama problemidir.
3.5.5. Esit risk katkih agirhklandirma yontemi

Esit risk katkili agirliklandirma yontemi, minimum varyans portfoyii ile esit agirlikli
portfdy arasinda bir orta nokta bulmayr amaglamaktadir. Minimum varyans yonteminde
oldugu gibi varyansin belirli bir giiven seviyesinde tahmin edilebilir oldugu varsayilmaktadir.

Bu agirliklandirma yonteminde, portfoyii olusturan bir bilesenin risk katkisi, portfoydeki
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diger bilesenlerden daha biiyiik degildir. Esit risk katkili portfoye iliskin agirliklar agsagidaki
optimizasyon probleminin ¢éziimiiyle elde edilir.

m m
min > " (0:(G0); - 0;C),)’ (3.24)

w
i=1 j=1

m

Esit risk katkili portfoy, amag fonksiyonu sifira esit oldugunda veya tiim risk katkilar

esit oldugunda ¢6zlime ulasir.
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolim, calismada kullanilan tek degiskenli marjinal degiskenleri modelleme
yontemlerini, kapulaya dayali risk tahminleme algoritmasin1i ve risk tahminlerini

karsilastirmak icin kullanilan geriye doniik testleri icermektedir.
4.1. Marjinal Degiskenlerin Modellenmesi

Finansal varliklarin risk hesaplamalarinda yaygin kullanilan yaklasimlardan biri
ekonometrik modellere dayali risk tahminidir. Bu ¢alismada ortalama denklemi i¢in zaman
serisi modelleri kullanilirken volatiliteyi modellemek i¢in kosullu degisen varyans modelleri
kullanilmaktadir. Kosullu degisen varyans modelleri olarak GARCH tiirii modeller ele
alinmaktadir. Bu c¢alismada ortalama ve kosullu varyanst modellemek i¢in kullanilan

ARMA(m,n)-GARCH(p,q) modeli asagida verilmektedir.

m n
re=u-+ 2 QiTe—; + 2 Hjat_j + a; (4- 1)
i=1 j=1
a; = Ot€t

p q
- gl 2 2
0f = wo + Z wia;_; + Z Bjoi_;
i=1 =1

Burada p ve w, sabittir. ¢; ile 6; sirasiyla AR ve MA parametreleridir. w; ARCH
paramatresi ve f; ise GARCH parametresidir. Ayrica € sifir ortalama ve bir varyansh

bagimsiz 6zdes dagilimlidir. Bu calismada €, hatalarinin dagilimi i¢in normal, Student t ve

esitlik (4.3)’teki gibi tanimlanan ¢arpik Student t dagilimlar1 varsayilmistir.

1 a + bx\? /2
bc<1+—< )) , x < —a/b

f(xIn, ) n-ziioa (4.2)
x[n,A) = B :
lb 14 1 (a + bx>2 (m+1)/2 N ,
‘AT =2t o x=-a/
Burada 2 <n < oo ve —1 < A1 < 1’dir. a, b ve c sabitleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
1
n—2 r( )
a = 4Ac b2=1+4+32%2—-a? c=

=2 (3

x rastgele degiskeni 0 ortalama ve birim varyansa sahiptir. A = 0 oldugundan bu

dagilim Student t dagilimina doniisiir. (Hansen,1994)
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4.2. Kapulaya Dayah Risk Tahmini

Bu c¢alismada degiskenler arasindaki bagimlilik yapisint esnek bir sekilde modelleyen

kapula yaklagimi kullanilarak risk modellemesi yapilmaktadir. Kapulaya dayali risk tahmini

icin asagida verilen algoritma uygulanmaktadir.

Ladim: T gbzlem kullanilarak her bir getiri serisi i¢in uyumlu marjinal dagimlar ve
ARMA-GARCH tiirii modeller tahmin edilir.

2.adim: T+ 1 zamani igin getiri ortalamalar1 ve volatiliteleri tahmin edilir. Bu
tahminler #£,, ve hb,, (i = X,Y) ile gosterilsin.

3.adim: ARMA-GARCH tiiri modellerden elde edilen standartlastirilmis artiklar
sirastyla n¥ve n¥ olsun. Olasiliksal integral doniisiimii kullanilarak standartlagtirilmis
artiklar u, ve v,’ ye doniistiiriiliir. Daha sonra bu doniisiim degiskenleriyle en uyumlu
kapula modeli ve parametre tahminleri elde edilir.

4.adim: Bir oOnceki adimda tahmin edilen kapula fonksiyonundan j. rastgele
degiskenler i¢in (j = 1, ..., N) simiilasyon degeri tretilir.

5.adim: Tahmin edilen marjinal dagilimlarin ters fonksiyonlari kullanilarak

simiilasyon degerleriyle standartlastirilmig artiklar nT +1 elde edilir.

(nT+1'nT+1 = (FX_,’11"+1(u{"+1; ?)'FY_,%H(U%HJ 8))
6.adim: ikinci adimda tahmin edilen ortalamalar ile volatiliteler besinci adimda elde
edilen standartlagtirilmis artiklar (simiilasyon degerleri) kullanilarak logaritmik
getiriler tretilir. Dordiincti adim ile altinci adim arasi uygulanarak bu islem N kez

tekrar edilir.

( +1' T+1 <rT+1 + 77T+1,’h¥+1' TT+1 + TIT+1./h¥+1>

7.adim: Elde edilen logaritmik getiriler farkli agirliklandirma tekniklerinden elde
edilen agirliklandirma vektoriiyle ¢arpilarak kayip degerleri tretilir.
8.adim: N tane kayip degeri kiigiikten biiylige dogru siralanir ve %95 ile %99 riske

maruz deger ve beklenen kayip degerleri elde edilir.

Yukar1 verilen risk tahmin algoritmasi i¢in simiilasyon sayisinin dogru bir sekilde

secilmesi olduk¢a Onemlidir. N simiilasyon sayisi arttikca risk tahminleri daha dogru

olacaktir. Bununla birlikte, simiilasyon islemi olduk¢a zaman alabilir. Fantazzini (2008)

simiilasyon sayisini 100000 olarak alinmasin1 Onerirken Bastianin (2009) simiilasyon
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verisinin 5000 seg¢ilmesinin yeterli oldugunu onermistir. Bu calismada simiilasyon sayisi

10000 olarak belirlenmistir.
4.3. Geriye Doniik Testler

Riske maruz deger modelleri, gelecek donem riskleri dogru bir sekilde tahmin ederse 1yi
bir model oldugu soylenir. Tahminlerin dogrulugunu degerlendirmek i¢in onerilen modeller
uygun yontemlerle geriye doniik testler (backtesting) kullanilarak kontrol edilir. Geriye doniik
testler, gercek kayiplarin sistematik olarak ilgili riske maruz deger tahminleriyle
karsilagtirildig1 istatistiksel yontemlerdir. Geriye doniik test isleminde, belirli bir zaman
araliginda risk smirim1 asan kayiplarin frekanslarinin belirlenen giiven seviyesiyle uyumlu
olup olmadig1 incelenir. Bu tiir testler, kosulsuz kapsama (unconditional coverage) testleri
olarak adlandirilir. Bu testler, risk sinirini asan kayiplarin ortaya ¢iktigi zamani dikkate
almadigindan dolay1 uygulamasi kolaydir. Ancak teoride iyi bir RMD modeli sadece dogru
sayida risk siirin1 agsan kayiplari liretmez ayn1 zamanda, zamana gore esit olarak yayilan risk
sinirint agan kayiplari da dretir. Risk smirini asan kayiplarin kiimelenmesi, modelin piyasa
volatilite ve korelasyonlarindaki degisimi dogru bir sekilde yakalayamadigini gosterir.
Kosullu kapsama (conditional coverage) testleri, verideki zaman degisimini de hesaba

katmaktadir.
4.3.1. Kupiec basarisizlik oran testi

Riske maruz deger modelini test etmek i¢in kullanilan yontemlerden biri, ele alinan
periyod i¢in risk smirin1 asan kayiplarin sayisim1 hesaplamaktir. Eger bu kayiplarin sayisi
belirlenen giiven araligindan daha az ise ilgili RMD yontemi, riski asir1 tahmin etmektedir.
Diger taraftan, bu kayiplarin sayis1 belirlenen giiven araligindan daha fazla ise uygulanan
RMD yonteminin riski diisiik tahmin ettigini gosterir. Riski asan kayiplarin sayisi ile
belirlenen giiven seviyesindeki kayiplarin ayni olmast nadir rastlanan bir durumdur. Bu
nedenle risk siirin1 asan kayiplarin kabul edilebilir olup olmadigin1 yani modelin kabul edilip
edilemeyecegini belirlemek icin istatistiksel analiz yapilir. Risk sinirini asan kayiplarin sayisi

x ve toplam gbzlem sayis1 T ile gosterilsin. Basarisizlik oran1 asagidaki sekilde hesaplanir.

Hata orant = p = (4.3)

X
T

Ideal durumda bu oranin belirlenen giiven seviyesiyle ayni olmasi beklenir. Ornegin,
%99 giliven seviyesi kullanilirsa sifir hipotezi, kayiplarin frekansinin p=1-0,99 =

%1 oldugunu ifade eder. Modelin dogru oldugu varsayilarak gbzlemlenen basarisizlik orani
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olan (x/t)’nin p’nin yansiz bir tahmin edicisi olmalidir. Bdylelikle drneklem sayisi arttikca
bu oran %1’e yakinsar (Jorion,2007). Belirlenen zaman araligindaki her periyotta risk sinirini
asan kayiplarin ortaya ¢ikma ihtimali yar1 yariyadir. Bu durum basarilar ve basarisizliklar
dizisi olan Bernoulli denemesi olarak bilinir. Risk sinirin1 asan kayiplarin sayisi (x), binom

dagilimina sahiptir.

flx) = (i) p*(1—p)™* (4.4)

Kupiec basarisizlik oran testi, risk sinirin1 agsan kayiplarin sayisinin giiven seviyesiyle

tutarli olup olmadigini 6l¢mektedir.

Hyp=1p (4.5)

Gozlemlenen basarisizlik oraninin (p), gliven seviyesi ile belirlenen basarisizlik
oraninindan (p) anlamli oOlgiide farkli olup olmadigi test edilir. Kupiec (1995)’e gore
basarisizlik oran testi, en iyi olabilirlik oran (LR) testi ile yapilir. Test istatistigi asagidaki

sekilde hesaplanmaktadir.

p*A-p™*
(7) (1-7)

Sifir hipotezi altinda model dogrudur. LRy asimptotik olarak 1 serbestlik dereceli x?

LRBO == _Zln

(4.6)

dagilmaktadir. LRpq istatistigi X%1) kritik degerinden daha biiytikse sifir hipotezi reddedilir ve

modelin hatali oldugu sdylenir. Basarisizlik oran testinin dezavantaji, risk smirini asan
kayiplarin sadece frekanslarini dikkate alir ve bu kayiplarin ortaya ¢ikma zamanini hesaba
katmaz. Sonug olarak, kiimelenmis risk sinirin1 asan kayiplari iireten bir modeli reddetmede
basarisiz olabilir. Bu nedenle geriye doniik test, sadece kosulsuz kapsama testlerine gore

degerlendirilmemelidir (Campell, 2005).
4.3.2. Christoffersen aralik tahmini testi

Christoffersen (1998) tarafindan oOnerilen aralik tahmini testinde, Kupiec basarisizlik
oran testine benzer sekilde olabilirlik oran (LR) testi kullanilmaktadir. Bu test Kupiec testine
ilave olarak risk sinirmi asan kayiplarin bagimsizligi igin ayr bir testi de igermektedir. Dogru
kapsama oranina ek olarak Christoffersen testi herhangi bir giinde risk siirini asan kayiplarin
olasiliginin 6nceki giiniin sonucuna bagli olup olmadigini incelemektedir. Bu testte ilk olarak
indikator degiskeni tanimlanir. Bu degisken RMD degeri asilirsa 1 ve asilmazsa 0 degerini

alir.
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I = {1, RMD asilirsa
t 710, RMD asitlmazsa

Onceki giinde i-nci durumun ortaya ¢iktig1 varsayilarak j-nci durumun ortaya ¢iktig
giinlerin sayisi nj; olarak tanimlansin. Tim sonuglar asagida verilen tablodaki gibi

Ozetlenebilir.

Tablo 4.1. Zamana gore risk sinirin1 agsma durumu

I;_1=0 Ii_1=1 >
;=0 Noo Ny Moo + Ny
=1 L) nip Nop + Ny
b2 Ngg + Ngg Ny +Nyy

T;, t — 1’inci giinde i-nci durumdayken t giiniinde risk sinirin1 agan kaybin olasiligini

gostersin.

Noq Nnqq Npp +Nqq

T[O = Y 77:1 = i m =
Ny + No1 Ny + N1 Ngo + Ng1 + Nqp + Nq1

Model dogruysa t giiniinde risk sinirini agan kayip, t — 1’inci giinde kaybin ortaya ¢ikip
cikmadigina bagli olmamalidir. Bir diger ifadeyle, sifir hipotezi altinda m, ve m; esit
olmalidir. Risk smirmi asan kayiplarin bagimsizligi icin ilgili test istatistigi asagida

verilmektedir.

Noo+tN10 (1 — g7)01+M11
p (1-m) > 4.7)

LRBAG = —2In ((1 — no)noon-onm (1 - nl)nnn’l"n

Bu bagimsizlik test istatistigi Kupiec’in basarisizlik oran testiyle birlestirilerek iyi bir
RMD modelinin 6zellikleri olan dogru basarisizlik orani ve risk sinirmi asan kayiplarin

bagimsizlig1 veya kosullu kapsamas: test edilir.
LRCT = LRBO + LRBAG (4’ 8)

Burada LR;p ~ X(zz)’dir. Ciinkii bu testte iki ayr1 LR istatistigi mevcuttur. LRcr
istatistigi X(Zz)’nin kritik degerinden daha kiiciikse onerilen RMD modeli dogru bir modeldir

denir.
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4.3.3. Kayip fonksiyonlar

Yukarida bahsedilen tiim istatistiksel testler risk sinirini asan kayiplarin frekanslart ve
bu kayiplarin bagimsizliklarini igermektedir. Bu testler, risk sinirin1 asan kayiplarin sayisina
bagli olarak uygun model segmektedir. Ancak, risk siirini asan kayiplarin sayisinin igerdigi
bilgi sinirlidir. Risk sinirini asan kayiplarin ortaya ¢ikip ¢ikmadigindan ziyade bu kayiplarin
biiyiikliikleri arastirilabilir (Campell,2005). Istatistiksel testler uyumlu RMD modellerini
belirlemekte ancak bu modeller arasindaki giicii gdstermemektedir. Istatistiksel testlerin bu
eksik yonii kayp fonksiyonlarin olusmasma yol agmustir. Ilk olarak ele alinan kayip

fonksiyon, Lopez (1999) tarafindan onerilmis olup asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

CL _ {1 + (lLtl = RMDt)Z, Lt < _RMDt

£ 0, L, = —RMD,
Bu 06l¢iim risk smirini1 asan kaybin ortaya ¢iktigi zamanin disinda bu kaybin
biiyiikliigiinii ifade eden ilave bir terim icermektedir. Bu kayip fonksiyonunu kullanarak

geriye doniik test ortalama kaybi1 hesaplayarak yapilmaktadir.

T
i
¢t =—2 cL (4.9)
T i=1

Blanco ve Thle (1999) risk smirini asan kayiplarin ortalama biiyiikliigline dayali
alternatif bir kayip fonksiyonu oOnermistir. Bu kaylp fonksiyonu asagidaki sekilde
tanimlanmaktadir.

|L;| — RMD,

P = RMD,
0, L,=—RMD,

) Lt < _RMDt

Geriye doniik test degeri esitlik (1) kullanilarak elde edilir. Bir diger kayip fonksiyonu
ise Gonzalez-Rivera vd. (2004) tarafindan 6nerilen kantil tahminine dayali olarak elde edilen

kayip fonksiyonudur ve agsagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

T
1
Q=5 (a—1)(L ~RMD)
t=1

Farkli RMD modellerinin performanslarin1 degerlendirirken daha kiiciik C ve Q degerli

model, daha iyi uyum iyiligi gostermektedir. Farkli RMD modellerinin performanslar1 geriye
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dontik test edildiginde en iyi RMD modelini secerken ilk olarak istatistiksel testler kullanilir

ve bu testleri gegen RMD modellerini karsilastirmak i¢in kayip fonksiyonlar uygulanir.
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5. BULGULAR

Bu ¢alismada doviz kurlarindan olusan bir portfoy i¢in risk tahmini yapilmistir. Bu
amacla olusturulan portfoy USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY ve RUB/TRY finansal
enstriimanlarmi igermektedir. Ilgili portfoyiin déviz kurlarindan olusturulmasinin nedeni, bu
piyasanin volatilitesinin yiiksek olmasi ve Onerilen risk tahmin modelinin yiiksek volatil
piyasalarda etkili sonuglar verebildigini gostermektir. Ilgili doviz kurlarma ait veri seti
“investing.com” web sitesinden elde edilmistir. Giinliik frekansli doviz kuru veri setinin
baslangic1 01.01.2007 ve bitis tarihi ise 15.05.2020 olarak belirlenmis olup toplam 3490

gbzlem degerinden olusmaktadir. Doviz kurlarina ait grafikler Sekil 5.1°de gosterilmistir.
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Sekil 5.1. Doviz kurlarinin giinliik fiyatlar

Tiirkiye ve diinya ekonomisi ele alinan periyotta 6nemli ekonomik ve finansal krizler
yasamistir. Bu tiir kriz donemlerinde fiyatlamalarda sert hareketler yasanabilmektedir.
Onerilen yontemin bu tiir periyotlardaki fiyat hareketlerini modellemede giiclii bir arag

oldugunu ortaya koymak amaciyla bahsedilen 6rnek periyot ele alinmistir.

Risk tahmin modellerinin performanslarini karsilagtirilabilmek i¢in ele alinan 6rnek

periyot iki alt periyoda ayrilmistir. Ilk periyot model tahmini ve ikinci periyot ise risk tahmin
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modellerinin 6ngorii performanslarini degerlendirmek i¢in kullanilmistir. Bir diger ifadeyle,
ilk periyot egitim verisini ve ikinci periyot ise test verisini olusturmaktadir. Egitim verisi,
01.01.2017 ile 31.05.2017 tarihlerini kapsayip toplam 2718 gozlem degerinden olusmaktadir.
Test verisi, 01.06.2017 ile 15.05.2020 tarihlerini kapsamakta ve toplamda 772 giinliik veriden
olugmaktadir. Test verisi, toplam veri setinin yaklasik olarak % 22’sine karsilik gelmektedir.
Bu c¢alismada yapilan analizler orijinal seriler yerine onlara ait getiri serileri ile yapilmistir.
Bunun nedeni, getiri serilerinin bazi Onemli istatistiksel Ozellikler sunmasindan

kaynaklanmaktadir. Doviz kurlarinin getiri serileri Sekil 5.2°de gosterilmistir.
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Sekil 5.2. Doviz kuru getiri serileri

Getiri serileri asagida verilen esitlik (5.1) ile elde edilmistir.

r.,=1In (%) (5.1)

Burada p; ve r; sirasiyla t anindaki fiyat ile getiri ifade etmektedir. Getiri serilerine ait

tanimlayici istatistikler Cizelge 5.1°de verilmektedir.
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Tablo 5.1. Doviz kuru getirilerinin tanimlayici istatistikleri

USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY
Ortalama 0.00045 0.00039 0.00048 0.00016
Std. Sapma 0.00975 0.00921 0.01238 0.01135
Carpiklik 1.34919 1.04213 0.80030 0.46018
Basiklik 21.71060 20.34435 12.47604 15.28121
JB Ist. 69671 60881 23033 34117
P-degeri 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Ele aliman oOrnek periyot icin doviz kurlarma iliskin ortalama getiri degerleri
incelendiginde tiim doviz kurlarindaki getiri degerlerinin pozitif oldugu gorilmiistiir.
JPY/TRY doviz kurunun en yiikksek ortalama getiri sundugu, ikinci en yiiksek ortalama
getiriyi USD/TRY ve en diisiik ortalama getiri saglayan doviz kurunun RUB/TRY oldugu
belirlenmistir. Doviz kurlar1 getiri serilerinin  tamaminin standart sapmalar1 ortalama
degerlerinden biiyiiktlir. Bu durum doviz kurlarimin yiiksek volatilite gdsterdigini ortaya
koymaktadir. Bununla birlikte, ilgili déviz kurlarinin ¢arpiklik degerleri pozitiftir ve bu durum
ilgili doviz kurlarinda pozitif getiri gézlenme olasilig1 negatif getiri gézlenme olasiligindan
daha yiiksek oldugu anlamina gelmektedir. Diger taraftan basiklik degerleri, doviz kuru
getirilerinin asirt basik oldugu sonucu ortaya koymaktadir. Getiri serilerine iligkin hem
carpiklik hem basiklik degerleri, bu serilerin normal dagilim gostermedigini isaret etmektedir.
Jarque-Bera testi sonucunda doviz kurlarinin tamaminin normal dagilim gostermedigi
belirlenmistir. Bu durumda ilgili doviz kurlar1 getiri serilerini modellemede normal dagilimin
yeterli olmayacagi sonucuna ulasilmistir. D6viz kuru getiri serilerine ait duraganlik,

otokorelasyon ve degisen varyans testlerinin sonuglar Cizelge 5.2°de verilmistir.

Tablo 5.2. D6viz kuru getirilerinin duraganlik, otokorelasyon ve degisen varyans test sonuglart

USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY
ADF Ist. -20.4 -21.1 -21.5 -22.3
P-degeri 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
Ljung Box Q Ist. 58.101 68.059 25.734 29.410
P-degeri 0.00000 0.00000 0.00056 0.00012
ARCH LM Ist. 570.97 644.33 596.06 629.87
P-degeri 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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Zaman serilerinin duraganligin1 6lgmek ic¢in 6lgmek i¢in kullanilan testlerden biri olan
ADF (Augmented Dickey-Fuller) testine gore doviz kuru getiri serilerinin % 5 anlamlilik
diizeyinde duragan oldugu belirlenmistir. Boylelikle, her bir seriyi modellemek i¢in duragan
zaman serisi modelleme yontemleri kullanilabilir. D6viz kurlarinin otokorelasyonunu test
etmek icin Ljung-Box testi uygulanmistir. Test sonucunda getiri serilerinde otokorelasyon
oldugu sonucuna ulasilmistir. Bununla birlikle, bu getiri serilerinde degisen varyans olup
olmadigini belirlemek i¢in Engle (1982) tarafindan 6nerilen ARCH testi uygulanmistir. Doviz
kuru getiri serilerinde ARCH etkisi 6nemli bulunmustur. Tiim getiri serilerinde otokorelasyon
ve ARCH etkisinin varlig1r belirlenmis olup ilgili déviz kuru getiri serilerinin marjinal
dagilimlarint modellemek icin ARMA-GARCH tiirii modellerin kullanilmasinin gerekliligine
karar verilmistir. Getiri serilerinin marjinal dagilimlarin1 modellemek i¢in normal, Student t
ve ¢arpik Student t dagilimlar1 varsayilmistir. En uyumlu marjinal model AIC ve BIC bilgi
kriterlerine gbre belirlenmistir. Her bir doviz kuru getiri i¢in tahmin edilen ARMA-GARCH

tiirti modeller Cizelge 5.3’te verilmistir.

Tablo 5.3. Doviz kuru getirilerine ait marjinal dagilimlarin parametre tahminleri

USD/TRY: TGARCH-ST (Carpik) EUR/TRY: TGARCH-ST (Carpik)

Parametre Tahmin Std. Hata  P-degeri Tahmin Std. Hata P-degeri

@1 -1.60457 0.05474  0.00000 0.76112 0.03235 0.00000

@, -0.83524 0.03072  0.00000 / / /

@3 -0.04556 0.01180  0.00011 / / /

64 1.58162 0.05503  0.00000 -0.77093 0.03189 0.00000

0, 0.79146 0.02581  0.00000 / / /

) 0.00011 0.00004  0.01398 0.00018 0.00006 0.00229

ay 0.07649 0.01576  0.00000 0.09120 0.01740 0.00000

By 0.92689 0.01642  0.00000 0.90527 0.01949 0.00000
-0.37096 0.10895  0.00066 -0.44036 0.10233 0.00001

v 5.80374 0.60787  0.00000 6.26857 0.69364 0.00000
1.14864 0.02975  0.00000 1.08954 0.02812 0.00000
JPY/TRY: TGARCH-ST (Carpik) RUB/TRY: GARCH-ST (Carpik)

Parametre Tahmin Std. Hata  P-degeri Tahmin Std. Hata P-degeri
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01 0.53027 0.04661  0.00000 0.64847 0.16022 0.00005

0, -0.56260 0.04552  0.00000 -067494 0.15499 0.00001

) 0.00039 0.00009  0.00001 0.00001 0.00000 0.59675

a, 0.10113 0.01413  0.00000 0.12138 0.05305 0.02214

b1 0.88710 0.01625  0.00000 0.86952 0.05046 0.00000
-0.46406 0.09934  0.00000 / / /

v 5.58052 0.59365  0.00000 6.58530 0.02634 0.00000

1.11510 0.02753  0.00000 1.05806 0.55533 0.00000

Doviz kuru getiri serilerine iligkin marjinal modeller sirastyla USD/TRY igin
ARMA(3,2)-TGARCH(1,1), EUR/TRY i¢in ARMA(1,1)-TGARCH(1,1), JPY/TRY igin
ARMA(1,1)-TGARCH(1,1) ve RUB/TRY i¢in ARMA(1,1)-GARCH(1,1) olarak
belirlenmistir. Her bir getiri serisinin hatalarina iliskin en uyumlu dagilim carpik Student t
olarak secilmistir. Tahmin edilen marjinal modellerde & parametrelerinin anlamli bulunmasi,
marjinal dagilimlar i¢in carpik Student t dagiliminin uyumlu oldugunu gostermektedir.
Bununla birlikte USD/TRY, EUR/TRY ve JPY/TRY doviz kuru getirileri igin m
parametrelerinin anlamli bulunmasi ve TGARCH modelinin ilgili doviz kuru getirilerinin
marjinallerini modellemede yeterli olmasi bu doviz kurlarinin getirilerinde asimetrik volatilite
etkisinin mevcut oldugunu goéstermektedir. Diger taraftan RUB/TRY doviz kurunun getirisi
icin en uyumlu marjinal model, GARCH modeli oldugundan bu déviz kurunun getirisinde

simetrik volatilite vardir.

Tablo 5.4. Marjinal dagilimlara iliskin model uyum iyiligi sonuglari

USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY
Ljung Box Q Ist. 3.3947 8.9556 8.7512 8.6769
P-degeri 0.8462 0.2559 0.2710 0.2767
ARCH LM Ist. 10.964 8.1992 5.8363 2.5878
P-degeri 0.1402 0.3154 0.5590 0.9203

Tahmin edilen marjinal modellerin uyum iyiligini test etmek i¢in bu modellerden elde
edilen standartlastirilmis artiklara Ljung-Box testi uygulanmustir. Getiri serilerinin her birinin
artiklar1 ayr1 ayr1 incelenmis ve artik serilerinde otokorelasyon olmadig1 goriilmiistiir. ARMA-
GARCH modellerinden elde edilen standartlagtirilmis artiklarin otokorelasyon grafikleri Sekil

5.3’te verilmistir.
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Sekil 5.3. Standartlagtirilmis artiklarin otokorelasyon fonksiyonlart

Bununla birlikte, her bir standartlastirilmis artik serilerinin her birine ARCH testi
uygulanmis ve serilerde ARCH etkisine rastlanmamaistir. Biitliin bu sonuclar her bir seri i¢in
tahmin edilen marjinal modellerin uyumlu oldugu géstermektedir. Boylelikle, kapula tahmini

icin gerekli olan girdi degiskenleri elde edilmis olur.

USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY ve RUB/TRY olmak iizere 4 d6viz kurundan olusan
portfoy icin ilgili doviz kurlarmin bagimlilik yapisi ¢ok degiskenli kapula yaklagimi ile
modellenmistir. Bu modeller ¢ok degiskenli normal kapula, ¢ok degiskenli Student t kapula,
C-vine ve D-vine kapuladir. Kapula yaklagimlarinin her biri i¢in ayr1 ayri bir risk tahmin
modeli olusturulmustur. Bununla birlikte, her bir kapula yaklasimi ¢esitli agirliklandirma
teknikleri kullanilarak 5 farkli alt risk tahmin modeline ayrilmistir. Boylelikle, ilgili kapula
yaklagimlari ile toplam 20 farkli risk tahmin modeli olusturulmustur. Diger taraftan, klasik
risk tahmin modelleri de farkli agirliklandirma teknikleri kullanilarak 5 alt risk tahmin
modeline ayrilmistir. Boylece, 30 farkli risk tahmin modeli ile ilgili déviz kuru portfoyii icin

risk tahmini yapilmigtir. Risk 6lciisii olarak risk maruz deger (RMD) ve beklenen kayip (BK)
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degerleri kullanilmistir. Risk tahmin degerlendirmeleri hem % 95 hem de % 99 giiven
seviyesinde yapilmustir. Ilgili portfoyiin risk tahmini esit agirliklandirma, ters volatilite
agirliklandirma, minimum varyans agirliklandirma, maksimum ¢esitlendirme agirliklandirma
ve esit risk katkili agirliklandirma teknikleri ile incelenmistir. Bu agirliklandirma teknikleriyle
olusturulan risk tahmin modellerine ait RMD ve BK degeleri Cizelge 5.5 — Cizelge 5.9

arasinda verilmistir.

Tablo 5.5. Esit agirlikli portfoyde risk tahmin yontemlerinin performanslar

Tahmin yontemi RMD RMD BK BK

% 95 % 99 % 95 % 99
Normal kapula 39 8 16 5
Student t kapula 42 7 12 4
C-vine kapula 40 7 13 5
D-vine kapula 40 7 e 4
Tarihsel simiilasyon 49 13 24 7
Varyans-Kovaryans 37 18 27 12

USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY

Agirliklar 0.25 0.25 0.25 0.25

Esit agirliklandirilmis modellerden elde edilen risk sinirini asan kayiplarin sayisi
incelendiginde % 95 giiven seviyesinde en iyt RMD risk tahmin performansini gdsteren
model varyans-kovaryans olurken normal kapulaya dayali risk tahmin modeli en iyi ikinci
model olmustur. En koétii RMD risk tahmin performans: ise tarihsel simiilasyon yontemi
kullanilarak elde edilmistir. Diger taraftan, % 95 giiven seviyesinde en iyi BK risk tahmin
modeli Student t kapulaya dayali model olurken C-vine ve D-vine kapula yaklagimlar ikinci
en 1yl performanst sunan modeller olmustur. En kotii BK risk tahmin performansi varyans
kovaryans modeli kullanilarak elde edilmistir. Bununla birlikte, % 99 giiven seviyesinde esit
agirlikli modellerin tahmin performanslart degerlendirildiginde en iyi RMD risk tahmin
performanst Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula modelleri ile saglanmigtir. En koti
RMD risk tahmin modeli ise varyans kovaryans yontemi oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan,
en iyi BK risk tahmin performans: Student t kapula ve D-vine kapula modelleriyle elde
edilirken en kot BK risk tahmin performansi varyans-kovaryans modeli kullanilarak

bulunmustur. Biitiin bu degerlendirmeler 15181nda esit agirliklandirilmis modeller arasinda
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Student t kapula, D-vine kapula ve varyans-kovaryans yaklasimlari en iyi risk tahmin

modelleri i¢in aday olarak belirlenmistir.

Tablo 5.6. Ters volatilite agirlikli portfoyde risk tahmin yontemlerinin performanslari

Tahmin yontemi RMD RMD BK BK
% 95 % 99 % 95 % 99
Normal kapula 39 8 15 5
Student t kapula 42 8 12 5
C-vine kapula 40 8 13 5
D-vine kapula 40 8 12 5
Tarihsel simiilasyon 51 13 26 7
Varyans-Kovaryans 39 19 27 12
USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY

Agirliklar 0.26982 0.28560 0.21262 0.23194

Ters volatilite agirliklandirilmis modellerden elde edilen risk sinirini1 asan kayiplarin
say1st incelendiginde % 95 giiven seviyesinde en iyi RMD risk tahmin performansini gésteren
model normal kapula ve varyans-kovaryans olurken en kotii RMD risk tahmin performansi ise
tarihsel simiilasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Diger taraftan, % 95 giliven
seviyesinde en iyi BK risk tahmin modelleri Student t kapula ve D-vine kapula oldugu
goriilmiistiir. En kotii BK risk tahmin performansi varyans kovaryans modeli kullanilarak elde
edilmistir. Bununla birlikte, % 99 giiven seviyesinde ters volatilite agirlikli modellerin tahmin
performanslari degerlendirildiginde en iyi RMD risk tahmin performanslarint normal kapula,
Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula modelleri sunmustur. En k6tii RMD risk tahmin
modeli ise varyans kovaryans yontemi oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan, en iyi BK risk
tahmin performanslari normal kapula, Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula modelleriyle
elde edilirken en kotii BK risk tahmin performansi varyans-kovaryans modeli kullanilarak
elde edilmistir. Bu sonuglara gore ters volatilite agirliklandirilmis modeller arasinda normal
kapula, Student t kapula ve D-vine kapula modellerinin en iyi risk tahmin modelleri i¢in aday

yaklagimlar olarak se¢ilmistir.
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Tablo 5.7. Minimum varyans agirlikli portfoyde risk tahmin yontemlerinin performanslari

Tahmin yontemi RMD RMD BK BK
% 95 % 99 % 95 % 99
Normal kapula 45 9 14 5
Student t kapula 45 9 13 5
C-vine kapula 45 9 14 5
D-vine kapula 45 9 12 5
Tarihsel simiilasyon 61 17 28 8
Varyans-Kovaryans 41 21 29 14
USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY

Agirliklar 0.271154 0.49990 0.00000 0.23194

Minimum varyans agirlikli modellerden elde edilen risk sinirin1 asan kayiplarin sayisi
incelendiginde % 95 giiven seviyesinde en iyi RMD risk tahmin performansini gdsteren
modeller normal kapula, Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula olurken en kotii RMD risk
tahmin performansi ise tarihsel simiilasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Diger
taraftan, % 95 giiven seviyesinde en 1yi BK risk tahmin modeli D-vine kapulaya dayali model
olurken Student t kapula yaklagimi ikinci en iyi performansi sunan model olmustur. En kotii
BK risk tahmin performansi varyans kovaryans modeli kullanilarak elde edilmistir. Bununla
birlikte, % 99 giiven seviyesinde minimum varyans agirlikli modellerin tahmin performanslari
degerlendirildiginde en iyi RMD risk tahmin performansi normal kapula, Student t kapula, C-
vine ve D-vine kapula modelleri ile saglanmistir. En kotii RMD risk tahmin modeli ise
varyans kovaryans yontemi oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan, en iyi BK risk tahmin
performansit normal kapula, Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula modelleriyle elde
edilirken en kotii BK risk tahmin performans: yine varyans-kovaryans modeli kullanilarak
elde edilmistir. Bu sonuglar 1s1ginda minimum varyans agirlikli modeller arasinda Student t
kapula, ve D-vine kapula yaklagimlari en iyi risk tahmin modelleri i¢in aday olarak

belirlenmistir.
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Tablo 5.8. Maksimum ¢esitlendirme agirlikli portféyde risk tahmin yontemlerinin performanslart

Tahmin yontemi RMD RMD BK BK
% 95 % 99 % 95 % 99
Normal kapula 36 5 17 5
Student t kapula 37 5 14 5
C-vine kapula 35 5 13 4
D-vine kapula 35 5 12 4
Tarihsel simiilasyon 46 12 23 6
Varyans-Kovaryans 38 16 25 12
USD/TRY EUR/TRY JPYITRY RUB/TRY

Agirliklar 0.11536 0.23182 0.25550 0.39731

Maksimum ¢esitlendirme agirlikli modellerden elde edilen risk sinirini asan kayiplarin
sayis1 incelendiginde % 95 giiven seviyesinde en iyi RMD risk tahmin performansini gésteren
modeller C-vine ve D-vine kapula modelleri olurken normal kapulaya dayali risk tahmin
modeli en iyi t¢iincii model oldugu gortilmistiir. En kétii RMD risk tahmin performansi ise
tarihsel simiilasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Diger taraftan, % 95 giiven
seviyesinde en iyi BK risk tahmin modeli D-vine kapula olurken C-vine kapula yaklasimi
ikinci en iyi performansi sunan model olmustur. En kotii BK risk tahmin performansi varyans
kovaryans modeli kullanilarak elde edilmistir. Bununla birlikte, % 99 giiven seviyesinde
maksimum cesitlendirme agirlikli modellerin tahmin performanslari degerlendirildiginde en
iyi RMD risk tahmin performans: normal kapula, Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula
modelleri ile saglanmistir. En kotii RMD risk tahmin modeli ise varyans kovaryans yontemi
oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan, en iyi BK risk tahmin performansi1 C-vine ve D-vine
kapula modelleriyle elde edilirken en kétii BK risk tahmin performansi varyans-kovaryans
modeli kullanilarak bulunmustur. Bu sonuglardan hareketle maksimum c¢esitlendirme agirlikl
modeller arasinda Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula yaklagimlari en iyi risk tahmin

modelleri i¢in aday olarak belirlenmistir.
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Tablo 5.9. Esit risk katki agirlikli portféyde risk tahmin yontemlerinin performanslari

Tahmin yontemi RMD RMD BK BK
% 95 % 99 % 95 % 99
Normal kapula 39 8 15 5
Student t kapula 42 8 12 5
C-vine kapula 40 7 12 5
D-vine kapula 40 7 12 5
Tarihsel simiilasyon 50 13 25 7
Varyans-Kovaryans 37 19 27 12
USD/TRY EUR/TRY JPY/TRY RUB/TRY

Agirliklar 0.25564 0.27660 0.20856 0.25918

Esit risk katki agirlikli modellerden elde edilen risk sinirmi agan kayiplarin sayisi
incelendiginde % 95 giiven seviyesinde en iyi RMD risk tahmin performansini gdsteren
model varyans-kovaryans modeli olurken normal kapulaya dayali risk tahmin modeli en iyi
ikinci model oldugu goriilmiistiir. En koti RMD risk tahmin performansi ise tarihsel
simiilasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Diger taraftan, % 95 giiven seviyesinde en
iyi BK risk tahmin modelleri Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula oldugu goriilmiistiir.
En koétii BK risk tahmin performansi varyans-kovaryans modeli kullanilarak elde edilmistir.
Bununla birlikte, % 99 giiven seviyesinde esit risk katki agirlikli modellerin tahmin
performanslar1 degerlendirildiginde en iyi RMD risk tahmin performansi C-vine ve D-vine
kapula modelleri ile saglanmistir. En kotii RMD risk tahmin modeli ise varyans kovaryans
yontemi oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan, en iyi BK risk tahmin performansi normal
kapula, Student t kapula, C-vine ve D-vine kapula modelleriyle elde edilirken en kotii BK risk
tahmin performans:1 varyans-kovaryans modeli kullanilarak bulunmustur. Bu sonuglardan
hareketle esit risk katki agirlikli modeller arasinda varyans-kovaryans, C-vine ve D-vine
yaklagimlar1 en iyi risk tahmin modelleri i¢in aday olarak belirlenmistir. RMD ve BK
degerine gdre en iyi performasi gosteren risk tahmin modellerinin dogrulugunu test etmek i¢in
Kupiec (1995) basarisizlik oran testi ve Christoffersen (1998) aralik tahmin testi uygulanmis

ve sonuglar Cizelge 5.10’da verilmistir.
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Tablo 5.10. Risk tahmin yontemlerinin model dogruluk sonuglari

Tahmin yontemi KT KT CT CT
% 95 % 99 % 95 % 99
Esit agwrlikl
Student t kapula 0.30684 0.07001 7.73576 3.97508
(0.57962) (0.79130) (0.02090) (0.13703)
D-vine kapula 0.052848 0.07001 5.80765 3.97508
(0.81817) (0.79130) (0.05481) (0.13703)
Varyans-Kovaryans 0.07074 10.05496 4.59893 17.49497
(0.79025) (0.00151) (0.10031) (0.00015)
Ters volatilite agirlikl
Norman kapula 0.00434 0.01013 6.21070 3.37601
(0.94741) (0.91980) (0.06436) (0.18488)
Student t kapula 0.306843 0.01013 7.73576 3.37601
(0.57962) (0.91980) (0.02090) (0.18488)
D-vine kapula 0.05284 0.01013 5.80765 3.37601
(0.81817) (0.91980) (0.05481) (0.18488)
Minimum varyans agirlikli
Student t kapula 1.06293 0.20352 4.79796 3.10763
(0.30254) (0.65188) (0.09081) (0.21143)
C-vine kapula 1.06293 0.20352 4.79796 3.10763
(0.30254) (0.65188) (0.09081) (0.21143)
Varyans-Kovaryans 0.15408 15.70184 5.46100 21.39892
(0.69466) (0.00007) (0.06186) (0.00002)
Maksimum cesitlendirme
agwrhikh
Student t kapula 0.07074 1.10590 7.31517 6.43371
(0.79025) (0.29297) (0.02579) (0.04008)
C-vine kapula 0.36434 1.10590 5.74401 6.43371
(0.54610) (0.29297) (0.05657) (0.04008)
D-vine kapula 0.36434 1.10590 5.74440 6.43371
(0.54610) (0.29297) (0.05657) (0.04008)
Esit risk katki agirliklt
C-vine kapula 0.05284 0.07001 5.80765 3.97508
(0.81817) (0.79130) (0.05481) (0.13703)
D-vine kapula 0.05284 0.07001 5.80765 3.97508
(0.81817) (0.79130) (0.05481) (0.13703)
Varyans-Kovaryans 0.07074 11.83104 4.59893 18.64638
(0.79025) (0.000582) (0.10031) (0.00008)

% 95 gliven seviyesinde dogruluk testlerini gecen risk tahmin modelleri sirasiyla esit
agirlikli D-vine kapula ile varyans-kovaryans modeli, ters volatilite agirlikli normal kapula ile
D-vine kapula modeli, minimum varyans agirlikli Student t kapula, C-vine kapula ve
varyans-kovaryans modeli, maksimum c¢esitlendirme agirlikli C-vine ve D-vine kapula
modelleri, esit risk katkili C-vine ve D-vine kapula ile varyans-kovaryans modelidir. % 95

giiven seviyesinde 12 aday risk tahmin modeli Kupiec ve Christoffersen testlerini ge¢gmeyi
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basarmistir. Diger taraftan, % 99 giiven seviyesinde ilgili dogruluk testlerini gegcmeyi basaran

modeller sirastyla esit agirlikli Student t kapula ve D-vine kapula modelleri, ters volatilite

agirlikli normal kapula, Student t kapula ve D-vine kapula modelleri, minimum varyans

agirlikli Student t kapula ve C-vine kapula modelleri ile esit risk katki agirlikli C-vine ve D-

vine kapula modelleridir. % 99 giiven seviyesinde 9 aday model dogruluk testleri basariyla

gecmistir. Kupiec ve Christoffersen testlerinden gecen aday modeller i¢in kayip fonksiyon

degerleri hesaplanmis olup bu degerler risk sinirin1 agan kayiplarla birlikte % 95 ve % 99

giiven seviyesinde sirasiyla Cizelge 5.11 ve Cizelge 5.12° de 6zetlenmistir.

Tablo 5.11. % 95 giiven seviyesinde aday risk tahmin modellerinin performanslari

Tahmin yontemi RMD BK LO Bl GR Kayiplarin
% 95 % 95 % 95 % 95 % 95 Sira
Ortalamast
Esit agirlikl
D-vine kapula 40 13 0.00507 0.02136 0.00096 4.5
Varyans-Kovaryans 37 27 0.00663 0.03670 0.00121 9.33
Ters volatilite agirliklt
Normal kapula 39 15 0.00041 0.02133 0.00097 4.5
D-vine kapula 40 12 0.00507 0.02188 0.00096 5.5
Minimum varyans
agwrhikh
Student t kapula 45 13 0.10611 0.02449 0.00097 10
C-vine kapula 45 14 0.10611 0.02259 0.00096 8.5
Varyans-Kovaryans 41 29 0.01492 0.04156 0.00121 10.5
Maksimum cesitlendirme
agwhkh
C-vine kapula 35 13 0.03357 0.02007 0.00095 4.67
D-vine kapula 35 12 0.03357 0.01995 0.00095 4.33
Esit risk katki agwrlikl
C-vine kapula 40 12 0.00507 0.02161 0.00096 4.83
D-vine kapula 40 12 0.00507 0.02162 0.00096 5.17
Varyans-Kovaryans 37 27 0.00663  0.037371 0.00048 6.17

Hem risk olciileri hem de kayip fonksiyon degerleri dikkate alindiginda % 95 giiven

seviyesinde ilgili doviz kuru portfoyii i¢in en iyi risk tahmin performansini maksimum

cesitlendirme agirlikli D-vine kapula modeli sunmustur. ikinci en iyi risk tahmin modeli ise
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maksimum c¢esitlendirme agirlikli C-vine kapula oldugu goriilmiistiir. Diger taraftan, en kotii

risk tahmin performans1 minimum varyans agirlikli Student t kapula modeli ile elde edilmistir.

Risk 6l¢iilerini hesaplamada klasik yaklasimlardan biri olan varyans-kovaryans yontemi
ile %95 giiven seviyesinde BK degerleri tahmin edilmis ve BK sinirmm1 asan kayiplarin
sayisinin kapula yaklasimina dayali modellere gore oldukga yiiksek oldugu goriilmiistiir.
Doéviz kuru getiri serilerinin normal dagilis gostermemesi bu sonucunun ortaya ¢ikmasinda
etkili olmustur. Bununla birlikte, kapulaya dayali yaklasimlar normal dagilim varsayimina
gerek duymadigindan ve klasik yaklagimlara gore dagilimlarin kuyruklarindaki bagimligi
daha 1yi modelleyebildiginden dolay1 iiretilen risk tahmin sonuglar1 klasik yaklagimlara gore

daha dogru ve tutarli oldugu goriilmustiir.

% 95 giiven seviyesinde vine kapula modelleri tiim agirliklandirma tekniklerinde en az
bir tane dogruluk testlerinin gecen risk tahmin modeli sunarken elipsel kapullar benzer
performanst gosterememistir. Bu durum vine kapulalarin elipsel kapulalara kiyasla
degiskenler arasindaki bagimliligi daha esnek bir sekilde modelleyebilmesinden
kaynaklanmaktadir. Normal kapula simetrik bagimlilik ve Student t kapula simetrik kuyruk
bagimliligimi  modelleyebilirken  vine  kapulalar  asimetrik  bagimliliklar1  da
modelleyebilmektedir. Bu nedenle vine kapulalar degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini

daha kapsamli bir sekilde ele almaktadir.

% 95 giiven seviyesinde maksimum c¢esitlendirme agirlikli modeller en 1yi performansa
sahip oldugu, ikinci olarak esit risk katki agirlikli modellerin ve daha sonra esit agirlikli
modellerin iyi performans gosterdigi belirlenmistir. En kotii performans ise minimum varyans
agirlikli modeller ile elde edilmistir. Bununla birlikte, alternatif agirliklandirma modellerinin

esit agirlikli modellerden daha i1yi tahmin tiretebildigi sonucuna ulagilmistir.
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Tablo 5.12. % 99 giiven seviyesinde aday risk tahmin modellerinin performanslari

Tahmin yontemi RMD BK LO Bl GR Kayiplarin
% 99 % 99 % 99 % 99 % 99 Sira
Ortalamast
Esit agirlikl
Student t kapula 7 4 0.00134 0.00347 0.00027 3.17
D-vine kapula 7 4 0.00134 0.00372 0.00027 35
Ters volatilite agirlikl
Norman kapula 8 5 0.00020 0.00468 0.00028 6.17
Student t kapula 8 5 0.00020 0.00385 0.00028 4.83
D-vine kapula 8 5 0.00020 0.00398 0.00027 3.67
Minimum varyans
agwrhikh
Student t kapula 9 5 0.00424 0.00420 0.00028 7.67
C-vine kapula 9 5 0.00424 0.00440 0.00028 8
Egsit risk katkt agwrlikli
C-vine kapula 7 5 0.00134 0.00376 0.00027 3.83
D-vine kapula 7 5 0.00134 0.00384 0.00027 417

% 99 giiven seviyesinde risk siirin1 asan kayiplarin sayist ve kayip fonksiyon degerleri
incelendiginde doviz kuru portfoyili icin en iyi risk tahmin performanslar esit agirlikli
Student t kapula ve D-vine kapula modelleri kullanilarak elde edilmistir. Bununla birlikte, esit
risk katki agirlikli C-vine ve D-vine kapula modellerinin risk tahmin performanslart oldukg¢a
etkili olup esit agirlikli modellere alternatif olarak kullanilabilir. Diger taraftan, en kotii risk
tahmin performanslarini minimum varyanslhi Student t ve C-vine kapula modellerinin

gosterdigi belirlenmistir.

Ayrica % 99 giiven seviyesinde klasik risk tahmin yontemlerinden olan varyans-
kovaryans ve tarihsel simiilasyon modellerinin Kupiec ve Christoffersen’in model dogruluk
testlerini gegmede basarisiz oldugu goriiliirken kapula yaklasimina dayali modellerin bu

testleri gegme klasik yontemlere kiyasla daha basarili oldugu sonucuna ulagilmistir.

Tim agirliklandirma gruplarinda model dogruluk testlerini gecen en az bir tane vine
kapula modeli bulunurken risk katki agirlikli elipsel kapula modellerinin bu testlerden
gecemedigi belirlenmistir. Bu durum vine kapulalarin bagimliligi modellemedeki giictlinii

ortaya koymaktadir.
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Son olarak, % 99 giiven seviyesinde esit agirlikli modeller ile esit risk katki agirlikli
modellerin en iyi performansi gosterdigi belirlenmistir. En kotli performans ise minimum
varyans agirlikli modeller ile elde edilmistir. Bu sonuglardan hareketle alternatif agirlikli
modellerin esit agirlikli modeller yerine kullanilmasimin daha iyi risk tahmin performansi

sunabilecegi gosterilmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY ve RUB/TRY doviz kurlarindan olusan
bir portfdy icin risk tahmini yapilmistir. Bu amagla klasik risk tahmin yontemlerinden olan
varyans-kovaryans ve tarihsel simiilasyon modellerinin yani sira ¢ok degiskenli normal
kapula, ¢ok degiskenli Student t kapula ile C-vine ve D-vine kapula modelleri kullanilmistir.
Ayrica ilgili risk tahmin modelleri esit agirhigin yani sira ters volatilite, minimum varyans,
maksimum g¢esitlendirme ve esit risk katki agirliklar ile birlestirilerek her bir risk tahmin
modeli i¢in bes alt risk tahmin modeli olusturulmustur. Boylelikle, otuz farkli risk tahmin

modeli kullanilarak ilgili doviz kuru portfoyii i¢in risk tahminleri yapilmigtir.

[Ik olarak her bir doviz kuru getiri serisinin marjinalleri ARMA-GARCH tiirii
modellerle tahmin edilmistir. USD/TRY igin ARMA(3,2)-TGARCH(1,1) modeli, EUR/TRY
ve JPY/TRY i¢cin ARMA(1,1)-TGARCH(1,1) modeli ve RUB/TRY i¢in ARMA(1,1)-
GARCH(1,1) modelinin en uyumlu modeller oldugu belirlenmistir. Carpik Student t dagilimi
marjinal modellere iliskin en uyumlu dagilim oldugu goriilmiistiir. Ayrica RUB/TRY harig

diger doviz kuru getiri serilerinde asimetrik volatilitenin oldugu anlasilmistir.

USD/TRY, EUR/TRY, JPY/TRY ve RUB/TRY’den olusan doviz kuru portfoyii i¢in
otuz farkli risk tahmin modeli ile % 95 ve % 99 giiven seviyesinde risk tahminleri yapilmistir.
% 95 giiven seviyesinde en iyi risk tahmin performanst maksimum ¢esitlendirme agirlikli D-
vine kapula modeli ile elde edilmistir. Maksimum ¢esitlendirme agirlikli C-vine kapula ise en
iyi ikinci model olarak belirlenmistir. En kotii risk tahmini minimum varyans agirlikli Student
t kapula modeli ile yapilmistir. % 99 giiven seviyesinde esit agirlikli Student t kapula ile D-
vine kapula en iyi risk tahmin performans: sunmustur. Esit risk agirlikli C-vine ve D-vine
kapula modellerinin esit agirlikli modellere iyi bir alternatif oldugu gorilmistiir. Diger
taraftan, en kot risk tahmin performanst minimum varyans agirlikli Student t kapula ve C-

vine kapula ile elde edilmistir.

% 95 giiven seviyesinde tiim agirliklandirma gruplarinda klasik risk tahmin yontemleri
dogruluk testlerini gegcmede basarisiz olmustur. Diger taraftan, vine kapula modelleri % 99
giiven seviyesinde maksimum ¢esitlendirme agirlikli modeller hari¢ diger tiim agirliklandirma
gruplarinda en az bir tane dogruluk testlerinin gecen risk tahmin modeli sundugu goriilmiistiir.
Bu durum vine kapulalarin degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini modellemedeki giiciinii

ortaya koymaktadir. Ayrica C-vine ve D-vine kapula risk tahmin sonuglari birbirlerine
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olduk¢a yakindir. Bu nedenle ilgili degiskenler arasindaki bagimlilik hem C-vine hem de D-

vine yapilarina uyumlu olup her iki kapula modeli ile ele alinabilir.

% 95 giiven seviyesinde en iyi risk tahmin modeli maksimum c¢esitlendirme agirlikli
modeller kullanilarak elde edilmistir. % 99 giiven seviyesinde ise esit agirlikli modeller ile
esit risk katki agirlikli modellerin performanslarinin birbirine olduk¢a yakin oldugu
goriilmistiir. Bu sonuglar farkli agirliklandirilmis risk tahmin modellerinin esit agirlikl

modellerden daha iyi performans gdsterebilecegini ortaya koymustur.

Bu tez calismasinda tek degiskenli volatilite modelleri ile portfoy risk tahmini
yapilmistir. Cok degiskenli volatilite modelleri kullanilarak farkli agirliklandirilmis risk
tahmin modelleri ile portfoy risk tahmini incelenebilir. Ayrica, bu arasgtirmada doviz
kurlarindan olusan bir portfoy ele alinmistir. Enerji piyasasi gibi farkli piyasalardan olusan bir

portfoye ait risk tahmimi 6nerilen model ile arastirilabilir.
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