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OZET

DOKTORA TEZI

GRAFLARDA BAZI TOPOLOJIK INDEKSLER ICIN SINIRLAR

Yasar NACAROGLU
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2017, 93 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Do¢. Dr. Ahmet ERDOGAN
Doc. Dr. Serife BUYUKKOSE
Yrd. Dog. Dr. Nihat AKGUNES

Graf teori, uygulamali matematigin oldukg¢a kullamigh bir alamdir. Giinliik hayatta karsilagilan
bir cok probleme ¢oziim olmast nedeniyle, son yillarda graf teori ve uygulamalarina olan ilgi hizli bir
sekilde artnustir.

Graf teorinin 6nemli uygulamalarindan olan topolojik indeksler, organik bilesiklerin yapisal
ozelliklerini aciklamak ve tahmin etmek i¢in kullanilan sayilardir. Giiniimiizde bir ¢ok topolojik indeks
tammlanmgtir.

Tez toplam 6 ana boliimden olusmaktadur.

Birinci boliimde graf teori ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan kaynaklar ile ilgili bilgiler verilmistir.

Uciincii boliimde iigiincii atom bag baglantilik indeksi, dérdiincii geometrik aritmetik indeksi ve
eksantrik baglantililik indeksleri ile ilgili simir degerleri elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde graf islemleri tanitilmastir.

Besinci boliimde graf islemlerinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi, ¢arpimsal toplam Zagreb
indeksi ve garpimsal Zagreb es-indeksleri igin sinir degerleri elde edilmistir.

Son boliimde ise tezde elde edilen sonuglar ve oneriler tartisilmastir.

Anahtar Kelimeler: Graflar, Graf parametreleri, Graf islemleri, Topolojik indeksler.
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Graph theory is a very useful area of applied mathematics. In recent years, because of the
solution to many problems that are encountered in daily life, the interest in graph theory and applications
has increased rapidly.

Topological indices which are important applications of graph theory are the numerical values
used to explain and predict the structural properties of organic compounds. Nowadays, many topological
indices are defined.

The thesis contains six main sections.

In the first section, basic concepts related to graph theory are given.

In the second section, we present information about the references in the thesis.

In the third section, boundary values related to the third ABC index, the fourth geometric-
arithmetic index and the eccentric connectivity index are obtained.

In the fourth section, graph operations are introduced.

In the fifth section, boundary values for the first multiplicative Zagreb index, the multiplicative
sum Zagreb index and the multiplicative Zagreb co-indices of the graph operations are obtained.

The final section discusses the results obtained in the thesis with some suggestions.

Keywords: Graphs, Graph Parameters, Graph Operations, Topological Indices.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Kose kiimesi

- Kenar kiimesi

. G grafi

. u kosesinin derecesi

: u ve v koseleri arasindaki uzaklik
: v kosesinin eksantrik degeri

: G grafinin yarigapi

: G grafinin ¢ap1

: Izomorf iki graf

- n koseli tam graf

: G grafinin tamamlayicist

: n koseli devir graf

: Tam iki pargali graf

: Yildiz graf

: Yol graf

: n koseli m eslesmeli tek devirli graflar kiimesi
: Pendant koseler kiimesi

: u kosesine komsu olan koselerin kiimesi
: n in Ust tam degeri

: n in alt tam degeri

: G, ve G, graflarinin birlesim iglemi

ve G, graflarinin toplama iglemi
ile G nin kokli ¢arpimi

ve G, graflarinin corona ¢arpimi
ve G, graflarinin tensor ¢arpimi

ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi
ve G, graflarinin kuvvetli carpimi
ve H graflarinin hiyerarsik ¢arpimi

ve G, graflarinin bilesim iglemi

ve G, graflarinin ayrigim islemi

ve G, graflarinin simetrik farki

. Eksantrik baglantililik indeksi

- Baglantililik eksantrik indeksi

: G grafinin birinci Zagreb indeksi
: G grafinin ikinci Zagreb indeksi

: Birinci Zagreb eksantrik indeksi
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M, (G) - Ikinci Zagreb eksantrik indeksi

ABC,(G) : Uglincii Atom bag baglantililik indeksi
GA4,(G) : Dorduncti Geometrik-Aritmetik indeksi
I1,(G) - Birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi
I1,(G) - Ikinci carpimsal Zagreb indeksi

I1,(G) . Carpimsal toplam Zagreb indeksi

I, (G) - Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksi
IL(G) - Ikinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksi
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1. GIRIS

Uygulamali matematigin olduk¢a kullanigli bir alani oldugundan, graf
teorinin(¢izgi kurami) bagimsiz bir gekilde defalarca kesfedilmesi tesadiif degildir. Graf
teorinin ilk kayitlart Euler’ in eserlerinde gortlir. Burada orijinal problem fiziksel
dinyadan ortaya ¢ikar. Kirchoff” un elektrik devrelerindeki arastirmalari, graf teorinin
bir alan1 olan agaglardaki temel kavramlarin gelismesine yol agmistir. Cayley, organik
kimyasal izomerlerin numaralandirilmasindan ortaya ¢ikan agaglart diiginmuistiir.

Graf teorinin baglangici, Euler’ in Konigsberg koprii problemi ¢ozimini 1736
yilinda yayinlamasina dayanir. Burada Sekil 1.1° de goruldugi gibi Pregel nehri

kiyisina ve iki adaya bagli 7 kopri vardir.

Sekil 1. 1 Konisberg kopriisii

Bu problem, dort karadan herhangi birinden baslayip her bir kopriiden tam bir
kez gecerek basglangi¢c noktasina geri doniilebilecegi problemidir. Kisi kolaylikla bunu
denediginde  basarisizlikla  karsilagtigini  gorebilir.  Euler bu  durumun
ger¢eklesmeyecegini gostermistir. Euler bu problemin ¢6ziillemez oldugunu ispatlarken,
her bir kara pargasini bir kdse ve her bir kopriyll koseleri birlestiren ¢izgi(kenar) olarak

Sekil 1.2 deki gibi ifade etmistir.

C,
J O\p
EV
Sekil 1. 2 Konigsber koprii probleminin graf ile gosterimi
Gunluk hayatta karsilan birgok probleme ¢6ziim olmast nedeniyle son yillarda
graf teori ve uygulamalarina olan ilgi hizli bir sekilde artmigtir. Karsilagilan birgok

durum, koseler ve bu koseleri birlestiren kenarlar ile ifade edilebilir. Ornegin; bir

kimyasal molekil i¢in atomlar1 koseler ve bu atomlart baglayan kimyasal baglar



kenarlar ile gosterebiliriz. Bir elektrik devresinde direngleri koseler ve bunlari baglayan
kablolar1 kenarlar ile temsil edebiliriz. Bu ve buna benzer daha bir ¢ok 6rnek verilebilir.

Yukarida ifade edilen nedenlerden dolay:r Graf teori matematik, fizik, kimya,
bilgisayar, mithendislik, farmakoloji... gibi bir¢ok alanda biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu
caligmada graf teorinin temel kavramlar1 verildikten sonra 6nemli uygulamalarindan
olan bazi topolojik indekslerin 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Daha sonra bazi graf
parametrelerine bagli olarak topolojik indeksler i¢in sinir degerleri elde edilecektir.

Asagidaki tim temel kavramlar ve graf teorenin temelleri ile ilgili bilgiler,
Bondy ve Murty(Bondy ve Murty, 1976), Harary (Harary, 1969) ve Vasudev (Vasudev,
2006) in kitaplarindan alinmistir.

1.1. Temel Kavramlar

Bir G grafi, elemanlan koseler olan V ={,v,,v;,..} kiimesi ve elemanlar

kenarlar olan E = {e],ez,e3,...} kiimesinden olusur. Koseler kiimesi V' (G) ve kenarlar
kiimesi E(G) olan bir graf, G =(V,E) ile gosterilir.

Eger e =uv bir G grafinin bir kenar1 ise, u ve v koseleri komsudur denir. Bu

durumda u ve v kogelerine e kenarmin u¢ koseleri denir.
Ornegin; Bir G grafi, V(G) = {u,v,w,x,y,z} ve E(G)= {uv, Uw, wx, Xy, xz}>

kiimeleri ile tanimlansin. Bu kiilmelerden olusan G grafi asagidaki sekilde gosterilebilir.

X w v

Sekil 1.3 G grafi

p koseli ve g kenarli bir graf, kisaca (p,q) grafi olarak isimlendirilir. Ozel

olarak (1,0) grafina trivial graf denir. Bir G grafinin her bir kenar1 bir yone sahipse bu
grafa yonlendirilmis graf denir. Aksi takdirde yonlendirilmemis graf denir. Asagida

yonlendirilmig ve yonlendirilmemis grafa 6érnek verilmigtir.
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Sekil 1. 4 Yonlendirilmis ve yonlendirilmemis graf

Ayni uglara sahip bir kenara bir ilmek denir. Eger (v,,v;) bir G grafinda bir
ilmek ise v, =v; dir. Eger grafta iki koseyi birlestiren birden fazla kenar varsa bu

kenarlara paralel kenarlar denir. Paralel kenarlara sahip ve ilmek igermeyen graflara

coklu graflar denir. Sekil 1.5 de ¢oklu graf 6rnekleri verilmistir.

V1 @2 | @2
3 3

Sekil 1. 5 Yonlendirilmis goklu graf ve yonlendirilmemis ¢oklu graf

Paralel kenarlar ve ilmek igeren grafa, Pseudo graf denir. Sekil 1.6 da Pseudo

grafa ornek verilmistir.

u 5 u z
Sekil 1. 6 Yonlendirilmemis Pseudo graf ve yonlendirilmis Pseudou graf

[lmek ve paralel kenar igermeyen grafa basit graf denir. Yani burada her bir
kenar iki farkli koseye bagli ve ayni koge ¢iftlerini baglayan iki kenar yoktur. Sekil 1.4
de verilen graflar basit graflardir. Bir graf, sonlu sayida kose ve kenara sahipse sonlu
graf olarak isimlendirilir. Aksi takdirde sonsuz graf denir.

Bir v, kosesine bagli kenarlarin sayisina v, kosesinin derecesi denir ve d(v,)
ile gosterilir. Derece hesaplanirken ilmek 2 kez sayilir. Sekil 1.7 de G, ve G, graflar

verilmisgtir.
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Sekil 1. 7 G, ve G, graflant

Burada G, grafinin kogelerinin dereceleri; d, (v) =2, d; (v)=2, d;(v;)=3,
afGl (v,)=2 ve d;(vy)=1 dir. G, grafinin koselerinin dereceleri ise; d (v) =4,
dg, (v,)=5, dg (v;) =3, d (v,)=3 ve d; (v;) =1 dir.

Derecesi sifir olan koseye izole kose denir. Derecesi 1 olan koseye pendant

veya u¢ kose denir. Sekil 1.7 deki v, kosesi pendant kosedir.

Teorem 1.1.1 (Vasudev, 2006) G =(V,E), e kenarl yonlendirilmemis bir graf olsun.

Bu durumda

Z d.(v)=12e

velV (G)

dir. Yani bir yonlendirilmemis grafin kogelerinin dereceleri toplamu ¢ifttir.

Ispat: Bir kosenin derecesi, koseye baglt kenarlarin sayisina esittir. Her kenar, iki
koseye bagli oldugundan koselerin dereceleri hesaplanirken iki kez sayilir. Bu ytuzden

dereceler toplami1 kenar sayisinin iki katina esittir.

Bir G grafinda, herhangi iki u ve v koseleri arasindaki en kisa yolun
uzunluguna bu iki kose arasindaki uzakhk denir ve d(u,v) ile gosterilir. Bir G
baglantili grafindaki bir v kosesinin eksantrik degeri, G deki tim u koseleri igin
maksimum d(u,v) degeridir ve e(v) ile gosterilir. G deki tim koselerin
eksantriklerinin minimum degerine, grafin radiusu (yaricapr) denir ve r(G) ile
gosterilir. Koselerin maksimum eksantrik degerine ise grafin diameter(cap) denir ve
D(G) ile gosterilir. Eger e(v) =7r(G) ise v koOsesine bir merkez kose denir. Graftaki

tim merkez koselerin kiimesine grafin merkezi denir.



Sekil 1. 8 G grafinin eksantrik degerleri

Sekil 1.8 de her bir késenin eksantrik degeri verilmistir. Burada ¢ap 7, yarigap 4

ve u ile v merkez koselerdir.

Bir G grafinda koseler ve koselerin degisen bir W =v,.¢e,,v,,e,,...,e,,v, dizisine
bir yiiriime denir. Burada j=1,2,..,n igin v,, ve v, koseleri e, kenarmin ug
koseleridir. v, baslangi¢ kosesi, v, bitis kosesidir. Bir yiirimenin uzunlugu kenarlarin
sayisina esittir. Baslangi¢c kosesi bitis kosesiyle ayni olan yirimeye kapah yiiriime
denir. Birden fazla ayni kenardan gecilmeyen yuriimeye iz denir. Hicbir kosesi tekrar

etmeyen bir ylurimeye yol denir. En az 1 uzunlugundaki kapali yola bir devir denir.

Eger bir grafin her kose ¢ifti bir yol ile birlesiyorsa grafa baglantili graf denir.

®c
e~

X y

Sekil 1. 9 Bir G grafi

Sekil 1.9 da (u,v,x,v,z> kose dizisi bir yurimedir, fakat bir iz degildir.
<u,v,x, Vv, Z> kose dizisi bir izdir, fakat bir yol degildir.

G =WV,E) ve G,=(V,,E,) iki graf olsun. Eger f:V, =V, fonksiyonu
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, f fonksiyonuna bir graf izomorfizmasi denir. G, ve G,
graflarina ise izomorf graflar denir ve G, = G, seklinde gosterilir.

1) f, 1-1 ve orten

1) her a,b eV, iin {a,b} c E, & {f(a),f(b)} ek,
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Sekil 1. 10 Izomorf graflar

G nin bir alt grafi, tim koseleri ve kenarlar1 G de olan graftir. Bir G

grafinda bir v, kosesinin kaldirilmasi ile elde edilen G —v, grafi, G nin v, haricindeki

tim koselerine ve ug kosesi v, olmayan tiim kenarlarina sahip olan bir alt grafidur.

by Uz

G o G-va

Sekil 1. 11 G —v, alt grafi

M , E kenar kiimesinin herhangi bir alt kiimesi olsun. M nin herhangi iki
elemant G de komsu degilse M ye G de bir eslesme(matching) denir. Eger G nin her

kosesi M nin elemanlarinin u¢ koselerinden biri ise M ye miikemmel eslesme denir.

Sekil 1. 12 Miikemmel eslesmeli bir graf

1.2. Graf Cesitleri

Tammm 1.2.1 Sadece izole koseler igeren bir grafa bos graf denir. Bos grafin kenarlar
kiimesi bos kiitmedir. (Vasudev, 2006)
Sekil 1.13 de 4 koseli bir bos graf verilmistir.



Sekil 1. 13 Bos(Null) graf

Tanmm 1.2.2 Eger G deki her kose diger tim koselerle komsuysa, G basit grafina tam
graf denir. n koseli bir tam graf genel olarak K, ile gosterilir. (Vasudev, 2006)

Sekil 1.14 de n=1,2,3,4,5,6 i¢in K, tam graflar1 gosterilmistir.

Sekil 1. 14 n =1,2,3,4,5,6 i¢in K, tam graflar

Bir G grafinin tamamlayicisi olan G grafinin kose kiimesi V' (G) dir. G de

herhangi iki késenin komsu olmasi ancak ve ancak onlar G de komsu degilse saglanir.

Sekil 1.15 de bir graf ve onun tamamlayicisi verilmigtir.

u u
yﬁ - % |
X W X w
Sekil 1. 15 Bir graf ve onun tamamlayicisi

Tanmm 1.2.3 Bir grafin tim koselerinin dereceleri birbirine esit ise grafa regiiler graf
denir. Eger her bir kosenin derecesi 7 ise grafa r dereceli regiiler graf denir. Ozel olarak

bogs graf sifir dereceli ve K, tam grafi n—1 dereceli reguler graftir. (Vasudev, 2006)

Tamm 1.2.4 v,v,,..,v, késelerine ve {v,v,}.{v,,»}.....{v

n—1°

vn} kenarlarina sahip

olan n (n >3) koseli grafa bir devir denir ve C, ile gosterilir. (Vasudev, 2006)

Sekil 1.16 da C;,C,,C; ve C, devirleri verilmistir.
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Sekil 1. 16 C,,C,,C; ve C; devirleri

Tammm 1.2.5 Kose kiimesi ayrik iki X ve Y alt kiimelerine ayrilmig olan grafa iki
par¢al graf denir. Burada her bir kenarin bir u¢ kogesi X de ve diger ug kogesi Y

dedir. Eger X in her bir kosesi Y nin her bir kosesi ile birlesmis ise grafa tam iki

parcali graf denir. |X|=m ve |Y|=n olan tam iki parcah graf K ile gosterilir. K,

formundaki tam iki pargali grafa yildiz graf denir ve S, ile gosterilir. (Bondy ve

Murty, 1976)

x
Y Ks3 \'

Sekil 1. 17 Iki pargali graf, tam iki parcal graf ve yildiz graf

Tammm 1.2.6 Bir grafin tim koseleri ayni1 eksantrik degerine sahipse 6z merkezli graf

denir.(Gross ve arkadaglari, 2014) Sekil 1.18 de K,; ve C; graflant 6z merkezli

graflardir. P, grafi ise 6z merkezli graf degildir.

K - Cs: A o—o—0—0

2 2 2 3

Sekil 1. 18 Oz merkezli graflar ve 6z merkezli olmayan graf

Tanmm 1.2.6 Devir igermeyen baglantili bir grafa aga¢ denir. Bir koklii aga¢(rooted

tree) digerlerinden ayr1, onun kokii olan bir késeye sahiptir.
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Sekil 1. 19 Dort koseli kokli agaglar
Teorem 1.1.2 Her agag, ya bir kose ya da iki komsu kose igeren bir merkeze sahiptir.

(Harary, 1976)

Tanmm 1.2.7 Tek devir iceren baglantili graflara tek devirli(unicyclic) graflar denir.

Tek devirli graflarin kose ve kenar sayilar1 aynidir. (Harary,1976)
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bolimde ¢alismamiza yon veren kaynaklar hakkinda bilgiler verilmistir.

Arezoomand ve Taeri (2013), “Zagreb indices of the generalized Hierarhical
product of graphs” isimli g¢aligmalarinda, graflarin kartezyen ve genellestirilmig
hiyerarsik ¢arpimlarinin 1. ve 2. Zagreb indekslerini hesaplamiglardir. Ayn1i zamanda
bazi kimyasal graflarin Zagreb indekslerini hesaplamiglardir.

Ashrafi ve ark. (2011), “The eccentric connectivity index of nanotube and
nanotorus” adli eserlerinde kimyasal bilesiklerden nanotube ve nanotorusun eksantrik
baglantililik indeksi i¢in kesin formuller vermiglerdir.

Ashrafi ve ark. (2010), “The Zagreb coindices of graph operations” isimli
caligmalarinda bazi graf islemlerinin Zagreb esindeksleri i¢in sinir degerleri elde
etmiglerdir.

Ashrafi ve ark. (2011), “Extremal graphs with respect to the Zagreb coindices”
isimli eserlerinde maksimal ve minimal Zagreb es indekse sahip graflar1 karakterize
etmiglerdir.

Azari (2014), “Sharp lower bounds on the Narumi-Katayama index of graph
operations” 1simli ¢aligmasinda bazi graf iglemlerinin Narumi-Katayama indeksleri igin
alt sinir degerleri elde etmistir. Daha sonra, bu sonuglart kullanarak bazi 6zel graflarin
Narumi-Katayama indekslerini hesaplamistir.

Azari ve Iranmanesh (2015), “Some inequalities for the multiplicative sum
Zagreb index of graph operations” isimli eserlerinde bazi graf iglemlerinin ¢arpimsal
toplam Zagreb indeksleri i¢in alt sinir degerleri elde etmiglerdir.

Azari ve Iranmanesh (2013), “Chemical Graphs constructed from Rooted
product and their Zagreb indices” isimli ¢aligmalarinda graflarin Rooted ¢arpimlarinin
Zagreb indeksleri hesaplanmigtir. Ayrica ii¢ 6zel grafin rooted carpimlarinin Zagreb
indeksleri belirlenmisgtir.

Das (2010), “ On geometric—arithmetic index of graphs”, isimli eserinde
geometrik aritmetik indeks ile ilgili alt ve st sinir degerleri elde etmistir. Ayrica
Nordhaus-Gaddum tip sonuglar elde etmistir.

Das (2010), “Atom bond connectivity index of graphs” adli ¢alismasinda
graflarin ve agaglarin atom bag baglantililik indeksi ile ilgili gugli sinir degerleri elde
etmistir.

Das ve ark.(2013), “ The multiplicative Zagreb indices of graph operations”
adli ¢aligmalarinda birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri ile ilgili tst sinir
degerleri elde etmiserdir.

Das ve ark. (2015), “Zagreb indices of graphs”, ¢alismalarinda birinci ve ikinci
Zagreb indeksleri ile ilgili alt ve Gist sinir degerleri bulmuglardir. Ayrica birinci ve ikinci
Zagreb es-indekslerle ilgili sinir degerleri elde etmislerdir.
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Eliasi ve Vukicevic (2013), “Comparing the Multiplicative Zagreb indices”
isimli eserlerinde, ¢arpimsal Zagreb indekslerni karsilastirmslar ve esitsizlikler elde
etmiglerdir.

Estrada ve ark. (1998), “An atom bond connectivity index: Modelling the
enthalpy of formation of alkanes” isimli ¢aligmalarinda atom bag baglantililik indeksini
kesfetmigler ve kimyasal yapt olan alkenlerin olusum sicakliklarini tanimlamada
kullanmiglardir.

Farahani (2013), “Eccentricity Version of Atom-Bond Connectivity Index of
Benzenoid Family ABC5(Hk)” ¢alismasinda atom bag baglantililik indeksinin eksantrik
versiyonunu tanimlamig ve benzonoid ailesinin bu indeksini incelemistir.

Farahani (2013), “Computing a New Connectivity Index for a Famous
Molecular Graph of Benzenoid Family” adli eserinde benzonoid ailesinin dérdincii
geometrik aritmetik indeksi hesaplanmigtir.

Furtula ve ark. (2009), “Atom bond connectivity index of trees” eserlerinde
agacglarin ABC indekslerinin matematiksel 6zellikleri incelenmisgtir.

Gutman (2011), “Multiplicative Zagreb indices of trees” isimli galigmasinda
agaclarin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri igin ekstremal graflar1 karakterize
etmistir.

Jamil ve ark. (2016), “Fourth Geometric Arithmetic Index of Polycyclic
Aromatic Hydrocarbons (PAHk)”, isimli eserinde aromatik hidrokarbonlarin dérdinci
geometrik aritmetik indeksleri incelenmisgtir.

Khalifeh ve ark. (2008), “The hyper-wiener index of graph operations” adli
caligmalarinda graf iglemlerinin hyper-wiener indeksi incelenmistir.

Khalifeh ve ark. (2009), “The first and second Zagreb indices on of some graph
operations” adli eserlerinde bazi graf igslemlerinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri
incelemiglerdir.

Li ve Zhou (2013), “Atom bond connectivity index of unicyclic graphs with
perfect matchings” isimli ¢aligmasinda mikemmel eslesmeli tek devirli graflarin atom
bag baglantililik indeksi incelenmistir.

Liu ve ark. (2006), “On the randic index of unicyclic conjugated molecules”
isimli caligmalarinda eslesme sayist verilen tek devirli graflarin randic indeksleri
incelenmig ve sinir degerleri elde edilmistir.

Liu ve Zhang (2012), “Sharp upper bounds on multiplicative Zagreb indices”
isimli eserlerinde ¢esitli indekslere bagli olarak c¢arpimsal birinci ve ikinci Zagreb
indeksleri i¢in sinir degerleri elde etmiglerdir.

Morgan ve ark. (2011), “On the eccentric connectivity index of a graph”, adli
caligmalarinda eksantrik baglantililik indeksi i¢in alt ve tist sinirlar bulmuglardir.
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Nezhad ve ark. (2014), “Comparing the second Multiplicative Zagreb coindex
with some graph invariants” isimli ¢aligmalarinda bazi indekslerle ikinci garpimsal
Zagreb es-indeksini kargilagtirnmiglar ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksi i¢in sinir
degerleri bulmuslardir.

Nezhad ve ark.(2015), “Upper on the second Multiplicative Zagreb coindex”,
isimli ¢aligmalarinda ikinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksi i¢in Ust sinirlar elde etmislerdir.

Xu ve Das (2012), “Trees, unicyclic and bicyclic graphs extremal with respect
to multiplicative sum Zagreb index” adli ¢aligmalarinda agaglar, unicyclic ve bicyclic
graflarin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksleri i¢in sinir degerleri bulmuslar ve bu indeks
icin ekstremal graflar1 karakterize etmislerdir

Xu ve Hua (2012), “4 unified approach to extremal multiplicative Zagreb
indices for trees, unicyclic and bicyclic graphs” adli ¢aligmalarinda agaglar, tek devirli
ve iki devirli graflarin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksleri i¢in ekstremal graflar
karakterize etmislerdir

Yeh ve Gutman (1994), “On the sum of all distances in composite graphs”
isimli ¢aligmalarinda bazi graf islemlerinin wiener indeksini incelemisglerdir.

Yuan ve ark. (2010), “On geometric arithmetic index” adli ¢aligmalarinda
molekiiler graflarin geometrik aritmetik indeksi i¢in alt ve ust sinir degerleri
vermiglerdir.

Zhou ve Gutman (2005), “Further properties of Zagreb indices” isimli
caligmalarinda birinci ve ikinci Zagreb indeksleri igin Gist sinirlar vermisglerdir.
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3. TOPOLOJIK INDEKSLER

Molekiiler tamimlayicilar QSPR/QSAR c¢aligmalarinda genis bir uygulamaya
sahiptir. (Todeschini and Consonni, 2000) Kimyasal graf teoride bunlara topolojik
indeksler dentir.

Bir topolojik indeks, bir kimyasal grafda degismeyen matematiksel sabittir. Bu
nedenle, grafin sunugundan veya etiketlenmesinden bagimsizdir. Molekiiler graflarin
topolojik indeksleri, molektler yapinin kimyasal ve fiziksel oOzellikleri arasinda
korelasyonlar kurmak i¢in yaygin bir sekilde kullanilir.

Bugiine kadar bir ¢ok topolojik indeks tanimlanmistir. Randic indeks, Wiener
index, Balaban indeks, geometrik aritmetik indeks bunlardan bazilaridir. Bu ¢alisma
icerisinde, topolojik indekslerden ugiincii atom bag baglantililik indeks, dérdiinci
geometrik aritmetik indeks, eksantrik baglantililik indeksi ve carpimsal Zagreb

indeksleri ile ilgili sinir degerleri incelenmis ve orijinal sonuglar elde edilmistir.
3.1. Ugiincii Atom Bag Baglantihhik indeksi

Bu bolimde Ugiincii Atom Bag Baglantililik indeksi igin sinir degerleri

verilecektir.

Tamim 3.1.1 Ugiincii atom bag baglantililik indeksi,

ABC(G) = /e(u)+e(v)—2
3( ) uv;;(G) e(u)e(v)

seklinde tanimlanmigtir. (Lee, 2016)

Yol grafi, yildiz grafi, devir, tam graf ve tam iki pargali grafin Uglnci

baglantilik indeksleri agagidaki gibidir.

ABC,(K,)=0 , ABC,(K,,,) == , ABC,(S,)=

N

, ABC,(C,)=n

nl
V2
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n=2 _
2> 2k -1 , n tek ise
TV k(D
ascypy—]
3 [ 2k=1  2n-2 n cift ise
A\ k(k+1) e
2

Oncelikle temel sonuglarimizda kullanilan asagidaki lemmalar verilecektir.

Lemma 3.1.2 de aritmetik harmonik ortalama esitsizligi verilmistir.

Lemma 3.1.2 X,X,,...,X, pozitif tamsayilar1 verilisin. Bu durumda

X HX et n
1 1 1
" ettt
X X, X,
dir. Esitlik durumu ancak ve ancak X, =X, =...=X, durumunda saglanir.

Lemma 3.1.3 (4,,4,,....a,) ve (b,b,,....,h,) iki reel say1 dizisi olsun. Bu durumda

o) 3450

dir. Esitlik durumu ancak ve ancak (g,,a,,....,a,) ve (b,b,,...,b,) dizileri orantili ise

saglanir. (Hardy ve ark., 1934)

Lemma 3.14 x,y>1 i¢in f(x,y)= \/x+—y—2 = \/l+l—2 fonksiyonunu gozontine
xy Xy

alalim. Eger y >2 sabit bir say1 ise, f(x,)) fonksiyonu x degiskenine gore azalan bir

fonksiyondur. (Xing ve ark., 2010)

Teorem 3.1.5 G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. »>2, G nin

yarigapini gostersin. O zaman

ABC,(G)< M2 =D
r

dir. Esitlik ancak ve ancak G 6z merkezli graf olursa saglanir. (Lee, 2016)

Bu teorem yardimiyla asagidaki sonuca ulagilir.

Sonu¢ 3.1.6 n>4 koseli bir G basit baglantili grafi verilsin. Ayn1 zamanda G nin

tamamlayicisi G de baglantili graf olsun. Bu durumda
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n(n—1)

YN

Esitligin saglanmast icin gerek ve yeter sart hem G hem de G graflarimin yarigap1 2

ABC,(G)+ ABC,(G) <

olan birer 6z merkezli graf olmasidir.

Ispat: G ve G graflarinin kenar sayilarini sirasiyla m ve m ile gosterelim. Hem G

hem de G baglantili graflar oldugundan herbirinin yarigapt en az 2 dir (Zhou ve Du,

n(n—1)
2

2010). Ayni zamanda m +m = oldugu bilinmektedir. Teorem 3.1.5 kullanilarak

asagidaki bagint1 yazilabilir:

ABC,(G) + ABC,(G) < ™2 =D | A2 -1)
r

r

IA

S

+

S E

NG

S
—~
S

Esitlik durumu i¢in yukaridaki esitsizlikler esit olmalidir. Bu durumda ;

my2(r 1) +n_1\/2(F—1) _m

; NN

elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in » =7 =2 olmalidir. Teorem 3.1.5 in esitlik

kosulu ile birlestirilirse esitlik kosulunun saglandig1 goralir.

Teorem 3.1.7. G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. n,, G de

eksantrik degeri 1 olan koselerin sayisini gostersin. Bu durumda;

oo 1]

dir.

Ispat: Bir G grafinin eksantrik degeri 1 olan bir kosesi varsa diger koselerin eksantrik

degerleri 1 veya 2 dir. Bu durumda eksantrik degeri 1 olan koselerin sayist n, ise
eksantrik degeri 2 olan koselerin sayis1 n—n, olacaktir. Bu bilgileri kullanarak tgiinci

atom bag baglantililik indeksi agagidaki gibi yazilabilir:
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ABC(G) = ” ew)+e(v)-2 & le(u)+e(v)-2 & |e(u)+e(v)—-2
(D= 2\ e EZ;\J wer) %\} eu)e(v)

1
=0+Hqtr)—=

2

Bu da ispat1 tamamlar.

Tamim 3.1.8 Bir grafin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri,

M\(G)= 2 ds(u) ve My(G)= 3 ds(u)ds(v)

ucV (G) uveE(G)
seklinde tanimlanir. (Gutman ve Trinajstic, 1972 ve Gutman ve ark., 1975)

Teorem 3.1.9 G, n koseli ve m kenarl bir basit baglantili graf olsun. M,(G) ve r

sirastyla G grafinin birinci Zagreb indeksini ve yarigapini gostersin. Bu durumda

\/2nm2 —mM (G)—2m’

2

ABC,(G) <

dir. (Lee, 2016)

Teorem 3.1.10 G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. M,(G) ve r

sirastyla G grafinin birinci Zagreb indeksini ve yarigapint gostersin. Bu durumda;

Jm*(@2n—2)—-mM,(G)

ABC,(G) <
dir. Esitligin saglanmas i¢in gerek ve yeter sart G = K, veya G=C, dir.

Ispat: Zhou ve Du (Zhou ve Du, 2010) u<V(G) igin e(u)<n—d,(u) esitsizligini

bulmustur. Esitlik durumu ancak ve ancak k:0,1,2,...,(§—‘ icin G=K, —ke veya
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G=P, oldugunda saglanir. Bu baginti yardimiyla her wveE(G) i¢in
e(w)+e(v)<2n—d, (u)—d,(v) yazlabilir. Ayrica her u,veV(G) igin e(u)e(v)>r’

oldugu bilinmektedir. Buradan Lemma 3.1.3 kullanilarak asagidaki bagintilara ulagilir:

e(u)+e(v)—2 < 5 1
2 ey S L2l 2,

<[> [2n-2-ds(w)-d;(v)].| D, i2

weE(G) weE(G) T

ﬂ

=m(2n-2)- M (G)

_Jm’(2n-2)—mM,(G)

r

Esitlik  durumunda  yukaridaki tim  esitsizliklerin  esit  olmasi  gerekir.

- = Z Lz esitliginin saglanmasi i¢in her uv € E(G) igin e(u) =e(v)=r
uveE(G) €(u)e(V) uveE (G) r

olmasi gerekir. Aymi zamanda > [e(w)+e(v)-2]= > [2n-2-d;(u)-d,()]

uveE(G) uve E(G)

esitliginin saglanmasi i¢in her uve E(G) i¢in e(u)=n—d, (u) ve e(v)=n—d;(v)
olmalidir. Bu ise k:0,1,2,...,(§—‘ igin G=K, —ke veya G =P, anlamma gelir. Bu

esitlik durumlarint bir arada disindugimiizde, esitlik durumu
G=K,K veyaG=C, icin saglanir. Karsit olarak G =K, veya G=C, alindiginda esitlik

durumu agiktir.

Not 3.1.11 Basit hesaplamalarla » >1 i¢in Teorem 3.1.10 da elde edilen sinirin Teorem

3.1.9 daki sinirdan daha iyi oldugu gortliir.

Teorem 3.1.12 7', n koseli bir agag olsun. Bu taktirde

n-l
V2

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart 7'=S, veya T, K, nin ug koselerine

ABC,(G) <

n—2 pendant kenar baglanarak olusan bir grafa izomorf olmasidir.



18

Ispat: Eger burada eksantrik degeri 1’e esit olan bir u € V(7' kosesi varsa, T bir agag

oldugundan bu sart1 saglayan tek aga¢, yildiz graftir. ABC3(Sn):n—_1 oldugundan,

2

boylece teoremin saglandigt gortlur. Eger tim wve E(T) i¢in e e, #1 ise Lemma

3.1.4 ile kolaylikla ewre(v)=2 < 1 elde edilir. Buradan
e(u)e(v) V2
ABC(T) =3 /Mg > \/I:”_—l
weE(T) e(u)@(V) weE(T) 2 \E

olup bu ise ispati tamamlar.
ew)+e(v)-2 1
ee(v) 2

durumda 7', K, nin ug koselerine n—2 pendant kenar baglanarak olusan bir grafa

Esitlik durumunda tim wve E(T) igin elde edilir. Bu

izomorf olacaktir. Karsit olarak 7 =S, veya T', K,’ nin ug koselerine n—2 pendant

. ; : -1 .
kenar baglanarak olusan bir grafa izomorf ise ABC;(T) :% olur. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.13 7, n>3 koseli bir aga¢ olsun. 7 nin yarigapt »>1 olsun. Bu

durumda;
a) Eger T' merkezil agag ise,

ABC}(T)M\/ 2n-5 _er—3
(n—1)(n-2) r(r—1)

dir.
b) Eger T iki merkezli agag ise,

ABQ(T)Zn\/ 2n-5 +\/2(;»—1)_2\/2;»—3
(n=1)(n-2) r r(r—1)

dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G = P, olmasidir.
Ispat:
a) T en az 3 koseli bir merkezil aga¢ oldugundan, her uve E(T) igin e(v) =e(u)—1

yazilabilir. Buradan agagidaki esitlik elde edilir.



19

ABC.(T) = /M
() uv§7‘) e(u)e(v)
_ 2e(w)-3 | 2r-3
u;m\/e(u)(e(u) -1 JV(F -1y

Herhangi bir ueV(T) i¢in e(u)<n—d.(u)<n—1 oldugu bilinmektedir. x>2 igin

2x-3

f(x)= oD fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Bu yuzden f(e(u))= f(n—1)
x(x—

dir. Bu bilgi yukaridaki esitlikte kullanirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir.

ABC,(T) > Z\/( 2n-5 er—3

SN m-Dn-2) \r(r-1)
r 2n—5 B 2r—3
S Nn-D(n-2) \r(r-1

Boylece ispat tamamlanir. Esitlik durumunun saglandigini varsayalim. Bu durumda her
ueV({) igin e(u)=n-1 olmalidir.

Esitlik durumunun saglanmast igin

k= 0,1,2,...,(2—‘ icin G=K, —ke veya G =P, olacagindan ve 7 nin hipotez geregi

merkezil aga¢ olmasindan bu kosulu saglayan bir aga¢ yoktur. Bu bir ¢eligkidir.

b) T en az 3 koseli bir iki merkezli aga¢ oldugundan (a) dakine benzer sekilde
asagidaki esitlik yazilabilir.

_ e(u)+e(v)—2
ABGI) = W§T)\] e(u)e(v)

_ J 2e(u) -3 +\/2(r—1)_2 2r -3
werr) \ e)(e(u) 1) r 7’(’”_1).

Buradan (a) dakine benzer metotla agsagidaki esitsizlik elde edilir.

ABC,(G) > Z\/ 2n-5 +\/2(r—1)_2 2r-3

wriny \ (n=1)(n-2) r r(r—1)
:"J 2n—5 +\/2(r—1)_2\/ 2r-3
(n=1)(n-2) r r(r-1)

Boylece ispat tamamlanir. Varsayalim esitlik durumu saglansin. Bu durumda her

ueV(@) i¢in e(u)=n-1 olmalidir. Esitlik durumunun saglanmast igin
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k:0,1,2,...,(§—‘ icin G=K, —ke veya G =P, olmas: gerekir. 7 iki merkezli aga¢

oldugundan dolay1 bu sartlar1 saglayan tek graf P, dir. Tersine G = P, alinirsa esitligin

saglandig1 basit hesaplamalarla gorilir.

Tamim 3.1.14 Bir grafin Zagreb eksantrik indeksleri,

M{(G)= Y elw)+e(v), M (G)= Y (e)) ve M3(G)= Y e(ue(v)

weE(G) uel (G) weE(G)
ile tanimlanir.(Ghorbani ve Hosseinzadeh, 2012 ve Vukicevic ve Graovac, 2010)

Teorem 3.1.15 G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. »>1 ve

M;(G), sirasiyla G grafinin yarigapini ve ikinci Zagreb eksantrik indeksini gostersin.

ABC,(G)>m™ /2(C ~
M,(G)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.

Bu durumda

Ispat: Lemma 3.1.2 kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Z e(u)+e(v)—2> m’
o\ ewe) J e(e(v)
uveZE(:G)

e(u)+e(v)—2

Ayrica Lemma 3.1.3 yardimiyla,

e(u)e(v) 1
o\ e 2 - \ 2, ) J 2 ) e 2

<M, (Gx/ﬁ

esitsizligi elde edilir. Bu iki esitsizlik kullanilarak teoremin dogrulugu gorulir. Esitlik

durumunda yukaridaki esitsizliklerin herbiri esitlik olarak saglanacaktir. Bu durumda
her uve E(G) i¢in e(u)+e(v)—2=2r—-2 saglanir. Bu ise her uve E(G) igin
e(u)=e(v) =r oldugunda gerceklesir. Bu ise G nin 6z merkezli graf oldugu anlamina

gelir.
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Lemma 3.1.16 O<m <a, <M, ve O0<m,<bh <M, (i=12,..,n) olacak sekilde iki

pozitif a ve b dizisi verilsin. Bu durumda,

2

( > a,f)( > b,f)—( > akbk)zﬁ%(Mle—m]mz)z

uveE(G) uweE(G) uveE(G)
esitsizligi saglanir. (Ozeki, 1968)
Lemma 3.1.16 kullanilarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1.17 G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. » ve D
sirastyla G nin yarigapini ve gapini gostersin. Ayni zamanda M, (G) ve M,(G) G nin
Zagreb eksantrik indekslerini gostersin. O zaman,

47D (M (G)—2m)—2M(G)(DND—1 - rfr—1)
M;(G)

m
ABC,(G) =
@

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.

Ispat: Her ueV(G) igin r<ew)<D oldugundan, her wuveE(G) igin

N2r=2 < Je(u)+e(v)-2<y2D-2 ve %S e(u)le(v>

1 )
<— ‘dir. Buradan Lemma
r

3.1.17 yardimiyla asagidaki esitsizlik elde edilir.

e(u)+e(v)—2 2> 5 1
(WEG)\] e(w)e() j 2 2, (ewre=2) 2, o

_m_z[\/2D—2 _er—zjz.

4 r D

1 m*
>

uv§0) e(u)e(v)_ Z e(u)e(v)

weE(G)

Aritmetik-Harmonik ortalama esitsizliginden oldugu

bilinmektedir. Bu ylizden,
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eW)re(m)—2 ) ) Low JzD—z_er—zjz
[W;m\} (V) J > 2, (ewrem=2) 3~ ( ; D

) m> o JzD—z_er—zjz
Zuve;(G)(e(u)_'_e(V) 2) Z e(u)e(v) 4( r D

weE(G)

sonucuna ulagilir. Yukaridaki esitsizlikleri ve Zagreb eksantrik indekslerin tanimlarini

kullanarak agagidaki sonuca ulagilir.

e(u) +e(v)~2 . m m \/2D—2_\/2r—2j2
uveZE(:G) e(u)e(v) >\/(M] @ 2m)M;(G) 4 [ r D

m \/4r2D2(M]*(G)2m)2M;(G)(D\/D 1)

" 2D M.(G)

Esitlik durumunda yukaridaki tim esitsizlikler esitlik olarak saglanacaktir. Bu ise G

nin 6z merkezli graf olmasi ile saglanir.
3.2. Dordiincii Geometrik Aritmetik Indeksi
Bu boliimde Dordiincii Geometrik- Aritmetik indeksi igin sinir degerleri verilecektir.

Tammm 3.2.1 Bir G grafinin dérdiincti geometrik aritmetik indeksi
GA(G) = Z 2 Je(u)e(v)
! webG) e(u)+e(v)
ile tantmlanir. Burada e(u), u kosesinin eksantrik degeridir. (Ghorbani ve Khaki,

2010)

Teorem 3.2.2 G, m kenarli bir graf olsun. O zaman,

2m\/§
3
dur. Esitlik ancak ve ancak G =S ise saglanir. Burada S, n+1 koseli yildiz graftir.

(Mogharrab ve Moghaddam, 2012)

GA,(G) =

Teorem 3.2.3 G, n koseli ve m kenarli bir basit baglantili graf olsun. » ve D
sirastyla G nin yarigapini ve ¢apint gostersin. Bu durumda
2m~ Dr

D+r

GA,(G) >
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dir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G 0z merkezli graf veya G=S,

olmasidir.

Ispat: Her u,veV(G) icin % < ew) SQ oldugu bilinmektedir. Bu bilgi yardimiyla
e

v r

basit elemanter iglemlerle agsagidaki esitsizlige ulagilir.
V)
e(u)

4

Q
—
§<
N | N

(e(u)Jre(v)j { u)
Je(u)e(v) V)

Q
~

N | N

IA

[l
%Nl@ jo}
<:

+

J
@ |

elde edilir. Esitsizligin her iki yaninin ¢arpmaya gore

%

e(u)+ e(v) D+r
2 Je(u)e(v) 2\/5
2.Je(u)e(v) S 2NDr

e(u)+e(v) D+r

Buradan

tersi alinirsa sonucuna ulagilir. Simdi bu son esitsizligin her iki

yaninin tim uv € E(G) i¢in toplamu alinirsa agagidaki sonuca ulagilir.

GA(G) = Z 2./e(u)e(v) N

uve E(G) e(u)+e(V) _uv&E(G) D+I"

_ 2mA~ Dr

D+r

Varsayalim egitlik kosulu saglansin. Bu durumda tim esitsizlikler esitlik olmalidir. Bu

e(u)

da kolayca gortilecegi tizere tim uv € E(G) igin (—) _D olmasi ile mimkandir. Yani
e\ r

G 0z merkezli graf veya G yildiz graf ise saglanir. Tersine G 6z merkezli graf veya

: 2 e :
yildiz grafise GA4,(G) = DNET esitligi aciktir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4 Herhangi bir G grafi igin,

7(G) < D(G) < 2r(G)

esitsizligi saglanir. (Ostrant, 1973)
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D

r

Not 3.2.5 Teorem 3.2.4 den G grafi i¢in » < D <2r oldugundan, 1 <— <2 elde edilir.

€

NP

artan fonksiyon oldugundan f (2j< f(2) dir. Yani
r

Simdi f(x)=+/x +

fonksiyonunu gozontne alalim. f(x) fonksiyonu x>1 i¢in

D+r 3

JD "2

dir. Buradan

VrD 2

5 >—clde edilir. Buradan Teorem 3.2.3 deki sinirin Teorem 3.2.2 deki sinirdan
+r

daha iyi oldugu agiktir.

Lemma 3.2.6 1< <k i¢in 0<n <a,<N, ve 0<n,<b <N, olarak verilsin. Bu

X 12 ;4 1/2 k
Yai | [ X8| sqf ooe 2 | S ap,
J=1 J=1 2 nn, Nl Nz J=1

dir. (Hardy ve ark., 1934)

durumda,

Teorem 3.2.7 G, m kenarl basit baglantili graf olsun. Bu durumda

2,/2mDr (D +7r) M;(G)
D(ND +r)

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.

GA,(G) >

Ispat: Teorem 3.2.3 den her uv € E(G) igin 2NDr < Jewe(v) <1 dir.
D+r 1
S (e +e)

Lemma 3.2.6 ve yukaridaki esitsizligi kullanarak asagidaki bagintilar1 yazabiliriz.

GA,(G) = Z \/e(u)e(v)

weE(G) 5 (e(u)+e(v))

( > de(u)e(v) j‘/z ( 3 1)1/2

uveE(G)(e(u)‘i‘e(V))z uve E(G)

>
l D+r N 2/ Dr
2 2\/Dr D+r




25

Bu son esitsizlikte her uve E(G) i¢in e(u)+e(v)<2D esitsizligi ve ikinci Zagreb
eksantrik indeksin tanimi1 kullanilarak istenen elde edilir. Esitlik durumunda, yukaridaki

esitsizlikler esitlik olarak saglanir. Yani her uv € E(G) igin e, +e, =2D dir. Buise G

nin 6z merkezli graf olmast anlamina gelir.

Teorem 3.2.8 G, m kenarl basit baglantili graf olsun. Bu durumda;

M;(G)

2 .
r

GA,(G) <

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.

Ispat: Dordiincu geometrik- aritmetik indeksin tanimindan;

GA,(G) = Z 21/e(u)e(v) _ Z Je(u)e(v)

weba) e()+e(v) uveE(G)l(e(u)_i_e(V))
2

_ Z e(u)e(v)
ueE(G) ;(e(u) + e(v)) e(u)e(v)

< Z e(u)f(")

uwsE(G) r

_M;G)

2
r

elde edilir. Bu da istenendir. Varsayalim esitlik saglansin. Bu durumda her uv € E(G)

igin e(u)+e(v) =2r ve e(u)e(v) =r” saglamr. Yani G 6z merkezli grafdir.

Teorem 3.2.9 G, m kenarl basit baglantili graf olsun. 7, , G grafinin yarigapa esit
olmayan en kugiik eksantrik degerini gostersin. p, G grafinin u¢ koselerinden en az

birinin eksantrik degeri yarigapa esit olan kenarlarinin sayisini gostersin. Bu taktirde

k = m— p olmak iizere

G4,(6)> 2PF+JV _f_z[zn:dc(i)ez(i)—2M;(G)—P(V] —V)zj—k—z[l—zﬁj
r

D n\3 4 D+r
dir.

2./Dr, <2 e(ie())

Ispat: Oncelikle 7 <e(i),e(j)<D icin <
p i <e(d),e()) ¢ Dir el re())

<1 dir. Ayn1 zamanda,

kolaylikla agagidaki esitlik yazilabilir:
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2JeDe) _ J]—[e(i)_e(j)jz |
(i) +e()) () +e())

Ozeki esitsizliginden,

{Z 2 e(z’)em} s {1_[41)_@(;)} }_%{1_2@_} 0

e €(i)+e()) et e(i)+e(j)

elde edilir. Buradan

5 {1_(Mj }Zk_;? > (eli)—e(j))

e(i)e(j)#r e(l) + e(]) 1 ee;#r

:k—%{Zn:dc(i)ez(i)ﬂM;(G)—P(F]—F)z} 2)

L=l
sonucuna ulagilir. Daha sonra (1) ve (2) esitsizlikleri kullanilarak asagidaki esitsizlikler

elde edilir.

S >szi{i%(z‘)ez(azM;‘(G)p(nr)ﬂ"—z{l—zﬁ } .

e €D te)) 4r 4 D+r,

1

Bu son esitsizlikten asagidaki sonuca ulagilir.

GA(G) = Z 2 e(i)r+ Z 2 Je(De( )

jere) ei)+r  uio e(i)+e())

e(j)=r e(i),e(j)=r
2
2p DI” 2 k < N 2/ * 2 k2 2 DI”]
>, |k —— d.(DHe ()-2M,(G)-plr—-r) |—|1-——"—| .
b J 4{2 DD -2MG) = plri=r) |- 1=

Teorem 3.2.10 G, m kenarl: basit baglantili graf olsun. 7 , G nin u¢ koselerinden en

az birinin eksantrik degeri, G grafinin yarigapa esit olmayan en kugiik eksantrik

degerini gostersin. p, G grafinin u¢ koselerinden en az birinin eksantrik degeri,

yarigapa esit olan kenarlarinin sayisini gostersin. Bu taktirde & = m — p olmak tizere

2p\/E » kX N2 At Y
GA4,(G) < e +\/k g (;:dc(z)e (i)-2M;(G)— p(D r)j

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.
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N df (x) _ r—xr

Ispat: f(x)= fonksiyonunu goz Oniine alalim. >
X+r dx (x + r)

f(x) fonksiyonu x>1 i¢in azalan fonksiyondur. Buradan Vije E(G) igin

oldugundan

2 e(l')r<2 nr
e(i)+r 1 +r

- e(z')—e(j)f Sk {I_F(i)—e(j)jz}
Z()J (e(i)Jre(j) 2 e

(ed—e()Y
3 1222

€,

elde edilir. Daha sonra Teorem 3.1.3 kullanilarak,

< l{k - 411)2 [Z d (i)e’(i)—2M;(G) - p(D - r)zﬂ (3)

elde edilir. Dordincti geometrik aritmetik indeksi agagidaki gibi yazilabilir:

GA,(G) = Z 2 Je(i)r N Z 2 Je(e())

i/(e_b;(G) €(l) +r € .e;#r e(l) + e(.])
e(j)=r

Yukaridaki bilgiler ve (3) esitsizligi kullanilarak istenilen sonuca ulagilir.

k =0 i¢in Teorem 3.2.9 ve Teorem 3.2.10 dikkate alinarak asagidaki sonug elde

edilir.

Sonu¢ 3.2.11 G, m kenarli ve tim kenarlarinin u¢ koselerinden en az birinin eksantrik
degeri yarigapa esit olacak sekilde basit baglantili graf olsun. Bu durumda,;
2p~NDr

+r

D

GA,(G) =

dir.

Teorem 3.2.12 G, m kenarli basit baglantili graf olsun. Buradan

2M6) _ 4 6 < [M; G
(D+7r) 2r

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.
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i .. 2JDr 2y
Ispat: Teorem 3.2.3 den, Vuve E(G) ig¢in " < e(u)e(v)

< <1 vyazilir. Bu
D+r e(u)+e(v)

(e(w)+ e(v))2 - (D+7)
de(u)e(v) 4Dr

e(u)+e(v) _ (e(u)Jre(v))2 2 /e(u)e(v) < (D+r) 2 Je(u)e(v)

2\/e(u)e(v) de(u)e(v) e(u)+e(v)  4Dr e(u)+e(v)

esitsizlik yardimiyla 1< elde edilir. Boylece

elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak

M (G) - e(u)+e(v) _ 3 e(u) +e(v) _ 3 |:(D+I")2 2,/e(u)e(v)}
2D weE(G) 2D _uveE(G) 24/e(u)e(v) _uveE(G) 4Dr  e(u)+e(v)

yazilir. Buradan

2rM; (G
GA,(G) = ’”—1(2)
(D+7)
sonucuna ulagilir. Simdi teoremin ikinci kismini ispatlayalim.

Vuve E(G) igin Y < 4 oldugu kolaylikla gorilir. Bu esitsizlik ve Teorem
e(u)y+e(v) 2r

3.1.3 esitsizligi kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

GA,(G) - Z 2 Je(u)e(v)

webG) e(u)+e(v)

. Z Je(w)+e(v)
weE(G) \/e(u)-i- e(v)

g( 3 e(u)+e(v))y2[ D ;j%

weE(G) weE(G) e(u)+e(v)
< |Mi(Gm
2r

Teorem 3.2.13 G, m kenarli basit baglantili graf olsun. Bu durumda

J(D+ 7Y M(G)+ 4D rm(m 1)
D(D+r)

\/M; (G)+m(m—-1)r?

<GA,(G) <

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin, sol taraf i¢in 6z merkezli graf

sag taraf icin ise G = K, olmasidir.
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; 2y J
Ispat: Teorem 3.2.3 den, Vuv e E(G) igin ewe(v) > 2NDr

e(u)+e(v) D+r

oldugu bilinmektedir.

Bu esitsizlik ve Dordiinci geometrik aritmetik indeksin tanimindan

GAf(G):{ Z 2 e(u)e(v)}

webc) e(u)+e(v)

4e(u)e(v) 4 (2\/(3(“)3(")}{2\/@(@3(}’)}
uv=xyeE(G)

S () o)) e)+e() )\ e(x)+e(y)
1 8Dr
- E weZE(:G) eu)etv) +uv¢xyze.:5(c) (D+ r)2

esitsizligi elde edilir. Buradan

\/(D +1)’ Mi(G)+4D rm(m—1)
D(D+r)

GA,(G) >

sonucu bulunur.
Simdi teoremin ikinci kismini ispatlayalim. Yukarida uygulanan yontem
yardimiyla

GRG - Y W), {2,/e(u)e(v)j{%/e(x)e(y)j
w#xyeE(G)

wE6) (e(u) +e(v)) e(u)+e(v) )\ e(x)+e(y)

2./e(u)e(v)

e(u)+e(v)

yazilir. Yuv € E(G) igin <1 oldugundan

GA4;(G) < iz D> ewem)+2 > 1
r uweE(G) uv#xyeE (G)
M (G)+m(m—1)r’

2
r

elde edilir. Bu da istenen sonugtur.

Tamim 3.2.14 Bir grafin baglantili eksantrik indeksi,

gce(G): Z dG(u)

ueV (G) e(u)
ile tanimlanir. Burada d,(u) ve e(u) sirasiyla; bir u kosesinin derecesi ve eksantrik

degeridir.(Gupta ve ark., 2000)

Siradaki teoremde Dordinci geometrik aritmetik indeksin, Zagreb eksantrik ve

baglantili eksantrik indekslerine bagli sinir degeri verilmistir.
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Teorem 3.2.15 G m kenarli basit baglantili graf olsun. Bu durumda

GA.(G) < VM (G)“(G)
neT 2

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.

Ispat: Genel olarak bilindigi tizere Vuve E(G) igin (e(u)+e(v))2 >4e(u)e(v) dir.

Buradan 4 < ! + ! elde edilir. Bu bilgi kullanilarak asagidaki esitsizlik
e(u)y+e(v) em) e(v)
elde edilir.
1 l Z 1 j
weE(G) e(u)+e(v) 4 CE(G) e(“) e(V)
A dg(u)
4uveE(G) e(u)
£U(G)
= 4
A 4)

Dordincti geometrik aritmetik indeksin tanmimi, Cauchy Schwarz esitsizligi ve (4)

kullanilarak

GA,(G) < Z —Ve(“)Jre(V)
weE(G) 4/ e(u) + e(V)

| 2

S( > e(u)+e(v))/2[ > ;j

WeE(G) werG) e()+e(v)

MG ©

2

elde edilir. Teoremdeki esitsizligin esitlik oldugunu kabul edelim. Bu durumda

yukaridaki esitsizliklerin timii  esitlik olarak saglanir. Yani Vuve E(G) igin
(e(u)+e(v)) =4e(u)e(v) olur. Bu ise Yuve E(G) igin e(u)=e(v) anlamna gelir.

Buradan G nin 6z merkezli graf oldugu sonucuna ulagilir. Karsit olarak G 6z merkezli

graf oldugunda teoremin esitlik olarak saglandig1 gorilir.

Teorem 3.2.16 G m kenarl basit baglantili graf olsun. Bu taktirde

64.(G) < MLOE )
¢ B 2r

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin 6z merkezli graf olmasidir.
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Ispat: Dordiincii  geometrik aritmetik indeksin tamimi ve Cauchy Schwarz

esitsizliginden;

GA,G)= ¥ [ij( 1 j

\/e(u) +e(v) \/e(u) +e(v)

4e(u)e(v) 1
: (ZH o)+ e(v)j (Z() (i) + e(v)j

S[ 3 4e(z)re(v)j/2( 3 | j/z

WeE(G) wer(c) e(u) +e(v)

weE(G)

elde edilir. Tkinci Zagreb eksantrik indeksin tanimi1 ve (4) esitsizligi kullanilarak sonuca
ulagtlir.
Simdi teoremin esitlik durumunu disinelim. Bu durumda Vuve E(G) igin
de(u)e(v) 4de(u)e(v)
e(u)+e(v) 2r

G 6z merkezli graftir. Karsit olarak G grafi 6z merkezli graf ise teoremin esitlik olarak

olmalidir. Bu ise e(u) =e(v) =r esitligi ile mimkiindir. Yani

saglandig1 goriliir. Ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.17 G m kenarl basit baglantili graf olsun. Bu taktirde

*

2Dr* ymM’_(G) -
e rj <GA4,(G) < D, /mMZ, (G)

dir. Burada M, (G)= ).

wera) e(u)e(v)

dir. Esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart G

nin 6z merkezli graf olmasidir.

< 2e(u)e(v) D 1

1
a e(u)+e(v) a ve B 8 JJe(u)e(v)

. .. 1
Ispat: VYuveE(G) igin r <— oldugu
r

bilinmektedir. Lemma 3.2.6 dan

yz 2
1 2e(u)e(v)
uv;G‘) e(u)e(V)j {uve;(G)[e(u) +e(V)j j
1 (D r j
N + I
2\r D

ZDzzlirrz*/M;(G)( 3 rz)yz

weE(G)

GA,(G) > [




32

~ 2Dr?, /mM; (G)

D? +77

elde edilir. Esitsizliin sag tarafi ise Lemma 3.1.3 kullanilarak asagidaki sekilde elde
edilir.

1

y 2\
1 2e(u)e(v)
oAG)= (w;c) e(u)e(V)j {uve%(:m [ eu) +e(v) j j

G T o

uveE(G)

=D, /mMz, (G).
3.3. Tek devirli Graflarin Eksantrik Baglantiihk Indeksi

Bu bolimde mikemmel eslesmeli tek devirli graflarin eksantrik baglantililik

indeksi i¢in sinir degerleri elde edilecektir.

Tammm 3.3.1 Bir G grafinin eksantrik baglantililik indeksi,

&G = 2 ds(ue(u)

uzV (G)

ile tanimlanir.(Sharma ve ark., 1997)

Bu bolum suresince, U(n,m) n kose ve m eslesme sayisina sahip olan tek

devirli graflarin kiimesini gosterecektir. Oncelikle baz1 lemmalar verelim.

Lemma 3.3.2 Ge U(2m,m)ve m>3 olsun. T, G’ nin r kokli bir dali olmak tzere,
eger ueV(T), d;(u,r)=>2 olacak sekilde » kokiinden en uzaktaki pendant kose ise u

derecesi 2 olan bir v kosesine komgudur. (Chang ve Tian, 2003)

Lemma 3.3.3 G € U(2m,m) olsun. Eger pendant koseler kiimesi PV #(J ise herhangi

bir u € V(G)késesi igin |N(u) "PV|<1 dir. (Pan ve ark., 2005)
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Lemma 3.3.4 GeU(n,m) ve G2, (n>2m) olsun. O zaman v¢ M i¢in bir M

m—eslesme ve bir v pendant koge vardir. (Yu ve Tian, 2004)

Teorem 3.3.5 G trivial olmayan baglantili grafin bir késesi w olsun. p ve ¢ negatif
olmayan tamsayilar olmak tzere G(p,q), swrastyla p ve ¢ uzunlugundaki

P=wvyv,.v, ve Q=wuu,.u, pendant yollarmin w kogesine baglanmasiyla G

grafindan elde edilen grafi gostersin. Eger p>g¢g >1 ise,

& (G(p,9) =< (G(p+1,q-1)
dir. (Ilic ve Gutman, 2011)

3
Pn’

P_, yolunun bir pendant kosesi ile C, tin bir kosesi birlestirilerek elde edilen tek
devirli grafi gostersin. C,,(I), C(/) devirinin bir késesine P, yolu ve diger bir
kosesine P, yolu baglanarak elde edilen grafi gostersin. C,,(/) ve N, graflan
asagidaki sekilde ifade edilmistir.

a TR b i E
o R e N e e —

T

Cas(l) where a, b > 1 N3

Sekil3.1 C, (/) ve N,’ graflan

Lemma 3.3.6 GeU, , n>5 koseli bir graf olsun. Eger Ge C,,(I) ve G 2 N, ise,

E(B)>E(N)>E(6)
dir. (Zhang ve Hua, 2010)

Teorem 3.3.7 Ge U, , n>5 koseli bir graf olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik

saglanir.
l(3n2 —4n— 6), n ¢ift say1

(G <& (P)= )
5(3;12 —4n—6), n tek say1

Esitlikligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G= P’ dir.(Zhang ve Hua, 2010)
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Asagidaki Sekil 3.2 de 2m koseli ve m eslesme sayisina sahip bazi 6zel tek devirli

graflar verilmistir.

Hf Hy Hf
Hp Hr

Sekil3.2 H",H," ,H," ,H," ve H" graflar.

1 2572 >773 »

Yukaridaki materyaller kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.3.8 GeU(Q2m,m)\{H",H}',H'} ve m>5 olsun. Bu durumda
EN(G)=12m
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = H,' veya G = H.' olmasidur.

Ispat: Ispat m iizerinden timevarim yontemi ile yapilacaktir. Basit hesaplamalarla
m =15 sartin1 saglayan tek devirli graflarin bu esitsizligi sagladig: kolaylikla gortlebilir.
Bu nedenle m>5 alnabilir. U(2m—-2,m—1) deki graflar i¢in bu esitsizligin

saglandigini kabul edelim. Boylece karsimiza 2 durum ¢ikar:

Durum 1. G, derecesi 2 olan bir v kosesine komsu olan bir # pendant kosesine sahip
olsun.

w, v kosesinin u kosesinden farkli bir komsu kosesi olsun. Bu durumda uve M olur.
G' =G—u—v alalim. O zaman G'eU(2m—-2,m—1) olur. Eger e(u)=e ise m>5
oldugundan e(v)=e—-1 ve e(w)=e—-2 olur. Ayni zamanda m >S5 oldugundan e>4
olur. t€V(G)— {u, v, w} icin e(t)=e(t') veya e(t)=e(t')+1 veya e(t)=e(t')+2 dir.

Bu sonug kullanilarak

£(G) =G = e(u)d g (u) +e(v)dg (v) +e(w)d o (w) — e(W)d s (W)
+ 2 dg@®[e()—e(t)]

te V(G)~{u,v,w}
=el+2(e-1)+d . (w)e-2)—(d,(w)-1)(e-2)
+ 2 diOfe)—et)]

te V(G)f{u,v,w}

=de—4+ Y d;®e()-e@)] (5)

te V(G)f{u,v,w}
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elde edilir. Boylece (5) esitliginden
E(G)=2E(G)+4e—4
bulunur. Buradan tiimevarim hipotezi ve e>4ile
(G =212(m—-1)+4.4-4=12m
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

Durum 2. G, C, deviri uzerindeki bazi koselere pendant kenarlar baglanarak elde
edilen graf olsun.

Eger G=C,, ise m>5 igin £°9(G)=4m’ >12m dir. G2 (', olsun. p ve g, sirasiyla
G de pendant koselerin ve derecesi 2 olan koselerin sayisini gostersin. Buradan
derecesi 3 olan koselerin sayisinin p oldugu kolayca gorilar. Bilindigi gibi
2p+gq=2m ve p<m dir. Ug ayrik kose kumesi V(G)={uecV(G):d;(u)=1},

V,(G)={veV(G):d;(v)=2} ve V,(G)={teV(G):d,(t)=3} olsun. Eger u bir

. 1 . . . ) )
pendant kose ise e(u)zv+ J+1 dir. Eger v kosesi, derecesi 2 olan bir kose ise

m+1

e(v)> Lm +1
kullanildiginda

J dir ve ¢ derecesi 3 olan bir kose ise e(t)ZL J dir. Bu bilgiler

E(G) = Z le(u)+ Z 2.e(v)+ Z 3.e(t)

ushi (G) vely (G) 1eV4(G)

= (5 25 s )
p[| 75 e aemean | 7573 | 75
= 4mLmT+1J+p > 4mLmT+1J+1

esitsizligi elde edilir. Eger m bir tek say1 ise m>5 oldugundan

é‘(G)z4m[mT”j+1=2m2 2m+1>12m

saglanir. Eger m bir ¢ift say1 ise m>5 oldugundan
E(G) 2 4m(%j+l =2m>+1>12m

esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Bu teoremin ispatinda izlenen metot kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonu¢ 3.3.9 GeU(2m, m)\{H]'”} ve m>5 olsun. Bu durumda
EN(G)=12m -1
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = H,' veya G = H," olmasidir.

Sonu¢ 3.3.10 GeU(2m,m) ve m>5 olsun. Bu durumda
£(G)=12m-3
dir. Esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart G = H," olmasidir.

Asagidaki Sekil 3.3 de n kose ve m eslesme sayisina sahip bazi 6zel tek devirli graflar

verilmisgtir.

Sekil 3.3 4", 4, A7, 4] ve A graflan.

Theorem 3.3.11 G eU(n,m)\{4", 45, 4;'} (n>2m, m=5) olsun. Bu durumda

E(G)=5n+2m
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = 4, veya G = 45" olmasidir.

Ispat: Ispat1 m uzerinden timevarim yontemi kullanarak yapalim.

Eger n=2m ise Teorem 3.3.8 uygulanarak teoremin dogrulugu kolayca gortlir. Bu
nedenle »>2m alalim.

Eger G=C, ise G bir m-—eslesmeoldugundan n=2m+1 dir. Bu nedenle

m =5 oldugundan

EG)= ) 2

ugl (G)

L2m+1J:4m2 +2m=5n+2m

saglanir.
G 2, oldugunu kabul edelim. Lemma 3.3.4 den G grafi bir M m—eslesme ve M’

de olmayan bir v pendant koseye sahiptir. G'=G—v grafint gézoéniine alinsin. Bu
durumda G'eU(n-1,m) dir. G grafinda, v pendant kosesinin tek komsu kosesi u
kosesi ve e(v)=e olsun. m>4 oldugundan e>3 oldugu gozlenir. Bu bilgiler
go6zoniine alinarak;
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£(G) =& (G) =le+dg(w)e(w)-1) —(dgw) ~D(e@) -+ X dg(t)[e(®) —e(t")]

t':V(G)f{u,v}

=2e—1+ > dg(0)]et)-e(t] (6)

IEV(G)f{u,v}
elde edilir. Ayni1 zamanda 0 < e(¢)— e(¢) < 2 olup (6) esitliginden
E(G)=E9(G)+2e-1

bulunur. Timevarim hipotezi ve e >3 esitsizligi kullanilarak

E(G)=5(n—-1)+2m+2e—-1
=5n+2m+2e—6
>5n+2m

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. Benzer metot kullanilarak asagidaki sonuglar elde
edilir.
Sonug 3.3.12. GeU(n,m)\{4"} (n=2m, m =5) olsun. Bu taktirde

E(G)=5n+2m—1
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = 4" veya G = 4;" olmasidur.

Sonug¢ 3.3.13. GeU(n,m)\{4"} (n=2m, m =5) olsun. Bu durumda
E(G)=5n+2m-3
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G = 4" olmasidir.

Asagidaki Sekil 3.4 de 2m kose ve m eslesme sayisina sahip bazi 6zel tek devirli

graflar verilmistir.

Sekil 3.4 U", U ve U;' graflar1.

Theorem 3.3.14. G U(2m,m)\ {U{”,U;”} ve m >4 olsun. Bu taktirde
E(G)<bm>—4m—1T.
dir. Esitligin saglanmast igin gerek ve yeter sart G =U;" olmasidir.

Ispat: Eger G=C,, ise m>4 oldugundan ¢&°(G)=4m"> <6m’ —4m—7 saglanir.

G 2(,, olsun. G’ grafi Teorem 3.3.5 kullanilarak G den elde edilen graf olsun. Bu

m
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durumda G'e C, (1) oldugu gortilir. O zaman £°(G) <£°(G') olur. Son olarak Lemma
3.3.6 uygulanarak;

E(G)SE(G)SE UM =6m* —4m T
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Benzer metot kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 3.3.15. GeU(2m,m)\ {U]’”} ve m >4 olsun. Bu durumda
E(G)<6m* —4m—6
dir. Esitligin saglanmast igin gerek ve yeter sart G =U," olmasidir.

Sonu¢ 3.3.16. G €U (2m,m) ve m >4 olsun. Bu durumda
E(G)<6m* —4m-3
dir. Esitligin saglanmast igin gerek ve yeter sart G =U," olmasidir.

Not 3.3.17. Eger GeU(Qm+1,m) ise Teorem 3.3.7 den &°(G)<6m” +2m—3 dir.
Esitligin saglanmast igin gerek ve yeter sart cak G = P’ olmasidir.

Not 3.3.18 Teorem 3.3.14 ve Sonug¢ 3.3.16, alt1 koseli baglantili graflarin
tablosu(Cvetkovic ve Petric, 1984) kullanilarak U (6,3) de saglanir. Fakat Sonug 3.3.15

esitlik durumunda saglanmaz. Cinki U (6,3)de &°(U;)=E£°(C,) dir. Sekiz koseli tek
devirli graflarin tablosundan(Cvetkovic and Rowlinson, 1987) U(8,4) de Teorem 3.3.8

ve Sonu¢ 3.3.10 saglanir. Fakat Sonu¢ 3.3.9 saglanmaz.  Cinki
E(H) =E(H)=E(C;) Burada C;, sekil gosterilen graftir.

G

Sekil 3. 5 C; grafi.
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4. GRAF ISLEMLERI

Bu bolimde bazi graf islemleri tanitilmig ve 6rnekler verilmistir. Bu kavramlar

Imrich ve Klavzar(Imrich ve Klavzar, 2000) da mevcuttur.

4.1 Birlesim Islemi

G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G, ve G, graflarimin birlesimi,
V(G,)wV(G,) kose kuimesine ve E(G,)uU E(G,) kenar kiimesine sahip olan graftir. Bu

graf G =G, UG, ile gosterilir.

G, G, G, UG,

Sekil 4. 1 Iki grafin birlesimi

4.2 Toplama Islemi
G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G, ve G, graflarinin toplam1 G, +G, ile

gosterilir. Burada G, in her bir kosesi, G, nin her kosesi ile komsudur. u € V(G, +G,)

kosesinin derecesi asagidaki gibi tanimlanir:

de(w)+n, ,uel(G)
6, ) = dy (w)+n ,uecV(G,)"

G, + G, nin kenar sayis1 m(G, +G,) =m(G,)+m(G,) +nn, dir.

G, G, G, +G,

Sekil 4. 2 Iki grafin toplamm



40

4.3 Koklii Carpim

H, V(H)={1,2,....k} kose kimesine sahip bir graf ve G, G,,G,,...,G, kokli
graflarin bir dizisi olsun. A grafinin i. kdsesiyle G, nin kok kosesi baglanarak elde
edilen grafa G ile H nin kokli carpimi denir ve H(G)=H (G],GZ,...,Gk) ile

gosterilir. (Godsil ve McKay, 1978 )

Sekil 4. 3 G ile H graflariin koklii carpim

4.4 Corona Carpim

1<i<m i¢in, G, grafinin ;. kopyasindaki her kose ile G, grafinin ;. kogesi
birlestirilerek G, nin n, kopyast ve G, in 1 kopyasindan elde edilen grafa G, ve G,
graflarinin corona ¢arpimi denir. G, ve G, graflarinin corona ¢arpimi G, oG, ile
gosterilir. G, oG, grafindaki herhangi bir u kosesinin derecesi agagidaki gibi

tanimlanir:

de (W)+n, , uel(G)
dg.q (=1 "~

do, ()+1 , ueV(G,) '

Burada |V(G] oGﬂ)| =n,(1+n,) ve |E(G] oG2)| =m, +nm, +nn, dir.

Sekil 4. 4 iki grafin corona ¢arpimi
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4.5 Tensor Carpim

G, ve G, graflannin tensor carpimi G =G, ®G, ile gosterilir. G grafi
V(G,®G,)=V(G)xV(G,) kose kimesine sahiptir. Burada (u,,u,),(v,,v,)<V(G)
koselerinin birbirine komsu koseler olmasi ancak ve ancak G, de u,, v, e komsu ve
G, de u,, v,’e komsu olmas: anlamina gelir. G grafindaki her bir (u,,u,)<V(G)
kosesinin derecesi; d .. (u,u,) =dg; (u)dg (u,) dir.  Ayrica |V(GI®G2)|:n]n2 ve

|E(G, ®G,)|=2mm, dir.

$
=
L
G, G, G, QG,
Sekil 4. 5 1ki grafin tensor ¢arpim
4.6. Kartezyen Carpim

G, ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi G =G, xG, ile gosterilir. G grafi
V(G xG,)=V(G)xV(G,) kose kumesine sahiptir. Burada (u,,u,),(v,,v,)<V(G)
koselerinin birbirine komsu koseler olmasi ya u, =v, ve G, de u,, v,’e komsu ya da
u,=v, ve G, de u,, v,’e komsu olmast anlamina gelir. G grafindaki her bir
(u,u,) €V(G) kosesinin derecesi; d; . (u,u,)=d; (w)+d, (u,) dir.  Ayrica
[V (G, xG,)|=nn, ve |[E(G xG,)|=nm,+mn, dir.

%

G, G, G, xG,

Sekil 4. 6 Iki grafin kartezyen garpim
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4.7 Kuvvetli Carpim

G, ve G, graflarimin kuvvetli ¢carpimi G =G, XG, ile gosterilir. G grafi
V(G,KG,)=V(G)*xV(G,) kose kimesine sahiptir. Burada (u,,u,),(v,,v,)<V(G)
koselerinin birbirine komsu koseler olmasi ya u, =v, ve G, de u,, v,’e komsu ya
u, =v, ve G, de u,, v,’e komsu yada G, de u,, v,’e komsu ve G, de u,, v,’e komsu
olmast anlamina gelir. G grafindaki her bir (u,u,) €V (G) kosesinin derecesi;
dg s, W) =dg () +dg, () +dg (u)dg (uy) dir. Aynca V(G RG,)|=nn, ve

|E(G, KNG =nm, +mn, +2mm, dir.

%

G, G, G,®RG,

Sekil 4. 7 ki grafin kuvvetli carpim
4.8 Hiyerarsik Carpim

G=(V(G),E(G)) ve H=(V(H),E(H)) iki graf ve U bostan farkli V'(H) mn
bir alt kiimesi olsun. U ya karsilik gelen G ve H graflarinin hiyerarsik ¢arpimi
I'=GMHQ) ile gosterilir. ' grafi V(I)=V(G)xV(H) kose kiimesine sahiptir.
(a,x)(b,y) € E(I') ancak ve ancak a=b ve xy € E(H) veya abe E(G) ve x=yeU

dur. Sekil 4.8 de V(K,)=1{0,1,2} ve U =10} i¢in I'= K, M K,(U) grafi verilmistir.

00 10 - 20
*—
11 12 21 22

Sekil4.8 I' =K, MK (U) grafi
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4.9 Bilesim Carpimi

G, ve G, graflarin bilesim c¢arpimi; G =G, [Gz] ile gosterilir ve
V(G))xV(G,) kose kiimesine sahiptir. G, [G,] grafinda herhangi iki (u,,u,) ve (v,v,)
koselerinin komsu olmasi ancak ve ancak ya G, de u,, v,’e komsu yada G, de u, =v,

ve G, de u,, v,’e komsu olmas: ile saglanir. G grafindaki her bir (u,,u,) <V (G)
kosesinin derecesi; dg 16, 1) = myd g () +d g, (uy) dir.

Ayrica |V(G] [G2 ])| =nn, ve |E(G] [Gz])| =nm, +mn; dir.

SR«

G G, G[G]

Sekil 4. 9 Iki grafin bilesim garpim

-+

4.10 Ayrisim Islemi

G, ve G, graflarinin ayrisim islemi; G =G, *G, ile gosterilir ve V(G,)xV(G,)
kose kiimesine sahiptir. G,*G, grafinda herhangi iki (u,,u,) ve (v,,v,) koselerinin
komsu koseler olmasi ancak ve ancak uyv, € E(G,) veya u,v, € E(G,) olmasi ile
saglanmir. G grafindaki her bir (u,,u,) € V(G) kosesinin derecesi asagidaki gibidir:

dq*@ (u,,u,) = nsz] (u,) +”1d<;2 (u,) —dG] (ul)a’G2 (u,).
Ayni zamanda |V(G] *G, )| =mn, ve |E(G] * G2)| =n'm, +n;m, —2mm, dir.

Sekil 4.10 da G = B, * P, grafi verilmistir.
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Pa

Pi

Sekil 4. 10 G= B, * P, grafi

G, ve G, graflarinin simetrik farki ; G =G, © G, ile gosterilir ve V(G,)xV (G,)

kose kiimesine sahiptir. G, ® G, grafinda herhangi iki (u,u,) ve (v,,v,) koselerinin

komsu koseler olmast ancak ve ancak uv, € E(G,) veya u,v, € E(G,) (her ikisi birden

degil) olmas: ile saglanir. G, @ G, grafinda, her bir (u,,u,) €V (G) kosesinin derecesi

asagidaki gibidir:

dq oG, (u,u,) = nqu (u) + nldG2 (u,) _2dq (u, )dc;2 (u,) -

Ayni zamanda |V(G] @ G2)| =nn, ve |E(G] @ G2)| =n'm, +n;m, —4mm, dir.

L5

v3

U2

U4

i
G | va
UL va
s
vs
va vy ] U4

Sekil 4. 11 Iki grafin simetrik fark:
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5. GRAF ISLEMLERININ CARPIMSAL ZAGREB INDEKSLERI

Bu bolumde graf islemlerinin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi, ¢arpimsal toplam

Zagreb indeksi ve ¢arpimsal Zagreb es-indeksleri i¢in bazi sinir degerleri verilecektir.
5.1 Birinci Carpimsal Zagreb Indeksi I¢in Simirlar

Bu bolimde graf islemlerinden join, corona ¢arpim, Kartezyen g¢arpim, bilesim
carpim, kuvvetli carpim, ayrisim ve simetrik fark iglemlerinin birinci ¢arpimsal Zagreb

indeksleri i¢in sinir degerleri verilmistir.

Tammm 5.1.1 Bir G grafinin birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri,

(G = [] di@) ve ILG) = [] dg@d, ()

uel (G) uveE (G)

ile tanimlanir. (Todeschini ve Consonni, 2010)

Oncelikle temel sonuglarimizin ispatinda kullanilacak olan asagidaki lemmayi

verelim.

Lemma 5.1.2 a,,a,,...,a, pozitif reel say1 dizisi i¢in

A= B
dir. Burada 4 = - (a,a, +aa, +..+aa, +a,a,+..+a, a), B=aa,..a,
dir. Esitlik durumu ancak ve ancak a, =a,=..=a, olursa saglanir. (Biler ve

Witkowski, 1990)

Teorem 5.1.3 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, + G, ise

n

[1,(G) <

4m; +n, (n, =1)[4m, +nn,|-M, (GI)T {4m22 +n,(n, —1)[4m, +nn,]-M, (G,)
n, (n] —1) n, (nz _1)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tammi kullamlarak asagidaki esitlik
yazilabilir.
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(@)= I do@ =] I do@]
=[ T do@)en [T de () +n |

u =V (G)) u,V (G,)

dir. Yukaridaki esitlige Lemma 5.1.2 uygulanirsa;

3 (dq(u]>+n2>T— S (dg () +m) |

weV(G)) el (G)

n (n—1)

[ 3 (dcz(u2>+n,>T— > (g () +n,)?

1, V(Gy) 1, V(Gy)
n, (n2 —1)
| 4m} +n, (n, =1)[4m, +nn, |- M, (G,) "
_{ m (m 1) }
><{4m22 +n, (n2 —1)[4m, +nn,|-M, (Gz)}nz
n,(n, —1)

I1,(G) < [

n

elde edilir. Simdi teoremde esitsizligin esit oldugunu kabul edelim. Boylece yukaridaki
tim esitsizlikler esit olmalidir. Yani Vu,u, €V(G)) i¢in d, (w,)+n, =d; (u;)+n, ve

Vu,u, €V(G,) igin dg (u,)+n =d; (u,)+n, esitliklerinin saglanmasi gerekir. Bu ise

G, ve G, regiler graflar olmasi anlamina gelir.

Teorem 5.1.4 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, <, ise

(2m, +nn, )2 —(M] (G])Jr4m]n2 Jrnlnzz)}nl {(2m2 +n, )2 —(M] (G,)+2m, Jrl)}m2

H](G)S{ n, (n] —1) n, (n2 —1)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimi kullanilarak asagidaki esitlik
yazilabilir.

(&= I di@=[ T dsw]
ueV (G) ueV (G)
:[ M (dgu)+m)x T TI (dcz(uz)ﬂ)f.

w eV (G)) eV (G) eV (Gy)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanirsa agagidaki bagintilar elde edilir.
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D (dq(u]>+n2>T— S (dg () +m) |

w <V (G)) u, <V (Gy)

n (n —1)

I1,(G)< [

2 m
[ > (%(u»ﬂ)} = D (dg (uy) +1)’
uy =V (G,) uy eV (Gy)
x I
eV (G) n,(n, 1)

B {(2’”1 +nn, )2 —(M] (G1)4r4mln2 Jrn]nzz)}nl
n,(n,—1)

><{(2m2 +n,) —(M,(G,)+2m, Jrl)TnZ
n,(n, 1) '

Teoremde esitsizliklerin esit oldugunu kabul edelim. O zaman yukandaki tim
esitsizlikler esitlik olmalidir. Yani Vu,u, €V(G) i¢in d;(u,)+n,=d, (u;)+n, ve

Vv, €V(G,) i¢in d, (v,)+1=d, (v,)+] esitliklerinin saglanmasi gerekir. Bu ise G,

ve G, reguler graflar olmasi ile miimkiindiir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.1.5 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, x G, ise

4m]2n22 +4m22n]2 +8m,m, (nln2 —1)—112M1 (Gl)—nlM1 (Gz)}nlnz
nn, (n]n2 —1)

H,(G){

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimini kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

(G)= T (dg)+dg w))

(uy,u,)€V (G)

-0 (dq(u]>+dcz(u2>)f.

(uy,u,)€V (G)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanirsa agsagidaki bagintilar elde edilir.

n

L > (dq(u]>+dcz(u2>)T—( > (dg ) +dg (1))

upuy )=V (G) uyuy )=V (G)

I1,(G)<

mn, (mn, —1)

i

_4m]2n22 +4min; +8mm, (nn, —1)—n,M, (Gl)—nlM1 (G,)

mn, (mn, —1)
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Teoremin esitlik kosulunun saglandigini digtnelim. O zaman yukaridaki tim
esitsizlikler, esitlik olarak saglanmalidir.  Yani  V(u,,v,),(u;,v,)€V(G) igin

d; (w)+d, (v,)=d; (u;)+d, (v,) olmalidir. Bu ise G, ve G, regiler graflar olmasi

ile miimkiindiir. Ispat tamamlanur.
Teorem 5.1.6 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G,[G,] ise

mn

(2mn2 +2m,n, )2 — (n;M1 (G,)+8mm,n, +nM (G, ))

nn, (n]n2 — 1)

I1,(G)<

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin reguler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimini kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

th©= uelV_([G) dé )= L}V_([G) dg (u)T
4 [ [T TL (dg(u)m +dg, (uz))T _

eV (G) u €V (Gy)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanirsa asagidaki bagintilar elde edilir.

miy

[ > % (nzdcl(u])erGz(uz))T— > (ndg ) +d, ()

eV (G) uy eV (Gy) eV (G) ur€V (Gy)

I1,(G)<

nn, (n]n2 — 1)

_ I (2m,n2 +2m,n, )2 - (n;M1 (G,)+8mm,n, +nM (G, )) T"z
| mn, (nlnz _1) |

Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini dusiinelim. O zaman yukaridaki tim
esitsizlikler, esitlik olarak saglanmalidir. Yani Vu,u, €V (G)) ve Vv,,v, €V(G,) igin

de (u)n, +d, (v,)=dg (un, +d; (v,) saglamr. Bu ise G, ve G, regiler graflar

olmasi anlamina gelir. Ispat tamamlanr.

Teorem 5.1.7 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G = G, X G, ise

[1,(G)< ! [(2ml +2myn, +dmm, )’ —(n,M,(G))

(n]n2 (n]n2 — 1))“2

+n,M,(G,)+M,(G)M,(G,)+4m,M (G,) +8m1m2)]nln2

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimini kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.
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(&= I dow=[ TI dsw]

V(G

=[ I T (da 0)+dg, 00+ dg (), () |

w <V (G) u,V (G,)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanirsa asagidaki bagintilar elde edilir.

I1,(G) < ! K S dy () +dy (uy)+dg (u)d,, (uz)j2

(n n, (nn 1))“2 V(G
- u e
1°%2 1°%2 MIZEV(GI‘Z)

weV (G)
1,6V (G,)

) Z (dGl (u] ) - dGZ (u2) + dG] (u] )dcz (uz))2 :|nlnz .

Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini diginelim. O zaman yukaridaki tim
esitsizlikler, esitlik olarak saglanmalidir. Yani Vu,,u;, eV (G)) ve Vv,,v, €V(G,) igin

de (u)+dg (v)+dg (w)d, (v,)=dg; (u;)+d; (v,)+d; (u;)d; (v,)

esitligi saglamr. Bu ise G, ve G, regiler graflar olmasi anlamma gelir. Ispat

tamamlanir.

Teorem 5.1.8 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G = G, *G, ise

I1,(G)< ! o [(2mln§ +2m,n; —4mm, )2 -mM,(G,)-n'M,(G,)
(n]n2 (n]n2 —1))

—M, (G, )M, (G,)-8nn,mm, +4nmM (G,)+4n,m,M (G, )]nlnz
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimii kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

(&= I do@=[ T dow]|

V(G

=[ L T1 (e ) el () = g, (), )

w <V (G)) uy&V (Gy)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanilirsa agagidaki bagintilar elde edilir.
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1 2
I1,(G) < — > (mdg ) +ndg () —dg, (u)dg (uy))
(mn, (mn, - 1)) ueh()
5
-y (nzdcl(u])Jrn]dGZ(uz)—dG](ul)dcz(uz))}
weV(G,)
1y 2V (Gs)

= (n . (n n 1))% [(2mlnz2 +2myn} —4mm, )2 -mM, (Gl)—nfM1 (Gz)
1702 \ M1

-M, (G] )M1 (Gz)_8n1n2m1m2 +4nmM, ((;2)—1—4112;112]\/[1 (Gl ):|"l"z .

Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini diginelim. O zaman yukaridaki tim
esitsizlikler, esitlik olarak saglanmalidir. Yani Vu,,u, eV(G)) ve Vv,,v, €V(G,) igin

nqu (u,)+ n]dG2 v,)— dq (ul.)a’G2 V)= nqu (u;)+ nla’G2 ) —dq (uj)a’G2 )
esitligi saglamir. Bu ise G, ve G, regiiler graflar anlamina gelir. Ispat tamamlanur.
Teorem 5.1.9 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, @ G, ise

I1,(G)< ! [(2m,nz2 +2m,n; —8mym, )2 -mM, (G,)-m M, (G,)

(n]n2 (mn, — 1))“2
nn,

—4M, (G,)M, (G,)—8nnmm, +8nmM, (G,)+8n,m,M (G)|".

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci carpimsal Zagreb indeksin tanimii kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

I1,(G)= “&IV_{G) dg(u)= [”}V_([G) dg (u):|

=[ L T () g, () = 2d, (), ) |

eV (G)) uy eV (Gy)

Bu son esitlikte Lemma 5.1.2 uygulanirsa asagidaki bagintilar elde edilir.

IL(G) < S K > (nqu(u]>+nldcz(u2)—2dq(uadcz(uz))jz

(mn, (nn, -1)) ueh(G)

— Z (}’lzdcl (u]) + nldGz (uz) - 2dG| (ul)d02 (uz))2 :|nlnz

u eV (G)
u eV (Gy)

- ! [(2mln22 +2m,n} —8mm, )2 -mM, (G,)-nM,(G,)

(n]n2 (mn, — 1))“2

—4M, (G, )M, (G,)—8nn,mm, +8nmM,(G,)+8n,m,M (G, )}nlnz .
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Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini diginelim. O zaman yukaridaki tim
esitsizlikler, esitlik olarak saglanmalidir. Yani Vu,,u, eV(G)) ve Vv,,v, €V(G,) igin

nqu (u;) +n1d(;2 ) _2dq (ui)dGz (V)= nqu (u,) +n1dG2 ) _2dq (”A,' )dcz v,)

esitligi saglamir. Bu ise G, ve G, regiiler graflar anlamina gelir. Ispat tamamlanur.

5.2 Carpimsal Toplam Zagreb Indeksi Icin Simirlar

Bu bolimde graf islemlerinden join, corona ¢arpim, Kartezyen g¢arpim, bilesim
carpim, kuvvetli carpim, ayrigim ve simetrik fark iglemlerinin ¢arpimsal toplam Zagreb

indeksi i¢in sinir degerleri verilmistir.

Tamim 5.2.1 Bir G grafinin ¢arpimsal toplam Zagreb indekst,

L&) =[] [ds@ +d;(v)]

uveE (G)

ile tanimlanir. (Eliasi ve ark., 2012)

Oncelikle temel sonuglarimizin ispatinda kullanilacak olan asagidaki lemmayi

verelim.

Lemma 5.2.2 q,,a,,...,a, negatif olmayan reel sayilar olsun.

ata+..+a,
>ilaa,..a, .

n
Esitlik ancak ve ancak a, = a, =...= a, olursa saglanir. (Steele, 2004)

Teorem 5.2.3 G,,G,,...,G, ayrik koseli graflar olsun. G, WG, U...0 G, gratinin
carpimsal toplam Zagreb indeksi i¢in asagidaki esitlik saglanir.

k
L&) =[[0G).

Ispat: Carpimsal toplam Zagreb indeksin tanimindan;
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H:(G): H [dc(“)+dc(v)]

weE(G)

= [1 [do@+de )] T [do,)+d )] [T [do,)+ds, (0]
uveE(G)) uveE(G,) uveE(Gy)

=11, (G)IT}(G,)--IT}(G,)

=] [1mG)

elde edilir.

Teorem 5.2.4 G, ve G, ayrik koseli graflar olsun. G, + G, grafinin ¢arpimsal toplam
Zagreb indeksi i¢in agsagidaki esitsizlik saglanir.

H*(G) < |:M](G])+2mln2 }ml |:M1(G2)+2m2nl }mz {2’"1”2 +2m2n1 +”1”2(”1 +nz)Tnz
1 = .

m, m, mn,

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: G=G +G,olsun. Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tamimim kullanarak
asagidaki esitligi yazabiliriz.

HT(G): H [dc(u)+dc(v)]

uveE(G)

=[] [de@+ds)+2n, ] T [do,@)+dg, (v)+2n]

uveE(G)) uveE(G,)

X H [dcl(u)+dcz(v)+n]+n2}

ucl (G
velV (Gy)

Son esitlikte Lemma 5.2.2 uygulanarak asagidaki bagintilar elde edilir.

my m,

> (afcl (w)+d, (v)+2n2) > (afc2 (u)+dy, (v)+2n])

* E(G)) E(G,)
H] (G)S uveE(G, uveE(G,
m m,

Z (dGl(u)+dGz(V)+n]+n2) mn,

ueV (G,)
velV (G,)

nn,

_ |:M] (G))+2mn, }ml |:Ml (G,) +2m,n, }mz

m, m,

mny
><{2mln2 +2m,n, +nn,(n, +n2)}

mn,
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Simdi esitlik durumun gergeklestigini varsayalim. Bu durumda yukaridaki esitsizliklerin
tamami esitlik olacaktir. O zaman Lemma 5.2.2 in esitlik sartindan Vuv,xy € E(G))

igin,
dq (u)+afGl (v)+2n, = dq (x)+dGI (»)+2n,

ve Yuv,xy € E(G,) igin,
dg W)+d; (v)+2n,=d; (x)+d, (y)+2n,.

Bu iki durum incelendiginde esitligin ancak ve ancak G, ve G, regiler graflar
olmastyla saglanacag goriiliir. Ispat tamamlanir.

G =G, + G, +...+ G, grafin1 disinelim. Graflarin toplam isleminin tanimi geregi ve
;l. =n—n, (1<i<k) ve d (u)= {dc,. (u)+ n_l., ue V(Gl.)} kullanilarak asagidaki sonucu

verebiliriz.

Sonu¢ 5.2.5 G,,G,,...,G, ayrik koseli graflar olsun. Eger G =G, +G, +...+ G, ise,

. kLA GYeomn Vo & | 2mn. +2mn +nn.(n+n. i
H](G)SH{ 1(G) m1n1:| H |: it T J( i J) .
i=1

i I<i<j<k njnj

Ornegin; C, ve C, iki devir olsun. Bu durumda;
IT(C,+C, )=2""(p+2)"(qg+2)" (p+q+4)".

Teorem 5.2.6 G ve H graflarinin kokli carpimi H(G) grafi olsun. H(G) grafinin
carpimsal toplam Zagreb indeksi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

My

M(H)+ Y d,(Hd(w)
H;f [H(G)]S iV (H)

H

mg, —d(w;) ]

[ M,(G)-d(w)—dyy (Nd(w) - Y d,, ()
k mg —d(w,)

LA (w) +dy (Dd(w) + D dg (x)

X

d(w)

d(w,)

Ispat: Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tanimim kullanarak;



IL[H@]= T1 [dy@+d,()+dw)+d(w))]

ijeE(H)

XH{ [1 [de)+d, ()] T1 [dc,(wi)+dc,(j>+dﬁ(z‘>]}

i=1 | ijeE(G;) w,jeE(G;)
i,j%w;

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 uygulayarak asagidaki sonuca ulagiriz.

> [dy i)+ dy () +dn)+dow)] "
I [#(G)] <| 25

my

mg, —d(w;)

> [dg () +dg ()]
GEE(G)
i, j#=wW;

sz: m —d(w,)
X [de ) tdg (D+dy()]

v w,jeE(G )

d(w;)

i d(w,)
[Ml(HH 2 dﬁ(ad(wi)]'””

iV (H)

my

mg, —d(w;) ]

[ M(G)—d*(w)—d,y (Nd(w) - Y d, (u)

mg —d(w,)

)
ST dw)+d, ()d(w)+ Y dg (x)

X

d(w;)

d(w;)

Teorem 5.2.7 G, ve G, ayrik koseli graflar olsun. Eger G =G, oG, ise,

T(G) < {Ml (G)+2mn, T‘ {Ml (G,)+2m, Tmz {Zmln2 +2m,n, +nn,(n, Jrl)T"2
1 - .

m, m, nn,

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiiler graflar olmasidir.

Ispat: G =G oG, olsun. Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tanimindan;

INGERT| [dcl(u)+dcl(v)+2n2][ I'1 [dcz(u)+dcz(v)+2ﬂnl

uveE(G)) uveE(G,)

X H [dcl(u)+dcz(v)+n2+l]

ueV (G))
vel (G,)

elde edilir. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

54
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m mn,

> (afcl (u)+dcl(v)+2n2) > (dG2 (u)+dg, (v)+2)

H;k (G) < uveE (G)) uveE(G,)
ml m2

> (dg @) +dg () +n, +1) [

ueV (G,)
veV (G,)

nn,

B {M] (G))+2mn, T‘ {Ml (G,)+2m, Tmz

m, m,

y {2mln2 +2m,n, +nn,(n, +1) T"Z

n] n2
sonucuna ulagilir. Varsayalim ki teoremin esitlik kosulu saglansin. Bu durumda
yukaridaki esitsizliklerin tamam esitlik olmalidir. Yani Vuv, xy € E(G)) igin,
dq (u)+ dq (v)+2n, = dq (x)+ dq (y)+2n,
ve Yuv,xy € E(G,) igin,
dg W) +d,; (V)+2=d; (x)+d; (y)+2
ve Vu,xelV(G,), Vv,ye V(G )igin,

de w)+d,; (V)+n,+1=d; (x)+d, (y)+n,+1

esitliklerinin saglanmasi gerekir. Buradan esitligin ancak ve ancak G, ve G, regiiler
graflar olmasiyla gerceklesecegi gorilir.

Teorem 5.2.8 G, ve G, ayrik koseli graflar olsun. Eger G =G, ®G, ise,

MG)= {M (GM, (GZ)T”I"’z |

2m;m,

Esitlik i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmast veya G, in yildiz
graf ve G, nin regiler graf olmasidir.

Ispat: G =G oG, olsun. Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tanimindan;

H:(G) = H [dc((ul’uz))+dc((vl9vz))]

(uy,up )(v vy )EE(G)

- H |:dGl (u)dg, (uy) +dg (v)dg, (Vz)}

(uy up )(vy vy JEE(G)
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elde edilir. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

2mym,

I I |: G, (“I )an (“2) dGl (Vl)dcz (VZ):|
*(G) < (1,17 ) (Vv )EE(G)
1 <

2mm,

Y 2 [deu)dg (uy)+dg (v)dg (%) ]

(uy,uy )< E(G)) (vv,)=E(G,)

2mym,

2mm,

— 2mym,

Y M(G)[dg ) +d, (v)]

(uy,uy )<E(G))

2m;m,

_ —Ml (G] )M] (Gz) 2mym,
2mm,

elde edilir. Bu ise istenendir. Simdi esitlik kosulunun saglandigini digtinelim. Bu
durumda tum esitsizlikler esitliSe donustr. Boylece her wuv,,ab € E(G,) ve her

u,v,,a,b, € E(G,)i¢in,
de (w)dg (uy)+dg (v)d, (v,) =d, (a))d (a,)+d (b)d (D,)

esitliginin saglanacagi Lemma 5.2.2 den ag¢iktir. Buradan esitligin saglanmasi i¢in ya G,
ve G, regiler graflar ya da G, yildiz graf ve G, regiiler graf olmas: gerektigi sonucuna

ulagilir. Karsit olarak G, ve G, regiiler graflar ya da G, yildiz graf ve G, reguler graf
olmast durumunda esitligin saglanacagi kolaylikla gorulir.

Ornegin; C,,C, devirlerini ve K, tam grafin1 goz éniine alalim. Bu durumda;

I[1,(C,®C,)=2"" ve [1;(K,®C,)=2".

Teorem 5.2.9 G, ve G, ayrik koseli graflar olsun. Eger G, ve G, graflarinin kartezyen
carpimi G = G, x G, grafi ise,

T (G) < LAmma + mMy(G)]™ [4mym, +m,M, (G
| ) "2 g npm .

nmy
nl n2 m2 ml

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiiler graflar olmasidir.

Ispat: G =G, x G,olsun. Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tanimindan;
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L@G= []  [de(m)+dg((v.v,)]

(g uy Yy JEE(G)

= [T T1 [2d6 @) +dg () +dg ()]

w =V (G)) uyv,cE(G,)

< [T 11 [ 2d;; (uy) +dg (u) +dg (v) |

uy eV (Gy) uw €E(Gy)

esitligi yazilir. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

> [2dg ) +dg () +dg (v,)] ]
H:(G)S H uyv,eE(G,)
weV(G) m,

> [2dg, () +dg () +dg ()] |
% H uneE(G))

1,V (Gy) m,
1
nl"'lz
My "™ uer G

< |1 [2mlafcZ (u,)+M (G, )}m‘

u, &V (G,)

elde edilir. Tekrar elde edilen son esitsizlikte Lemma 5.2.2 uygulandiginda,

1 > [2mydg )+ M(G)] [
eV (G)
;llmzmnzml

I1,(G) <
m n,

> [2mds, (w)+ M (G|

=V (G
X <V (Gy)

n,

_ [4m]m2 +nM, (Gz)]n‘mZ [4m]m2 +n,M, (Gl)]

my my n, nymy

o)
n] n2 m2 ml

nymy

sonucuna ulagilir. Esitlik kosulunun saglandigint varsayalim. Bu durumda yukaridaki
esitsizliklerin tamamu esitlik olur. Buradan her u,v,,a,b, € E(G,) i¢in,

2d; () +dg (uy)+dg; (v,) =2d; (u)+dg (a,)+d (D))
ve her u,v,,ab, € E(G,) igin,

2d; (u,)+dg (u)+d; (v)=2d; (u,)+d; (a)) +d; (b))
ve her u,,v, e V(G,)ig¢in,

2m2dq u)+M,(G,)= Zmszl (v)+M,(G,)
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ve her u,,v, eV (G,)i¢in,
2m]dGz (u,)+M,(G)) = 2m1dG2 (v,))+M(G))

esitlikleri saglanmalidir. Boylece esitligin saglanmasi ancak ve ancak G, ve G, reguler
graflar olmasiyla mimkiin olacagi sonucuna ulasilir. Karsit olarak G, ve G, regiler
graflar alinirsa esitligin saglanacag goriiliir. Ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.10 G, ve G, ayrik koseli graflar olsun. Eger G, ve G, graflarinin kuvvetli
carpimi G = G, X G, grafi ise,
[4m,m, + (2m, +n )M, (G)]"" [4mm, + (2m, +n,)M (G)]™"

nmyn, nym+2mymy o mm, +2mimy  m, | nym,
4™ my m, n"n,

I1,(G) <

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Kuvvetli ¢arpim ve Carpimsal toplam Zagreb indeksinin tanimi kullanilarak
asagidaki esitlik elde edilir.

HT (G)= H [dG ((ul’uz)) +dG ((V]’VZ))]

(g up )V JEE(G)

2 H [dcl () + dc2 (u,) + dGI (u, )dcz (u,) + dcI )+ d02 (v,)+ dcI v )dc2 (Vz):|

(uy ,uy ) (v, v, )=E (G)

=TT TT [2d @) +dg @)(dg, () +dg, (v,)) +dg, (1) +dg, ()]

=V (Gy) uyvyeE(Gy)

< TT TT [2ds, () +dg, (u)(dg, () +dg, (1)) +dg, () +d, (7) |

u, €V (Gy) umeE(Gy)
1—[ 1—[ dGl (u) + dc2 (v)+ dc2 (u,) + d02 (v,)+ dGI (u, )dcz (u,)
X

+dg (v))dg (v,)

uvcE(G) uyv,<E(Gy)

Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

U, =E(Gy)

INGE |

eV (Gy)

{ > [2dG<u1)+dG(m)(d@<u2>+dGz<v2>)+dGz<u2>+dGz<v2>}]”’z

m,

uv€E(Gy)

{ > [2dcz(u2>+d@<u2>(d6<u1>+dG<v1>)+dG<ul>+dG<vl>]]"’
< |1

u,<V(G,) m]

dg () +dg, (V) +dg (uy) +dg (v,)+dg (u)dg (uy) 2
< T um;zcz) +d, (v)dg (v,)

2m
u €E(Gy) 2
elde edilir. Burada diizenleme yaparsak yukaridaki esitsizligi asagidaki gibi yazabiliriz.
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INGE |

u <V (G))

<[]

u,€V(G,)

N {2m2(dc, () +dg, (W) +2M,(G,)dy, (1) + M(G,) (dg, () +d, ()
uv eE(Gy)

{2%0’0] () +M,(G,)dg (uy) + M, (G2)r

m,

m,

{2'"10’02 () + M (G)dg, (1) + M, (Gy) }

2m,

2m,
Bu son bagintida Lemma 5.2.2 uygulanirsa istenen sonuca ulagilir. Esitlik durumu
onceki teoremin ispatindaki gibi yapilir.

Lemma 5.2.11 H, =G, M..MNG,(U,) NG, (U,) genellestirilmis hiyerarsik ¢carpimdaki

bir x = (x,,Xxy ;,....X,,X,;) kosesinin derecesi,

8(x)=0(x)+ xy, (%)5(x,) +"'+[ZU1 ()Xo, | (fol)}§(xN).

Burada & ve g, sirasiyla, derece ve U, kumesine ait ise 1, U, kiimesi digindaysa 0

olan U, kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gosterir. (Arezoomand ve Taeri, 2013)

Teorem 5.2.12 I'=GM H(U) olsun. O zaman

nm, my|UI

[n]M] (G2)+2m12d(x)J [IUIMl (Gz)+2mlzd(x)] v
H;k (r) S xeU ‘U‘ xeU .
(n]n/lz)nlm2 (m] |U|)ml

Ispat: U ya karsilik gelen G ve H graflarinin hiyerarsik tammindan asagidaki esitligi
yazabiliriz.

O =TT T1 (de,@)+ds (v)+dg )1, w) + x,(v,)])

w eV (G)uyv,cE(H)

<IT T1 (2d, (uy) +dg () +dg ()

u,cU umc E(G)

Lemma 5.2.2 yardimiyla biz asagidaki sonuca ulagiriz.

[M, (Gy)+dg )Y d(xT 0 {2m1dc () + M, (G])T

H* (1—‘) < xeU
] u!:(lG) m, m,
nym, my|U|
[n]M](G2)+2m]Zd(x)} [IUIM, (G2)+2m12d(x)} v
< x=U xelU )

(n] m2 )"1"72 (m] |U|)ml U]
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Teorem 5.2.13 G, ve G, graflarinin lexicografik ¢arpimi G = G, [G, ] grafi olsun. Bu

durumdan G nin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi i¢in agsagidaki esitsizlik saglanir.

"z m

[4mm,n, +n M (G,)]"™ [4m myn, + M, (G, )]

(n] m2 )nlm2 (m n2 )mlnz

IT(G)=<

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin regiler graflar olmasidir.

Ispat: Carpimsal toplam Zagreb indeksin tanimi kullanilirsa,

HT (G)= H H |:2nzdcl (u)+ dcZ (uy) + dcz (v, )]

w €V (G)) uyv,€E(Gy)

< [T T1  [na(ds@)+dg ) +de, ;) +dg (v,)

U EE(Gy) {uy v}V (Gy)

elde edilir. Bu son esitlikte Lemma 5.2.2 uygulayalim. Bu durumda;

> (2mdy () +dg (u)+dg (v,)) |
H:(G) - H uyv,€E(G,)
wel (G) m,
> (ma(dg ) +dg (W) +dg, () +dg () %
y 1—[ {uy v}V (Gy)

2
u =E(G)) n2

:— [T [2mmde () +M,(G,)]"

mm 2n m
m," " ny T uer(6)

< T [ (d @) +dg (v))+4mm, |”

umeE(Gy)

> [2mmdg (u)+M(G,)] ™

1 el (G)

nm, 2nzml
m,"’n, n,

<

> [ (dg ) +dg () +4myn, |

<V (G,
X u eV (Gy)

2
nymy

m,

n )y

[4m]m2n2 +mM,(G,)]"™ [4m myn, +m;M (G, )}

mn3

mmy

(mm,) (mlnz )

Simdi esitlik durumunun saglandigint  kabul edelim. Bu durumda yukaridaki
esitsizliklerin tamamu esitlik olur. Buradan her u,,a, €V (G)), u,v,,a,b, € E(G,)ig¢in,

2ndg; (u)+dg (uy) +dg (v,) =2n,d; (a,)+d; (a,) +d (b,)
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ve her upv,ab, € E(G), {u,,v,},{a,,b,} <V(G,) igin,
o (dg, )+ dg, () + g, (10y) + d o (v,) = my (dg (@) + g (B)) +d, (a) +d (By)
saglanmalidir. Yani G, ve G, regiler graflardir.

Ornegin; C, ve C, devirlerini disiinelim. Bu durumda,
H;‘(CP [Cq ]) =(4p+ 4)17!1(q+1) .
5.3 Carpimsal Zagreb Es-Indeksleri Icin Simirlar

Bu boliimde birlesim, toplama iglemi, tensor ¢arpim, kartezyen ¢arpim, kuvvetli
carpim, lexicografik ¢arpim gibi graf islemlerinin ¢arpimsal Zagreb es-indeksleri igin

bazi sinir degerleri verilecektir.

Tanim 5.3.1 Bir G grafinin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksleri

(&) =[] [do)+d;(m] ve T (G)= [] [de)d; ()]

uveE(G) uwzE(G)

ile tanimlanir. (Xu ve arkadaglari, 2013)

Lemma 5.3.2 G n. mertebeden bir baglantili graf olsun. Bu durumda;

IL(OIL(G) =(I1,(G))

n—1
2
dir. (Xu ve arkadaglari, 2013)

Teorem 5.3.3 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G = G, UG, grafinin birinci
carpimsal Zagreb es-indeksi i¢in agagidaki esitsizlik saglanir.

T1.(G) = 2" ﬁ[ﬁ,(q.)f* H?(Gl.)}.

i=1

Burada ;1 :|V(G)|—nl.. Esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, nin 7-
regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,
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(G = [] [de(u)+d,()]

weE(G)
- H [dcl(ul)"‘dq(v])} H [dcz(uz)"'dcz(vz)}
um2E(G)) U, 2E(G)

< [T 1 [de@)+dg )]

w €V (G)) uy &V (Gy)

elde edilir. Lemma 5.2.2 yardimiyla asagidaki sonuca ulagiriz.

(@) >TLGIG) [T ] [24dg@ds, @) |

w <V (G)) uy &V (Gy)

— pnm ﬁ[ﬁl (G H?(GJJ'

i=1

Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini varsayalim. Bu durumda yukaridaki
esitsizliklerin tamam esitlik haline dontsir. Bu nedenle Vu, e V(G))ve Vu, eV (G,)

igin,

dGI () + dG2 (u,) = 2\/ dGI (, )dc2 (u,)

olur. Buradan Lemma 5.2.2 in esitlik kosulu geregi Vu, € V(G)) ve Vu, eV (G,)igin
d; (u,)=d, (u,) elde edilir. Bu ise G, ve G, r-regiler graflar olmastyla mimkiindir.

Ispat tamamlanir. Karsit olarak G, ve G, r-regiiler graflar olsun. O zaman

ﬁ] (G) - H (21") = (2]");1 = (2F)E+E+"I"2

uweE(G)
Ve

iy ﬁ] (G, )ﬁl(Gz){t/Hrz (G])H]"‘ (G,) = iy (2}/)5 (21”)E 4/r2"1"zr2nmz

my g+,
=(2r) .

Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

Teorem 5.3.4 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G =G, UG, grafinin ikinci
carpimsal Zagreb es-indeksi i¢in agagidaki esitlik dogrudur.

IL.6)=[ 1| GRm6) |
Burada n, =|V(G)|-n.

Ispat: Ikinci carpimsal Zagreb es-indeksin tanimi kullamilarak asagidaki esitlik elde
edilir.



63

IL.(G)= [] [d;wd,; )]

wzE(G)
=[] [dg@)do0)] [1 [de w)dg, ()]
uv €E(G)) U, E(G)

< [T TT [do@)de,(u,)]

weV (G uy eV (Gy)

TGN 6) |

2
i=1

Teorem 5.3.5 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G =G, + G, grafinin birinci
carpimsal Zagreb es-indeksi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

(6> (242)"" e n JIL(GOIL(G).

Ispat: G =G, +G, grafi verilsin. Birinci carpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,

LG = [] [de@ +d,()]

weE(G)
= [ [do@)+dgoD)+2m ] [T [de,(w)+dg (v,)+2n, ]
uv €E(G)) uyv,¢E(G)

yazabiliriz. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa agagidaki sonuca ulagilir.

@G> [T [22m(de@)+dgo0) | TT |22 (do, () +dg, (1)) |

uv€E(G) u, €E(G)

(22" Jn=n T GDIT(G,).

Varsayalim teoremin esitlik durumu saglansin. Bu durumda yukaridaki esitsizliklerin
tamamu esitlik haline donisir. Buradan Vu,v, ¢ E(G,)ve Vu,v, ¢ E(G,) igin,

dg, () +dg, () +2n, =2,2n, (d;, () +dg, ()

\

d, (uy) +dg, (v,) +2m, = 2,[2n, (dg, () +d;, (v,))

olmalidir. Lemma 5.2.2 in esitlik kosulu geregi Vuyv, ¢ E(G,)ve Vu,v, ¢ E(G,)i¢in
de (w)+dg (v)=2n, ve d; (u,)+d; (v,) =2n, elde edilir. Bu ise mimkiin degildir.
Kabul ile ¢eligiriz. Yani, esitlik durumu saglanmaz.

Teorem 5.3.6 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. G =G, +G, grafinin ikinci
carpimsal Zagreb es-indeksi i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

T1.(G) > 4™ 2 0" \[T1,(G)T1(G, ).
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Ispat: G =G, +G, grafin1 goz 6niine alalim. Tkinci carpimsal Zagreb es-indeksin tanim1
geregi asagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

ﬁ](G): H [dc(u)dc(v)]

weE(G)
= [T (dg@)rm)(ds)+n) T (do, ) +m)(dg,(v,)+n,).
uv €E(G)) U 2E(G,)

Burada Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

L(G)> [T (2ydg @n )(2de 0om) TT (24fde, Ge)m )(2Jdc, (i) )

uw2E(G) v, €E(G)

= 47 =\ [TL(G)TL(G,)

elde edilir. Bu ise istenendir. Simdi teoremin esitlik durumunun saglandigini kabul
edelim. Bu durumda yukaridaki esitsizliklerin esitlik olmast gerekir. Bu ise
Vuy, ¢ E(G))ve Vu,v, ¢ E(G,) igin,

(de )+, )(dg, (03) +m, ) = (2Jd @m, ) (2fde, (), )

\

(do, )+ 1,) (g, () + 1, ) = (2fd, (), )(2dg, (v,)m, )

anlamma gelir. Buradan Lemma 5.2.2 in esitlik kosulu geregi Vu,v, ¢ E(G,)ve
Vuy, ¢ E(G,) i¢in d, (w)=d; (v)=n, ve d; (u,)=d; (v,)=n, elde edilir. Bu ise
mimkiin degildir. Kabul ile ¢elisiriz. Yani, esitlik durumu saglanmaz.

Teorem 5.3.7 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, (G, ise

T(G)> 370 (22) "™ o 3f(m, +1y VT (G)TT (G
» g/[l_[] (G] )]"z('trl) [H] (Gz)]nl("rl) .

Ispat: G=G oG, olsun. Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tanim1 geregi asagidaki
bagintiy1 yazabiliriz.

(G =[] [ds@)+d,()]

weE(G)

= I1 (dq<u]>+dq(v,>+2nz)[ [1 [dcz(u2>+dcz(vz>+zﬂ"‘

uwzE(G)) U, €E(G,)

x[ T 11 [dcl(u])erGZ(uz)Jrnz+1}T].

w eV (Gy) uy€V(Gy)
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Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa agagidaki sonuca ulagilir.

6> [] (2\/2712(dcl(u])erGI(v])))[ I1 2\/2(dcz(u2)+dcz(v2))}nl

uv eE(G)) uyv, €E(G)

x[ M 11 3{/dcl(u])dcz(u2)(n2+1)T]

w eV (G)) uy €V (Gy)

=3 (22)"" g Y, 1) LGOI (G)
n (m=1)

A e

Bu ise istenendir. Simdi teoremin esitlik durumunun saglandigini kabul edelim. Bu
durumda Vu, € V(G,) ve Vu, eV (G,) i¢in,

dg, () +dg () +n, +1=33d, (u)dg, () (n, +1)

olmalidir. Boylece Lemma 5.2.2 in esitlik kosuluna gore, Vu, €V(G,) ve
Vu, eV(G,) iin d; (w)=d; (u,) =n,+1 elde edilir. Bu ise miimkin degidir. Kabul

ile geligiriz. Yani esitlik durumu saglanmaz.

Teorem 5.3.8 G, ve G, iki graf olsun. Eger G =G, oG, ise

ﬁZ (G) > 4%*"1 my+mny (m=1) n;%*”lnz(”ﬁ]) \/ﬁz(G] )ﬁ;‘ (Gz)

np (1)

Ame)™ e

Esitlik i¢in gerek ve yeter sart G, in n,-regiler ve G, = %Kz olmasidir.

Ispat: G=G, oG, olsun. Ikinci garpimsal Zagreb es-indeksin tanimi1 geregi asagidaki
bagintiy1 yazabiliriz.

IL.(G)= [] [d;wd,;1)]

uvzE(G)
= 11 (dq(u]>+n2)(dq(v]>+n2)[ [1 (dcz(u»ﬂ)(dcz(v2>+1)}"‘
uw €E(G,) uyv,@E(G,)

x[ T 11 (dcl(u])+n2)(dGZ(u2)+l)T].

u eV (G) ueV(Gy)

Buradan Lemma 5.2.2 kullanilarak,
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uyv,2E(G,)

o= TT (2 (2o om)] TT (2 G)(2d )|
x[ H H (2\/‘161 (ul)”z)(z\/dcz (uz)):|n1]

w eV (G) u€V(Gy)

— 4%*"1 my+mny (n,—1) n;;ﬁrnlnz(m—]) \/ﬁz (G] )ﬁ;l (GZ)
. ny (n=1) n (m1)
e ]

istenen sonug elde edilir. Teoremin esitlik kosulunun gergeklestigini varsayalim. Bu
durumda yukaridaki esitsizlikler, esitlik durumuna dontsir. Bu ise Vu, e V(G,) ve
Vu, e V(G,) i¢in,

dcl (u)+n, = ledcl (u)n,
dGZ (u)+1= 2\/ dG2 (u,)

anlamina gelir. Boylece Lemma 5.2.2 in esitlik kosuluna gore, Vi, €V(G)) ve

Vu, eV(G,) i¢in d;(u,)=n, ve d, (u,)=1 elde edilir. Bu ise G, n,-regiler ve

\(

G, = n—2K2 olmast ile mimkandur. Karsit olarak G,, n,-regiler ve G, = n—2K2 alalim.
2

O zaman,

ML= [] (dq(u])wz)(dq(v,)wz)[ [ (dcz(u2>+1)(dcz(v2>+1)J"‘

uv €E(Gy) uy, 2E(G;)

x[ [T I1 (dcl(u])+n2)(dGz(“2)+l)T]

W=V (G)) ur eV (Gy)

= (an2)" 4 (dm

\

grenmnno gm0 LG (G
m (m—1) m (m—1)
A [,6.)]

_4%*"1%*"1"2("1*])\/nzzﬁnlnz(”l*])\/nZE 4,’12”1”2(”1*1)
- 2 2 2

(4 (a0

Boylece ispat tamamlanir.

Tamim 5.3.9 Bir G grafinin total ¢carpimsal toplam Zagreb indekst,
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MG =[] [dot)+d)]

u,velV (G)

ile tanimlanir. (Xu ve arkadaglari, 2013)

Teorem 5.3.10 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, ® G, ise

ﬁ](G>z2"“"12*"”""*""’”2Jﬂfzz)(GJHfz')(Gz)H;"z(GJH;"'(G»

T "2 T " —_ my — m
Aey) (fiay) \/(Hz(Gl))(z)(Hz(Gz))(z)-
Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, in regiler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tammindan asagidaki bagintiy1 yazabiliriz.

(G =[] [dew)+d,(v)]

weE(G)

=TT T1 (dg@)de @) +dgu)dg, (v)

w eV (G)) {uy vy} V(Gy)

< [T T1 (dg@)dg @) +dg(0)dg w,))

uy =V (G,) {uy v}V (Gy)

< T T1 (de@)de, @) +dg (v)dg, (v2))

uv €E(G)) uv, 2E(G,)

< [T T1 (do@)dg, ) +dg (n)dg, (v,))

uyv, €E(G, ) v 2E(G;)

< T T (de@)dg, @) +dg (v)dg, (),

u €E(Gy) uyv,2E(Gy)

Buradan Lemma 5.2.2 kullanilarak,

ﬁ] (G)= H H dcl (u])(dGz (u,) + dGZ (Vz))

weV (Gy) {uy m}cV(Gy)

< [T 1 do)(dg@)+dg ()

u, €V (G,) {uy v}V (G))

< T T1 2yde@)dg, (w)dg (v)dg, (v,)

v €E(G)) uyv,2E(G,)

< [T T1 2yde e (u)dg, (m)do, (v,)

Uy, €E(G,) u 2E(G))

< T T1 2yde@)dg, (w)dg (v)dg, (v,)

v 2E(G)) u,v,2E(G,)

g 1 Gy G s 6o 1 )

Aie) (o) () (L)
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istenen sonug elde edilir. Simdi teoremin esitlik kosulunun gerceklestigini varsayalim.
Bu durumda yukaridaki esitsizlikler, esitlik durumuna doniisir. Buradan Vuv, ¢ E(G),)

ve Vu,v, ¢ E(G,) i¢in,

dg, (uy)d, (1) + dg, (W), (v;) = 24[d, )y 24d, ()l 1y} ()d g (v,)

bulunur. Bu ise esitlik durumunun ancak ve ancak G, ve G, reguler graf olduklarinda
saglacagt sonucuna goturir.  Karsit olarak G, ve G, regiler graf olarak
dusunuldigiinde esitligin saglandig: basit hesaplamalarla goralur.

Teorem 5.3.11 G, ve G, ayrik koseli iki graf olsun. Eger G =G, ®G, ise

ny (1 +ny—2)

(6) =TT G (G(ILG)) 2 (L))" "
ny (m+ny,=2)

@) (M)

Ispat: Tkinci garpimsal Zagreb es-indeksin tanimi yardimiyla,

LG =[] [d:)d; ()]

uvgE(G)

=TT I1 (d6@)dew)ds ()

eV (Gy) {uy, v}V (Gy)

x [T (22 )dg @)dg ()

V(G {uy vy} ¥ (Gy)

< T T1 (de@)de 0)dg, ()dg (v,))

u €E(G) uyv,2E(Gy)

< T T1 (de@)dg 0)dg, (u)dg, (v,))

uyv, €E(G, ) v 2E(G;)

< T T (de@)de 02)dg, (w,)dg, (3,))
u 2E(G)) uyv,2E(G,)

elde edilir. Bu esitlikte Lemma 5.3.2 kullanilarak istenen sonuca ulagilir.

Teorem 5.3.12 G, ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi G = G, x G, grafi olsun. Bu
durumda,

ﬁ] (G) S (2\/§)nl my+ny my +4/3(21)(22) Q/H;;TZ(G])H;TH(Gz)

LG (TG (ﬁ(GJ)(gZ) (ﬁ(@))(;])-

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, in r-reguler graflar olmasidir.

Ispat: Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,
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ﬁ](G): H [dc(u)+dc(v)]

uveE(G)

= [1 1 (2dg ) +dg (w,)+dg (v))

w0,V (G,) uv,2E(Gy)

< IT T1 (dg@)+dg(v)+2dg (u,))

u,€V(Gy) uwmeE(G))

< T1 T1 (de@)+dg () +dg () +dg (v,))

{”’l i }CV(GI ) {uz ,vz}CV(GZ)

yazabiliriz. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

@Gz [T 1 2y2ds@)(ds (w)+dg (v))

1 €V(G)) uyv,€E(G,)

< TT T 2y2de,()(dg ) +dg ()

u, =V (G,) v 2E(G,)

X H H (2\/(‘{01 (u)+dg (Vl))(dcz (uy) +dg, (VZ)))Z

{”’l ,vI}LV(G]) {MZ,VZ}LV(GZ)

h (2ﬁ)n1?z+nzﬁl+4/3(g‘ )(;Z) dHfZ (G) H?‘ (G,)

(ﬁ(@))(;])

7 &

x\/(ﬁ](G]))nz (MM.(G,)) (ﬁ(G]))

sonucuna ulagilir. Simdi teremin esitlik kosulunun saglandigini kabul edelim. Bu
durumda her {u,,v,} <V(G,) ve her {u,,v,} <V (G,) igin,

dGl (ul)+a’Gl ) +a’GZ (u,) +a’GZ (v,) = 2\/(a'GI (ul)+dGI (vl))(dG2 (u,) +a’G2 (vz))

olur. Yani esitlik durumunda G, ve G, r-regiiler graflar olur. Karsit olarak G, ve G, r-
regiler graflar olsun. O zaman

[L(G xG,)= (41*)"@“’2%2(;l %)
ve

(2v3)" B i o eoy(Te) (TG,

X(ﬁ(q))(;z) (ﬁ@))(;])

”IE*"Z"TI*“B(;I)(;Z)At 2mmy 2nym nymy mm,
(22 prme A (2)" ™ (2r)

X (2r)(;l)(gz) (2;»)(;])(;2)

elde edilir. Dahasi esitlik saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.13 G, ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi G = G, x G, grafi olsun. Bu
durumda,
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ﬁz (G) > 4"1"7z+"z"7l+2(gl)(gz)\/(ﬁ2 (G]))"z (ﬁz (GZ))"l
Gyl

Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, in r-regiler graflar olmasidir.

Ispat: Ikinci carpimsal Zagreb es-indeksin tanimini kullanilarak asagidaki baginti
yazilir.

ﬁz(G): H [dc(u)dc(v)]

uvzE(G)

=11 11 (dcl(u])erGz(uz))(dq(u])+dcz(v2))

w0,V (G,) uyy2E(Gy)

< TT TT (dg ) +dg, () (dg,(m) +dg, (u,))

u,€V(Gy) umeE(G))

< T TT [(de @)+ dg @) (dg 03) +dg, (2)) T

{uy v}V (Gy) {uy 2}V (Gy)

Bu esitlikte Lemma 5.2.2 ve Lemma 5.3.2 kullanilarak;

@)= ] [ (2dg@)dg @) (2fdg @)dg, (7))

w eV (G,) uyv, €E(Gy)

< T1 T (2de @de, () ) (24fdg ()G, @) )

U,V (Gy) uweE(G,)

X H H |:(2\/dcl (%)"'CZGZ (1/12))(2\/616I (Vl)+dGz (Vz)):|2

{m W}V (Gy) {uy 1}V (Gy)

e B8 (T, 60) (MaG)'
\/(H G))" ) (11, (6,) )

istenen sonug elde edilir. Simdi teoremin esitlik durumunu inceleyelim. Bu durumda
yukaridaki esitsizlikler esitlik olarak saglamir. O zaman her {u,v,} =V (G,) ve her

{u,,v,} <V (G,) igin,

(de () +dg, (1)) (dg, () + g, (v,)) = (24 () (1) ) (24 (), (v,) )

dir. Buradan Lemma 5.2.2 geregi G, ve G, r-regiler graf olur. Karsit olarak G, ve G,

r-reguler graflar olsun. Bu durumda esitligin saglandigi, elemanter islemler yardimiyla
gorulir.

Teorem 5.3.14 G, ve G, graflarinin kuvvetli ¢arpim1 G = G, X G, grafi ile gosterilsin.
Bu durumda,
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ﬁ] (G) > (3%)”1 i712+n2 my

4m: i‘/ (ML.(6))" (T.(G,)"
MG (G ™ (mG)™ ()™

Ispat: Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,

(G =[] [ds)+d,;(v)]

weE(G)

=TT TT [2dg ) +dg () +dg (v)) +dg (w)(dg, (1) +dg ()]

w0,V (G)) uv,¢E(Gy)

u,€V(Gy) uweE(G,)

x [T T1 [2de,()+dg () +dg (v)+dg () (dg, () +dg (7))

X

dg (u)+d; (v)+dg (uy)+dg (v,)
{m 3V (G) {1y v}V (Gy) +d6} (ul )dGz (u2) + dGl (V] )dGz (VZ)

bulunur. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

TL(G) > 1T 11 |:3{/2dél(u])(dcz(ug)-i-dcz(vz))z:|

w0, €V (Gy) uyv, 2E(Gy)

<1 TI [3Pde @ doo0) |

u,€V(Gy) v €E(Gy)

< TT TT [44fde @)de, )dg (v)dg, (v)

fuy 3V (G) {uy,v, } TV (Gy)

(e )+ dg () (A, () + g () |
-G ()" ()"
6" ([6)" ™ (1,6)™ (1,6)™

elde edilir. Varsayalim teoremin esitlik durumu saglansin. Bu durumda, Vu, e V(G,) ve
Vu,v, ¢ E(G,) ig¢in,

2d () +d, (1) + di (v3) + oy 1) (o 1)+ (7)) = 332402 (1) (o, 1)+ (7))

ve ayni zamanda Vuv, ¢ E(G,) ve Vu,v, ¢ E(G,) igin,

dGl (u,)+ a’Gl (v)+ a’GZ (u,)+ a’G2 (vy)+ a’GI (u, )dG2 (u,)+ a’GI (vl)dc2 (v,) =

43fd (), (uy)d g (1) () (dg, () + dg, () (d, () + g (v,))
esitlikleri saglamir. Lemma 5.2.2

in esitlik kosulu geregi
Vu,v, ¢ E(G,) ig¢in,

, Yu, elV(G) ve

2dcl (u,)= dc2 (uy)+ dcz (v,)= dcI () (d02 (uy) + d02 (Vz))
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ve Yuy, ¢ E(G)), Vu,v, ¢ E(G,) i¢in,
de (u)+d; (v)=dg (u,)+d; (v,) =d; (u)dg (u,) =d; (v)dg (v,)
olur. Bu mimkiin degildir. Celiski elde edilir. Yani esitlik durumu saglanmaz.

Teorem 5.3.15 G, ve G, graflarinin kuvvetli ¢arpimi G = G, X (G, grafi ile gosterilsin.
Bu durumda,

T1,(G) = 9t tmm {/(H] GOV (LG
x i/(ﬁz(G,))z"Z”"’z (TL(G,))

2m+2m;
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G, ve G, graflariin, K, tam grafina
izomorf olmasidir.

Ispat: Ikinci garpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,

ﬁz(G): H [dc(u)dc(v)]

uveE(G)

=11 11

eV (G)) uyv,2E(Gy)

)

uy €V (Gy) v,

(dGl (u)+dg (u,)+dg (u)dg, (“2))
X (dGl () + dc2 (v,)+ dcI (u, )d02 (Vz))

(dGl (u) + dGZ (uy) + dGI (u, )dcz (“2))
><(dGl W) +dg (uy)+d; (v)dg, (uz))

X

(dg, 0)+dg, () + dg (1), (1))
oty @) il @G| X(dg, () +dg (v,) +dg (v)dg (v,))

yazilir. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa

L@= [T T |93 @)ds e)dz v,

weV(G)) uyv,2E(G,)

T TT |93, edd w)dl o) |

u, €V (G,)) uyw eE(Gy)

TT T |94 ol 0)dE )de () |

{”’l i }CV(GI ) {uz ,vz}CV(GZ)

elde edilir. Buradan

IL(G) =9 " (11, (G))™ (I,(G,)) ™
X i/ (MG ™" (T.(Gy))

2m+2m;
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istenen sonug¢ bulunur. Simdi teoremin esitlik kosulunun saglandigini varsayalim. O
zaman yukaridaki tim esitsizlikler, esitlik olacaktir. Bu yizden Vu, €V(G,) ve

Vu, e V(G,) i¢in,
dGl (u,) + dGZ (u,y) + dGI (u, )d02 (u,) = 3\3/‘12] (”1)“122 (u,)

olacaktir.
O halde Lemma 5.2.2 den hem G, grafi hem de G, grafi K, tam grafina

izomorf graflardir. Karsit olarak hem G, grafi hem de G, grafi K, tam grafina izomorf
olsun. Buradan kolayca esitligin saglandig1 gorulur.

Teorem 5.3.16 G, ve G, graflarinin lexicografik ¢carpimi G =G [G,] grafi ile
gosterilsin. Bu durumda,

6> (2gzm)" " (2ym ) il ey () (M) (e

2m,

— ny+ o) m T
><\/(H1 G) i )(H, )" (116,))
Ispat: Birinci ¢arpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,

m(G)= [] [do)+ds)]

weE(G)

= 1 11 [nz(dGl(u])+dcl(v]))+2dcz(u2)]

u,€V(Gy) umeE (Gy)

< IT TT [2mde ) +dg () +dg (v)]

w0,V (G,) uyv,2E(Gy)

X H H ["2 (dcl (u])"'dcl (V]))J’_dGz (u,) ""dc2 (Vz)]z

fity v}V (Gy) um 2 E(G))

bulunur. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,

m@&> [1 T[] [2\/;12(dGl(u,)+dq(v,))2dcz(u2)J

uy €V (Gy) upv2E(Gy)

T TT [242mde @) (de @) +dg, (7))

w0,V (G,) uv,2E(Gy)

<« 11 1 [2\/;12(dGl(u])+dGl(v]))(dcz(uz)erGz(vz))T

{uz v}V (Gy) uy 2E(G))

elde edilir. Buradan

(@)= (2yzm)" " (2ym) "B iy () (fe)” (@)

2my

A6 e (fie)
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istenen sonu¢ elde edilir. Simdi varsayalim, teoremin esitlik durumu saglansin. Bu
durumda, Vuv, ¢ E(G,) ve Vu, €V (G,) ig¢in,

n, (dGl (1) + dGI v )) + 2dcz (u,) = 2\/”2 (dGI (u)+ dG] (Vl ))2d02 (u,)

ve Yu,v, ¢ E(G,) ve Vu, €V(G)) iin,

2n,d; (u)+dg (1)) +dg (v,) = 2\/2n2dG] () (dg, (uy) +dg, (v,))
ve Yuy, ¢ E(G)) ve Vu,v, ¢ E(G,) ig¢in,

n, (dGl (u)+ dGl v )) + dGZ (uy)+ d02 (v,) = 2\/’72 (dGI (u)+ dG] 2 )) (dcz (uy)+ dG2 (Vz))

esitlikleri saglanacaktir. Oysa lemma 5.2.2 in esitlik kosulu diistnildiginde, G, ve G,

graflart i¢in yukaridaki esitliklerin saglanmasi mimkiin degildir. Celiski elde ederiz.
Yani esitlik durumu gergeklesmez. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.17 G, ve G, graflarinin lexicografik carpim1 G =G, [Gz] grafi ile

gosterilsin. Bu durumda,

ny

IL(G) > (4n, )™ () J(11,(G)))™ (IL(G,))™"

X \/ (ﬁz(G]))"ﬁz(gz) (TL(G,))".

Ispat: ikinci carpimsal Zagreb es-indeksin tanimindan,

IL.(G)= [] [d;wd,;()]

uveE(G)

= [T T [(mde o)+ de, ) (madg, () +d, ()

u,€V(Gy) uweE(G,)

< T TT [(mde @) +de, () (nde, () +dg, (v)) ]

eV (Gy) uyv,2E(Gy)

< TT T [(mde @) +dg,(0,))(mdg, (v) +dg, (0,)) |

{ur 1}V (Gy) v 2 E(Gy)

bulunur. Bu esitlikte Lemma 5.2.2 kullanilirsa,
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6> [T 1 |4mdz a)d, @)d, o) |

u,€V(Gy) un€E(Gy)

<TT T1 [ 4 )dg () ) |

eV (Gy) uyv,2E(Gy)

CTT T[4y @)dg 60dg e o) |

{u, v}V (Gy) v €E(G))

n

= (am ) (i 60) (TG
X\/(ﬁz(cm)"”z(gz) (M.(G,)"

istenen sonug elde edilir. Simdi teoremin esitlik durumunun saglandigin1 varsayalim.
Bu durumda, Vuyv, ¢ E(G,) ve Vu, €V (G,) igin,

(nza’Gl (u)+dg, Wz))(”qu () +d,, (uz)) = 4\/1’12201(2;2 (uy)dg (u,)d (v)

esitligi saglanir. Oysa lemma 5.2.2 in esitlik kosulu geregi, Vu,v, ¢ E(G,) ve
Vu, eV(G,) i¢in, nd;(w)=dg u,) vend, (v))=d, (u,)dir. Bu ise G, ve G,

graflar1 i¢in miimkiin degildir. Kabuliimuz ile ¢elisiriz. Bu da ispati tamamlar.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tezde oncelikle graf teori ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Sonra, topolojik
indekslerden uglincii atom bag baglantilik indeksi, dordincii geometrik aritmetik
indeksi ile ilgili genel graflar i¢in sinir degerleri bulunmugtur. Daha sonra tek devirli
graflarin eksantrik baglantilik indeksi eslesme sayisina bagli olarak ifade edilmisgir.
Burada elde edilen tim sinirlar orijinaldir.

Son bolimde ise graf islemleri tanitilarak, ¢arpimsal Zagreb indeksleri ile ilgili
sinir degerleri elde edilmistir. Burada karmagik graf yapilarunin topolojik indeksleri
bilesenleri tiirinden ifade edilerek hesaplanma yoluna gidilmistir.

Das ve ark.(2013), graf islemlerinin ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢in st sinirlar
elde etmiglerdir. Bu ¢aligma igerisinde birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi igin yeni st
sinirlar bulunmustur. Burada elde edilen tiim sinirlarin Das ve ark.(2013) elde ettikleri
sinirlardan daha 1yi oldugu gortlebilir.

Ayni zamanda graf islemlerinin ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi i¢in st sinirlar
elde edilmigtir. Son olarak graf iglemlerinin ¢arpimsal Zagreb es indeksleri i¢in alt

sinirlar elde edilmistir.

6.2 Oneriler
Topolojik indeksler, graf teorinin 6nemli uygulamalarindandir. Kimya, fizik,
biyoloji, muhendislik, tip, farmakoloji, bilgisayar gibi bir ¢ok alanda uygulamalari
vardir. Bu tezde bazi topolojik indeksler ele alinmig ve sinir degerleri elde edilmisgtir.
Aragtirmact benzer metotlar uygulayarak, diger topolojik indeksler i¢in de sinir
degerleri elde edebilir. Ayrica bu tezde yer alan topolojik indeksleri o6zel graf

durumlarinda(agaglar, tek devirli graflar,..) inceleyebilir.
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