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OZET

Doktora Tezi

IKi BOYUTLU HIPERBOLIK GEOMETRIDE DENKLIK PROBLEMLERI
UZERINE

Yavuz Goksal

Ondokuz May1s Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Emin Kasap

Bu ¢aligsma 2-boyutlu hiperbolik geometride denklik problemleri iizerine yapilmistir.
Hiperbolik sayilara ait bazi ozellikler ifade edilerek, H*, W(H"), Hi,W(H}),
B(H),,W(B(H),), L(H), W(L(H) gruplarina gére denklik problemleri ¢6ziildii. Bu
sonuglart  kullanarak 0(1,1,R),SO(1,1,R) ve Lorentz gruplarinin denklik
problemleri ¢oziildi. Ayrica L(H),L, B(H),50(1,1,R), 0(1,1,R), B(H), gruplar
arasindaki baglantilar incelendi.

Haziran 2017, 99 sayfa
Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Geometri, Hiperbolik Sayi, invaryant, Lorentz Grup.



ABSTRACT

Doctoral Dissertation

ON TWO-DIMENSIONAL HYPERBOLIC GEOMETRC EQUIVALANCE
PROBLEMS

Yavuz Goksal

Ondokuz Mayis University

Graduate School of Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emin Kasap

In this study, On 2-dimensional Hyperbolic geometric equivalence problems. Some
properties of Hyperbolic numbers were shown. Equality problems for groups
H*, W(H*), H;, W(H}), B(H),,W(B(H),), L(H), W(L(H) were solved. Using
these results, equality problems for 0(1,1,R),S0(1,1,R) and Lorentz groups were
solved. Also the haks among the groups L(H), L, H*, W(H"),
Hi,W(H}),B(H),,0(1,1, R) were examined.
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1. GIRIS
1.1 Tezin Amaci

Bu doktora tezi ¢alismasinda, Hiperbolik sayilarin iki ve m > 2 nokta i¢in denklik

problemlerinin elde edilmesi amaglanmaktadir.

Bu amag¢ dogrultusunda H hiperbolik sayilar kiimesinin ¢arpim islemine gore

H* ve Hj alt gruplar1 tanimlandi ve incelendi.

G, hiperbolik sayilar kiimesinin ¢arpim islemine gore bir alt grubu olsun. Bu
sekildeki her altgrup icin R'*! uzayinda W (G) lineer izomorfu tanimlandi. G ve
W (G) arasindaki baglantilar incelendi. Ozel olarak W (L(H)) = L Lorentz grubu
oldugu gosterildi.

G = H*, Hy, B(H), ve L(H) gruplari igin hiperbolik sayilar kiimesinde keyfi

m (m > 1) dogal sayisi icin m —lilerin G —denklik problemi incelendi.

G ve W(G) gruplar arasindaki baglantiyr kullanarak, W(G) = W(H"),
W(H}), W(B(H),) ve L = W(L(H)) gruplar i¢in R*** uzaymda keyfi m (m > 1)

dogal sayis1 igin m — lilerin W (G) —denklik problemi incelendi.

1.2  Literatiir Ozeti

Hiperbolik say1 olarak adlandirilan sayilar gesitli kaynaklarda Split karmasik sayi,
perplex say1l, spacetime sayr veya Double karmasik sayr olarak adlandirilir. Bu

sekilde hiperbolik say1 adinin en az 18 tane farkl ¢esidi vardir.

Split karmasik sayilarin kullanimi1 James Cockle’ nin (1848) tarihli ¢alismasina
(Cockle, 1848) kadar gider. W. Kingdom Clifford split karmasik sayilar1 (Clifford,
1882) caligmalarinda kullanmistir. Hiperbolik sayilar Lie ve Scheffers’in (Lie ve
Scheffers, 1893) calismasinda da kullanildi.

Hiperbolik sayilar iki boyutlu uzay-zaman geometrisiyle baglantili oldugu I.
M. Yaglom’un (Yaglom, 1968) kitabinda verilmistir. Bu baglanti, P. Fjelstad’in

makalesinde (Fjelstad, 1986) iki boyutlu 6zel izafiyet teorisine genisletilmistir ve F.



Catoni ve P. Zampetti’nin (Catoni ve Zampetti, 2000) makalesinde 6zel izafiyet

teorisini genellestirmek i¢in kullanilmistir.

B. Chabat’ in (Chabat, 1990) kitabinda hiperbolik sayilar ultrasonic

phenomena’yi incelemek i¢in kullanilmistir.

G. Sobczyk yaptigi ¢alismada (Sobczyk, 1995) hiperbolik sayilar i¢in modiil,
ic-carpim, matris gosterimi ve grafikleri hakkinda bilgi sundu. Hiperbolik sayilarin

hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla gosteriminin ifadesini verdi.

F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni, P. Zampetti yaptiklar1 ¢alismalarda (Catoni
vd, 2003) hiperbolik sayilarin hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla ifadesini verdiler.

Hiperbolik sayinin grafiksel gosterimini sundular.

D. Boccaletti, E. Nichelatti, F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni, P. Zampetti
yazdiklar1 kitapta (Boccaletti vd, 2008) hiperbolik sayilar hakkinda genis bilgi
sundular. Hiperbolik sayilarin cebirsel 6zellikleri ve hiperbolik sayilarin 2- boyutlu
pseudo-oklid geometriye, trigonometriye ve fizige uygulamalari (Birman ve Nomizu,
1984; Catoni vd, 2004; Fjelstad ve Gal, 2001; Hazewinkle, 1994; Rochon ve
Shapiro, 2004; Ulrych, 2005; Yaglom, 1979) calismalarda verilmistir.

(Goksal, 2011) ve (Oren, 2004) tezlerinde hiperbolik sayilar teorisinde ortaya
¢ikmis olan L(H),B(H).,S0(1,1,R),B(H),,0(1,1,R) gruplarin1 incelendiler.
L(H),B(H).,B(H), gruplarmin H hiperbolik sayilar kiimesinde yoriingeleri
bulundu. L,S0(1,1,R), 0(1,1, R) gruplarinin R**! uzayindaki yériingeleri bulundu.
50(1,1,R),0(1,1, R) gruplarinin R*** uzaymdaki noktalarin invaryantlar incelendi.



2. GENEL BILGILER

2.1  Iki boyutlu pseudo Oklid uzayi, 0(1,1) ve SO(1,1) Gruplar

R reel sayilar cismi olsun. ki boyutlu R'*! pseudo-Oklid uzayi, i¢ carpimi
d(x,y) = (x,y) = x;y; — x,y, ile verilen indeksi bir olan lorentz i¢ ¢arpimli iki

boyutlu reel uzaydir.

Tanmm 2.1.1 : R! reel vektdr uzayr olmak iizere Vx,y € R  icin
(F(x),F(y)) = (x,y) olan F: R'*? — R!*1 doniisiimiine ortogonal déniisiim denir.

Ortagonal déniisiimler kiimesini 0(1,1) ile gosterelim (Oren, 2004).

Onerme 2.1.1: F:R'! — R keyfi ortogonal déniisiim ise, F lineerdir (Oren,
2004).

Tanim 2.1.2 : ¢: R x R — R, v = (vy,v,) € R x R indeksi bir olan
lorentz i¢ c¢arpmm olsun. @:R*1 - R, o) = ¢(v,v) = (v,v) = vZ —v3 ile
tanimlanan doniisiime R*? iizerinde ¢-i¢ ¢arpimiyla verilen kuadratik form denir

(Oren, 2004).

Onerme 2.1.2 : F: R*1 — R*? bir lineer doniisiim olsun. Bu taktirde, asagidakiler
denktir;

I) F, ortogonal doniisimdiir.

ii) F, kuadratik formu korur, yani keyfi x € R*** i¢in ¢(F (x)) = ¢(x)’ dir.

iii) F, R nin her ortonormal tabanin1 R'*1* nin baska ortonormal tabanina tasir
(Oren, 2004).

Onerme 2.1.3: 0(1,1) = {F: R™*1 — R™1: (F(x), F(y)) = {x,y)}, F € 0(1,1) <
{A= (Ccl Z) : A, F nin e, ve e, tabana gore matrisi,a, b,c,d € R,A'nA = n}
seklindedir, burada A%, A'nin transpozesidir (Oren, 2004).

Onerme 2.1.4: F € 0(1,1) olsun. Eger {ey, e,}, indeksi bir olan ortonormal taban ise,
{F(e,),F(e;)} de indeksi bir olan ortonormal tabandir(Oren, 2004).

Onerme 2.1.5: {e,e,} ve {fi, f>} indeksi bir olan ortonormal tabanlar olmak iizere
F(e;) = f;,1,j = 1,2 olacak sekilde bir tek F € 0(1,1) vardir (Oren, 2004).
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Sonug 2.1.1: Keyfi A € 0(1,1) i¢in detd = 1’ dir.
Onerme 2.1.6 : 0(1,1) matrislerde ¢arpma islemine gére bir gruptur (Oren, 2004).

Onerme 2.1.7 : SO0(1,1) = {4 € 0(1,1):detA = 1} kiimesi matrislerde carpma
islemine gore gruptur (Oren, 2004).

2.2. Kiime Uzerinde Grup Hareketi

Tanim 2.2.1: G bir grup ve E bir kiime olsun. Bir u: G X E — E donlisiimii verilsin.
g € G,x € E igin u(g, x) = gx seklinde yazalim. Vg4, g, € G,x € E igin;

1) (9192)% = 91(g2%)

ii) e, G' nin birimi olmak tizere ex = x

kosullar1 saglaniyorsa u ye G’ nin E iizerindeki hareketi(etkisi) denir (Oren, 2004).
Ornek 2.2.1: 0(1,1) grubunun R*** x R'** {izerindeki hareketini, g € 0(1,1) ve

(x,y) € R x R*1 olmak iizere, g(x,y) = (gx,gy) olarak tammlayalim.

Bunun hareket oldugunu gosterelim. Gergekten;

a) V919, €0(1,1) ve V(x,y) € R*! xR icin g;g, € 0(1,1) olacagindan;

(9192)(x,v) = ((9192)%, (9192)y) = (91(92%), 91(92Y)) = 91(g2%, g2V)
= g1(g2(x,y)) elde edilir.

b) I€0(1,1) birim eleman olmak iizere V(x,y) € R*1x R"*! i¢in

I(x,y) = (Ix,1y) = (x,y) olup istenen saglanir.

Benzer sekilde H < 0(1,1) altgrubunun R1*1 x --- X R1*1 (m tane) iizerindeki
hareketi, g€ H c O0(1,1),x = (xq,**,%Xp) € R x ... x R1*1 olmak fiizere,
g(xg, -, %) = (gx1,, gxm) € R x ... x R1*1 ile verelim. Bunun hareket

oldugu benzer sekilde gosterilir.

Sirastyla verilen xq,---,x,,, € R elemanlar dizisine m —li diyelim ve bu
diziyi (xq,+, %) seklinde veya {xq,--, x;,} seklinde yazalim (m > 1 durumunda

{x1, ", X} ifadesi m —li anlamda kullanildiginda “m —Ii” kelimesi kullanilacak).



2.3. G-Denk Vektorler Sistemi ve G-Yoriinge

Tanim 2.3.1: G bir grup olmak iizere, G’ nin R*! {izerindeki bir etkisi verilsin.
x € R,y € R olsun. Eger 3g € G dyle ki y = gx ise x eleman y’ ye G-denktir

denir ve bu durum x ¢ y ile gosterilir (Oren, 2004).

Iki vektdr ailesinin denkligi ise su sekilde verilir. {x,,7 € T} ve {y,,7 € T},
R*1 de iki vektor ailesi olsun. 3g € G igin y, = gx, VT € T ise bu vektor ailelerine

G-denktir denir ve {x,, 7 € T} E {y;, T € T} ile gosterilir.

{x,T€T} ve {y,t€T}R™! de iki vektdr ailesi olsun. 3g € K igin
V. = gx;, VT € T ise bu vektdr ailelerine K —denktir denir ve {x,, 7t € T}*{y,, v €

T} ile gosterilir.

Onerme 2.3.1: G grubunun R*? {izerindeki etkisi verilmek iizere, x,y € R*? i¢in

X f y bir denklik bagintisidir (Oren, 2004).

Tanim 2.3.2: Bir G grubunun bir E kiimesi iizerinde etkisi verilsin. Bir x € E
noktasmin G ydriingesi Gx = {gx: g € G} olarak verilir (Oren, 2004).

Ornek 2.3.1: G = 0(1,1) ve E = R**?! alalim. 0(1,1)’nin R**? iizerindeki etkisini,
_f(a b _(* 1+1 . . . a b\ (%1
g= (C d) € 0(1,1), X—(x2> eER olmak tizere, matrislerin (C d) (xz)
carpimui seklinde tanmimlayalim. Bu etkiye 0(1,1)’nin R**? {izerindeki etkisi diyelim.

Bir x € R'*! noktasmin 0(1,1) yoriingesi
_([a b\ (*1 a b\ (%1
o, ={( 2)(Ga). (% 2)(a)llal# blabeR}
seklindedir.
Not: 1) Yoriingeler, G-denklik bagintisinin denklik siniflaridir.

2) Iki yoriingenin arakesiti bos kiime degilse ydriingeler ¢akisir. Eger iki yoriingenin

arakesiti bos kiime ise, bu yoriingeler farkli yoriingelerdir.

24.0(1,1),50(1,1) ve L Gruplarimin Ydriingeleri

0(1,1) ve SO(1,1) gruplarmin R*1 {izerindeki dogal etkilerini alalm. Verilen
k € Rigin {x = (x,%,) € R¥1:x2 — x2 = k} kiimesini Y}, ile gdsterelim.

Onerme 2.4.1: i) Keyfi k # 0 icin Y}, kiimesi 0(1,1) grubunun ydriingesidir.

5



i) k = 0 i¢in Y5\{(0,0)} kiimesi O(1,1) grubunun yoriingesidir.
iii) {(0,0)} noktas1 0(1,1) grubunun yoriingesidir.

iv) 0(1,1) grubunun i),ii) ve iii)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi
yoktur(Oren, 2004).

k=0 igin {x=(x,x;) €Y,\{(0,0)}:x; =x,} kimesini Y, Ve

{x = (xq,x;) € Y5\{(0,0)}: x; = —x,} kiimesini Yy, ile gosterelim.

Onerme 2.4.2: i) Keyfi k # 0 i¢in Y}, kiimesi SO(1,1) grubunun yériingesidir.
ii) k = 0 i¢in Y, kiimesi SO(1,1) grubunun yoriingesidir.

iii) k = 0 i¢in Yy; kiimesi SO(1,1) grubunun yoriingesidir.

iv) {(0,0)} noktas1 SO(1,1) grubunun yoriingesidir.

v) SO(1,1) grubunun i),ii), iii) ve iv)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi
yoktur (Oren, 2004).

k > 0 i¢in: Yo = {x = (x1,%,) € Vy:x; > 0} ve Yy, = {x = (x4, %) € Yp:x; < 0},
k < 0 i¢in: Yo = {x = (x1,%,) € Yiix, > 0} Ve Yy = {x = (x4, %) € V31 x, < 0},
k = 0icin: Yy = {x = (xq,x3) € Ypo: 1, > 0}, Yp01 = {x = (xq,x,) € Yyy: x4 < 0}
Yo10 = {x = (xq,x3) € Yy1: x5, > 0}, Yp11 = {x = (x1,x3) € Yp1: x, < 0} kiimelerini

gosterelim (Oren, 2004).

L={A= (Z Z) ,detA = a? — b? = 1 ve a > 1} altkiimesini alalim.

Onerme 2.4.2: L altkiimesi 0(1,1) grubu altinda matrislerde ¢arpma islemine gore
altguptur (Oren, 2004).

Onerme 2.4.3: i) Keyfi k # 0 igin Y}, Ve Y, kiimeleri L grubunun yériingeleridir.

i) k = 0 i¢in Y500, Yo01, Yo10, Yo11 kiimeleri L grubunun yoriingeleridir.

iii) {(0,0)} noktast L grubunun yoriingesidir.

iv) L grubunun i),ii) ve iii)’ de verilen yoriingelerinden farkli yoriingesi yoktur
(Oren, 2004).



2.5. G —Invaryant Fonksiyonlar

Tanim 2.5.1: G bir grup olmak iizere, G' nin R'*1 {izerindeki etkisini alalm. f, R1*1
tizerinde tanimli sifirdan farkli bir reel degerli fonksiyon olsun. Vg € G igin
f(gx) = f(x), vx € R¥*1 ise f, fonksiyona G-invaryant denir (Oren, 2004).

Tiim G-invaryant polinomlar kiimesi R[x]¢ ile, tiim G-invaryant rasyonel
fonksiyonlar kiimesi R(x)¢ ile gosterilir.

Ornek 25.1: 0(1,1) grubunun R¥™! iizerindeki dogal etkisini alalim.

X111 X21

*11 X21 .
X, = (X1z)’x2 = (xzz) € R*1 olmak iizere |det(xy,x;)| = ”x12 xZZ” alinirsa
bu 0(1,1) invaryanttir. Gergekten, vg € 0(1,1) icin,

|det(gx,, gx2)| = |detgdet(xy, x,)| = |detg||det(xy, x5)| = |det(xq, x2)| elde

edilip istenen saglanir.

x%y durumunda 3g € G igin y = gx tir. Vf,G-invaryant polinomu igin
f(y) =f(gx) = f(x) oldugundan f(y) = f(x)’ dir. Tersine ,Vf,G-invaryant
polinomu i¢in f(y) = f(x) ise y,x’ ¢ G — denk olmayabilir.
Tanim 2.5.2: R reel sayilar cismi, V- R iizerinde n > 1 boyutlu keyfi reel vektor
uzayli ve X1, Xy, '+, X, € V olmak lizere
(x1,x1) 0 (xg, %)
Gr(xlﬂxb""xn) = : " :

(xnrxl) (xn: xn)
matrisine Gram matrisi denir (Oren, 2004).

Ornek 2.5.2: 0(1,1) grubunun R*! {izerindeki hareketini alalm. x,x, € R1*1

<x1'x1) <x1'x2)

olmak tlzere detGr(x,,x =det(
( ! 2) (xz,x1> (xz'x2>

) alimrsa  bu 0(1,1)
invaryanttir. Gergekten, Vg € 0(1,1):

(gx1,9x1) (9x1,9%3) _ (x1,x1)  {x1,%7)
(9x2,9x1) (gxz,gx2)>_det<<x2'x1) (xz,x2)>

= detGr(xq, x,) bulunur.

detGr(gxy, gx,) = det(

Tamim 2.5.3: G < 0(1,1) bir alt grup ve f, R**? iizerinde tamiml sifirdan farkli bir
fonksiyon olsun. 3A(h)(h € G) fonksiyonu igin f(hx) = A(h)f(x),Vh € G,Vx €
R*1 ise f~ ye nispi invaryant denir. Burada A(h) fonksiyonuna ise f> nin garpani
denir (Oren, 2004).



x € R, hy, h, € G olmak iizere f, A carpanina sahip, sifirdan farkli bir nispi

invaryant fonksiyon olsun. Bu durumda;

f((hlhz)x) = f(hl(hzx)) = A(h1)f(h2x) = l(hl)ﬂ(hz)f(x)
f((hlhz)x) = A(hyhy)f (x)

ve f sifirdan farkli oldugundan A(h,)A(h,) = A(hih,),Vh h, € H elde edilir. Yani
carpan bu 6zelligi saglar.

Ornek 2.5.3: G = 0(1,1) ve x;,x, € R olsun. 0(1,1)" in R*?! {izerindeki etkisi
ornek 2.5.1°deki gibi olmak tizere f(xq,x;) = det(xy,x;) polinomunu O&rnek
2.5.1°deki gibi alalim. Vg € G igin f(gxq, gx,) = det(gx,, gx,) = detgdet(xy, x;)
olup A(g) = detg olur. det(g,9,) = detg,detg, oldugundan, determinant, 0(1,1)

grubuna gore nispi invaryanttir.

2.6.0(1,1) ve SO(1,1) Grup Elemanlarin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimiyla
ifadesi

Onerme  2.6.1: A= (‘Cl Z) €0(1,1) = A= (Z Z),detA =1  veya
A= ((1) _01) (¢ Z) detd = —1° dir (Oren, 2004).

b
d

a b

Onerme 2.62: A= (‘C‘ ) €50(1,1) = A = (b a),detA —a?—b2=1 dir

(Oren, 2004).

a b

Onerme 2.6.3: A = (b 0

) €S0(1,1) ise |al = 1" dir (Oren, 2004).

2.7. L Grup Elemanlarin Hiperbolik Fonksiyonlar Yardimiyla ifadesi

Onerme 2.7.1: A € SO(1,1) igin;

a

1) Eger A = (b

Z),detA =a?—b?=1vea>1 ise tek a € R vardir, dyle ki,
cosha sinha

s s a) dir (Oren, 2004).

a = cosha,b = sinha olup 4 =(

cosha sinha

2) Eger A= (sinha cosh a

) seklinde bir matris ise cosh? @ —sinh?a =1 ve

cosh a > 1’ dir (Oren, 2004).



3.HIPERBOLIK SAYILAR

3.1. Hiperbolik Sayilarin Temel Baz1 Ozellikleri

Tanim 3.1.1: Va, b € R olmak tizere A = (a, b) ikilisine siral1 ikili denir.

R?=RxR={(a,b):a,b € R} olmak iizere, Vh k€ R?h = (x,v),
k=(z,w)vex,y,z,w € Ricinx =z,y =w & h = k denir.

Simdi de R? = {(x,y):x,y € R} iizerinde toplama ve carpma islemini
tanimlayalim.
Tanim 3.1.2: @: R? X R? - R? i¢ islemi h = (x,y),k = (z,w) € R? olmak iizere
h@®k=(xy) @ (zw)=(x+z7y+w) seklinde tanimlanir ve R?’ deki toplama

islemi olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.3: ©: R? X R? - R? i¢islemi h = (x,y),k = (z,w) € R? olmak iizere
hOQk=(xy) ©(z,w) = (xz +yw,xw + yz) seklinde tanimlanir ve R?’ deki

carpma islemi olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.4: R Reel sayilar kiimesi olmak iizere R? kiimesi iizerinde Tanim 3.1.2
ve Tamim 3.1.3” deki gibi toplama ve ¢arpma islemleri tanimlanmis ise (R%,6,0)

kiimesine Hiperbolik sayilar kiimesi denir ve H ile gosterilir (Goksal, 2011).
Teorem 3.1.1: H kiimesi birimli ve degismeli halkadir (Goksal, 2011).
Teorem 3.1.2: H kiimesi bir cisim degildir (Goksal, 2011).

Not: @ isemi yerine “+” ve (© islemi yerine “.” kullanilacaktir.

Teorem 3.1.3: H hiperbolik sayilar halkast R reel sayilar cismine izomorf bir alt

kiimeyi alt cisim olarak kapsar (Goksal, 2011).

Tanim 3.1.5: Teorem 3.1.3” {in sonucu olarak (a, 0) hiperbolik sayisinin izomorfu

olan a reel sayisi olarak gosterilecek yani; (a,0) = a alinacaktir.

Tanim 3.1.6: Bir A = (a,b) € H hiperbolik sayisinda "a" reel sayisina A’ nin reel
kismi, "b" reel sayisina A’ nin hiperbolik kismi denir ve Re(4) = a,Hp(A) = b
seklinde yazilir (Goksal, 2011).



Tanim 3.1.7: (0,1) hiperbolik sayis1 § ile gosterilecektir yani; (0,1) = § alinacak ve
hiperbolik birim olarak adlandirilacak (Goksal, 2011).

Sonug 3.1.1: 6% = 1°dir.

Teorem 3.1.4: A= (a,b) € H i¢cin A = a + §b seklinde tek tiirlii yazilabilir yani;
(a,b) = a + &b’ ye esittir (Goksal, 2011).

Tanim 3.1.8: A € R ile A € H sayisinin ¢arpimi1 R X H — H, A(a, b) = (1a, Ab)
seklindeki sayiya bir hiperbolik sayinin bir reel skaler ile ¢arpimi denir (Goksal,
2011).

Z 2) formundaki matrisler kiimesi olsun.

M’ de matrislerdeki (4) ve () islemlerini goz Oniine alahm. (M, +,") islemlerine

Teorem 3.1.9: a, b € R olmak iizere, M,(

gore M birimli degismeli bir halkadir ve W:H - M,W(a+ 6b) = (Z Z)
dontigiimii bir halka izomorfizmasidir (Goksal, 2011).

Onerme 3.1.1: A = (a,b), B = (c,d) € H olsun. Bu taktirde; AX = B, X = (x,y) €

H denkleminin H’da ¢6ziimii vardir < asagidaki dort sarttan herhangi biri saglanir:
1) |a| # |b| ve Vc,d € R,

2)a=b,c=d,a+0,

3)a=—-b,c=—-d,a#0,

4)a =b =c=d =0 (Goksal, 2011).

Onerme 3.1.2: A=a+ &b € H,a, b € R olsun. Bu takdirde A=1 € H mevcuttur
< |a| # |b|’ dir (Goksal, 2011).

Onerme 3.1.3: Hiperbolik sayilar halkasinin sadece dért ideali vardir ve onlar

sunlardir:
1) A = {0},
2) A =H,

A={r(1+06):reR}
4) A = {r(1 - 8):r € R} dir (Goksal, 2011).

Onerme 3.14: A=a+ 6b,a? — b? # 0 hiperbolik say1 olsun. Bu takdirde bu
hiperbolik saymin hiperbolik fonksiyonlar yardimu ile ifadesi sdyledir:
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1) a?—-b?>=c%c>0,ceR ve a=>c ise tek bir a €R mevcut Syle ki
A = c(cosha + § sinh ) dir.

2) a®?—b?*=c%c>0,ceR ve a<—c ise tek bir « € R mevcut dyle ki

A = —c(cosha + § sinh ) dir.

3) a?—b*=—-c%c>0,ceR ve b>c ise tek bir a € R mevcut dyle ki
A = 6c(cosh a + 6 sinh ) dir.

4) a?—-b?>=—-c%c>0,ceR ve b<—c ise tek bir « € R mevcut dyle ki
A = —4c(cosh a + 6 sinh «) dir (Goksal, 2011).

Not: Onerme 3.1.4° de verilen hiperbolik sayilarm hiperbolik fonksiyonlar

yardimiyla ifadesi kompleks sayilarin Euler formiiliiniin benzeridir.

Onerme 3.1.5: A =a+ &b hiperbolik sayis1 a? —b? =0 sartin1 saglasin. Bu
takdirde bu say1 i¢cin a + b = c(cosha + § sinh ) veya a + 6b = cd(cosha +
é sinh a) olacak sekilde ¢ € R ve a € R sayilari mevcut degildir. Yani bu hiperbolik

say1 i¢in Euler formiiliiniin benzeri mevcut degildir (Goksal, 2011).

3.2. Hiperbolik Sayilarda 1. tip ve 2. tip Mutlak Degerler

Tanim 3.2.1: A = (a,b) € H hiperbolik sayilarinin biitiiniine hiperbolik diizlem
denir. Her bir (a, b) ikilisine hiperbolik diizlemin bir noktasi1 veya hiperbolik sayi

denir.

Tanim 3.2.2: a? — b? reel sayisina A = a + 8b hiperbolik sayisiin 1. Tip mutlak
degeri  denir ve |A|l; =|a+d6b|; seklinde  gosterili.  Su  halde
|Al; = |a + &b, = a?® — b? olur (Géksal, 2011).

Teorem 3.2.1: VA € H i¢in |A|; = |a + 6b|; = 0 & |a| = |b|’ dir(Goksal, 2011).
Sonug 3.2.1: VA € H, A # 0’nin tersi vardir & |A|; # 0 (Goksal, 2011).

Teorem 3.2.3: VA,B € H, B = c + 6d ve |c| # |d]| i¢in |§| = % esitligi saglanir
1 1

(Goksal, 2011).

Tanim 3.2.3: /|a? — b?| reel sayisina A = a + &b hiperbolik sayisinin 2. tip mutlak
degeri  denir ve |A|, =|a+6b|, seklinde  gosterili.  Su  halde

|Al, = |a + 8b|, = \/|a? — b?| olur (Goksal, 2011).
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Teorem 3.2.4: VA € H i¢in |A|, = |a + 8b|, = 0 & |a| = |b|’ dir (Go6ksal, 2011).

Teorem 3.2.5: VA, B € H i¢in |AB|, = |A|,|B|, esitligi saglanir (Goksal, 2011).

Teorem 3.2.6: VA, B € H, B = ¢ + 6d ve |c| # |d| icin |§| = % esitligi saglanir
2 2

(Goksal, 2011).

Teorem 3.2.7: A € H ve |A|; = 1 kosulunu saglayan elemanlarin kiimesini B(H),
ile gosterelim. B(H); = {A = (a,b) € H: |A|; = a* — b* =1}, -, islemine gore
degismeli gruptur (Goksal, 2011).

Teorem 3.2.8: A € H ve |A|, = 1 kosulunu saglayan elemanlarin kiimesini B(H),
ile gosterelim. B(H), = {A = (a,b) € H: |A|, = +/|a? — b?| = 1}, -, islemine gore
degismeli gruptur (Goksal, 2011).

Teorem 3.2.7: L(H) ={A=a+ 6b € H,|A|; = a®* — b? = 1,a = 1} olmak iizere
L(H), ¢arpim iglemine gore degismeli gruptur (Goksal, 2011).

Onerme 3.2.1: H* = {A = (a,b) € H: a®> — b? # 0}, -, islemine gore degismeli
gruptur (Goksal, 2011).

Onerme 3.2.2: L(H) € B(H), € B(H), € H*, B(H),,B(H),’ nin alt grubudur ve
B(H), # B(H), dir (Goksal, 2011).

3.3. B(H)1 -Denklik Problemi

Tanim 3.3.1: hy, h, € H olsun. Eger h, = gh, olacak sekilde g € B(H), varsa h,ve

h, elemanlari B(H), e gore denk denir ve h; 7)1

2011).

h, seklinde gosterilir (Goksal,

Onerme 3.3.1: x 241y bagintis1 bir denklik bagmntisidir (Goksal, 2011).
Onerme 3.3.2: A,B € Hve A®®1 B ise ||, = |B|; dir (Géksal, 2011).

Onerme 3.3.3: A,BEMH,|Al, #0,|Bl; 20 ve |Al; =B, ise ABU1p dir
(Goksal, 2011).

Onerme 3.34: A=x+68y#0,B=z+6éw#0€H,|A|, =|B|, =0 olsun. Bu
taktirde:

1) x =yvez=wise A1 B dir.
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2)x = —yvez = —wise A 21 B dir.

3)x = —yvez=w.ise Aeleman B’ ye B(H), denk degildir.

4) x = yvez=—wise A eleman B’ ye B(H), denk degildir (Goksal, 2011).
B(H), tim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfi k # 0,k > 0 igin { x + 8y € H: x? — y? = k},

2) Keyfi k # 0,k < 0igin { x + 8§y € H: x? — y? = k},

k=0igin {x+6y€eM:x>—y?=k}=>{x+yeH:x =y,x =y # 0},

A k=0i¢in {x+6yeH: x> —y2=k}=>{x+6yeH:x = —y,x = —y # 0},

5) {(0,0)} (Goksal, 2011).
3.4. L(H) -Denklik Problemi

Tanim 3.4.1: hy, h, € H olsun. Eger h, = gh, olacak sekilde g € L(H) varsa h,ve
h, elemanlari L(H)’ e gore denk denir ve hy “ h, seklinde gosterilir (Goksal,
2011).

Onerme 3.4.1: x ““) y bagintis1 bir denklik bagintisidir (Goksal, 2011).

Onerme 3.4.2: A, B € H ve A*) B ise |A|, = |B|, dir (Goksal, 2011).

Onerme 3.43: A=x+68y,B = z+ éw € H, |A|; # 0,|B|; # 0 olsun. Bu taktirde:
1) Al = |Blpx2 —y2 =22 —w?2=c%c>0,c€R, x=c,z > cise, A" B dir,

2) |Al, = |Bly,x? —y2 =22 —w?=c%c>0,ceER x < —c,z< —cise, A" B
dir.
3) |Al; = Bl x?—y? =22 —w?=—c%c>0,cER, y=c,w>c ise, A" B
dir.
4) |Aly=IBly,x*—y*=2z2—w?=—-c%c>0,ceR, y<—cw<—c ise

A B dir (Goksal, 2011).

Onerme 3.44: A=x+68y+#0,B=z+6éw#0€H,|A|, =|B|, =0 olsun. Bu
takdirde:
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1)x =yvez=wise A" B dir.

2)x = —yvez=—wise A B dir.

3)x = —yvez=wiseAeleman: B’ ye L(H) denk degildir.

4)x =yvez=—w.ise Aelemam B’ ye L(H) denk degildir (Goksal, 2011).
L(H) tiim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfi k € R,k > 0igin { x + 8y € H: x? — y? = k,x > 0},

2) Keyfi k € R,k > 0igin { x + 8y € H: x*> — y? = k,x < 0},

3) Keyfi k € R,k < 0igin { x + §y € H: x2 — y% = k,y > 0},

4) Keyfik # 0,k < Oigin { x + 6y € H: x?> —y% = k,y < 0},

5k =0icin {x + 5y € H: x? —y2 = k,x > 0},

6) k =0igin { x + 6y € H: x? —y% = k,x < 0},

7)k =0icin {x + 5y € H: x?> —y2 = k,y > 0},

8)k=0i¢in {x + 8y € H:x?> —y? =k,y < 0},

9) {(0,0)} (Géksal, 2011).

3.5. B(H), -Denklik Problemi

Tanim 3.5.1: hy,h, € H olsun. Eger h, = gh; olacak sekilde g € B(H), varsa

h,ve h, elemanlar1 B(H), e gore denk denir ve h; B(f)z h, seklinde gosterilir

(Goksal, 2011).
Onerme 3.5.1: x 2#2 y bagintis1 bir denklik bagmtisidir (Goksal, 2011).
Onerme 3.5.2: A, B € Hve A®®2 B ise | 4], = |B|, dir (Goksal, 2011).

Onerme 3.5.3: 4, B € H, |4, # 0,|B|, # 0 ve |A|, = |B|, ise A ™2 B dir (Goksal,
2011).

Onerme 3.54: A=x+8y#0,B=2z+6w #0€H,|A|, =|B|, =0 olsun. Bu
taktirde:

1)x =yvez=wise A2z B dir,
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2)x = —yvez =—w ise A2z B dir.

3)x =—yvez=wise Aeleman: B’ ye B(H), denk degildir.

4)x =yvez=—w.ise Aelemanm B’ ye B(H), denk degildir (Goksal, 2011).
B(H), tiim yoriingelerini su sekilde verebiliriz:

1) Keyfi k # 0,k > 0 igin { x + 8y € H: |x? — y?| = k},

Dk=0i¢in{x+syeM:x>?—y?>=k}=>{x+6yeH:x=y,x =y # 0},

k=0igin {x+6y€eMH:x>—y?=k}=>{x+8y€eH:x = —y,x =—y # 0},

4) {(0,0)},

seklinde ifade edilebilir (Goksal, 2011).

3.6.L,L(H),B(H){,50(1,1),B(H),,0(1,1) Gruplar:1 Arasindaki Baglantilar

Onerme 3.6.1: f:B(H); — SO(1,1) doniisimii A = (a + 6b) € B(H), igin

a b

f(A) = (b a) olarak tanimlansin. Bu takdirde f, B(H), den SO(1,1)’ e grup

izomorfizmasidir (Goksal, 2011).

Onerme 3.6.2: f:L(H) c B(H); — L c SO(1,1) tammlansm. f, L(H)* den L’ ye
grup izomorfizmadir (Goksal, 2011).

a b

Onerme 3.6.3: A = (b a),detA =a?—b%=—-11ise A¢ 0(1,1) dir (Goksal,

2011).

Sonug 3.6.1: M(2,R), 2 X 2 tipindeki tim matrislerin kiimesi olarak tanimlansin.

a b
b a

F(B(H),) € M(2,R) alt grubudur. f(B(H),) € SO(1,1) ve f(B(H),) & 0(1,1)’
dir (Goksal, 2011).

f:B(H), — M(2,R) doniisimii A = (a + 6b) € B(H), igin £(4) = (¢ )olsun,
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. RM1 - Uzayinda Noktalar Sisteminin G — Denklik Problemi ve
H — Uzayinda Q — Denklik Problemi

M(2,R), tim 2 X 2 tipinde reel matrisler kiimesi olsun. GL(2, R), tersi mevcut olan
tiim 2 X 2 tipinde matrisler olsun. GL(2, R) kiimesi matrislerin ¢arpma islemine gore
bir gruptur. G,GL(2,R)’ nin bir alt grubu olsun. R'*1’ nin elemanlarini siitun

seklinde yazalim. yani; v € R!*1, v = (Z), a,b € R dir.

P11 P12

P21 pzz) €

Simdi de G, R*! deki etkisini su sekilde tanimlayalim: p = (
v=(%) € R"™ a:G x R"™* — R'** doniisiimil

Pua P
W =pv=(p, ;) 6) = G

) seklinde tanimlansin.
Onerme 4.1.1: a: G x R'*? — R1*1

(p,v) = alp,v) =pv
doniisiimii G nin R+ deki bir etkisidir.

Ispat: a déniisiimii G> nin R1*1 deki bir etkisi oldugunu gdstermek igin:
() Vp, g € G,v € R* igin a(pg,v) = a(p, a(g,v)) oldugunu gosterelim.
a(pg,v) = (pg)v
_ [ (P11 P12\ (911 Y12 a
- <(P21 P22> (921 922)> (b)

_ (P11911 + P12921 P11912 + P12922) (a)
P21911 t P22921 P21912 t P22922/ ‘P

— ((p11g11+p12921)a+(p11912+p12g22)b)
(P21911+DP22921)a+P21912+D22922)b

=(p11 P12) (agll+bg12)
P21 P22/ \agz21+bgz2

S [ (A IH)

= a(p, a(g,v)) dir.
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(i) Vv € R e € G i¢in a(e, v) = v oldugunu gosterelim.

I = ((1) (1)) € G birim elemanini alalim. a (I, v) = Iv = v dir.

Tanim 4.1.1: {uy,uy, -, Uyt € R™L, {v;,v,, -, 1, € R m —liler verilsin
=pv;, Vi=12,--,m olacak sekilde Ip € G varsa {uy, u,, -, Uy} Ve
{(v1,V5,, v} —m’lileri G — denktir denir ve {uy,uy, -, Up} C (v1, Vs, -, U0}

seklinde gosterilir.

Ornek4.1.1:u = (), v = (g g) € R** olsun. Bu takdirde

(1L1) (V3-v2
() (£)

dir.

Coziim: (1) 500D (ﬁ:ﬁ) = (ﬁ:g) =p() olacak sekilde 3p € SO(1,1) var

oldugunu gosterelim.

_ (V3 V2

Egerp = ( ) olarak alirsak,
ger p NBNE

p(—ll):(\/i f)(iﬁ(ﬁ:ﬁ) bulunur.  Onerme 2.6.2°ye gore ve

det(p) = = 1 oldugundan p € SO(1,1) dir.

5l

H — Hiperbolik sayilar kiimesi olsun. H’ da tersi mevcut olan ( yani h € H i¢in
h =a+ 6b,|al # |b|) elemanlar kiimesini H" seklinde gosterelim. H" kiimesi H’
daki carpim islemine gore bir gruptur. Q, H 1 bir alt grubu olsun. Q” nun H’ deki
etkisini, a(k, h) = kh,k € Q, h € H seklinde tanimlayalim.

Onerme 4.12: a:Q xH — H

(k,h) — a(k,h) = kh

dontisimii Q° nin H deki bir etkisidir.
Ispat: a déniisiimiiniin Q” nun H deki bir etkisi oldugunu gostermek icin;
Q) Vk=c,+d6d;, r=c,+8d, €Q, h=a+6b€eH icin
a(kr,h) = a(k, a(r, h)) oldugunu gosterelim.
a(kr,h) = (kr)h = ((c; + 8d,)(c, + 8d;))(a + 8b)
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= (163 + dydy + 8(c1d, + dycy))(a + 8b)
= (c165 + dydy)a + (c1dy + dyc)b + 8((c1dy + dicy)a +
(c1¢; + did;)b)
= (c; + 6dy)(ca + dyb + 8(dya + c,b))
= (¢, + 6dy)((c, + 8dy)(a + 8b))
= a(k,a(r, h))
dir.

(i) I=1+06 € Q birim elemanm1 alahm. Vh € H i¢in a(l,h) = Ih = h dir.

Dolayistyla a doniisiimii Q* nun H daki bir etkisidir.

Tanim 4.1.2: {hy, hy, -+, hy} € H, {kq,ky, -+, ki) © H m —liler verilsin k; = gh;,
i =1,2,---,m olacak sekilde g € Q varsa {hq, hy, -+, hp 1 {k1, ko, -+, ki } — mlileri
Q — denktir denir ve {hy, hy, -+, i} ¢ {k1, ky, -+, k) seklinde gosterilir.

Ornek 4.1.2: h =2 — 8,k = 2 + 6 € H olsun . Bu takdirde, h 51 k> dir.

Coziim: h® (f)l k = k = gh olacak sekilde 3g € B(H), oldugunu gosterelim: Son

esitligin her iki tarafin1 h™! ile ¢arparsak, kh™* = ghh™! = g = kh~1 olur.

g € B(H)4 olup olmadigini inceleyelim:

kh™l=(2+8)2-8)"1=(2+06) (%) =22,
5+468 52 4?2 1
Dolayisiyla g = —— bulunur. Buradan |g|; = 2 = 1dirO halde g € B(H),

olur.
Ornek 4.1.3: h=3+25k=5+46€H ve ozel olarak G = B(H),
alirsak, h B(f)l k’ dir.
Coziim: Kabul edelim ki, h2®)1k olsun. Bu takdirde h 21k = k = gh olacak
sekilde 3g € B(H), vardir. O halde son esitligin her iki tarafin1 h~1 ile ¢arparsak,
kh™' = ghh™' = g = kh™ ! olur.
g € B(H), olup olmadigimi inceleyelim:

kh™! = (5 + 48)(3 + 26)~?

18



3-28

= 2 (15 — 108 + 126 — 8)
= (7 +26)

Dolayisiyla g = %(7 + 26) bulunur.

2 2
Fakat [gl; = (2) = () =2 — - =3 =2+ 1 oldugundan g & B(H)," dir.

5 5/ T 25 25 25

Dolayisiyla h B(f)l k dir.

4.2. R1*1 Uzayinda M(R'*1,R) ve M(H, R) Gruplar1 Arasindaki Baglantilar

Onerme 4.2.1: F: H — R*1
(a + 6b) — F(a + 6b) = (Z) a,beR

seklinde  tanimlanan F  donlisimii R {izerindeki  lineer  uzaylarin

R — izomorfizmasidir.
Ispat: F nin birebir oldugunu gosterelim,

VYa+ 6b,c + 6d € H,
F(a + &b) = F(c + 6d) olsun, (g) = (;) =a=cveb=d=a+8b=c+dd
bulunur. O halde F birebirdir.

F nin orten oldugunu gosterelim;
V(Z) € R F(a+ 6b) = (g) olacak sekilde a + &b € H vardir. Dolayisiyla F
ortendir.

F nin lineer oldugunu gosterelim;

F((a+6b) + (c+6d)) =F((a+c) + (b+d)d)

= (bra

=)+ ()
=F(a+8b)+F(c+48d)
dir.

VAER
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F((a+ 6b)A) = F(aAd + 6bA)

_ (aA

= (52

= (3)2

= F(a+ 6b)A
dir. O halde F, R — lineerdir.

F,R — izomorfizmadir.
Onerme 4.2.2: F1: R*1 S H
(Z) — F1 ((Z)) =a+6b,abeER

seklinde tanimlanan F~! doniisimii R {izerindeki lineer uzaylarm R —

izomorfizmidir.

Ispat: Onerme 4.2.1 geregi F:H — Rt doniisiimii birebir, drten oldugundan

F~1: R — H déniisiimii vardir.

F~1 nin birebir oldugunu gosterelim;
v(3) () € R

F1 ((‘;)) =F! ((;)) olsun;
(@)= (©)

esitligine F ile soldan bileske islemi uygularsak,
F(F () =7 (F ()

) =@

elde edilir. O halde F~1 — birebirdir.

bulunur. Boylece,

F~1 nin érten oldugunu goésterelim;
Ya+6b e H; F?! ((Z)) = a + &b olacak sekilde (‘;) € R*1 var oldugunu

gosterecegiz. F~1 ((Z)) =a + &b esitligine F ile soldan bileske islemi uygularsak,

F (F‘1 ((g))) = F(a+ 8b) = (%) = F(a + 8b)

elde edilir. F 6rten oldugundan (§) € R**** dir. Dolayistyla F~* Srtendir.
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F~1 nin lineer oldugunu gosterelim;

O+ Q) =F G
=(a+c)+(b+d)
= (a+ 6b) + (c + 6d)

() +F (@)
dir. VA € R;
() = F(G)
=al+ ébA
= (a+6b)A

()

dir. F~1, R — lineerdir.
F~1, R — izomorfizmadir.

Teorem 4.2.1: F:H — R*1
(a+68b) — F(a+6b) = (§),
a,b € R olsun. Bu takdirde G:H — H, R — lineerdir.< FoG o F 1Rl —

R R — lineerdir.

Ispat:(=): G:H — H, R-— lineer olsun. FoGoF™1,R— lineer oldugunu
gosterelim. V(g), (2) € R1*1:

(FoGoF ™ (()+ (D)= Fe6eF™(()+Fa6oF(()

oldugunu gosterelim.

(FOGOF_l)(()+(d) = (Fo G)(F 1 (b)+(d )F‘l,R—Iineer;
(Fo ( (@)+F(©))

( rr())))

- (o (F (@D +oe ()

G, R —lineer oldugundan;

F,R —lineer oldugundan;
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—F (G (F (@) + PG ((2)))>

= FeGor D (()+ @6 r((Q)
dir. vA € R olsun.

(FoGoF™1) (A(Z)) = (/1(F oG o F"l)(‘;)) oldugunu gosterelim.

(Fo6oF ) (A3) = o 6) (F (a(D))

F~1, R —lineer oldugundan;

= @o6) (1 ()

_F (a ((AF‘l ((g)))))

G, R —lineer oldugundan,;

= F <AG (P ((g))))

F,R —lineer oldugundan;

= IF <G ((F—l ((g)))))

=2 ((FoGoF)(Y)
dir. Dolayisiyla F o G o F~1, R — lineerdir.
(&) FoGoF LRM! — R R— lineer olsun. G:H — H, doniisiimiiniin
R —lineer oldugunu gosterelim.

Va + 6b,c + §d € H alalim. Bu takdirde,

a+éb=F1 ((Z)>’C +68d=F1! ((;)) ve (Z)' (2) € R1+1

dir. F o G o F~1, R — lineer oldugundan;
FoGoF () +()=Fecor™(()+FecorM((9)

dir. Bu esitlige soldan F~1 ile bileske islemi uygularsak;

P (o6 o () + @) = (oGP () + o6 r ()
F1 (F(G o F 1 ((9) + (;))) = F1 (F(G o F ) ((9)+F(G o F™) ((2)))

Bulunur. F~1, R — lineer oldugundan;
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£ (6 £ ()4 () =+ (e () £ (6= ()
@ F () +(D) = GorD(()+ @ F(()
6(FH(@+©)) =6 (F(®))+6(F (D))

G((a+6b) + (c+8d)) =G((a+6b)) +G((c+8d))

elde edilir. F o G o F~1,R — lineer oldugundan, VA € R,

(FoGoF™)(A(8)=2(Fo6oF)(Y)
dir. Bu esitlige soldan F~1 ile bileske islemi uygularsak.

F-1 ((F 0o GoF 1) (A(Z))) _ g1 (A ((F oG o F—1)(Z)))
F-1 (F(G o F71) (X(Z))) =F (/1 (F(G ° F_l)(g)»

bulunur. F~1, R — lineer oldugundan;

F1 (F(G o F1 (/1(‘;))) = AF! ((F(G 0 F"l)(Z)))
6o F ) (2()) = 2(6 o F(3))
6 (F(2(D)) =26 (F(®))
G(A(a+ b)) = 2G((a + 6b))

elde edilir. Dolayisiyla G: H — H doéniisiimi R — lineerdir.

Tanim 4.2.1: {A:H — H: A, R — lineer operator} kiimesine Hiperbolik sayilar

uzayinda tiim R —lineer operatorlerin kiimesi denir ve M (H, R) ile gosterilir.

Tanim 4.2.2: {B:R*! — R*1: R — lineer operatdr} kiimesine R*?! reel vektor

uzayinda tiim R —lineer operatorlerin kiimesi denir ve M (R!*?, R) ile gosterilir.
Not 4.2.1: M(H, R) ve M(R'*1, R) kiimeleri R iizerinde birer lineer uzaydir.

Teorem 4.2.2: W: M(H, R) — M(R!*1, R)
G—>W(G)=FoGoF!

doniisiimii R — izomorfizmadir.
Ispat: W nun birebir oldugunu gosterelim. Bunun igin;

VGI, Gz € M(]HI, IR),
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W(G,) =W (G,) = G, =G,
oldugunu gostermek gerekir.
W(G,) =W (G,)
:FOGloF_l =F°GZOF_1
Esitligi soldan F~1, sagdan F ile bileske islemine alirsak;
Flo(FoGoF D)oF=F1o(FoG,oF 1)oF
(F ' oF)oGyo(F oF)=(F " oF)oG,o(F " oF)
Gl = GZ
bulunur. Dolayisiyla W — birebirdir.

W nun 6rten oldugunu gosterelim. Bunun igin;

VA € M(R*1 R) i¢cin A = W(G) olacak sekilde bir G € M(H, R) oldugunu
gostermek gerekir.

VA € M(R'1 R) alalim. A y1 soldan F~1, sagdan F ile bileske islemine
alirsak, F~loAoF elde edilir F"'oAoF:H — H bir doniisimdiir. Burada
F~10 Ao F elemanini G ile gosterelim. Bu taktirde G: H — H’ dir. Onerme 4.2.1 ve
Onerme 4.2.2° e gore F ve F~! doniisiimleri R — lineerdir. Diger taraftan A
doniisiimii R — lineer oldugundan bileske F~1 o A o F = G déniisiimii R — lineerdir.
Dolayisiyla ¢ € M(H, R)’ dir.

W o6rtendir. Boylece W birebir ve 6rtendir.
W nun lineer oldugunu goésterelim;
VG,, G, € M(H, R);

W(G,+Gy) =Fo (G, +G,)oF1

F, R —lineer oldugundan;
= (F(G) + F(Gy))oF!

Bileske islemi + iizerine dagilimli oldugundan;
= (F(G)F '+ (F(Gy))F!
=(FoG oF 1)+ (FoGyoF™)
=W(Gy) + W(G,)

elde edilir. VA € R;

W(GA) = F o (GA) o F~1 | F,R —lineer;
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= (F(G)A) o F1
= ((F(@)F )2
=((FoGoF N2
=W(G)A
elde edilir. Boylece W, R —lineerdir. O halde W, R — izomorfizmadir.
Teorem 4.2.3: W: M(H, R) — M(R!*1, R)
G—>W(G)=FoGoF? doniistimi R —
izomorfizmadir.
Ispat: Teorem 4.2.2° den W, R —lineerdir.
VGy, G, € M(H, R) igin;
W(Gy o Gy) = W(G;) o W(G,) oldugunu gosterelim;
W(GyoGy) =Fo(GyoGy)oF™?
:FoGloGzoF_1
=FoGyo(F loF)oGyoF !
=(FoGoF H)o(FoGyoF™)
=W (Gy) e W(G,)
elde edilir. Dolayisiyla W doniistimii R — cebir izomorfizmadir.
Teorem 4.2.4: W: M(H, R) — M(R!*1, R)
G—W(G)=FoGoF!

cebir

déniisiimii R — cebir izomorfizma olsun. Bu takdirde, H 1n her alt grubunun W

altindaki goriintiisii W (H) 1n bir alt grubudur.

Ispat: G, H m bir alt grubu olsun. W(G) = {W(g) € M(R'*1,R): g € G} nin

W(H) 1 bir alt grubu oldugunu géstermeliyiz. g;, g, € G olmak iizere, W (G) nin

iki eleman1 W (g,) ve W(g,) olsun.

W(g) e W(g2)) ' =(FogyoF o(Fog,oF )™
=(FogioF Do ((F)ogy, toF ™)
=(FogioF 1 )o(Fogy, teF ™)
= Fogyo(F1oF)og, toF™1
= Fogyog, teF™!
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=W(g1°9.7")
bulunur. G, H m bir alt grubu ve g4,g, € G alindigindan g, o g,~* € G olur. O
halde W (g, © g,~1) € W(G) olup W(g,) o (W(g,))~! € W(G) elde edilir.

Dolayistyla H 1n her alt grubunun W altindaki goriintiisti W(]HI*) mn bir alt

grubu olmus olur.

4.3. H Grubun Temel Altgruplari

Onerme 3.2.1°¢ gore H* = {A = a + 6b € H: a? — b? # 0} kiimesi “ islemine
gore degismeli gruptur. Bu grubun {A = a + 6b € H: |A|, = a? — b? > 0} kiimesini

H} ile gosterelim.
Onerme 4.3.1: H} kiimesi H* grubunun altgrubudur.
Ispat. Aciktir.
{A=a+ b€ H:|A|l, =a?— b? < 0} kilmesini H* ile gdsterelim.
Onerme 4.3.2: H*=H;UH* ve HiNH* = @ dir.
Ispat: Agiktir.

{6A € H: A € H}} kiimesini SH} ile ve {§A € H: A € H*} kiimesini SHZ ile

gosterelim.

Onerme  4.3.3: H* =6H: , H:=6H> , H=H:USH:=H:UGSH* ve
H{NSH; = HXNS6H: = @ dir.

Ispat. A =a+ 6b € H; olsun. Bu takdirde a? —b? > 0. Buradan b? —a? <0
bulunur. 64 =6(a+8b)=b+6a elemant i¢in b%? —a? <0 oldugundan
6A=b+6ae€H: dir. Dolayisiyla SH; c HX dir.C =a+ 6b € H olsun.
Bu takdirde a? —b? <0 dir. Buradan bh%?—a?>0 bulunur.  Simdi
6C =6(a+6b) =b+d6a oldugundan 6C € H;. Buradan 6(8C) =C € HX ve
6 € Hy oldugundan H* c §H} elde edilir. Dolayisiyla H* = §H; dir. Diger
esitlikler benzer sekilde ispat edilir.

Pozitif reel sayilar kiimesini R, = {r € R,r > 0} seklinde gdsterelim.

Onerme 4.3.4: Vh € H* i¢in h = rp olacak sekilde bir tek r € R, ve p € B,(H)

vardir.
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Ispat. Gergekten, keyfi h € H* igin |h|, # 0 dir. Buradan (|h|,) ‘h) € B,(H) ve
h = |hl((|hl2) " h).

R, X B,(H) = {rp € H*:7 € R,,p € B,(H)} kiimesini alalim. Onerme 4.3.4
gore H* = R, X B,(H) dir.

Onerme 4.3.5: Vh € H* icin h = rp olacak sekilde bir tek r € R, ve p € B;(H)

vardir.
Ispat. Aciktir.

R, x By(H) = {rp € H*:r € R,,p € B;(H)} kiimesini alalim. Onerme 4.3.4
gore Hy = R, X B;(H) dir. {64 € H: A € B;(H)} kiimesini 6 B;(H) ile gosterelim.
Hi = R, X B;(H) esitligi ve Onerme 4.3.3 ten asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.3.6: H; = R, x B;(H) ve H; = (Ry x B;(H)) n (R, x 6B, (H)) dir.
Ispat: Aciktir.
Onerme 4.3.7: B,(H) = B;(H) U (6B, (H)) dir.
Ispat: Agiktir.
(—=1)L(H) = {—h: h € L(H)} kiimesini alahm.
Onerme 4.3.8: By (H) = L(H) U ((—1)L(H)) ve L(H) n ((—1)L(H)) = @ dir.
Ispat: Agiktir.
Onerme 4.3.9: B,(H) = (L(H) U (~1L(H))) U (SL(H) U (=8)L(H)) dir.

Ispat. Agiktir.

4.4, W(H") Grubunun Temel Altgruplari

F, Onerme 4.2.1 de tanimlanan déniisim ve W, Onerme 4.2.2 de tanimlanan

doniisiim olsun.

Onerme 4.4.1: Keyfi A € M(H,R) ve x € H elemanlar igin F(Ax) = W(A)F(x)
dir.
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Ispat: Keyfi A € M(H,R) ve x € H elemanlar: icin F(Ax) € R*? dir. I, H’nin
birim doniisiimii olsun. I =F 1oF esitligi kullanilarak, F(4x) = F (A(Ix)) =
F(AF Yo F)x) = F(A(F*(Fx))) = (Fo Ao F~1)(Fx) = W(A)F(x) elde edilir.

Onerme 4.4.2: Keyfi a € H ve x € H elemanlar i¢in F(ax) = W (a)F(x) dir.

Ispat: Onerme 4.4.1° deki F(Ax) = W (A)F (x) esitliginde A lineer doniisiimii yerine
a € H eleman ile ¢arpim doniisiimiinii alirsak, F(ax) = W(a)F(x) esitligi elde

edilir.
a=a,+6a, €H,x=x;+5x, €Holsun.
Teorem 4.4.1: Keyfi a=a;+da, €H ve x=x;+6x, €H elemanlar igin

Fax) = (2 N 1272 = (Z; Zj) (2) = W(a)F(x) ve W(a) = (Z; Zi) dir.

1%, + azx,
Ispat: H deki a ve x elemanlarinin ax = (a;x; + axx;) + 8(ax; + ax;)
carpimina F doniisiimiinii uygularsak;

a.xq1 + azx,

F(ax) = F((ayx; + azx;) + 6(a;x; + azxy) = (alxz +ayx,

) ifadesi elde edilir.

a;x; + azxz) _ (a1 az) (x1) _ (a1 a

Boylece (
y aix, + a;Xxq a, aq Xy a, a,

)F (x) esitligini ve Onerme

4.4.2 yi kullanarak,

_ (A1X1 T axXp\ _ Q1 A\ X1\ _ (4 ay
F(ax) = (a1x2 + ale) - (az al) (Xz) - W(a)F(x) ve W(a)= (Cl2 Cll)
esitlikleri elde edilir.

aq az)

H cebirinin W(H) = {(Z Z) la, b € R} cebirine W:a = a; + da, —>(a2 a

seklinde tammli doniisimii Teorem 3.1.9’¢ gore cebir izomorfizmasidir. Bu
izomorfizma W:H - W(H) seklinde gosterilmisti. Bu W izomorfizmasi ile

H*={A=a+6b € H:a%?—b? # 0} kiimesi W(H*) kiimesine ddniismektedir,

ayrica W(H") = {(Z 2) |a,b €Ra’—b* % O} ve W(8) = (2 é) dir.

Onerme 4.4.3: W(H") kiimesi W (H) cebirindeki matrislerin garpim islemine gore

a b .
b a)’ a,b € R, seklinde

gruptur ve W:H* — W(H*), h=a + 6b — W(h) = (
tanimlanan doniistim grup izomorfizmasidir..

Ispat. Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.4.1 den elde edilir.
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W izomorfizmas1 H} kiimesini W(H}) kiimesine esler ve W(H}) c W(H")
dir.

Onerme 4.4.4: W(H) kiimesi W (H") grubunun altgrubudur,

wap = {(¢ Z) obera®—b>>0}  dir  ve  WiH; — WD),

a b

h=a+ b — W(h) = ( b a)’ a,b € R, seklinde tanimlanan doniisim grup

izomorfizmasidir.
Ispat. Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.4.1 den elde edilir.
W  izomorfizmast HX  kiimesini W(HX) kimesine esler ve
W(HX) c W(H") dur.
Onerme 445 W(H") =WHDUWH) = ((§ °)labera?=b?> 03U

(© D@ P)abera b >0)ve WEHDNWH) = 0 dir

Ispat: Onerme 4.3.2°in sonucudur.

W izomorfizmast §H} kiimesini

weHy) =wEw) =w = ) (¢ Z) la,b € R,a2 — b2 >0}

kiimesine esler ve W(§H;) < W(H™) dir.

W izomorfizmasi §H> kiimesini

£\ Y £\ 0 1 a b 2 _ 12
W (SH*) = W(S)W(H*) = W(H?) = (1 0) (b a) la,b € R,a> —b?> < 0)
kiimesine esler ve W (SHX) ¢ W(H™) dir.

Onerme 4.4.6: W(HX)=W(SHY) , W(Hi) =W(SH:) ,W(H*) =W(H})
UW(H®) = W(H2) U W(SH*) ve W(H)NW (SHL) = W(H)NW (SH?) = ¢ dir.
Ispat: Onerme 4.3.3’iin sonucudur.

W  izomorfizmast B;(H) kimesini W(B,;(H)) kimesine esler ve
W(B.(H)) €c W(H") dr.
W  izomorfizmast B,(H) kimesini W(B,(H)) kiimesine esler ve
W(B,(H)) €c W(H") dir.
W izomorfizmasi L(H) kiimesini W(L(H)) kiimesine esler ve
W (L(H)) € W(H") dur.
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Onerme 4.4.6: W(B,(H)), W(B,(H)), W(L(H)) kiimeleri W (H*) grubunun
altgruplaridir.

Ispat. Teorem 4.2.4’{in sonucudur.

R, X B;(H) = {rp € H*:7 € R,,p € B;(H)} kiimesi verilsin. Onerme 4.3.4
gore Hy = R, X By(H) dir. {6A € H: A € B;(H)} kiimesini § B, (H) ile gosterelim.

Onerme 4.4.7: W(H}) = R, x W(B,(H)) ve
W(H") = (Ry X W(B(H)))U (R, x W(B,(H))) dir.

Ispat: Onerme 4.3.6 nin sonucudur.

a b

Onerme 4.4.8: W(B,(H)) = (W(B.(H))) U (W (B, (1)) = {(b a) la,b € R,

a? - b? = 13U} (1)) (Z Z) labeRaZ—b2>=1} ve W(HDNWH) =0

dur.

Ispat: Onerme 4.3.7 nin sonucudur.

Onerme 4.4.9: W(By(H)) = W(L(H)) U ((—1)W(L(H))) ve

w(Lm) n ((OW(LED)) = o dir.

Ispat: Onerme 4.3.8 in sonucudur.

Sonug  4.4.10:  W(B,(H)) = (W(L(H)) U ((—1)W(L(H)))) U (W (L(H))u
(Cow (L)) d.

Ispat. Onerme 4.3.9 un sonucudur.

4.5. G-Denklik Problemi ve W(G)-Denklik Problemi Arasindaki Baglanti
G, M(H, R) nin bir alt grubu olsun. Bu takdirde Teorem 4.2.4’¢ gére W (G) kiimesi
M(R**1,R) nin bir alt grubudur.

Burada F(h) = Fh seklinde de kullanilacaktir.

Teorem 4.5.1: G, M (H, R)’ nin bir alt grubu olsun. F: H — R*1,
(a+ 6b) — F(a+6b) = (§), a,b € R, doniisiimii R — izomorfizma,

hy,hy, -+, h,, € H, ky,k,, -, k,;,, € H olsun. Bu durumda
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{hy, hy o R} € {ky, kg, -+ K} € {Fhy, Fhy, -+, Fhon 3V O {Fky, Fley, -+, e }
dir.

Ispat: (=) {hy, hy, -+, hi} € {kq, ky, -+, k) Olsun. O halde k; = gh;, i = 1,2,-,m
olacak sekilde 3g € G vardir.

{Fhy,Fhy, -+, Fhy} O {Fky, Fky, -+, Fky,}  oldugunu  gostermek  icin

Fk; = pFh;,i = 1,2,---,m olacak sekilde 3p € W (G) oldugunu gostermek gerekir.

F:H — R™!, F(a+6b)=(}), a,beR dénisimi R— izomorfizma
oldugundan, k; € H = F(k;) € R'*! ve h; € H = F(h;) € R¥*? olur. k; = gh;,
esitliginin her iki tarafina F doniisiimi uygulanirsa, tim i = 1,2,---,m igin
F(k;) = F(gh;) olur. Buradan, tim i =1,2,:--,m igin, Teorem 4.4.1’e gore
F(k;) = F(gh;) = W(g)F(h;) olur. Buradan F(k;) = pF(h;), i = 1,2,---,m olacak
sekilde 3p € W(G) vardir. Boylece {Fhy, Fhy, -, Fhyy} V@ {Fky, Fky, -+, Fkyy }

bulunur.

(=): {Fhy,Fhy, -, Fhy} V@ {Fky, Fky, -+, Fly } olsun. O halde Fk; = pFh;,
i=1,2,-,m olacak sekilde Ip € W (G) vardir. Dolayisiyla, p = W(g) olacak
sekilde g € G meveuttur. {hy, hy, -+, hy} © {kq, ko, -+, k) oldugunu gostermek igin
tim i =1,2,---,m igin k; = gh;, oldugunu gostermek gerekir. Timi = 1,2,---,m
icin Fk; = pFh; ve p = W(g) oldugundan Fk; = W(g)Fh; dir. Teorem 4.4.1%¢
gore W(g)Fh; = F(gh;) dir. Boylece Fk; = W(g)Fh; oldugundan Fk;= F(gh;)
esitligi bulunur. F donlisim izomorfizma oldugundan k;= gh; dir. Dolayisiyla

{hy, ha, =+ hon} € {key, kg, ey} OlUI.
Ozel olarak, m = 1 durumunda bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.5.1: G, H* grubun bir altgrubu ve K, H’ nin bir altkiimesi olsun. Bu takdirde
K kiimenin G nin H deki (g, h) = gh etkisine gére G — ydriinge olmasi igin gerek
ve yeter sart F(K) kiimesinin W (G) nin R'*! deki (W (g),x) » W(g)x etkisine
gore W (G) — yoriinge olmasidir.

Onerme 4.5.1: G,M(H, R) nin bir alt grubuve hy, hy, -+, h,, € H)ky, -, k,, € H
olsun. Eger {hy, hy, -+, hyy} € {ky, ey, -+, k) ise, keyfi i =1,2,--,m i¢in  h; © k;
dir, yani keyfi i =1,2,---,m igin h; ve k; elemanlari aynt G — ydriingenin
elemanlaridir.
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Ispat: {hy, hy, -, hp} € {ky, ky, -+, ky} den G —denklik tammma gore keyfi
i=12,-,migin h;%k; dir, yani keyfi i = 1,2,---,m igin h; ve k; elemanlari

ayni G —yoriingenin elemanlaridir.

Onerme 4.5.2: G, H* grubun bir altgrubu ve K, H 1 bir altkiimesi olsun. Bu takdirde
keyfi g € G igin F(gK) = {F(ga)|la € K} = {W(g)F(a)|la € K} = W(g)F(K) dir.

Ispat: F(gK) = {F(ga)la € K} ve Onerme 4.4.2’¢ gére F(ga) = W(g)F(a)
oldugundan F(gK) = {F(ga)|a € K} = {W(g)F(a)|la € K} = W(g)F(K) dur.

4.6."m" lilerin HI* —Denklik Problemi

Yiiksek lisans tezinde bir noktanin  bir noktaya B(H); —denkligi
incelenmistir(Goksal, 2011). Bu bodlimde, m noktadan olusan iki sistemin
H* —denklik problemi incelenecektir. Once m =1 ve m = 2 durumlan icin iki

sistemin H* —denklik problemini inceleyecegiz.

m = 1 olsun. Bu durumda H* —denklik probleminin ¢6ziimii H* grubunun H

cebirdeki (g, h) = gh etkisine gére H* —yoriingelerin bulunmasi seklinde olur.

Onerme 4.6.1: H* grubunun H cebirdeki (g,h) = gh etkisine gore sadece dort
H* —yoriingesi vardir. Bunlar, H*, {r(1 + §)| r € R*},{r(1 = 6)| r € R*}, {0} dur.
Burada R* = {r € R|r # 0} dur.

Ispat: {0} kiimesinin yoriinge oldugu agiktir. h = hy + §h, € H olsun. h nin
{gh|g € H"} yoriingesini bulalim. Burada iki durum vardir: h € H*, h € H".

(i) h € H" olsun. H* grup oldugundan keyfi g € H* icin gh € H"dir. Dolayisiyla
{gh|g € H'} c H* dir. keyfi kK € H* alalim. Bu takdirde gh = k sartin1 saglayan
g € H* mevcuttur: g = kh™!. Dolayisila {gh|g € H*} = H*. Bu kiime 1€ H
elemanin H* — yoriingesidir. Bundan dolayr bu kime 1-H* kiime seklinde

yazilabilir.

(ii) h &€ H* olsun. Eger h =0 ise, {gh|g € H* } = {0} olur. h = 0 olsun. Bu
durumda h € H* oldugunda dolayr h nin tersi yoktur. Onerme 3.1.2°ye gore
h = c(1+98),c € R seklinde veya c(1 — §) seklindedir, ¢ € R. Burada h eleman:
sifirdan farkli oldugundan ¢ # 0 dir. Simdi h = c(1+6),c € R*, g =a + éb € H"
keyfi olsun. Buradan gh=c(a+b)(1+38) olur. Bu gosteriyor Ki
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h= c(1+38),c€R" seklindeki elemanin H* — yoringesi {r(1+6)|r € R*}
kiimesidir. Bu H* — yoriinge 1+ & elemani kapsayan H* — yoriingedir. Bu H* —
yoriinge (1 + §) - H* seklinde yazilabilir. Benzer sekilde c(1 — §),c € R* seklindeki
elemanin H* — yoriingesinin {r(1 — §)| r € R*} kiimesi oldugu gosterilir. Bu H* —
yoriinge (1 — &) - H* seklinde yazilabilir.

H* grubunun H* — yoriingesinin tipi 1 dir diyelim. Eger h € H i¢in h € H* ise
h nin tipine 1 diyelim ve bunu T;(h) =1 seklinde gosterelim. H* grubunun
{r(14+96)|r € R*} yoriingesinin tipine 1+ diyelim. Eger he€H igin
he{r(1+6)|r e R*} ise h nin tipi 1+ dir ve bunu T;(h) = 1+ & seklinde
gosterelim.

H* grubunun {r(1—4)|r € R*} yoriingesinin tipine 1 —§ diyelim. Eger
h € H i¢in h € {r(1 — )| r € R*} ise h nin tipi 1 — & dir ve bunu T;(h) = 1 -6
seklinde gosterelim.

H* grubunun {0} yoriingesinin tipi 0 dir diyelim. Eger h € H igin h = 0 ise h
nin tipi 0 dir ve bunu T; (0) = 0 seklinde gosterelim.

h ={hy, hy, -+, hyn}, Ty(hy) = t; olacak sekilde Hnin bir m —lisi olsun.
Burada t; = 1,1+ 6,1 -6 veya 0 dir. (t;, ..., t,,) m —li dizisine {hy, hy, -+, hp,}
m —lisinin tipi diyelim ve T,;(h) = (t;,...,t,) scklinde veya Ty{hq, hy, -, hyn}
seklinde gosterelim. Ornegin, eger h = {hy, h,} 2 —lisi i¢in T;(h)) = 1—6 ve
Ti(hy) =1ise T;(h) = (1—4,1)dir.

Onerme  4.6.2: Eger h = (hy,hy, -, hy), k= (ki,ky -, ky,) €EH™ icin
{hy, hy, -, hpy} H~ {ki, ks, ki) ise, bu takdirde T; (k) = T, (k) dir, yani m —linin

tipi H* invaryanttir.
Ispat: Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.6.1 in sonucudur.

Sonug  4.6.1:  Eger  h=(hyhy k), k = (ky kg, k) € HT  igin
Tl{hlf hz, ceey, hm} * Tl{kll kz, cee, km} ISG h ve k m —Iller H* — denk deglldlr

Ispat. Onerme 4.6.2 den elde edilir.

Sonug 4.6.2: Eger h = (hq, hy, -+, hyy), k = (kq, ky, -+, k) € H™ elemanlar 6yleki
bir p € {1,2, ..., m} olmak tizere Ty (h,) # Ty(kp) ise h ve k m —liler H" — denk
degildir.
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Ispat: Onerme 4.6.2 den elde edilir.

Yukaridaki sonug geregince, iki m —linin H* —denklik sart1 incelenirken,

onlarin tipleri esit olma sartiyla incelenebilir.

Onerme 4.6.3: G, H* nin bir altgrubu olsun. Eger h = (hy,hy, -, hy), k =
(ki ka, o k) EH™ igin 1 <j<m olmak iizere h; = k; =0 ise, h ve
k m—liler G —denktir & {hy, ..., hj_y, Rjpq, =, hon} Ve {ky, o kjog, kg - e}
(m — 1) —liler G —denktir.

Ispat: Agiktir.

Not: Bu 6nermeye gore gelecekte iki m —linin G —denklik problemi incelenirken, bu

m —lilerin tim elemanlar sifirdan farkli olarak alinacaktir.

Ik olarak m = 2 durumu inceleyelim. H de keyfi bir h = {hy, h,} 2 —lisini
g0z Oniine alalim, burada h4, h, lerin her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in,
Ti(h) = (1,1),T;(h) = (1,14 6), Ty (h) = (1,1 =9),T;(h) =(1+4,1), T, (h) =
1+46,1+6),Ty(h)=1+61-6)T1(h)=01-6,1),T;(h)y=(1-6,1+
6),Ti(h) = (1—-6,1—6) durumlari vardir.

Eger h = (hl, hz),k = (kl, kz) € ]H[Z ve Tl(hl) +* Tl(kl) ise, Sonu(; 4.6.2°e
gore h ve k 2 —liler H* —denk degildir.

Onerme 4.64: h = (h'l' hz),k = (kl, kz) € HZ ve Tl(hl) = Tl(kl) =1 0|Sun Bu
takdirde h " k = hilh, = kik, dir.

Ispat: h}f k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde 3g € H" vardir.

k =gh
(ky, kz) = g(hy, hy)
(k1, k2) = (ghy, ghs)
ki = ghy, k, = gh, bulunur.
Simdi de hilh, = ki'k, oldugunu gosterelim. T;(h;) = T;(k;) = 1 oldugundan
dolay1 hy € H*, k,; € H* dir. Dolayisiyla h™! ve k™! elemanlar mevcuttur. Bunlari ve
k, = ghy, k, = gh, esitlikleri kullanarak k;'k, = (gh,)"1(gh,) = g *hi'gh, =

g~ tghith, = hih, bulunur. Buradan hjlh, = kik, oldugu gésterilmis olur.
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Onel’me 4.6.5: h = (hl’ hz),k = (kl, kz) € ]H[Z ve Tl(hZ) = Tl(kZ) =1 O|Sun Bu
takdirde h " k = h3'h, = k3'k, dir.

Ispat: Onerme 4.6.4’iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.6.1: h = (hy, hy), k = (ky, k,) € H? ve T;(hy) = T;(k;) =1 olsun. Bu
takdirde hyth, = kitk, = h™ Kk dir.

Ispat: hi'h, = ki'k, olsun. hli*k oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in k = gh
olacak sekilde 3g € H* bulunmalidir. T; (h;) = T,(k,) = 1 oldugundan h; € H" ve
k, € H* dir. Buradan, H* grup oldugundan dolayi, k,h, ' € H* dir. g = ky hy "
olsun. Buradan k; =gh; olur. Simdi hilh, = kilk, esitliginden
kyhith, = k, elde edilir. g =k, by esitligi kullamlarak, k, = gh, bulunur.
Dolayisiyla k; = gh, ve k, = gh, yani hfi* k dir.

Teorem 4.6.2: h = (hy,hy), k = (ky,k,) € H? ve T,(h,) = T,(k,) =1 olsun. Bu
takdirde h;1h, = k3 'k, = h™ k dir.

Ispat: Teorem 4.6.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.6.1 ve Teorem 4.6.2 de T,(h)=(11),T,(h) =(1,1+6), ,
T,(h)=(1,1-98), Ti(h)=(1+464,1),T;(h) =(1—-46,1) durumlar tam olarak
incelenmis oldu.

Simdi incelenmeyen Ty (h) = (14+ 8,14 6), Ty (h) = (1 +6,1-6), Ty(h) =
(1-6,1+6),Ti(h) = (1 —-46,1—9) durumlart inceleyelim.

T,(h)=(1+6,146) durumunda h = (hy,h,) 2 —lisinin elemanlar
h, =1 (1 + 6),h, = r,(1 + 6) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dir.

Onerme 4.6.6: h = (hy, hy), k = (ky ky) € HZ, Ty(h) = Ty(k) = (1 46,1+ 6) ve
h’l = Tl(l + 5),h2 = Tz(l + 5), ™ € R*, Iy € R* ve k1 = ql(l + 6),](2 = qz(l +

8), g, € R*, g, € R*olsun. Bu takdirde h” k = r;1r, = g;q, dir.

Ispat. Kabul edelim ki, hHN*k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde

g =a+6b € H* mevcuttur. Buradan k; = q;(1+496) = gh; = (a+ éb)ry(1 +
&) =nr(a+b)(1+8)ve k,=q,(1+6)=gh,=(a+b)r,(1+98) = np(a+
b)(1 + 6) esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden q; = r;(a + b) ve g, = r,(a + b)
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esitlikleri elde edilir. Onerme 3.1.2 ye gére a + b # 0 dir. Boylece q; = 71(a + b),
q, = 1»(a + b) esitliklerinden r; 1r; =q51q, bulunur.

Teorem 4.6.3: h = (hy, hy), k = (ky,ky) € H?, Ty (h) = Ty (k) = (1+6,1+6) ve
h'l =T1(1+5),h2 =T‘2(1+5),, T'1 ER*, T'Z ER* ve kl :q1(1+6), kz =

q,(1+68), q; € R*, g, € R* olsun. Bu takdirde 5 'r; = ¢3¢, = hH:kdir.

Ispat: Kabul edelim ki r;'r; = q5q, olsun. Buradan gq,=(g,75;1)r; bulunur.
rn#0,1,#0ve g, #0, qu # 0 oldugundan q,r5 1 # 0 elde edilir. a = g,r;?
olsun. Bu takdirde q; = ar; Ve q, = ar, olur. Simdi g = a + 6b,b = 0 alalim. Bu
takdirde g=! = a1 dir. Dolayisiyla g € H* bulunur. Béylece k; = q;(1 + 6) =
ar;(1+6) = ahy = ghy ve k, = q,(1+ 6) = ar,(1 + 8) = ah, = gh, esitlikleri
elde edilir. Buradan h = gk yazilabilir. O halde, h 7 k dir.

T,(h)y=(1-6,1-6), i¢in h=(hyhy) 2 —lisinin  elemanlart,
hy =1 (1 +6),h, = rp,(1 + 6) seklindedir. r; € R*, r, € R*dir.
Teorem 4.6.4: h = (hy, hy), k = (ky,ky) € H?, Ty (h) = Ty (k) = (1-6,1—6) ve
hy=r,(1=8),hy =1,(1—8), 1, ER*, 1, ER* Ve ky = q;(1— &), ky = qo(1 —

8), g, € R*, g, € R* olsun. Bu takdirde h™ k < rytr, = q7lq, dir.
Ispat. Onerme 4.6.6 ve Teorem 4.6.3 {in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak T;(h)=(1+6,1-6), Ty(h)=(1-6,1+6) durumlarini
inceleyelim.

T,(hy=(1+6,1-06) icin h = (hq, hy) 2 —lisinin elemanlar1
h, = (1 +6),h, = r,(1 — §) seklindedir. Burada, ; € R*, r, € R* dir.
Teorem 4.6.5: h = (hy, hy), k = (ky, k) € H?, Ty (h) = Ty (k) = (1+6,1—6) ve
h’l =T1(1+5),h2 =T2(1—5),T1 ER*, 1) € R* ve kl =CI1(1+5), kz =
q,(1—8), g, € R*, g, € R* olsun. Bu takdirde h " k dir.

Ispat: a= %(rl‘lql +r,"lq) , b= %(rflq1 —1r,71q,) olacak sekilde
g=a+6b€eH* alalm. (a+b)= r'q, ve (a—b)= r;lq, dir. Boylece
a? —b? =r1q;r;1q, #0 bulunur. Dolayisiyla g=a+6b€H* dir.
(a+b) = r1qy, (a—b) = r;1q, esitliklerinden q; = r(a + b),q, = ,(a —b)
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden k; = ¢;(1+6) = rm(a+b)(1+6) = (a +
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b)yri(1+8)=ghy, ve k,=q,(1-6)= ry(a+b)(1—-6)=(a+b)r,(1—
6) = gh, esitlikleri bulunur. Dolayisiyla k = gh olacak sekilde g = a + 6b € H*
mevcuttur.

T,(h)y=(1-6,1+06) icin = h = (hy, hy) 2 —lisinin  elemanlart,
h, =1 (1 = 6),h, = r,(1 + 6) seklindedir. Burada, r; € R*, r, € R* dur.
Teorem 4.6.6: h = (hy, hy), k = (kq, k;) € H?, Ty(h) = Ty(k) = (1—6,1+ 8)ve
hl = T‘l(l - 6), hz = rz(l + 5),1‘1 S R*, %) € R* ve kl = Q1(1 - 6), kz = qz(l +
8), g, € R*, g, € R* olsun. Bu takdirde h ¥ k dur.

Ispat: Teorem 4.6.5 in ispatina benzer sekilde yapilir.
Tanim 4.6.1: Eger h = (hy, hy, -+, hy,) € H™, i€{1,2,..,m},m—lisi igin
Ti(h;)) =1 ise, bu m—liye H"—bozulmamis m —li denir. Bu sekilde

i €{1,2,...m}yoksa, bu m —liye H* —bozulmus m —li denir.

Eger h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, ko, -+, ki) € H™ m —lileri igin, R k ve

h, H* — bozulmamus ise, k da H* — bozulmamustir.

Eger h = (hq, hy, -+, hy), k = (kq, kg, -+, k) € H™ m —liler 6yle ki, hHN*k
ve h, H* —bozulmus ise, k da H* — bozulmustur.
Onerme 4.6.7: h = (hy,hy, -, hy) k = (ky, ky, - k) € H™, m —lileri  icin
Ty(hy) = Ti(ky) =1 yani hy = x; + 8y , ki =z + 6wy, ve Ixq| # |y1l, |z1| #
lwil, i, 95z, wi, € R, i =1,2,-++,m olsun. Bu takdirde hlfk = hi'h = ki'k;,

j =23, mdir.
ispat: h}f k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde 3g € H* vardir.

k = gh,
(k1 k2, ki) = g(ha, by, o, Ao,
(k1 koo k) = (ghy, gha, -+, ghm),
ki =ghy, ky = ghy, -+, kyy = ghi,
bulunur.  Simdi de hy'h; =ki'k;, j=23,--,m oldugunu gsterelim:
ki'k; = (ghy)"*(gh;) = g7 *hi'gh; = g~ ghi*h; = hi'hy dir. Buradan

hi'h; = ki'k; bulunur.
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Teorem 4.6.7: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, ko, k) € H™, m —lileri igin
Ty(hy) = Ty(ky) = 1 ve hi'h; = ki'k;, j = 2,3,++,m, olsun. Bu takdirde h* k
dir.

Ispat : h[lhj = kl_lkj,j = 2,3,---,m olsun. hhfk oldugunu gostermeliyiz. Bunun
icin k = gh olacak sekilde 3g € H* var olmalidir. T;(h;) = 1 oldugundan h, "
mevcuttur. T;(k;) = 1 oldugundan k,~' mevcuttur. Dolayisiyla k;=gh; olacak
sekilde g € H*vardir ve g = kyhy ™" dir. Bu esitligi ve hyth; = kytk; kullanarak,
hi'h; = (ghy)~'k; esitligi elde edilir. Buradan hy'h; = hi'g~'k; dir. Esitligin her
iki tarafim h, ile isleme alirsak, h; = g~'k; bulunur. Burada her iki tarafi g ile
isleme alirsak, kj = ghj yani tim j=1,2,..,m igin kj = ghj olacak sekilde
g € H* bulunabilir.

Onerme 4.6.8: h = (hy,hy, -, hp), k = (ki ky, -+, k) € H™, m —lileri igin
p €{23,..,m} olmak iizere Ty(h,)= Ty(k,)=1 olsun. Bu takdirde

W k= holh = ky'kj, j=12,+,p— 1L,p+ 1,..,mdir.
Ispat: Onerme 4.6.7 nin ispatia benzerdir.

Teorem 4.6.8: h = (hy,hy, -+, hy), k = (ky, ko, k) € H™, m —lileri igin
p €{2,3,..,m} olmak iizere Tl(hp) = Tl(kp) =1 ve hy'hj=k,'k;,

j=12,--,p—1,p+1,..,molsun. Bu takdirde h # " k dur.

Ispat: Teorem 4.6.7 nin ispatia benzerdir.

Ornek 4.6.1:  h = (hy, hy) = (1,2) ve k= (ky,k;) = (1,3), 2-lilerini alalim.
Bunlarin tipleri esittir: Ty(hy) = T;(1) =1, Ty(hy) = T1(2) =1, Ty(ky) =
T.(1) =1, T,(ky) = T,(3) = 1. Dolayistyla bunlar H* —bozulmamis 2 —lilerdir.
Eger bu 2 —liler H* —denk olsaydi, Onerme 4.6.4 gére hy‘h, = ki1k, olacakti.
Fakat hylh, =1:2=2#ki'k, =1-3 =3 dur. Dolayisiyla T;(h) = T;(k),
fakat h ve k 2 —liler H* —denk degildir yani tip T;(h) tam invaryanlar sistemi
degildir.

Not: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™, H* —bozulmamis m —liler
olsun. Eger T;(h) # T;(k) ise Sonug 4.6.2 gore bu m —liler H* —denk degildir.
Kabul edelim ki T,(h) =T;(k) olsun. Bu takdirde h, H*—nondegenerate
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oldugundan bir p € {1,2,3,...,m} i¢in Ty(h,) = 1 dir. Buradan ve T;(h) = Ty (k)
esitliginden Ty (h,) = Ty(k,) = 1 dir. Dolayisiyla Onerme 4.6.7, Onerme 4.6.8,

Teorem 4.6.7, Teorem 4.6.8 den H* —bozulmamis m —lilerin H* —denklik problemi

tam olarak ¢6ziilmis olur.

h = (hqy, hy, -+, hy) € H™, H* —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde tiim

j€{12,..,mticinTy(h;) = 1+ 8 veyaTy(hj) = 1 -6 dir.

h = (hy, hy, -+, hy) € H™, H* —bozulmus m —li ve tim j € {1,2, ..., m} i¢in
Tl(hj) =146 olsun. Bu durumda h, m —linin elemanlari

hy =r(1+6), ..., hy, = 1, (1 + 6) seklindedir. Buradar; # 0, ..., 1, # 0 dir.

Onerme 4.6.9: h = (hy,hy, -, hy), k = (ky, ko, -+, k) € H™,  H* —bozulmus
m—liler ve Vje{12,...m} i¢in Ty(h;)=Ty(kj)=1+6 ve hy=nr(l+
8o by =Tp(1+68), L ER 1L ERY, .. ,1 ER* Ve ky = qu(1+ 8), e ki =
qm(1 +6), ¢, E R*,q, € R",..., g, € R* , olsun. Bu takdirde hﬁ*k = rj‘lr1 =

q;'q, j=2,..,mdir.

Ispat: hPf k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + b € H* mevcuttur.
Buradan ki =q;(1+6)=gh; =(a+db)rj(1+6)= rj(a+b)(1+59),
j=1,2,..,m bulunur. Bu esitliklerden q; = r;(a + b), j = 1,2,...,m elde edilir.
Onerme 3.1.2°ye gdre a + b # 0 dir. Buradan ve q; =rj(a+b),j=1,2,..,m

oldugundan r;'r; =q;'q; j = 2, ..., m bulunur,

Teorem 4.6.9: h = (hy, hy, -+, hy) k = (ki kg, k) € H™,  H* —bozulmus
m —liler ve vje{1,2,..,m} icin Tl(hj) = Tl(kj) =144 ve
hy =r,(1+6),...,hy, =1,(1 +6), rn €ER 1 ERY,...,1, ER" ve
ki=q(14+8), ..k, =qn(1+6), g1 €Rq, ER",..., g, €R" olsun. Bu

takdirde 1,711y = qitqy = h" k71, j=2,..,mdir.

Ispat: v7'ry = qj'qy, j=2,..,m olsun. r; # 0,q; # 0 oldugundan q;r;"" # 0,

j=12,..,m, dm. rj_lrl = qj_lql, j=2,..,m, oldugundan quj_l = q,r %,
j=2,..,m elde edilir. ¢=gq;ry1 olsun. quj_l =qryl=c, j=2,..,m

oldugundan gq; =crj,j =2,..,m, bulunur. Simdi g =c¢ alahm. Bdylece
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ki=qj(1+6)= crj(1+6)=ac=gh;, j=12,..,m elde edilir. Buradan
h = gk dir. O halde R k dur.

Onerme 4.6.10: h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, ko, -+, k) € H™, H* —bozulmus
m—liler  ve  Vj€{12,..m} igcin Ty(h)=Ty(k))=1-8  ve
hi =r,(1-=96),...,hy =1,,(1 =0), rn € R"r ER",...,n, ER* ve
ki=q(1-98),..k;, =q,(1—-6), g, € R*,q, ER",..., g, €ER* olsun. Bu

takdirde h? k = i =q5'qy,j = 2, ..., mdir.
Ispat: Onerme 4.6.9 un ispatina benzer sekilde yapulir.

Teorem 4.6.10: h = (hy, hy, -+, hyy), k = (ky, ky, -+, kyy,)) € H™, H* —degenerate m-
liler ve Vj € {1,2,...,m} i¢in Ty(h;) = Ty(k;) =1—-8 ve hy =1y (1 = 8), e, hyy =
m(1—=96), neR' R eR,...n, ER" ve ki =q,(1—=9),...kp, = qgm(1 =9),
q; € R",q, ER",..., g, € R* olsun. Bu takdirde 7' ry = q7'qy,j = 2,..,m =

'k, dir.
Ispat: Teorem 4.6.9 un ispatina benzer sekilde yapulir.

D ve E kiimeleri {1,2, ..., m} kiimesinin altkiimeleri, D # @,E # ), DNE =@
ve DUE ={1,2,...,m} olsun. D’nin en kii¢iik eleman1 1 ve E’nin en kii¢iik elemant
p olsun. (E’nin en kii¢iik eleman1 1 ve D’nin en kii¢iik elemani p olan durum benzer

sekilde incelenir.)
Onerme 4.6.11: h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, ky, -+, k) € H™, H* —degenerate m-
liler, vieD i¢in Ty(h;)) =148, h;=r(14+9),rneR, VjEE igin
Ty(k))= 1-6, k=q;(1-6),q;€R* olsun. Bu takdirde h" k ise
1

Vi€ Diginry'r, = q; "q, ve Vj € Eigin ', = q; ' q,, dir.

Ispat: R k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 8b € H* mevcuttur.
Buradan Vi € D icin k; = q;(1 + 8) = gh; = (a + 8b)r;(1+ &) = r(a + b)(1 +
5), ve Vj€Ei¢in kj=q;(1—-6)=gh; =(a+6b)rj(1-35)= ri(a+b)(1-
6), bulunur. Bu esitliklerden Vi €Dicin q; = ri(a+b) ve Vj€E icin
q; = rj(a—Db) elde edilir. Onerme 3.1.2 ye gére a+b #0 ve a—b # 0dur.
Vi€Digin q;=r(a+b) ve Vj€E i¢in q;= rj(a—>b) oldugundan

it =q;'q, ve rj_lrp = qj_lqp bulunur.
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Teorem 4.6.11: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™, H* —bozulmus
m —liler olsun. Farz edelimkivi € D igin T;(h;) = 1+ 6, h; =r;(1+ 8),1; € R",
ve Vj€E icin Ty(kj)= 1-6, kj=q;(1—6),q; €R" olsun. Bu takdirde

Vi€Diginr 'r; =q;'q; veVj€E igin 1 'r, = q;'q, = h k dir.

1

Ispat: Vi€Digin r7'ry=¢q;'q, ve Vj€E i¢in 17'n,= q;'q, olsun.

a= %(rl‘lql +1,71q,), b= %(rflq1 —1,71q,) olmak iizereg = a+ b € H*
alahm. Buradan (a+b) = r7'qy,(a—b) = 1, q, bulunur. Bu esitliklerden
g1 = r(a+b),q, = r,(a—b) elde edilir. Boylece, k; =qy(1+06) = gh, =
(@+8b)n(1+8) = r(a+b)(1+8) ve  ky=qy(1—8) =gh,=(a+
6b)r,(1—-6) = n,(a+b)(1 —46) dir. r; # 0, q; # 0 oldugundan quj"l *+0,j =
12,..,m dir. Vi€Digin r7'ry =¢q;'q, ve Vj€E igin 17'n, = q;'q,
oldugundan q;r;"* = g1y =a+b, qjr;7 ' = qp1; ' = a—b bulunur. Bu takdirde
qrit=qril=a+b esitliginden q; = ri(a+b) elde edilir.
quj"l = qp1, ' = a—b esitliginden gq; = 1;(a —b) elde edilir. Bu esitliklerden
VieDign k= q(1+8) = (a+b)r(l+8) = (a+8b)r(l+6)=gh ve
VjEEigink = q;(1—8) = (a—b)ry(1—08) = (a+8b)r(1—8)=gh; olur.
Béylece h = gk bulunur. O halde h ™ k dur.

Dolayisiyla H* grubu igin tiim durumlar incelendi ve H* —Denklik Problemi

tam olarak ¢oziildii.

4.7. W(H")-Denklik Probleminin H"-Denklik Problemi Yardimiyla ¢6ziimii

Xi X]

Bu kisimda u; = (xi> eERM",i=1,2,---,m icin i vl =X = %Y

Vi

determinantini [ul-, uj] seklinde gosterelim ve (u;, u;) =x;x; — y;y; olsun.

Lemma4.7.1: u; = (;‘) € R'™.,i=1,2,---,m,veu, € H*olsun. Bu takdirde

14

— Uq,u)+6[uq,u; Uq,U;j Uq,U;
u11ui=(11) [1 I.]_(l I.) [1 L]dlr.

(uq,uq) B (uq,uq) (ug,uq)

: - - =
Ispat: ui u; = ey + 8y2) ™ (i + 8y1) =527 (i + 69)

_ Ceaxi—y1y)+60eayi—xiya) _ (uauid+8lugul
x%—yf (uq,uq)
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Bu boliimde R'*! deki m noktadan olusan iki sistemin W (H*) —denklik
problemini inceleyecegiz. Once m = 1 ve m = 2 igin iki sistemin W (H*) —denklik
problemini ele alacagiz.

m =1 olsun. Bu durumda W (H*) —denklik probleminin ¢oziimii W (H")
grubunun R1*1 uzayindaki (g, h) » W(g)F(h) etkisine gore
W (H*) —yoriingelerinin bulunmasina indirgenir. R* = {r € R|r # 0} ve F Onerme

4.2.1 de tanimlanan doniisiim olsun.

Onerme 4.7.1: W(H*) grubunun R*1 uzayindaki (W (g),x) » W(g)x etkisine
gore sadece dort W (H") —yoriingesi vardir. Bu yoriingeler: F(H") = {(Z)la,b €
R,a? —b? # 0}, {r(})Ir € R}L{r(})Ir € R}{0}.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.6.1 ve Sonug 4.5.1 den agiktir.

W (H*) grubunun W (H*) yériingelerini gosterelim. Eger u € R1*1 elemam
icin u € W(H") ise u nun tipi 1dir diyelim ve bunu T;(u) = 1 seklinde yazalim.
W (H*) grubunun {r(i)| r € R*} yoriingesinin tipi 1 + & olsun. Eger u € R*?
eleman: igin u € {r(})| r € R*} ise u nin tipi 1+ & dir diyelim ve bunu T (u) =
1 + § seklinde yazalim.

W(H") grubunun {r(’)|r € R} yoriingesinin tipi 1—6 olsun. Eger
u € R elemant igin u € {r(*,)| 7 € R*} ise u nin tipi 1 — & diyelim ve bunu
T, (u) = 1 — 6 seklinde yazalim.

W (H*) grubunun {0} ydriingesinin tipi 0 olsun. Eger u € R**! eleman: igin
u = 0ise u nun tipi 0 dir diyelim ve bunu T; (0) = 0 seklinde yazalim.

Onerme 4.7.2: Keyfi h € H i¢in T, (h) = T, (F (h)) dir.
Ispat: Onerme 4.6.1, Onerme 4.7.1 ve Sonug 4.5.1 den agiktir.

Simdi x = {x4, ..., X;n}, R**1’nin bir m —lisi olmak iizere T;(x;) = ¢t; olsun,
burada t; =1,1+6,1—38 veya 0 dir. Bu takdirde (t;,...,t,;,),m —l1i’ dizisine

{x1, .., Xy} m—lisinin tipi diyelim ve T;(x)= (t;,..,tn), scklinde veya

Ty {xq, x5, -+, X} seklinde gosterelim.
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Onerme 4.7.3: Eger x = (x1, %3, , X)), ¥ = (¥1, Y2, ***, V) € (RTT1)™ elemanlan
icin {xg, Xz -, xm} V) {ky, ky, -+ k) ise, bu takdirde Ty(x) = Ty(y) dir yani
m —linin tipi W (H") —invaryanttir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.7. 2 den agiktir.

Sonug 4.7.1: Eger x = (x1,%2,, Xm), ¥ = (Y1, V2, -+, ¥im) € (R1)™ elemanlan
icin Ty{xqy, %0, xm} # Ti{y1, Y2, -, ym} ise x vey m—liler W(H*) —denk
degildir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.7.3 den aciktir.

Sonug 4.7.2: Eger x = (x1, %3, , Xm), ¥ = (¥, V2, ¥im) € (RYF1)™ elemanlar: ve
ap € {1,2,...,m}icin Ty (x,) # Ty (yp) ise x vey m —liler W(H") —denk degildir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Sonug 4.7.1 den agiktir.

Sonug¢ 4.7.2 den iki m —linin W (H*) —denklik sart1 incelenirken, onlarin

tiplerinin esit olmasi sart1 gerektigi elde edilir.

G, H* nin bir altgrubu olsun. Ileride iki m —linin W (G) —denklik problemini

incelerken, bu m —lilerin tiim elemanlarini sifirdan farkl olarak alacagiz.

Simdi m = 2 durumunu inceleyelim. R**1 de keyfi bir x = {x;,x,} 2 —lisini
g0z Oniine alalim, burada x4, x,’in her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in su
durumlar vardir, T;(x) = (1,1), T;(x) = (1,1 +6), T:(x) = (1,1 =6), T;(x) =
1+461), T1(x)=(14+61+6),Ti(x)=1+61-08),T1(x) =1 -

6,1, Ti(x)=(1—-6,1+6),Ti(x)=(1-6,1-9).

Eger Xx= (x1,%2),y = (y1,¥2) € (R™™)? ve Ty(x;) # T1(y1) ise, Sonug
4.7.2°e gore x ve y 2 —liler W(H"*) —denk degildir.

Onerme 4.7.4: x = (x1,%,),y = (y1,¥2) € (R**1)2 ve T, (x;) = T,(y;) = 1 olsun.

Bu takdirde xW(H*)y — (axa) _ (vay2) [xaxa] _ [yuyel dir
~ <X1,x1) (yllyl) ’ <x1,x1> (ylly1> '

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.6.4 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Onerme 4.7.5: x = (x1,%x3),y = (v1,¥2) € (R™™)2 ve T, (x,) = T;(y,) = 1 olsun.

Bu takdirde x W(H*)y N (x1,%2) — <y1ry2)’ [x1,%2] — [y1.52] dir.
~ (X2,%2) (¥2,¥2) (x2,x2) (¥2,¥2)

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.6.5 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.
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Teorem 4.7.1: X= (x1,%),y = (v1,¥2) € (R1*H2 ve T;(x;) = T;(y,) = 1 olsun.

Bu takdlrde (x1,%2) (yl'yz)’ [21,%52] _ [y1y2] — W(H )
(x1,1) (Y1.y1) " {x1,%1) (yi.y1)

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.6.1 ve Lemma 4.7.1 den agiktr.

Teorem 4.7.2: X= (x1,x3),y = (y1,¥2) € (R**1)2 ve T;(x,) = T;(y,) = 1 olsun.

Bu takdirde &2 (ZVL:VZ), Levxa] _ Dyl W(H )
(x2,%2) (V2,¥2) " (X2,x2) (V2,¥2)

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.6.2 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.7.1 ve Teorem 4.7.2 de T, (x) = (1,1), T1(x) = (1,1 + 8), Ty (x) =
(1,1-96), Ty(x) =(1+4,1), Ti(x) = (1 —6,1) durumlar: tam olarak incelendi.
Incelenmeyen durumlart Ty(x) = (1+68,1+68),Ti(x) =(1+6,1-96), Ty(x) =
(1-6,146),T1(x) =(1—-96,1-6) durumlaridir. Bu durumlari inceleyelim:
Ty(x)=(1+4+3,1+6) durumda x = (xq,x,) 2 —linin elemanlar1 su sekildedir,
X, = 7‘1(1);352 = TZ(D' buradar, € R*,r, € R".

Onerme 4.7.6: x = (x,%2),y = (y1,¥,) € (R"*1)2 ve x, = 7”1(1)'962 = TZG)'
rn € R,r € R vey; = q:(3), 52, = ¢2(7), 41 € R*,q, € R*, olsun. Bu takdirde

W(H*)y=>r rn=q; lq, dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.6.6 dan agiktir.
Teorem 4.7.3: x = (x1,%),y = (v, y2) € (R1*H2 ve x; = 7‘1(1)'352 = rz(i),
n€ R e R vey, = %G):YZ = QZG)' q1 € R*,q, € R*, olsun. Bu takdirde

WED y dir,

T =4 =X
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.3 den agiktir.

Tiy(x)=(1-6,1—06) durumunda x = (xq,x,) 2-lisinin elemanlar1 su
sekildedir: x; = rl(_ll),xz =7, (_11), buradar, € R*,r, € R* dir.
Teorem 4.7.4: x = (x1,%),y = (v, y2) € (R1*H)2 ve x; = rl(_ll),xz = rz(_ll),
n€R,rHeER ve y = ql(_ll),yz = qz(_ll), g, € R*,q, € R*, olsun. Bu

takdirde x V) y o 17ty = g3tq, dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.4 den agiktir.
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Simdi incelenmeyen T;(x)=(1+46,1-6) ve Ti(x)=(1-6,1+6)
durumlarini inceleyelim: T;(x) = (1 + 6,1 —6) durumda x = (x,x,) 2 —lisinin

elemanlar1 x; = 7”1(1)»xz =1 (_11) seklindedir. Buradar; € R*,r, € R* dir.

Teorem 4.75. x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € (R¥1)2 ve x; = 7’1(1)»952 = rz(_ll),
7 € R, € R vey, = ql(i),yz = qz(_ll), q; € R*, g, € R* olsun. Bu takdirde

x WDy dir,

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.5 den agiktir.

T,(x)=(1-6,1+6) durumunda x = (x,x,) 2 —lisinin elemanlari

X, =7 (_11),x2 = rz(i) seklindedir. Buradar; € R*,r, € R* dur.

Teorem 4.7.6: x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € (R™1)2 ve x, = rl(_ll),xz = TZG)'

r € R*, Iy € R* ve Yy = ql(_ll),yz = qz(i), q1 € R*, q» € R*, O|Sun Bu takdirde

x WDy, dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.6 dan agiktir.
m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.

Tanim 4.7.1: Eger x = (x1, x5, ***, %) € (R™1)™ olmak iizere bir i € {1,2,...m}
icin T;(x;) =1 ise, bu m —liye H* —bozulmamis m —li denir. Boyle ozellikli

i €{1,2,...m}yoksa, bum —liye H* —bozulmus m —li denir.

Eger x = (x1,%X2,%m), ¥ = V1, Y2, Vm) € (RFH™ m —lileri  igin,
W(H ) y ve x, H* —bozulmamus ise, y de H* — bozulmamigdir.

Eger x=(x,%,,Xm), Y = (¥, V2, ¥m) € (RTH™ m —lileri igin,
W(H )y ve x, H* —bozulmus ise, y de H* — bozulmusdur.

Onerme 4.7.7: x = (x4, X3, , Xm), ¥ = (Y1, V2, =+, Ym) € (RTTH™ m —liler icin,

<X1,x]'> _ <y1ry]> [xl’xj] o

_ _ . W(H")
Ti(x;) = T;(y;) =1 olsun. Bu takdirde x"" " 'y= o) Oy (i)

[v1.7)]

, j =23, mdir.
(y1.Y1)

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.6.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.
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Teorem 4.7.7: x = (x1, %2, Xm), ¥ = V1, V2, -+, ¥m) € (R D™ m —liler igin,

axp) _ 01y) Pax] _ byl
(x1,x1) Yoy (xox1) (o1

Ti(x1) = T1(y1) =1 ve =23,---,m, olsun. Bu

takdirde x "V #") y dir.
Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.6.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Onerme 4.7.8: x = (x4, X3, Xm), ¥ = V1, V2, =+, Ym) € (RTTH™ m —liler olmak
iizere bir p € {2,3, ..., m} igin Ty (x,) = Ty (y,) = 1 olsun. Bu takdirde x Wy ise

px)) _ py)) Pl _ eyl
(xp:xp) (:VpJ/p) ’ (xpjxp) (:VpJ:V1)’

j=12,--,p—1,p+ 1, .., mdir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.6.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.7.8: x = (x4, X2, X)), ¥ = V1, Y2, > Ym) € (R1FH™ m —liler olmak

(xp.xj) — pyj) xpx] —
(xp»xp> (J’p'Yp> ’ (xp'xp)

lizere bir p € {2,3,...,m} icin Ty(x,) = T1()p) =1 ve

M j=12,---,p—1,p+1,..,molsun. Bu takdirde x
(Ypy1)

W(H")

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.6.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktr.

Not: Simdi x = (xq, %2, %), ¥ = V1, V20, V) € (R1TH™ H* —bozulmamis
m —liler olsun. Eger T; (x) # T;(y) ise Sonug 4.6.2 gére bu m —liler W(H") —denk
degildir. Kabul edelim ki, T; (x) = T, (y) olsun. x, H* —bozulmamis oldugundan bir
p€{123,..,m} icin Ti(x,)= 1 dir. Buradan ve T;(x)=T;(y) den
Ty (x,) = T1(yp) = 1 dir. Dolayisiyla Onerme 4.7.7, Onerme 4.7.8, Teorem 4.7.7,
Teorem 4.7.8 den H* —bozulmamis m —lilerin W (H*) —denklik problemi tam

olarak incelenmis oldu.
x = (%, %3, %) € (RYH™ H* —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde
Vj €{12,..,m}i¢in Ty (x;) = 1+ 6 veyaT;(x;) = 1 — & dir.

Simdi  x = (xq, %y, -, %) € (RYH)™ H* —bozulmus m—li ve VjE€E
{1,2,..,m} i¢in Ty(x;) =1+46olsun. Bu durumda xm —linin elemanlar
X, = T1G): e Xy, = rm(i) seklindedir. Buradar; # 0, ..., 7, # 0 dir.

Onerme 4.7.9: x = (x1, %2, , Xm), ¥ = (Y1, Y2, =, V) € (RFH™ H* —bozulmus
m —liler ve vje{1,2,..,m} igin Tl(xj) = Tl(yj) =144 ve

X, = rl(i), vy Xm = rm(i), n€R,.,,nmmeER ve y = ql(i), vy Vi = qm(i),
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W(H")

q1 € R, ...,,qm € R* olsun. Bu takdirde x
dir.

y=r'rn=q"q, j=2,...m

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.6.9 dan agiktir.

Teorem 4.7.9: x = (x1,X2,**, Xm), ¥ = (V1,¥2, "+, ¥m) € (R™*H™, H* —bozulmus
m —liler ve Vj € {1,2, ..., m} i¢in Tl(xj) = Tl(yj) =14+45vex; = 7”1(1)' e X =

rm(i), ne€R,..,,meER ve y = ql(i), I qm(i), g1 € R, ...,,qm €

W(H")

R*, olsun. Bu takdirde 7'y = qj'q; = x " 'y, j = 2, ..., mdir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.9 dan agiktir.

Onerme 4.7.10: x = (x1, X2, *, X)), ¥ = V1, V20 =+ Yi) € (RTT1)™ H* — bozulmus

m —lilerve vj € {1,2, ..., m} i¢in Tl(xj) = Tl(yj) =1-46vex; = rl(_ll), vy X =

tm(l) € RS € R Vey; =q(2) e, ym =am() @1 € R, .., qm €

R*, olsun. Bu takdirde x W%y = it =q;7'qy, j=2,...,mdir,
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.6.10 dan agiktir.

Teorem 4.7.10: x = (x1, %3, Xm), ¥ = (Y1, V2, =+, Yim) € (R 1™ H* —bozulmus
m —lilerve vj € {1,2, ..., m} i¢in Tl(xj) = Tl(yj) =1-46vex; = rl(_ll), vy X =

rm(_ll), n€ R, .., € R vey = ql(_ll), ey Ym = qm(_ll), g1 € R, ...,qm €
W(H*)

R*, olsun. Bu takdirde 'y = qj'q; = x " 'y, j = 2,...,mdir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.10 dan agiktir.

D ve E kiimeleri {1,2, ..., m} kiimesinin altkiimeleri, D # @,E +# ®,D N E =
®ve DUE ={1,2,...,m} olsun. D’nin en kii¢ikk eleman1 1 ve E’nin en kiigiik

elemani p olarak verilsin.

Onerme 4.7.11: x = (x4, %3, Xm), Y = (Y1, V2, ***, ¥im) € (R )™ H* —bozulmus
m —liler olmak tizere Vi € D i¢cin T;(x;) =1+4+6,x; = ri(i),ri € R"ve VjEE

W(H")

icin Ty (yj)) =1-6,y; = qj(_ll),qj € R* olsun. Bu takdirde x yise VieD

i¢in 'y = q;'qq ve Vj € E igin rj_lrp = qj_lqp dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.6.11 den agiktr.

Teorem 4.7.11: x = (x4, %2, X ), ¥ = (Y1, V2, V) € (RTPH™ H* —bozulmus
m —liler olmak iizere Vi € D igin Ti(x;) =1+6,x; = ri(i),ri € R*"ve VJEE
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icin - Ty(y;))=1-6,y; = qj(_ll), qj € R* olsun. Bu takdirde Vi€ D igin

W(H")

1

r7'r = q; 'q, ve Vj € E igin 17 ', = qj'qp ise x y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.6.11 den agiktir.

Boylece W(H*) grubu igin tim durumlar incelendi ve W (H") —Denklik

Problemi tam ¢6ziiliis oldu.
4.8."m" lilerin H?, —Denklik problemi

Bu bolimde m noktadan olusan iki sistemin H} —denklik problemini inceleyecegiz.

Once m = 1 ve m = 2 icin iki sistemin H; —denklik problemi ele alacagiz.

m = 1 olsun. Bu durumda H} —denklik probleminin ¢6ziimii H} grubunun H

cebirdeki (g, h) — gh etkisine gore H; —yoriingeleri bulunmasina indirgenir.

Onerme 4.8.1: H grubunun H cebirdeki (g, h) — gh etkisine gore sadece bes Hj-
yoriingesi vardir. Bu yoriingeler Hy, 6H; {r(1+6)|r € R*},{r(1 —98)|r € R*},
{0} dur.

Ispat. {0} kiimesinin y&riinge oldugu agiktir. Simdi h = h; + §h, € H* olsun. Bu
elemanin {gh| g € H}} yoriingesini bulalim. Burada iki durum vardir, h € H} ve
h & H.

(i) h € H} olsun. H grup oldugundan keyfi g € Hj i¢in gh € Hj dir. Dolayisiyla
{gh|g € Hi}cH; dir. Simdi k € H; keyfi olsun. Bu taktirde gh = k sartin1
saglayan g € Hj mevcuttur, g = kh™1. Dolayisila {gh| g € H}} = H}.

(ii) h & H; olsun. Eger h=0 ise, {gh|g € Hi}= {0} olur. h # 0 olsun. Bu

durumda h eleman i¢in iki durum vardir: h € H*, h ¢ H".

(ii).(a) h & H; ve h € H* olsun. Bu durumda Onerme 4.3.2 ve Onerme 4.3.3 gore
h € SH. dir.

(ii).(b) h & HZ olsun. O halde h! yoktur. Onerme 3.1.2 gére h = c(1 + &) veya
h =c(1—6) dir. Burada c € R dir. h # 0 oldugundan ¢ # 0 dir. h = c(1 + 6),
c € R* olsun ve Vg = a + b € H} olsun. Buradan gh = c(a + b) (1+3) bulunur.
g=a+6b€H; oldugundan a®?—h*>0 dir. Vre R* ve Vc€ER* igin

r = c(a+ b) ve a? —b? > 0 olacak sekilde a,b € R* var oldugunu gosterelim:
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r=cla+b) den a+b=rc’! bulunur. a=rc,b=0 almsa r+0 ve
¢ # 0 oldugundan a? — b? = (rc™1)? > 0 elde edilir. O halde h= c(1+9),
¢ € R* elemanmin Hi yoriingesi {r(1+ 6)|r € R*} kiimesidir. Benzer sekilde
c(1—-6),c € R seklindeki elemanin H} —yoriingesi {r(1—6)|r € R*} kiimesi
oldugu gosterilebilir.

H} grubunun H} yoriingesinin tipi 1 dir diyelim. Eger h € H i¢in h € H} ise h
nin tipi 1dir diyelim ve bunu T,(h) =1 ile gosterelim. H} grubunun
6H} yoringesinin tipi § dir diyelim. Eger h € H i¢in h € §H} ise h m tipi §
diyelim ve bunu T,(h) =4 ile gosterelim. Hi grubunun {r(1+4)|r € R*}
yoriingesinin tipi 1+ & dir diyelim. Eger h € H i¢in h € {r(1 + §)|r € R} ise h
nin tipi 1 + & dir diyelim ve bunu T, (h) = 1 + § ile gosterelim.

HZ grubunun {r(1 — 6)| r € R*} yoriingesinin tipi 1- dir diyelim. Eger h € H
icin h € {r(1 —35)|r € R*} ise h nin tipi 1 — & diyelim ve bunu T,(h) =1 -4 ile
gosterelim.

HZ grubunun {0} yoriingesinin tipi O dir diyelim. Eger h € H i¢in h = 0 ise h
nin tipi 0 diyelim ve bunu T,(0) = 0 ile gosterelim.

H de h = {hy, hy, -+, h,,}, m —lisi i¢in T, (h;) = t; olsun, t; = 1,6,1+ 6,1 —
6 veya 0 dir. (tq, ..., t,;) m —li dizisine {hq, hy, -, h,,} m —lisinin tipi diyelim ve
T,(h) = (t;, ..., t;,) seklinde veya T, {h4, h, :**, h,, } seklinde gosterelim.

Onerme 4.8.2: Eger h = (hy,hy, -, hp), k= (ki,ky -, ky,) €H™ icin
{(hy, hyy -, o} ¥ (kg kg, - k) iSe, Tp(h) = To(k) dir yani m —linin tipi

H} —invaryanttir.
Ispat. Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.8.1 den agiktur.

Sonug  4.8.1:  Eger h=(hyhy o, hy) k= (ky kg o, k) €EH™  icin
To{hy, Ry, -+ o} # Tolky, kg, -+, k) iS€ B Ve k m —liler HY-denk degildir.

Ispat: Onerme 4.8.2 den agiktir.

Sonu¢ 4.8.2: h = (hy,hy, -, hpy), k = (ky, ks, k) € H™ olmak lizere bir
p € {1,2,...,m}i¢in T, (hy) # T,(k,) ise h ve k m —liler Hi —denk degildir.

Ispat: Onerme 4.8.2 den agiktir.
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Boylece iki m —linin Hj —denklik sart1 incelenirken, onlarin tipleri esit
olmalidir. Onerme 4.6.3 de oldugu gibi ileride iki m —linin G —denklik problemi

incelenirken, bu m —lilerin tiim elemanlar sifirdan farkli olarak alinacaktir.

Simdi m = 2 durumunu inceleyelim: H de keyfi bir h = {hy, h,} 2 —lisini goz
Oniine alalim, burada hy, h, lerin her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi igin su
durumlar  vardir:  T,(h) = (1,1), T,(h) = (1,6), T,(h) = (1,14 6),T,(h) =
(L,1-6), T,(h) =(6,1), To(h) = (6,6), T,(h) =(6,1+6), To(h) =
(6,1=6), T,(h)=(1+56,1), To,(h)=(1+6,6), T,(h) =1 +6,1+96),

T,(h) =(1+6,1-6), To,(h)=(1-96,1),T,(h) =(1—-16,0),T,(h) = (1 —
6,14+ 98),T,(h)=(1-46,1-96).

Eger h = (hy, hy), k = (ky, k;) € H? ve T,(hy) # To(k;y) ise, Sonug 4.8.1°e
gore h ve k 2 —lileri H} —denk degildir.
Onerme 483: h= (hll hz),k = (kl, kz) € ]H[Z O|SUI’] TZ(hl) = TZ(kl) =1 Veya
T,(hy) = Ty (k) = & olmak iizere h ' k = hyth, = ki'k, dir.

Ispat: h H} k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde 3g € H} vardr.
k = gh,

(k1 k2) = g(hy, hy),

(k1, k2) = (ghy, gha),

ki = ghy, k; = gh,

olur. Simdi de hylh, = ki'k, oldugunu gésterelim. T,(hy) = To(k;) =1

veya T, (h,) = T,(k;) = 6 oldugundan dolay1 h; € H*, k,; € H* dir. Dolayisiyla h™1
ve k1 elemanlar mevcuttur. ki = ghy, k, = gh, oldugundan
kilk, = (gh))"*(ghy) = g *hitgh, = g tghi'h, = hi*h, bulunur. Buradan
hith, = kT'k, elde edilir.
Onerme 4.8.4: h = (hy, hy), k = (ky,k,) € H? olsun. T,(h,) = T,(k,) =1 veya
T,(hy) = T,(k;) = & olmak iizere h ™ k = h3h, = k 'k, dir.

Ispat: Onerme 4.8.3 iin ispatina benzer sekilde yapalir.

Teorem 4.8.1: h = (hy, hy), k = (ky, ky) € H? olsun. T,(hy) = T,(k;) =1 veya
T,(hy) = T,(k;) = & olmak iizere h{h, = kitk, = h '™k dir.
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Ispat: hi*h, = kik, olsun. hH} k oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in 3g € H}
icin k = gh olmahdir. Simdi T,(h,) =Ty(k;) =1 veya T,(hy) =Ty(k;) =96
oldugundan h; € H*, ve k,; € H* dir. Dolayisiyla h~1 ve k=1 elemanlar1 mevcuttur.
Buradan, T,(h;) = Ty(k,) =1 veya T,(hy) = T,(k;) = 8 oldugundan h; ve k,
elemanlart ayn1 H} yoriingenin veya ayni §H} ydriingenin elemanlaridir. Dolayisiyla
ky = gh; olacak sekilde g € H: mevcuttur. Boylece g =kih, * dir.
hilh, = ki'k, den khi'h, =k, olur. g =k, h;~' oldugundan k, = gh, elde

edilir. Dolayisiyla k; = ghy ve k, = gh, yani thf k dir.

Teorem 4.8.2: h = (hy,hy), k = (ky, k,) € H? olsun. T,(hy) =T,(k,) =1 veya
T,(hy) = T,(k;) = & olmak iizere hy1h, = kj 1k, = h'' k dir.

Ispat: Teorem 4.8.1in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.8.1 ve Teorem 4.8.2 de T,(h) = (1,1),T,(h) = (1,9),T,(h) =
(L,149), T,(h) = (1,1-0),T,(h) =(6,1),T,(h) = (4,8),T,(h) = (6,1 +
6),To,(h) =(6,1-6),T,(h)=(1+6,1),T,(h)=1+6,6),T,(h) =1 —
6,1),T,(h) = (1 — 6,8) durumlar tam olarak incelenmis oldu.

Incelenmeyen T,(h) = (146,14 8),To(h) = (1+68,1—6),T,(h) = (1—
6,1+6),T,(h) =(1—-4,1-46) durumlart kaldi. Bu durumlart inceleyelim:
T,(h)y=(1+6,1+56) durumunda  h = (hy, hy) 2 —linin  elemanlar,
h, =1 (1 + 6),h, = rp,(1 + ) seklindedir. burada r; # 0 ve r, # 0 dur.

(")nerme 4.8.5: h = (hl, hz),k = (kl, kz) € ]H[Z ve hl = Tl(l + 6), hz = Tz(l + 6),
1£1 € R*, Iy € R* ve kl = q1(1 + 6), kz = qz(l + 5), q1 € R*, q» € R* olsun. Bu

takdirde h "+ k ise iy = g3lq, dir.

Ispat: h*i* k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + §b € H* mevcuttur.
Buradan k; =q(1+6)=ghy =(@+db)ry(1+96) = ry(a+b)(1+98) ve
k, =q,(1+6) =gh, =(a+6b)r,(1+6) = rn(a+b)(1+6) esitlikleri  elde
edilir. Béylece q; = r1(a + b) ve q, = ry(a + b) bulunur. Onerme 3.1.2 ye gore
a + b # 0 dir. Buradan ve ¢; = 11(a + b), g, = r,(a + b) den ry 'ry =q5*q, dir.

Teorem 4.8.3: h = (hy, hy), k = (ky, k,) € H? ve hy =r,(1+6),hy, = 1,(1+6),
neER, neR vek =qg;(1+6),k,=q,(1+6), ¢4 €RY, g, € R* olsun. Bu
takdirde 5 1r; = g5q, ise Ak dur.
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Ispat: r57'r, = q;'q, olsun. Buradan q,=(r;1q,)r; dir. 1, ER*, 1, ER* Ve
q; € R*, q, € R* oldugundan 75, 1g, # 0 bulunur. a =7;1q, olsun. Bédylece
q. =ar, Ve q, =ar, olur. g=a+8b,b =0, alalm. a # 0,b = 0 oldugundan,
lgl, = a*—b*=a?>>0 yani g € H} dir. O halde k; = ¢;(1+6) = ar; (1 +
&) =ah, = gh; ve k, = q,(1+6) = ary(1+6) = ah, = gh, bulunur. Buradan
h = gk elde edilir. Yani h ™ k dur.

T,(h) =(1—-6,1—-06) durumunda h = (hy,h,) 2 —lisinin elemanlar,
h'l = Tl(l - 6), hz = rz(l - 8) Sekhndedlr Burada r € IR*, ) € R* dur.
Teorem 484 h = (h'll hz),k = (kli kz) € ]H[Z ve hl = T1(1 - 6), hz = 7‘2(1 - 6),
r € R*, Iy € R* ve kl = ql(l - 6), kz = qz(l - 6), q1 € R*, q» € R* O|SUI’I Bu

takdirde '+ k < rylry = g51q, dir.
Ispat: Onerme 4.8.5 ve Teorem 4.8.3 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Simdi incelenmeyen T,(h) =(1+4+4,1-6) ve T,(h)=(1-46,1+9)
durumlarz inceleyelim.

T,(h)y=(1+6,1—06) durumunda h = (hy,h,) 2-lisinin elemanlar
h, =1 (1 +6),h, = r,(1 — §) sekildedir. Burada r; € R*, r, € R*dur.

Teorem 485 h = (hl, hz),k = (kl, kz) € ]H[Z ve hl = Tl(l + 6), hz = T2(1 - 6),
1£1 ER*, T € R* ve k1 =q1(1+6),k2 =q2(1—6), qleR*, q» ER*, ve

.15 q, > 0 olsun. Bu takdirde h '+ k < 1 1g, 75 g, > 0 dir.

Ispat:(=) hH} k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a+ 8b € H}
mevcuttur. Buradan k; = q;(1+6) = gh, = (a+ db)r;(1+98) = ri(a+b)(1 +
S)Ve ky = qy(1—8) = ghy = (a+6b) r,(1— 8) = r,(a+ b)(1 — &) bulunur.
Boylece q; = m(a+ b) ve g, = r,(a — b) elde edilir. Buradan (a + b) = 1 1q,
(a—b) = r;lq, dir. a®> —b?=1r'q,r;'q, ve g =a+ b € H, oldugundan
a? — b? > 0 yazilabilir. Dolayisiyla ;1 g7, 1q, > 0 dur.

(&) ri'qir;'q, > 0 olsun. a = %(7’1_1‘11 +13'q), b= %(7”1_1511 —15'qz)
olmak iizere g = a + b € H* alalim. Buradan (a + b) = r{q,, (a — b) = 13 q,
bulunur. r71g;r571q, > 0 oldugundan a? — b? =g 15 q, > 0 elde edilir.
Dolayisiyla g=a+6b€H; dir. (a+b)=1'q, ve (a—b)= r;lq,
oldugundan q; = r(a + b),q, = r,(a — b) dir. Bu esitliklerden k; = q;(1 + ) =
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ghi =(a+6éb)ri(1+6)=r(a+b)(1+6) ve k, =q,(1—6)= gh,=(a+
6b) r,(1—6) = rp(a+ b)(1 —6) bulunur. Dolayisiyla k = gh olacak sekilde
g = a + 6b € H} mevcuttur.

Teorem 4.8.6: h = (hy, hy), k = (kq,k;) € H? ve hy =1,(1 —68),h, = 1,(1+6),
T1 € R*, rz € IR* ve kl = Q1(1 - 5),k2 = QZ(]- + 6), ql € R*, qz € R*, ve

1,15 q, > 0 olsun. Bu takdirde h ' k < 17 1gyr5 g, > 0 dir.
Ispat. Teorem 4.8.5 in 1spatina benzerdir.
m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.

Tanim 4.8.1: h = (hq, hy, -+, hy,) € H™ olmak tizere Vi € {1,2,...m} i¢in h; # 0
olsun. Eger bir i € {1, 2,...m} igin T, (h;) = 1 veya T,(h;) = & ise, bu h,m —liye
H} —bozulmamis m —li denir. Boyle bir i € {1,2,...m} yoksa, bu h,m —liye
H3 —bozulmus m —li denir. Dolayistyla h = (hy, hy, -, h,,) € H™ H} —bozulmus
ise T,(h;) =1+ 6 veyaT,(h) =1— 4 dir.

Eger h = (hy, by, -, hy), k = (ky, kg, -, k) € H™ m —lileri i¢in h ™+ k ve
h, H} —bozulmamis ise k da H} —bozulmamisdir.

Eger h = (hy, by, -, hi), k = (ky, kg, -, k) € H™ m —lileri igin h ™ k ve
h, H} —bozulmus ise k da H} —bozulmusdur.
Onerme 4.8.6: h = (hy,hy, -, hp), k = (ki ky, -+, k) € H™0lsun.  T,(hy) =
T,(ky) = 1 veya T,(hy) = To(ky) = & olmak iizere h™* k ise hilh; = ki'k;,
j =23, ,mdir.
Ispat. Onerme 4.6.7 nin ispatina benzerdir.
Teorem 4.8.7: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, kg, -+, k) € H™ olsun. T,(hy) =
T,(k;) = 1veyaT,(hy) = T,(ky) = & olmak tizere hy'h; = ki'k;,j =2,3,--,m,
ise h "+ K dir.
Ispat: hi'h; = ki'k;,j = 2,3,--,m olsun. T,(hy) = To(k,) =1 veya T,(hy) =
T,(k;) = § oldugundan dolay1 h; ve k; elemanlar aym yoriingenin elemanlaridir.
Boylece 3g € HY icin ky = ghy dir. To(hy) = 1 veya T, (h;) = 6 oldugundan h, '
meveuttur. Benzer sekilde T,(k;) =1 veya T,(k;) = & oldugundan k; "
mevcuttur. k; = ghy oldugundan g = kih, ™" bulunur. h7lh = kilk; esitligi
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kullanilarak, hi'h; = (ghy)~'k; elde edilir. Buradan hi'h; = hi'g~'k; dir. Son
esitligin her iki tarafi h; ile isleme aliirsa h; = g~'k; bulunur. Burada her iki taraf
g ile isleme alinrsa, k; = ghjelde edilir. O halde Vvj=1,2,..,m icin

k; = gh; olacak sekilde g € H7 vardir. Bdylece h ™ k dir.

Onerme 4.8.7: h = (hy, hy, -, hp), k = (ki ky, -+, k,,)) € H™ olsun. Birp €
{2,3,...,m} i¢in Ty(h,) = Ty(k,) =1 veya T,(h,) = T2(k,) =& olmak iizere
hH kise holhy = kylkj, j=12,-+,p — L,p + 1, ..., m dir.

Ispat: Onerme 4.6.7 nin ispatina benzerdir.

Teorem 4.8.8: h = (hy, hy, -, hy), k = (ki, ks, -+, k) € H™ olsun. Eger bu
m —liler dyle ki bir p € {2,3,..,m} i¢in Ty(h,) = Ty(k,) =1 veya Ty(h,) =
T,(k,) = & ise, bu takdirde hy'h; = k;'k;, j=12,-,p—1p+1,...m, =
h ' k dir.

Ispat: Teorem 4.6.7 nin ispatia benzerdir.

Not: h = (hy,hy, -, hy), k = (ky, kg, -+, k) € H™, HL —bozulmamis m —liler
olsun. Eger T,(h) # T,(k) ise Sonug 4.8.1°¢ gore bu m —liler H} —denk degildir.
Kabul edelim ki T; (h) = T, (k) olsun. Bu takdirde h, H} —bozulmamis oldugundan
bir p € {1,2,3, ..., m} i¢in Ty (h,,) = 1 veya Ty (h,) = & dir. Béylece Ty (h) = Ty (k)
oldugundan T;(h,) = Ty(k,) =1 veya Ty(h,)= Ti(k,) =48 dir. Dolayistyla
Onerme 4.8.6, Onerme 4.8.7, Teorem 4.8.7, Teorem 4.8.8 de HX —bozulmamis

m —lilerin H} —denklik problemi tam olarak ¢6ziilmiis olur.

h = (hy, hy, -+, hy) € H™, HI —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde
Vj €{1,2,..,m}icinT(hj) =1+ 6 veyaT(h;) =1 -4 dir.

h = (hq, hy, -+, hy) € H™, Hi —bozulmus m —li ve Vj € {1,2,...,m} igin
T,(hj) =144 olsun. Bu durumda hnin elemanlart hy =7(1+6),..,hy =

Tm (1 + 6) seklindedir. Buradar; # 0, ..., 73, # 0 dur.

Onerme 4.88: h = (hy, hy, -, hp) k = (ky, ky, -+, k) € H™, H} —bozulmus
m—liler ve Vj€{1,2,..,m} icin T,(hj))= To(kj)=1+6 ve hy=r(1+
8, hy=1,(1+68), n€ER' R ER, .., ER* ve k; =q,(1+8),....k,, =
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Gm(1+08), g €R g ER’,...qm ER* olsun. ATk ise i =gt

j=2,..,mdir.

Ispat: h H} k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 6b € H} mevcuttur.
Buradan k; =q;(1+6) =gh; =(a+6b)ry(1+6) = r(a+b)(1+6), j=
1,2,..,m bulunur. Bu esitliklerden gq; = rj(a+b),j =1,2,..,m elde edilir.
Onerme 3.1.2 ye gore a+ b # 0 dir. q;j = rj(a+b),j=1,2,..,m oldugundan

it =q;'q j=2,..,mdur.

Teorem 4.89: h = (hy, hy, -, hy) k = (ki ky, -, ki) € H™, H} —bozulmus
m—liler ve Vj€ {12, ..,m} icin T,(hj))= T(kj)=1+6 ve hy=r(1+
8, hy=1,(1+68), n R, ERY, .., ER* ve k; =q,(1+8),....k,, =

qm(1+6), ¢4 ER*,q, ER",...,q, € R* olsun. r;

-1 _ -1 . H
T =q; q1,] =2,..,m lse

h K dir,

Ispat: v 'ry =q;'qy,j=2,..,m olsun. 1, €R*r, ER",..,1,y ER" Ve q; €
R*,q, € R, ...,qm ER" 17 # 0, q; # 0 oldugudan q;r;7* #0, j = 1.2,..,m, d.
1 =q;'qy,j =2,..,m oldugundan  q;r;' =qur7t,j=2,...,m bulunur.
c=qqrytolsun. gt = gyt =¢,j = 2,...,moldugundan q; = cr,j = 2,..,m,
elde edilir. g = ¢+ 8d,d = 0, alalm. ¢ # 0,d = 0 oldugundan, |g|, = ¢?> —d? =
¢ >0 yani g € H; dir. Boylece k;j = q;(1+6) = crj(1+6) = ac = gh;,j =
1,2, ..., m dir. Buradan h = gk olup h ™+ k dur.

Onerme 4.8.9: h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, ky, -+, k) € H™,  HZ —bozulmus
m—liler ve Vje€({12,..,m} i¢in To(h;) = To(k;))=1-6 ve hy=nr(l-
8, i hy=1,(1-8), n€ER*" R ERY, ..., 1, ER* ve k; =q,(1=208), ...k, =
gm(1—68), g, ER* g, ER’, ..., qm € R* olsun. K™+ k ise i =qilq j=
2, ..., mdir.

Ispat. Onerme 4.8.8 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.8.10: h = (hy, hy, -+, hy), k = (kq, ky, -+, k) € H™, HI —degenerate
m—liler ve Vj€{12,..,m} icin To(h;) = Ty(kj)=1-6 ve hy=r(1-
8),.c,hyy =1,(1-6), nER*" R ER, ..., ER* ve k; =q,(1-90),...k,, =
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Gm(1=10), q; ER*,q; ER", ..., qy, ER* olsun. r7'ry = q;'qy, j=2,...,m ise

Rk dur.
Ispat: Teorem 4.8.9 un ispatina benzer sekilde yapilir.

Simdi D ve E kiimeleri {1,2, ..., m} kiimesinin altkiimeleri, D # @,E # @,D N
E =@ve DUE = {1,2,...,m} olsun. D nin en kii¢iikk eleman1 1 ve E nin en kii¢iik
eleman1 p olsun. E nin en kii¢iik elemani 1 ve D nin en kiigiik eleman1 p oldugu

durum benzer sekilde inceleniyor.

Onerme 4.8.10: h = (hy, hy, -, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™, HZ —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in T,(h;) = 1+ 6, h; =1;(1+6), r; € R* ve Vj € E igin
T,(k)) = 1-6, kj = q;(1— &), q; € R* olsun. Bu takdirde h"+ k ise Vi € D ve
1

i¢inVj € E v 'ry = g qq, 17 ', = g5 qp ve ry qur, Mgy > 0 dir,

Ispat: h Hff k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + §b € H} mevcuttur.
Boylece q; = m(a+ b) ve q, = r,(a—b) bulunur. Buradan (a + b) = 17 qy,
(a—Db)= r,'q, elde edilir. a*—-b*=1'q,r,'q, Vve g=a+6beH]
oldugundan a® — b? > 0 dur. Dolayisiyla r; ' g1, 1 q, > 0 dur.

Vi €D icin k; = q;(1+8) = gh; = (@ + Sb)ry(1 + 8) = ry(a+ b)(1 + ),
ve Vj€E isin ki =q;(1—8) =gh = (a+b)r(1—06) = r(a—b)(1-0),
olup q; = r;(a+b) ve q; = r;(a—b) elde edilir. Buradan (a+b) = ¢,
(a—b) = r,tq, dir. a®>—b*=r{'qir;'q, ve g =a+6b€H; oldugundan
a* —b* >0 bulunur. Dolaysiyla 77 'qy7, g, >0 dir. Onerme 3.1.2°ye gore
a+b#0 ve a—b+#0 dir. Boylece q; = ri(a+b) ve q;j= ri(a—>b)
esitliklerinden ;" 'ry = q; 'q; ve 17 'n, = g7 g, olur.

Teorem 4.8.11: h = (hy,hy, -, hpy), k = (kq, ky, -+, ki) € H™, HI —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in T,(h;) = 146, h; =1r;(1+6), r; ER* ve Vj € E i¢in
Tz(kj) =1-6,k = qj(l - 9), q; € R* olsun. ri_lrl = ql-_lql, rj_lrp = q]-_1q1[J ve

g, tq, > 0ise h M3 ke dir.

Ispat: Yi € D, Vj € E igin 17'ry = q; 'qy, rj_lrp = qj_lqp ve rl_lqlrp_lqp >0

l

olsun. a = %(rl_lql +1,qy), b= %(rl_lql —1,1q,) olmak iizere g =a+6b €
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H; alalm. Buradan (a + b) = 17 'qy, (a —b) = 1, g, bulunur. r{ g7, g, > 0

dan a? — b? = rflqlrp‘lqp > 0 dir. Dolayisiyla g = a + b € H} dir.

(a+b)=r1"'q;, (a—b)=r,'q, oldugundan gq, = ri(a+b), q,=
7,(a — b) bulunur. Boylece k; = q;(1+6) = ghy = (a+ 6b)ri(1+6) = r(a+
b)(1+6) ve k,=q,(1-06)=gh,=(a+bb)r,(1-06)= r,(a—Db)(1-29),
elde edilir. r; # 0, q; # 0 oldugundan quj_l #0,j=12,..,mdr.VieD,VjEE

icin r7'r, =q7'q; ve T

', = q;'q, oldugundan g7 =gyt =a+b,

qjri ' =qpry ' =a—b  bulunur. Boylece g7t =qury'=a+b den
q; = (a+b)r;veqrt =qur, ' = a—bdengq; = (a— b)r; elde edilir. O halde
ki=q(1+6)=((a+b)ry(1+6)=(a+b)r;(1+6) =gh; ve ki =
q;(1—8) = (a—b)ry(1—8) = (a+06b)r;,(1—8) = gh; yazlabilir. Buradan
h = gk dir. Yani h ™% k dur.

Boylece Hi grubu igin tiim durumlar incelenerek Hi —Denklik Problemi tam

olarak ¢6ziilmiis oldu.

4.9. W(H})—Denklik Probleminin H; —Denklik Problemi Yardimiyla Coziimii

Bu kisimda R*? deki m noktadan olusan iki sistemin W (H3) —denklik problemini
inceleyecegiz. Once m = 1 ve m = 2 igin iki sistemin W(H?) —denklik problemini
ele alacagiz.

m =1 olsun. Bu durumda W(H}) —denklik probleminin ¢ézimii W(H3)
grubunun R uzaydaki (g,h) - W(g)F (h) etkisine gore W(H})-yoriingeleri
bulunmasina indirgenir. Burada F, 6nerme 4.2.1 de tanimlanan doniisiim olarak

alinacaktir.

Onerme 4.9.1: W(H?) grubunun R+ uzaydaki (W (g),x) - W(g)x etkisine gre
sadece bes W (H3)-yériingesi vardir. Bunlar: F(H3) = {(})| a,b € R,a* — b* > 0},
F(6H:) ={(DlabeR,a?—b*> <0}, {r(})|Ir € R}, {r(})lr € R}, {0} du.
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.8.1 ve Sonug 4.5.1 den aciktir.

W(H?) grubunun W(H?) yoériingesinin tipi 1 dir diyelim. Eger u € R1*?
icinu € W(HZ) ise uw nin tipi 1 diyelim ve bunu T, (u) = 1 seklinde yazalim.
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W (H3) grubunun W (§H?) yériingesinin tipi § dir diyelim. Eger u € R*? i¢in
u € W(SHY) ise u nin tipi § diyelim ve bunu T, (u) = § seklinde yazalim.

W (H3) grubunun  {7(;)| € R*} yoriingesinin tipi 1+ & dir diyelim. Eger
u € R™!iginu € {r(})| r € R*}ise w nun tipi 1 + & diyelim ve bunu T,(w) = 1+
6 seklinde yazalim.

W (H3) grubunun {r( )| r € R*} ybriingesinin tipi 1 — & dir diyelim. Eger
u € R™? igin u € {r()| r € R} ise u nun tipi 1 — & diyelim ve bunu T,(u) =
1 — § seklinde yazalim.

W (H3) grubunun {0} yoriingesinin tipi O dir diyelim. Eger u € R*? i¢in
u = 0ise u nin tipi 0 diyelim ve bunu T, (0) = 0 seklinde yazalim.

Sonug 4.9.1: Vh € H i¢in T, (h) = T,(F(h)) dir.
Ispat: Onerme 4.9.1 ve Sonug 4.5.1 den agiktir.

Simdi x = {x;,%3,*, X}, R nin bir m —lisi olmak iizere T,(x;) = t;
alallim. Burada t; =1, &6, 1+6 veya 1-—4.(ty,ty, ,t,) m—Ili dizisine
{x1, %5, -+, x;p} m —lisinin tipi diyelim ve T,(x) = (t1,ty, -+, t;,) seklinde veya
To{x1, x5, , X} seklinde gosterelim.

Onerme 4.9.2: x = (x4, %3, %), ¥ = V1, V2, ¥m) € (RTF1)™ elemanlar: igin
O, %, xm 3 VI (ke Ky, o ko) ise To(x) = To(y) dir yani m —linin  tipi
W (H}) —invaryanttir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.8.2 den agiktir.

Sonug  4.9.2: Eger x = (x;,%, %), Y = V1, Y2, ¥m) € (RIFH™  fcin
Tofx1, X2, Xm} # To{yi, Vo, o+, Vi } 156 x ve y m —liler W (H})-denk degildir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Sonug 4.8.1 den aciktir.

Sonug 4.9.3: Eger x = (x1,%2, ", Xm), ¥ = V1, Y20, Yim) € (RM1)™ olmak iizere
bir p € {1,2,..,m} icin T,(x,) # T»(y,) ise x ve y m—liler W(H}) —denk
degildir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Sonug 4.8.2 den agiktr.

Boylece iki m —linin W (H%)—denklik sart1 incelenirken, onlarin tiplerini esit
olmas1 gerektigi elde edilir.
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Simdi m = 2 durumunu inceleyelim.

Rt de keyfi bir x = {x;,x,} 2 —lisini gdz dniine alalim, burada x,, x, lerin
her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in su durumlar vardir: T,(x) =
(1,1), T(x) = (1,6), T(1) = (1,1 +6), To(x) = (1,1 = 6), To(x) = (6, 1),
T;(x) = (6,6), T;(x) = (6,1 +6), T.(x) = (8,1 =9), To(x) = (1+6,1),
T,(x)=(1+6,0), T,(x)=1+81+6), T,(x)=1+6,1-96),T(x) =
(1-6,1),T,(x)=(1-6,6),To(x) =(1-6,14+08),T,(x) =(1-6,1-19).

Eger x = (x1,%),y = (v, y,) € (R1*1)2 ve T,(x;) # T,(y;) ise, Sonug
4.8.1°¢ gore x ve y 2 —liler W (H}) —denk degildir.

Onerme 4.9.3: xX= (xl, xz),y == (yl,yz) € (R1+1)2 ve Tz(xl) = TZ(Yl) =1 Veya

T,(x) = To(y) = Solsun. Bu takdirde x WPy — Guxel  Dave) bl

(x1,x1)  ayn) (enxg)

[y1,y2] dir.

(y1y1)

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.8.3 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Onerme 4.9.4: x= (x1,%5),y = (¥1,¥2) € (R™1)2 ve T,(x,) = T,(y,) = 1 veya

T,(x) = T,(y) = 6 olsun. Bu takdirde xW0Hy = &ax2) _ Do) el

(x2,%2) - (3’2'3’2>, (x2,X2) -

[y1,y2] dir.

(¥2,¥2)

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.8.4 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.9.1: x = (x1,%,),y = (y1,y,) € (R1*1)2 ve T,(x;) = To(y;) =1 veya

- (x1,%2) (¥1,¥2) [x1,x2] [y1.¥2] .
T. =T = 6 olsun. Bu takdirde = , = ise
Z(xl) Z(yl) (x1,%1) (Y1.y1) " {x1,%1) (y1.y1)

x WHD

—+ y dir.
Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.8.1 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.
Teorem 4.9.2: x = (x1,%2),y = (1, ¥2) € (R™1)? ve Ty(xz) = T2(y2) = 1 veya

_ _ - (x1,%2) — (¥1,¥2) [x1,x2] — [v1,2] .
T,(x;) = To(y;) = & olsun. Bu takdirde o)~ ayal Gatal = Gaya) ise

x WHD

y dir.
Ispat. Teorem 4.5.1, Teorem 4.9.2 ve Lemma 4.7.1 den agiktur.

Teorem 4.9.1 ve Teorem 4.9.2 de T,(x) = (1,1),To(x) = (1,8),Tr(x) =
(1,1+6), To(x) = (1,1 —=06),T,(x) =(6,1),T,(x) = (6,6), T,(x) = (6,1 +
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6),To(x) =(6,1=06),T,(x) =1+8,1),T,(x) =(1+95,08),T,(x) = (1 —
6,1),T,(x) = (1 — §,8) durumlar: tam olrak incelendi.

Incelenmeyen durumlar T,(x))=(1+6,1+98),T,(x)=(1+4,1-
6), To(x)=(1-6,1496),T,(x) =(1—-6,1-6) durumlaridir. Bu durumlar
inceleyelim: T,(x) = (1 4+ 8,1+ §) durumunda x = (xq,x,) 2 —lisinin elemanlar

Su seklldedlr X1 = Tl(i), Xy = rz(i), burada r #* 0ve Iy * 0.

Onerme 4.9.5: x = (x1,%x5),y = (y1,¥,) € (R*1H2 ve x, = 7”1(1):352 = TZ(D'

n#0ver,=0vey =q1(7),y2=42(}), q1# 0 ve g, # 0 olsun. Bu takdirde

x WHD

yiser; r, = q;1q, dir.
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.8.6 den agiktir.

Teorem 4.9.3: x = (x1,%,),y = (y1,¥2) € R™)?2 ve x; =n(7).x =n(}),

rn#0ver,=0vey =q;(31),y: =a:(1), @ # 0 ve g, # 0 olsun. Bu takdirde

W(H3)

i =q3 gy isex "+ y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.3 den agiktr.

T,(x) =(1-6,1—-6) durumunda x = (x;,x,) 2-lisinin elemanlar
X, =n (_11),x2 = rz(_ll) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dur.
Teorem 4.9.4: x = (x1,%),y = (v, y2) € (R1*H2 ve x; = rl(_ll),xz = rz(_ll),

n#0ver,#0vey; =q.().y2 = q2("), g1 # 0 ve g, # 0 olsun. Bu takdirde

x WHD

yeortn=q3'q dir
Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.4 den agiktir.

T,(x)=(1+6,1—-6) durumunda x = (xq,x,) 2-lisinin elemanlar
X, = 7"1(1); X, =1y (_11) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dir.
Teorem 4.95 x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € (RT™1)2 ve x, = T1G):xz = rz(_ll),
rn#0 ve =0 ve y1=q:().v2=a2(") @ #0 ve g, #0 olsun.
xWED Y g g, > 0 dir

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.5 den agiktir.

m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.
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Teorem 4.9.6: x = (x1,%,),y = (v, ¥,) € (R1*H2 ve x, = rl(_ll),xz = rz(i),

r =0 ve Iy 0 ve Yy = ‘h(_ll); Vo, = qz(i), q1 0 ve q> #* 0 O|Sun

W(H+)y o 1 tqurytqy > 0 dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.6 dan agiktir.

Tanim 4.9.1: x = (xq, %3, ", %) € (RM*H)™ olmak iizere i € {1,2,...m} icin
T,(x;) =1 veya T,(x;) = & ise, bu m —liye H} —bozulmamis m —li denir. Boyle
bir i € {1,2,...m} yoksa, bu m —liye H} —bozulmus m —li denir. Dolayisiyla
x = (x1,%g,*, X)) € H™ H} —bozulmus ise T,(x;) =1+ S veyaT,(x;) =1—§
dir.

Eger x = (x1,%3 %), Y = V1, V2, V) € (RIFH™ m —lileri  igin
W(H+) y ve x, H} —bozulmamus ise y de H} — bozulmamisdir.

Eger  x= (% %m), ¥ = (1, Y2, ¥m) € (RTTH™  m —lileri  icin
W(H+) y ve x, H} —bozulmus ise y de H} —bozulmusdur.

Onerme 4.9.6: x = (x1, %3, , X)), ¥ = (¥1, Y2, ***» V) € (RTH™ m —liler 6yle ki

<X1,xj) _ (ylry]> [xl'xj] —

T,(x1) = To(y;) =1 olsun. Bu takdirde x ™ y=<x1'x1) iy’ (rars)

207] P

] ,m dir.
(¥y1.Y1)

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.8.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.9.7: x = (x1, X2, %), ¥ = V1, V20, V) € (RYH™, m —lileri igin

{x1,x}) (Y1,yj) [xl,x ] [YLJ/ ] .
T =T =1 ve L= e L j=23-,m, olsun. Bu
2(¥1) 2(y1) (x1,x1) Yoy (xux1)  (Y1.y1) J m

takdirde x W& y dir,
Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.8.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktur.

Onerme 4.9.7: x = (x4, %3, Xm), Y = (Y1, V2, **, ¥im) € (R )™ m —liler olmak

W)

lizere ve bir p € {2,3,..,m} icin T,(x,) = T,(),) =1 olsun. x y ise

Gepxj) _ ypyj) [xp.x)] — [p.y;]
(xXp,xp) (Ypyp) ’ (xXp,xp) (Ypy1)

, j=12,-,p—1,p+1,..,mdir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.8.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktr.
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Teorem 4.9.8: x = (x4, X3, Xm), ¥ = V1, Y2, V) € (RIFTH™ m —liler olmak

(pxj) — vpy)) [xpax;] —
<xp;xp) (YpJ’p> ’ (xp,xp>

lizere bir p € {2,3,...,m} icin T(x,) = To(yp,) =1 ve

M j=12,--,p—1,p+1,..,molsun. Bu takdirde x
(Ypy1)

W(H})

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.8.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktr.

Not: x = (x, %0 %), ¥ = V1, V20, V) € (RITH™, H% —bozulmamis
m —liler olsun. Eger T,(x) # T,(y) ise Sonug¢ 4.9.2 gére bu m —liler W(H3) —denk
degildir. Kabul edelim ki T, (x) = T,(y) olsun. x, H} —bozulmamis oldugundan bir
p € {1,2,3,...,m} icin T, (x,) = 1 veya T,(x,) = & dir. T;(x) = T;(y) oldugundan
Ti(xp) = T1(yp) = 1 veya Ty(x,) = T1(yp) = & dir. Dolayisiyla Onerme 4.9.7,
Onerme 4.9.7, Teorem 4.9.7, Teorem 4.9.8 de H} —bozulmamis m —lilerin

W (H*) —denklik problemi tam olarak ¢6ziilmiis oldu.

x = (%1, %3, %) € (RYH)™ H% —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde

Vi €{1,2,..,m}icinT,(x;) = 1+ 6 veyaT,(x;) = 1 — 6 dir.

x = (%, %3, %) € (RYH)™ HY —bozulmus m —li ve Vj € {1,2,..,m}
igin T,(x;) =3 olsun. Bu durumda x in elemanlart x; =r1(1),...,xm = m(i)

seklindedir. Burada r; € R*, ..., 7, € R* dir.

(")nerme 498 x = (xll xz;"':xm);y = (ylnyZ:"':Ym) € (R1+1)m’ Hi —bOZulmHS
m —liler ve Vj € {1,2,..,m} icin T,(x;) = T,(y;) =3 ve x; = 7’1(1): v X =

rm(i), n€RY,.,,HmE R vey, = Ch(i)' ey Y = qm(i), g € RY, ...,,qn € R*

W(H3)

olsun. x yisery 'y =qj'q; j=2,..,mdir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.8.9 dan agiktir.

Teorem 4.9.9: x = (x1, %3, *, %), ¥ = (Y1, Y2+, ¥m) € (R™H™, Hi —bozulmus
m —liler ve Vj € {1,2,..,m} icin T,(x;) = T,(y;) =3 ve x; = rl(i), e X =

rm(i), n€R,.,,nmeERvey = %G)’ vy Ym = qm(i), qg. € R, ...,,qn € R*

W(H})

olsun. Bu takdirde rj_lrl = qj_lql =X y,j=2,..,mdir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.9 den agiktir.

Onerme 4.9.9: x = (x1, %2, X)), ¥ = V1, V2, =+, Yin) € (R¥Y)™, H% —bozulmus

m —liler ve Vj € {1,2,..,m} icin Tr(x;) = T,(y;) =4 ve x; = rl(_ll), o Xy, =
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rm(_ll), n€R,., nmeER vey = ql(_ll), v Ym = qm(_ll), g1 € R, ..,,qm €
W(H})

R* olsun. x yiser'ry = q;'qy j = 2,..,mdir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.8.10 dan agiktir.

Teorem 4.9.10: x = (x1, %3, **, X ), ¥ = V1, V2, -+ ¥m) € (RT1)™ HY —bozulmus
m —liler ve Vj €{1,2,..,m} i¢in To(x)) = To(y;) =4 ve x; =71y (1), . xm =

rm(_ll), n€R,., meER vey = ql(_ll), i Ym = qm(_ll), g1 € R, ..,,qm €
W(H})

R* olsun.ry'ry = q;'qq, j = 2,...,misex "+ ydir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.10 dan agiktir.

D ve E kiimeleri {1,2, ..., m} kiimesinin D # @,E # §,DNE = @ ve DUE =
{1,2, ..., m} olacak sekilde alt kiimeleri olsun. D nin en kii¢iik eleman1 1 ve E nin en

kiiglik elemant p olsun.

Onerme 49.10: x = (x1;x2:"';xm):y = (yll yz"";Ym) € (R1+1)m!Hi —bozulmus
m —liler olsun. Vi €D i¢in To(x;)= 3, x;=7i(}), € R* ve Vj€E igin

W (H})

T,(yp) =4, yj=qj(_11), qgj € R* olmak lizere x ™" *'y ise i = q7 tqq,

rt

_ -1 .
iy = q; gy Very tqir, g, > 0dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.8.11 den agiktir.
Teorem 4.9.11: x = (x4, %2, X ), ¥ = V1, Y2, =+, ¥m) € (RTTH™ HX —bozulmus
m —liler olsun. Vi€ D i¢in To(x;) =3, x;=n,(3), n€ R* ve VjE€E igin

T,(y) =4, y; = qj(_ll), q;j € R* olmak tizere r;"'ry = g7 'qy , 171, = qj qp Ve

gy tgy, > 0ise = x WHD y, dir,
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.8.11 den agiktir.

Boylece W(H}) grubu igin tiim durumlar incelenerek W (H};) —denklik

problemi tam olarak ¢6ziilmiis oldu.

4.10. "m" lilerin B(H),-Denklik problemi

Yiiksek lisans tezinde (Goksal, 2011) bir noktanin bir noktaya B(H), —denkligi
incelenmisti. Bu bolimde m noktadan olusan iki sistemin B(H), —denklik

problemini inceleyecegiz.
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m =1 olsun. Bu durumda B(H), —denklik probleminin ¢6ziimi B(H),
grubunun H cebirdeki (g, h) = gh etkisine gére B(H), —yoriingeleri bulunmasina
indirgenir. R*={r e R|r # 0} ve pe€ Rolsun. Y;(p)={h € H||h|, = p}
kiimesini alalim. Vp € R* i¢in Y3(p) nin B(H), —yoriingedir(Goksal, 2011).
Onerme 4.10.1: B(H), grubunun H cebirdeki (g, h) — gh etkisine gore yoriingeleri
sunlardir, Y;(p),p € R {r(1+98)|re R}, {r(1 —6)|r € R*},{0} dir(Goksal,
2011).

B(H), grubunun Y;(p) yoriingesinin tipi p olsun. Eger h € H i¢in h € Y3(p)
ise h nin tipi p dir diyelim ve bunu T5(h) = p seklinde gosterelim.

B(H), grubunun {r(1+6)|r € R*} yoringesinin tipi 1+ § olsun. Eger
h € Higin h € {r(1+6)|r € R*}ise hnintipi 1 + & dir diyelim ve bunu T5(h) =
1 + & seklinde gosterelim.

B(H), grubunun {r(1 — §)| r € R*} yoriingesinin tipi 1 — & dir diyelim. Eger
heHiginh € {r(1 —98)|r € R} ise h nintipi 1 — § dir diyelim ve bunu T5(h) =
1 — § seklinde gosterelim.

B(H), grubunun {0} yoriingesinin tipi 0 olsun. Eger h € H i¢in h = 0ise h nin
tipi 0 dir diyelim ve bunu T5(0) = 0 seklinde gosterelim.

Simdi h = {hy, hy, -+, hy,}, H’nin bir m —lisi 6yle ki T5(h;) = t; olsun, burada
ti=p,1+6,1—8 veya 0 dir. Burada p € R*. (t,t,, - t,,) m—li dizisine
{hy, hy, -, by} m —lisinin tipi diyelim ve T3(h) = (ti,t,, - t) seklinde veya
T5{hy, hy, -+, hyy} seklinde gosterelim.

Onerme 4.10.2: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™  elemanlart igin
{hy, hy, - by} B2 (k) Ky, o k) IS Ts(R) = Ts(k) dir yani m —linin tipi
B(H), —invaryanttir.

Ispat: Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.10.1 den agiktir.

Sonug 4.10.1: Eger h = (hq, hy, -+, hyy), k = (kq, ko, -+, k) € H™ elemanlart igin
Tg{hl, hz, cee, hm} * T3{k1, kz, teey, km} ISG hvek m _Iller B(H)Z —denk deglldlr

Ispat: Onerme 4.10.2 den agiktir.

Sonug 4.10.2: Eger h = (hy, hy, -+, hyp), k = (kq, ko, -+, k) € H™ olmak tizere bir
p € {1,2,...,m}i¢in T5(h,) # Ts(k,) ise h ve k m —liler B(H), —denk degildir.
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Ispat: Sonug 4.10.1 den agiktur.

O halde iki m —linin B(H), —denklik sart1 incelenirken, onlarin tiplerinin esit
olmasi gerektigi elde edilir.

Simdi m = 2 durumu inceleyelim. H de keyfi bir h = {hy, h,} 2 —lisini goz
Oniine alalim, burada h4, h, lerin her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in:
T3(h)=®aq.p.q€ R T3(h) = (@ 1+6),pe R; T3(h)=(m1-6),p€
R*T3(h) =(1+4,p),p€ R T3(h)=(1+6,1+6),pe R*; T;3(h) = (1 +
6,1-98),pe R"Tz3(h)=(1-6,p),pE R*; T3(h)=(1-6,1+6),p €
R*; T3(h) = (1 —=46,1—6),p € R* durumlart vardir.

Eger h = (hli hz),k = (kll kz) € ]H[Z ve T3(h1) * T3(k1) ise, Sonug 4.10.2
gore h ve k 2 —lileri B(H), —denk degildir.

Onerme 4.10.3: h = (hl, hz),k = (kll kz) € ]H[Z ve |h1|2 * O, |k1|2 0 0|Sun
hB®z kise |y |, = |ky], ve hith, = kilk, dir.

Ispat. hB(iI)Z k olsun. O halde k = gh olacak sekilde 3g € B(H), vardir.
k = gh,

(kq, ka) = g(hy, hy),

(k1, k2) = (ghy, ghy),

ki = ghy, k, = gh,,

olur. Simdi de |h|, = |k|, ve hith, = ki'k, oldugunu gésterelim: k; = gh,,

|k112=lghs12=1gl21hi|2 ve |gl, =1 oldugundan |k,|,=|h;|, bulunur. Sonug
3.2.2’ye gore |hq|, #0, |ki|, # 0 oldugundan dolayr hy € H*, k; € H*dir.
Dolayisiyla A~ ve k™! elemanlar mevcuttur. k, = ghy, k, = gh, oldugundan
kitk, = (ghy)"*(ghy) = hitg~tgh, = hi'h, bulunur. Buradan hith, = ki'k,
olur.
Onerme 4.10.4: h = (hy, hy), k = (ky, ky) € H? ve |hy|, #0, |ky|, #0 olsun.
hB® 2 | ise |h,|, = |ky|, ve hy hy = ki lk, dir.

Ispat: Onerme 4.10.3 iin ispatia benzer seklinde yapilir.

Teorem 4.10.1: h = (hy, hy), k = (ky, k,) € H? ve |hql, #0, |k, #0 olsun.
|hyly = lkql, ve R hy = kilk, ise R Bz k dur.
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Ispat: |hql, = kil #0 ve hi'h, = k7'k, olsun. k = gh olacak sekilde 3g €
B(H), var oldugunu gostermeliyiz. Sonu¢ 3.2.2 gore ve |hy|, #0, |ki|, #0
oldugundan h; € H*, k, € H* dir. H* grup oldugundan k,h,”' € H* dir.
g = k,h, " ile gosterelim. Boylece k, = ghy bulunur. ky = ghy, |hyl, = |kyl, ve
|k1],=|lghs|2=1gl2lhi|, den |gl, =1elde edilir. Yani g€ B(H), dir.
hilh, = ki'k, oldugundan kihi'h, =k, alur. g=k, h,™'  oldugundan
k, = gh, dir. Dolayisiyla ky = gh, ve k, = gh, olup h®2 e dur.,

Teorem 4.10.2: h = (hy,hy), k = (ki,k,) € H? ve |hy|, #0, |k,|, #0 olsun.
|hal, = |kyl, ve hythy = k3 tky ise h 54Dz k dir,

Ispat: Teorem 4.10.1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4101 ve  Teorem 4.10.2 de T;(h) = (p,q9),p,q € R,
T;(h=@1+68),pe R Tzs(W=@m1-6,pe R, Ts(W=0+4,p)peE
R*; T3(h) = (1 — &,p),p € R*durumlar: tam olarak incelendi. Simdi incelenmeyen
T3(h)=(1+6,14+96), T3(h)=1+9451-6),T3(h) =(1-96,1406),T;(h) =
(1-6,1—-6) durumlarmt inceleyelim. T3(h) =(1+4,1+6) durumunda
h = (hy,h;) 2 —lisinin elemanlart hy = r;(1 + §),h, = r,(1 4+ 8) seklindedir.
Buradar; # 0ver, # 0 dir.

Onerme 4.10.6: h = (h'l' hz),k = (kl, kz) € HZ ve h1 = Tl(l + 6), h2 = rz(l + 6),
Tl € R*, 7'2 € R*, ve kl = CI1(1 + 6), kz = qZ(l + 6), ql € IR*, q2 € IR*, 0|SUI’]
hB®z ise vyl = q71q, dir.

Ispat. Onerme 4.6.6 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.10.3: h = (hy, hy), k = (ki ky) € H? ve hy = (1 + 8),hy, = 1,(1 + 6),
n€R, rneR, ve ky =q,(1+06),k, =q,(1+6), g1 € R*, g, € R* olsun.
ryln = q;tq, ise h B2k dir,

Ispat: r;'ry = q5'q, olsun. Buradan q; = (15 1qy)ry dir. 7y £ 0, 1, = 0 ve g, # 0,

g, # 0 oldugundan 7r;1g, #0 bulunur. ¢ =r;1q, ile gésterelim. 7, 1q, # 0

oldugundanc # 0, q, = cr; Ve g, =cry olur. a+b =c ve a—b =c~! olmak
lizere g = a+ &b alalm. a = %(c +c™, b= %(c +c¢™) ve a? —b% =1 olur.
Dolayisiyla g € B(H), dir. g(1+6)=(a+6b)(1+ §) =(a+b)(1+ 9)
oldugundan k; =q;(1+98) = cry(1+98) =ch, = (a+b)ry;(1+6) =gh; ve
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k, =q,(1+6)= (a+b)r,(1+6) = (a+ b)h, = gh, bulunur. Boylece h = gk
olup A 8@z ke dir,

T3(h) =(1—-6,1—06) durumunda  h = (hy,h,) 2 —lisinin elemanlar
h'l = Tl(l - 6), hz = rz(l - 8) Sekhndedlr Burada r € IR*, ) € R* dir.

Teorem 4104 h = (h’li hz),k = (kl’ kz) € ]H[Z ve h’l = T1(1 - 6), hz = T2(1 - 6),
r € R*, Iy € R* ve kl = ql(l - 6), kz = qz(l - 6), q1 € R*, q> € R* O|Sun Bu
takdirde h 82k = rylry = g51q, dir.

Ispat: Onerme 4.6.6 ve Teorem 4.10.3 iin ispatina benzer sekildedir.

Simdi incelenmeyen T3(h)y=(1+6,1-96),T;3(h)y=(1-6,1+6)
durumlarini inceleyelim. T3(h) = (1 4+ 8,1 — §) durumunda h = (hq, h,) 2 —lisinin
elemanlart hy = r;(1 + 8),h, = (1 — ) seklindedir. Burada r, € R*, r, € R*
dir.

Onerme 4.10.7: h = (hli hz),k = (kll kz) € ]H[Z ve hl = T1(1 + 6), hz = 7‘2(1 - 6),
r € R*, Iy € R*ve k1 = ql(l + 6), kz = qz(l - 6), q1 € R*, q> € R* 0|SUI’I Bu

takdirde h5%zk ise ryr, = q,q, dir.

Ispat: hB®z | olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 6b € B(H),
mevcuttur. Buradan a?—b%?=1, k; =gh, ve k,=gh, olur. Bdylece
kl =Q1(1+8) = (a+b)r1(1+8) ve kz =q2(1_8) = (a—b)r2(1+5)
bulunur. Bu esitliklerden gq; = (a + b)r; ve q, = (a — b)r, elde edilir. O halde
g7t = (a+b) ve qg,r; 1 = (a— b) dir. a? — b? = 1 oldugundan g7y ? q,75 t =
1 dir. Boylece i1, = q1q, bulunur.

Teorem 4.10.5: h = (hy, hy), k = (ky, ky) € H? ve hy = (1 + 8),hy, = 1,(1 = 6),
ne€ER, rneR ve ki =q,(1+6),k, =q,(1-9), g1 € R*, g, € R* olsun.
Ty = q14q; i1S€ hB(f)z k dir.

Ispat: 1,17, = q1q, olsun. Buradan q;r71q,r5 =1 dir. a = %(qlrfl + q,r5 1Y),
a= %(qlr{l — qr; 1) olmak iizere g = a+ 8b € H* alahm. (a+b) = g7 %,
(a—b) = r;1q, olup a? — b? = q;r1 L qor5;* =1 dir. Dolayisiyla g = a + b €

B(H), dir. (a+b) = qur{, (a—b) = r;1q, oldugundan q, = (a+ b)r;, ve
q, = (a — b)r, bulunur. Boylece k; = q;(1+6) =ghy = (a+6b)ry(1+6) =
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r(a+b)(1+6) ve ky=q,(1—=6)= gh,=(a+8b)r,(1—6) = rp,(a—
b)(1 —&8) elde edilir. Dolayisiyla k = gh olacak sekilde g = a + 8b € B(H),
mevcuttur.

T;(h) =(1-6,1+6) durumunda h = (hy,h;) 2 —lisinin elemanlar
h'l = Tl(l - 6), hz = rz(l + 8) Sekhndedlr Burada r € IR*, ) € R* dir.
Teorem 4106 h = (h’li hz),k = (kl’ kz) € ]H[Z ve h’l = T1(1 - 6), hz = T2(1 + 6),
ne€ER, rneR ve ki =q,(1-96),k, =q,(1+9), g, € R*, g, € R* olsun.
nr =09 < h B2 k dir.
Ispat: Teorem 4.10.5 in ispatina benzer sekilde yapilir.

m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.
Tanim 4.10.1: h = (hqy, hy, -+, hy) € H™ olmak tizere i € {1,2,...m} ve bir
p € R i¢in T3(h;) =p ise, bu m —liye B(H), —bozulmamis m —li denir. Bu
sekilde i € {1,2,...m} yoksa, bu m —liye B(H), —bozulmus m —li denir. Eger
h=(hy, Ry, h) k= (ki ko, k) €H™ m—liler igin A2k ve h,
B(H), —bozulmamus ise k da B(H), —bozulmamisdir.

Eger h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, by, -+, k) € H™ m —liler igin h ®®2 ke ve
h, B(H), —bozulmus ise k da B(H), —bozulmusdur.

Onerme 4.10.7: h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, ko, k) € H™, m —liler igin
lhily £0, lkgl, #0 olsun. kB2 ise |hy|, = |kyl, ve hi'h = ki'k;,

j =23, ,mdir.

Ispat: h Bz  olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde 3g € B(H), vardir.
k = gh,
(k1 kz, -+ km) = g(hy, hy, -+, i),
(k1 koo k) = (ghy, gha, -+, ghm),
ki =ghy, ky = ghy, -, kyy = ghy,
olur. Simdi de ||, = |ksl, ve hi'h; =ki'k;, j=23,--,m oldugunu
gosterelim: Sonug 3.2.2 ye gore |hy|, # 0, |k1|, # 0 oldugundan h, € H*, k, € H*
dir.  Dolayisiyla  h™*  ve k™'  elemanlar  mevcuttur.  k; = ghy,

lk1l2=1ghsl2=1gl21hsl; ve |gl; = 1 oldugundan |k,|, = |hy|, bulunur. k; = gh;,
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ky = ghy, -,k = ghy esitliklerinden  ki'k; = (ghy)™*(gh;) = g~ hitgh; =
g9~ 'ghih; = hi'h; elde edilir. Boylece hy'h; = ki'k; dir.

Teorem 4.10.7: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™, m —liler igin
|h1|2 * O, |k1|2 *0 O|Sun |h1|2 = |k1|2 ve hl_lh] = kl_lk] ]= 2,3,"‘,m ISE

h Bz | qyr,

Ispat: |hyl, = |kql, #0 ve hi'h; = ki'k;, j=2,3,--,molsun. k = gh olacak
sekilde 3g € B(H), var oldugunu géstermeliyiz. Sonug 3.2.2 ve |hy|, #0, |k4|, #0
oldugundan h; € H* k; € H* dir. H* grup oldugundan k.h, "t e H* dur.
g =k,h, " ile gosterelim. Buradan ky, = ghy olur. ky = ghy, |hyl, = lkql, Ve
|k1l2=lghq|2=1gl2|hi|, esitliklerinden |g|, = 1 bulunur. Yani g € B(H), dir.
hl_lhj = kl_lkj, j=23,---,m oldugundan klhl_lhj = kj, j=23,--,m dir.
g = ky hy; " kullanilarak ki = gh;j,j = 2,3,-+,melde edilir. Dolayisiyla k; = gh,

vek; = ghj,j=2,3,~,molup h®zk dur.

Onerme 4.10.8: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, ky, -+, k) € H™ olmak iizere bir
i € {2,3,...,m} icin |Rl, #0, |k;|, #0 olsun. Rz k ise ||, = |k;|, ve hith; =
kitk;, j=12,,i—1i+1,..,mdir

Ispat. Onerme 4.10.7 nin ispatina benzerdir.

Teorem 4.10.8: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, kyyy) € H™ olmak {izere bir
i €{2,3,..,m} i¢in |hy|, #0, |k;l; #0 olsun. |h;|, = |k;l, ve hyth; =k, 'k;,

j=12,,p—1,p+1,..,m ise kB2 | dir,
Ispat: Ispat Teorem 4.10.7 nin ispatina benzerdir.

h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, kg, -+, kyy) € H™, B(H), —bozulmamis
m —liler olsun. Eger T5(h) # T5(k) ise Sonug 4.10.1 gore bu m —liler B(H), —denk
degildir. T5(h) = T5(k) olsun. Bu takdirde h, B(H), —bozulmamis oldugundan bir
i €{1,23,..,m} ve bir pe R" i¢cin T3(h;) =p dir. T3(h) = T3(k) oldugundan
T3(hy) = T5(k;) = p dir. Dolayisiyla Onerme 4.10.7, Onerme 4.10.8, Teorem
4.10.7, Teorem 4.10.8 den B(H), —bozulmamigs m —lilerin B(H), —denklik

problemi tam olarak incelenmis olur.
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h = (hq, hy, -+, hy,) € H™, B(H), —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde tiim
i €{1,2,3,..,m}icin T3(h;) = 1+ & veya T3(h;) = 1 — & dir.

h = (hy, hy, -+, hyy) € H™, B(H), —bozulmus m —li ve tim i € {1,2,3, ..., m}
icin T3(h;) =1+ olsun. Bu durumda h m —linin elemanlari h; =7 (1 +
8), ..., hy, = 1,,(1 + &) seklindedir. Buradar; # 0, ...,7,, # 0 dir.
Onerme 4.10.9: h = (hy, hy, -+, b)), k = (kq, ky, -+, kyy) € H™, B(H), —bozulmus
m —liler ve tim i€{123,..,m} i¢cin Ts(h) = Ts(kj)=1+6 ve hy =
n(1+6),.hy=1r,14+68), neRNKeER,..,.n,eR" ve k =q(1+
&), s km = qn(1+6), 1 ER",q; € R, ..., ¢y € R” 0lsun. K2k ise 1717y =
q;'q, j=2,..,mdir.
Ispat: Ispat Onerme 4.6.9 un ispatia benzerdir.
Teorem 4.10.9: h = (hy, hy, -+, hp), k = (ki, kg, -+, k) € H™, B(H), —bozulmus
m—liler ve timie€{123,..,m} ic¢in Ts(h;) = Ts(kj))=1+6 ve hy=
n(1+6),.hy,=1r,14+6), neER'KeER,..,.n,eR" ve ks =q(1+
8k = (1 +68), q ER',q, ERY,...,q ER" olsun. 77'ry = q;'qy,
j=2,..,mise hBz  dir.
Ispat: v7'ry = q;'q1, j = 2,...,m olsun. r; # 0, q; # 0 oldugundan q;r;7'#0, j =
1,2,...,m dir. rj_lrl = qj"lql,j = 2, ..., m oldugundan q]-r]-"1 =qryLj=2,..,m
bulunur. g,rt = colsu. qjr;7 ' = quryt =¢,j=2,..,mdenq; = crj,j = 2,..,m,
yazilabilir. a+b=c ve a—b=c"! olacak bicinde g =a+ b alalim.
a=_(c+c™), b=2(c+c?) ve a?—b? =1 olur. Dolayisiyla g € B(H), dir.
g(1+8)=(a+8b)(1+ 6) = (a+b)(1+ &) oldugundan k; = g, (1+ &) =
cri(1+68)=chy = (a+b)ry(1+6)=ghyve kj = qj(1+38) = (a+b)ry(1+
8) = (a+ b)h; = gh;,j = 2,...,m bulunur. Buradan h = gk olup h ®*2 k dur,
Onerme 4.10.10: h = (hy, hy, =+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™,B(H), —bozulmus
m—liler ve Vie{123,...m} i¢in T3(hj)=Ts(kj)=1-6 ve hy=
n(1-96),...h,=1rn,1-6), neR'"KeER",.,.n,ER" ve k, =q;(1-
8), i km = qm(1 —68), ¢, € R*,q; €R", ..., qm € R* olsun. K5z | jse rj_lrl =

qj_lql j=2,..,mdir.
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Ispat. Onerme 4.6.9 un ispatina benzer sekilde yapalir.

Teorem 4.10.10: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, kg, -+, kyy) € H™ B(H), —bozulmus
m—liler ve Vie{1,23,..m} i¢in Ty(h) = Ts(kj)=1-6 ve hy=
rn(1-68),..hy=1r,(1-6), neERKeER,...n, ER" ve k;=q,(1—-
8, rkm = qn(1=6), q €ER"q; ER’,...,q ER*  olsun.r7'ry = q; 'y,

j=2,..,mise KBz dir,
Ispat: Teorem 4.10.9 un ispatia benzer sekilde yapilir.

Simdi D ve E kiimeleri {1,2,...,m} kiimesinin D # @,E +# @,D NE = @ ve
DUE = {1,2, ..., m} olacak bicimde alt kiimeleri olsun. D nin en kiigiik eleman1 1 ve
E nin en kiigiik eleman1 n olsun. E nin en kii¢iikk elemani 1ve D nin en kii¢iik

eleman1 n 0lmasi durumun da benzer sekilde incelenebilir.

Onerme 4.10.11: h = (hy, hy, -+, hp), k = (ky, kg, -+, kyy) € H™,B(H), —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D igin T3(h;)) =14+ 6,h; =1;(1 +6),1; € R* ve Vj € E igin
T3(kj) =1-46,k; =q;(1—-6),q; € R* olmak iizere hBMz | jse i = q7 qq,

-1 _ -1 _ -
T Th = g qn Ve 1Ty = 14, dir.

Ispat: hB®z | olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 6b € B(H),
mevcuttur. Buradan a? — b? =1, k,, = ghy,, n € {1,2, ..., m} olur. Bdylece Vi € D
ve Vj€EE icin k;=q;(1+8)=(a+b)ry(1+8) ve kj=q;(1-98)=(a—
b)r;(1 + &) bulunur. Bu esitliklerden q; = (a + b)r; ve q; = (a — b)r; elde edilir. O
halde q;77* = (a+b) ve q;r7" = (a — b) dir. a*> — b* =1 oldugundan ;7 'r; =
ql'_lfh, T,-_lrn = qj‘lqn Ve 111, = q1q, bulunur.

Teorem 4.10.11: h = (hy, hy, -+, ho), k = (ky, kg, -+, k) € H™, B(H), —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D igin T3(h;)) =1+ 68,h; =1;(1 +6),1; E R* ve Vj € E igin
T3(k;)) =1—6,k; = q;(1—68),q; € R* olmak iizere 7,7 'ry = q;'qy, 17 'r =
q; 'qn Ve, = q.qy ise h Bz e dr,

Ispat: Vi € D ve Vj € E igin 17 'y = q;'qy, 1711 = q; ' qpn Ve 117, = G4y, Olsun.
Buradan rilqunilqy =1 dir. a=-(7lq + 571, b=207 0 — T lan)
olacak  sekilde g=a+6b€eH* alahm. Buradan (a+b) = r'q,,

(a—b) = r;1q, dir. Bdylece a? —b? =r{'q;n 1q,, =1 bulunur. Dolayisiyla
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g=a+d8éb€eB(H), dir. (a+b)=11q,(a—b)= r1q, esitliklerinden
g1 = rn(a+b),q, = r,(a—>b) elde edilir. Buradan k; =q,(1+6) =gh, =
(a+6b)ri(1+96)=r(a+b)(1+9) ve k,=q,(1—6)= gh,=(a+
Sb)r,(1—68) = rp(a—b)(1—8) dir. (a+b)=11q, ve 717'r=q'qq
oldugundan (a +b) = 17 'q; bulunur. Béylece k; = q;(1+38) =gh; = (a+
Sb)ri(1+ &) = ri(a + b)(1 + &), elde edilir. Benzer sekilde (a — b) = 77 'q, Ve
17 = q;'q, oldugundan (a — b) = r;'q; bulunur. Buradan k; = q;(1 - 6) =
ghj = (a+6b)ri(1—6) = rj(a+b)(1—45), elde edilir. Dolayisiylak = gh
olacak sekilde g = a + b € B(H), mevcuttur.

Boylece B(H), grubu i¢in tiim durumlar incelenerek B(H), —denklik

problemi tam olarak ¢oziilmiis oldu.

4.11. W(B(H),) —Denklik Probleminin B(H), —Denklik Problemi Yardimiyla

Coziimii

Bu bolimde R*! deki m noktadan olusan iki sistemin W (B(H),) —denklik
problemini inceleyecegiz. Once m=1 ve m=2 igin iki sistemin
W (B(H),) —denklik problemini inceleyelim.

m =1 olsun. Bu durumda W(B(H),) —denklik probleminin ¢oziimii
W(B(H),) —grubunun R'*1 uzaydaki (g,h) > W(g)F(h) etkisine gore
W (B(H), ) —yoriingelerinin bulunmasina indirgenir. R* = {r € R|r # 0} olsun. F,
onerme 4.2.1 de tanimlanan doniisiim olsun. Onerme 4.10.1 de B(H), grubunun
H cebirdeki (g, h) = gh etkisine gore yoriingelerini Y;(p),p € R*{r(1+ )| r €
R*}, {r(1 = 8)| r € R*},{0} oldugu gosterilmisti.

Onerme 4.11.1: W(B(H),) grubunun R**! uzaydaki (W (g),x) - W (g)x etkisine
gdre tim W (B(H),) —ybriingeleri F(Y;(p)),p € R {r(})Ir e R}L{r( )Ire
R*} ve {0} dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.10.1 ve Sonug 4.5.1 den aciktir.

W(B(H),) grubunun W (Y3(p)) yoriingesinin tipi p dir diyelim. Eger u €
R!*1 eleman oyleki u € W (Y5(p)) ise u nin tipi p diyelim ve bunu T;(u) =p

seklinde yazalim.
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W(B(H),) grubunun u € {r(i)| r € R*} yoriingesinin tipi 14§ dir
diyelim. Eger u € R*** igin {r(7)| 7 € R} ise w’nun tipi 1+ & diyelim ve bunu
T3(u) = 1 + 6 seklinde gosterelim.

W(B(H),) grubunun {r(*)|r e R} yoriingesinin tipi 1 — & dir diyelim.
Eger u € R™! i¢in u € {r(*)|r€ R} iseu nin tipi 1—¢& diyelim ve bunu
T5;(u) = 1 — 6 seklinde gosterelim.

W (B(H),) grubunun {0} yériingesinin tipi 0 dir diyelim. Eger u € R'*? igin
u = 0ise u nun tipi 0 diyelim ve bunu T5(0) = 0 seklinde gdsterelim.

Sonug 4.11.1: Vh € H i¢in T3(h) = T3(F(h)) dir.
Ispat: Onerme 4.11.1 ve Sonug 4.5.1 den agiktir.

x ={x;,%,,xm}, T3(x;) =t; olacak sekilde R'*! in bir m —lisi olsun.
tt=p, 1+6, 1—-6 veyaOolup p€e R* dir. (ty,ty, -, t,) m—li dizisine
{x1,%x5, -+, xm} m—lisinin tipi diyelim ve T;(x) = (ti,t,, -, t,) seklinde veya

Ts{x1, x5, *+, xm} seklinde gosterelim.

Onerme 4.11.2: Eger x = (xq, X3, ", %), ¥ = (Y1, V2, » Ym) € (RY1)™ elemanlar
igin {x1, Xz, -+, %} WEWz () koo k) ise Ty (x) = Ts(y) dir yani m —linin tipi
W (B(H), ) —invaryanttir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.10. 2 den agiktir.

Sonug 4.11.2: x = (x1, %3, Xm), Y = V1, V2, ¥m) € (RFH)™ elemanlar igin
Ts{x1, %2, , xm} # T3{yi, V2, ", Y} ise x ve y m—liler W(B(H),) —denk
degildir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Sonug 4.10.2 den agiktr.

Sonug 4.11.3: x = (x4, X2, X ), ¥ = V1, Y2, > Ym) € (R1T1)™ elemanlar igin bir
n€ {12, .., m} igin Ty(x,) = To(y,) ise x ve y m—liler W(B(H),) —denk
degildir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Sonug 4.10.3 den agiktr.

O halde iki m —linin W (B(H), ) —denklik sart1 incelenirken, onlarin tiplerinin

esit olmas1 gerektigi elde edilir.

73



Simdi m = 2 durumu inceleyelim. R** de keyfi bir u = {u,;,u,} 2 —lisini gz
Oniline alalim, burada uq,u, lerin her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in su
durumlar vardir: Tz(uw) = (p,q),p,q € R*; T3(w) = (p,1+6),p € R*; T3(u) =
(p,1=6),pe RT;(w) =(1+6,p),p€ R, T3(u)=(1+6,1+6),p€
R T3(uw) =(1+6,1-6),pe R T3(w)=(1-4,p),p€ R T3(w) = (1~
6,1+6),pe R; T;(w)=(1-6,1-06),pe R".

x = (x1,%),y = (y1,y2) € (RY*™H2 ve Ty(x;) # T3(y,) ise, Sonuc 4.8.2
gore x ve y 2 —lileri W(B(H),) —denk degildir.

Onerme 4.11.3: x = (xl, xz),y = (yl,yz) € (R1+1)2 ve |x1|2 * O, |Y1|2 0 0|Sun

(x1.%2) _ (Y1.y2) [xux2] _ [yuya] g

£ WB,) _ _ _
~ (x1,%1) (y1.y1)” (x1,%1) Yy

yise |xq|; = |y1l, ve
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.10.3 ve Lemma 4.7.1 den agikitir.

Onerme 4114: x = (xl, xz),y = (yl,yz) € (R1+1)2 ve |x2|2 * O, |y2|2 #0 O|Sun

xW(BEH)Z) (x1,x2) _ (Yoy2) [xix2] _ [yuye] dir.

(x2,%2) N (3’2,3’2>’(x2,x2> N (y2,y2)

y ise [x;]; = |y,l, ve
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.10.4 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.11.1: x = (x1,%3),y = (y1,¥2) € (RY™1)2 ve ve |hy|, #0, |ky], #0

(x1,x2) _ (Yyuy2) [xix2] _ vyl ise W(B(H)2)
= , = X
{x1,%1) (Y1.y1) " (x1,x1) (¥1,1) ~

0|Sun |X1|2 = |y1|2 ve y dlr

Ispat. Teorem 4.5.1, Teorem 4.10.1 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.11.2: x = (x41,%2),y = (y1,¥2) € (R¥™1)2 ve |hy|, #0, |k,], #= 0 olsun.

(x1,%2) _ (yuy2) [x1x2] _ [y1ye] ise x WEBH:2)
= ) = X
(x1,%1) (Y1.y1) (x1,%1) (Y1,y1) ~

%212 = [y21, ve y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.10.2 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.11.1 ve Teorem 4.11.2 de T3;(x) = (p,q),p,.q € R*; T3(x) =
(»1+6),pe R T3(x)=(1+6,p),pe R\T3(x) =(p,1-96), pe RY
T;(x) = (1—86,p),p € R* durumlar: tam olarak incelendi. Incelenmeyen T;(x) =
(1+6,1+8), T:0)=01+681-8), Ti()=0—-681+8) Ti(h)=
(1 —=4,1—6) durumlar kaldi.simdi bu durumlari inceleyelim: T5(x) = (1+ 6,1 +
&) durumda x = (xy,x,) 2 —lisinin elemanlar1 x; = 7’1(1)'952 =r, G) seklindedir.

burada r; # 0 ve r, # 0 dir.
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Onerme 4.11.5: x = (x1,%),y = (v, y,) € (R1*H2 ve x, = 7”1(1):362 = rz(i),

n#*0, nrn+*0vey = 611(1)’372 = QZG)’ q. # 0, g, # 0 olsun. xW(BEH)Z)y ise
ry'r =q;'q, dir.
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.10.6 den agiktir.

Teorem 4.113: x = (x1,x2),y = (y1,¥2) € (R™*)? ve x; = 7”1(1):952 = Tz(i),

n# 0,nrn+0vey = ‘hG)»YZ = QZ(D’ q. # 0, g, # 0 olsun. r; 1, = q51q, ise

xW(B(H)Z)y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.3 den agiktir.

T3(x) =(1—-6,1—6) durumunda x = (xq,x,) 2 —lisinin elemanlari
X, =n (_11),x2 = rz(_ll) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dur.
Teorem 4.11.4: x = (x,%,),y = (y1,y,) € (R1*1)2 ve x; = rl(_ll),xz = rz(_ll),
r * 0, Iy #0 ve Yy = ql(_ll),yz = qz(_ll), q1 * 0, q> =0 O|Sun
xWEWDy oty = g3q, dir,
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.4 den agiktir.

Simdi incelenmeyen T3(x))=(1+6,1-9),T3(x) =(1-6,1+6)
durumlarmi inceleyelim: T;(x) = (1+6,1—6) durumda x = (x,x;,) 2 —linin

elemanlar x; = rl(i), Xy =Ty (_11) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dur.

Onerme 4.11.7: x = (x1,%,),y = (y1,¥2) € H? ve x; =n1(7)xa =12(7), 1 €

R*, r, € R*ve y, = ql(i),yz = qz(_ll), q, € R*, g, € R* olsun. xW(BEH)Z)

y ise
T, = q1q, dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.10.7 den agiktr.

Teorem 4.11.5: x = (xq, %),y = (y1,y,) € H? ve x; = 7”1(1),952 = rz(_ll), 7, € R*,
r € R* ve y; =q1(;), v, = q2(2,), a1 € R*, g, € R* olsun. ry7, = g9, ise
x WEMI2) y, dir,

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.5 den agiktir.

T3(x)=(1-6,14+6) durumda x = (x,x,) 2 —linin elemanlarn x; =

(1), %, = r,(3) sekildedir. Buradar; € R*ver, € R* dur.
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Teorem 4.11.6: x = (x1,x,),y = (y1,y,) € H? ve x; = rl(_ll),xz = rz(i), r; € R*,

€ R ve y, = q1(_11)'J’2 = QZG)v q: € R*, g, € R*, olsun. nr, =q1q;
< x WEHI2) , dir.
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.6 dan agiktir.

m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.
Tanim 4.11.1: x = (xq, X, -+, Xpp) € (R™1)™ olmak iizere bir i € {1,2,...m} ve bir
p € R* igin T3(x;) =p ise bu m—liye B(H), —bozulmamig m —li denir. Bu
sekilde i € {1, 2,...m} yoksa, bu m —liye B(H), —bozulmus m —li denir.

x = (%2, Xm), Y = 1Yz, Ym) € RFH™ igin xVEDDy ve
B(H), —bozulmamis ise y de B(H), —bozulmamuisdir.

X = (X%, Xn), Y = (1, Y2, Yn) € (RFH™ igin xWEWDDy vey,
B(H), —bozukmus ise y de B(H), —bozulmusdur.

Onerme 4.11.6: x = (x1,X2,*, %), ¥ = V1, Y2+, Ym) € (RMH™ igin x|, #0,

(x1.x5)  (vLyj) [x1x;] [yl

W(B(H)2) = =
~ {x1,%1) (Yy1.y1) (x1,01) (y1.y1)’

ly1l2 #0 olsun. x y ise |xil; = |y1la
j =23, mdir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.10.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktur.

Teorem 4.11.7: x = (x4, X3, Xm), ¥ = (Y1, V2, > ¥im) € (RFH™ icin x|, #0,

(x1x)) _ (Yuy)) [xuxj] [yl . .
= = , J =23, m Ise
(x1,%1) (y1.y1) (x1,%1) (y1.y1) J m

ly1l2 #0 olsun. [x;|; = |y1l2,

X W(BEH)Z)y dir.

Ispat. Teorem 4.5.1, Teorem 4.10.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Onerme 4.11.7: x = (xq, X3, X), ¥ = (Y1, V2, » Yim) € (RTT1)™ olmak iizere bir

W(B(H)z)

n € {2,3,...,m} i¢in |x,|, #0, |y,|, #0 olsun. x y ise |xulz = |ynla

enxj) _ ny) [xn.x] _ [:Vn:yj],j =12 n—1n+1 -, mdi.
(Xnxn)  Yn¥n) (nxn)  (Ynyn)

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.10.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.
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Teorem 4.11.8: x = (x4, %2, X)), ¥ = V1, Y20, Yim) € (R11)™ olmak iizere bir

(xpxj)  (vpyj)

(xpx) v

i €{2,3,..,m} icin [x;], #0, [y;], #0 olsun. |x;|; = |yil.,

bl bl v qp i1 misex

— W(B(H)z2)
xpxi) Yy ~

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.10.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

x = (X, %, %), Y = 1, Y2, Ym) € (RTFH™ B(H), —bozulmamis
m —liler olsun. Eger Ts;(x) # T3(y) ise Sonu¢ 4.11.1 gore bu m —liler
W(B(H),) —denk degildir. Kabul edelim ki T;(x) = T5(y) olsun. Bu takdirde x,
B(H), —bozulmamis oldugundan bir i € {1,2,3, ..., m} ve bir p € R” igin T5(x;) =
p dir. T3(x) = T3(y) esitliginden T3(x;) = T3(y;) = p dir. Dolayisiyla Onerme
4.11.6, Onerme 4.11.7, Teorem 4.11.7, Teorem 4.11.8 den B(H), —bozulmamis

m —lilerin W (B(H),) —denklik problemi tam olarak incelenmis oldu.

x = (%1, %X, , X)) € (R )™ B(H), —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde
Vi €{12,..,m}icin T3(x;) = 1+ & veya T3(x;) = 1 — & dir.

x = (%, %3, , %) € (RY™™H)™ B(H), —bozulmus m —li ve Vj € {1,2, ...,m}
i¢in T5(x;) = 1+ & olsun. Bu durumda x, m —linin elemanlart x; = 7”1(1)' e X =

rm(i) seklindedir. Buradar; € R*, 1, € R*,...,1, € R dur.

Onerme 4.11.8: x = (x4, %), ¥ = V1, ¥m) € (R¥*1)™ B(H), —bozulmus
m —liler ve Vj € {1,2, ..., m} igin T3(xj) = T3(yj) =14+6vex; = 7”1(1)' ey X =
rm(i),rl € R € R, ..,1;, €ER" ve y, = %G)' vy Ym = q,,LG),q1 € R q, €

W(B(H)2)

R*, ..., qm € R* olsun. x yiser7'r = qj'q; j =2,..,mdir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.10.9 dan agiktr.

Teorem 4.11.9: x = (xq,, %), ¥ = V1, ¥m) € (R D™ B(H), —bozulmus
m —liler ve vj € {1,2,...,m}i¢in T3(x;)) = Ts(y)) = 1+8vex; =n(3), ., xm =
rm(i),rl € R € R, .., €E R*" ve y, = %G)' vy Ym = qm(i), g, € R q, €

R*, ..., qm € R olsun. rj_lrl = q].—lql,j =2, .., mise xW(BEH)z)

y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.9 dan agiktir.

Onerme 4.11.9: x = (x4, %), ¥ = (Y1, **, ¥m) € (RM*)™ B(H), —bozulmus
m —liler ve vj e {1,2,..,m} icin T3(xj) = T3(yj) =1-94 ve
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X] = rl(_ll), ey Xy, = rm(_ll),rl € R € R, ..,1, € R* ve V= ql(_ll),

W(B(H)2)

i Ym = qm( )1 € R, q; € R", ..., q, € R 0lsun. Bu takdirde x y =

it =q;qq j = 2,..,mdir.

J

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.10.10 dan agiktr.

Teorem 4.11.9: x = (xg,, %),y = V1, ¥i) € (RYH™ B(H), —bozulmus
m—liler  ve Vje{12..,m} i¢in Ts(x;)=Ts(y;))=1-6 ve
X, = rl(_ll), ey Xy, = rm(_ll),rl € R, € RY, .., € R* ve V= ql(_ll),
wYm =dm() 1 € R, q; € RY, ..., q € R¥0lSUN. 7571y = g 2qq,j = 2,...,m

W(B(H)2)

ise x y dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.10 dan agiktir.

Simdi D ve E kiimeleri {1,2,...,m} kiimesinin D # @,E +# ), DNE = @ ve
DUE = {1,2, ..., m} olacak sekilde alt kiimeleri olsun. D nin en kiigiik eleman1 1 ve
E nin en kiigiik eleman1 n olarak verilsin. E nin en kii¢iik eleman1 1 ve D nin en

kiiciik eleman1 n oldugu durum benzer sekilde incelenebilir.

Onerme 4.11.10: x = (x1,*, %),y = (¥4, -+, ¥i) € (RYH™ B(H), —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in T3(x;) =1+8,x;, =7(;) i€ R* ve Vj€E igin

W(B(H)2)

T3(yj)) =1-06,y; =q; (_11),qj € R* olmak iizere x yise r;'ry = q7 ' qq,

', = q;'q, Ve rin, = q1qy dir.

Ispat. Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.10.11 den agiktir.

Teorem 4.11.10: x = (x4, xm), ¥ = V1, ., ¥m) € (R1*H™ B(H), —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in T3(x;) =1+8,x;, =7(;) i€ R* ve Vj€E igin
Tg(yj) =1-29, Yi =q; (_11),qj € R* olmak lizere ri_lrl = qi_lql, r]-_lrp = q]-_1q1[J

W)y gir,

Ve, = qi1q, 1Sex
Ispat. Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.10.11 den agiktir.

Boylece W (B(H),) grubu igin tiim durumlar incelenerek W (B (H),) —denklik

problemi tam olarak ¢6ziilmiis oldu.
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4.12. iki Noktanin ve "m" Noktamin L(H) Denklik Problemi

Yiksek lisans tezinde (Goksal, 2011) bir noktanin bir noktaya L(H) —denkligi
incelenmisti. Bu kisimda ise m noktadan olusan iki sistemin L(H) —denklik
problemi incelenecektir.

LH)={A=a+6b€eH,|Al; =a*—-b?=1,a=>1} kiimesi H cebirdeki
carpim islemine gore bir gruptur (Goksal, 2011).

m=1 olsun. Bu durumda L(H) —denklik probleminin ¢oziimi L(H)
grubunun H cebirdeki (g, h) = gh etkisine gore L(H) —yoriingeleri bulunmasina
indirgenir. p € R* ve h € H alahm. Bu h elemaninin L(H) —yo6riingesi hL(H) =
{hu,u € L(H)} seklinde gosterelim. p > 0 i¢in L(H) ={A=a+6b€H,|A|; =
a’? —b?=p,a>0} olmak iizere L(H) kiimesi h = 1elemanmnmn
L(H) —yoriingesidir.
Onerme 4.12.1: 1){A=a+6b € H,|A|; = a® —b? =p,a >0} kimesi Vp €
R*,p > 0 i¢in L(H) —yoriingedir ve h = \/5 elemaninin L(H) —y0riingesidir yani
{A=a+6b€HM,|Al, =a*—b?=p,a>0}=,/pL(H) dir.
2) {A=a+6b€M,|Al; =a®—b?=p,a<0} kimesi Vp€ R*p>0 icin
L(H) —yoriingedir ve h = —\/E elemaninin L(H) —yoringesidir yani {4 =a +
8b € H, |Al; = a® — b? = p,a < 0} = (—/p)L(H) dir.
3) {A=a+6b€eH,|Al; =a*—b*=p,b>0} kiimesi Vp€ R*p <0 icin
L(H) —yoriingedir ve §,/—p elemaninin L(H) —y6riingesidir yani {A = a+ 8b €
M, |Al; = a®? — b? = p,b > 0} = (6,/—p)L(H) dir.
4) {A=a+d8beM,|Al; =a®>—-b?=p,b<0} kime Vpe€ R%,p<O0 icin
L(H) —yoriingedir ve —8,/—p elemaninin L(H) —yo6riingesidir yani {A = a + 8b €
H, |A|; = a® —b? = p,b < 0} = (—6/—p)L(H) dir.
5 {A=a+ dbeH,A=r(1+6),r € R} kiimesi L(H) —yoriingedir ve 1+ 8

elemaninin L(H) —yoriingesidir yani {A=a+ dbe H,A=r(1+6),r € R} =
(14 96) L(H) dir.
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6) {A=a+ dbeH,A=r(1-6),r € R} kiimesi L(H) —yoriingedir ve 1 —4
elemaninin L(H) —yoriingesidir yani {A=a+ dbeH,A=r(1-9),r € R} =
(1—46) L(H) dir.

7) {0} kiimesi L(H) —yoriingedir ve 0 elemaninin L(H) —yo6riingesidir yani {0} = 0
-L(H) dir.
L(H) grubunun H kiimesinde yukarida verilen \/EL(H),p € R p >

0; (—/P)L(H), pE€ R',p>0; (6/-p)L(H), peR,p<0;peR,p<
0; (1+6)L(H), (1—-6) L(H); {0} L(H) —yoriingelerinden farkl baska
L(H) —yoriingesi yoktur(Gdoksal, 2011).

h € H olsun. Eger p € R*,p > 0 ve h, \/EL(H) yoriingenin elemani ise h nin
tipi \/5 diyelim ve bunu T, (h) = \/E seklinde yazalim.

Egerp € R*,p > 0 ve h, (—\/E)L(H) yoriingenin elemani ise h nin tipi —\/5
diyelim ve bunu T, (h) = —\/E seklinde gosterelim.

Eger p€ R, p<0 ve h, (§,/—p)L(H) yoringenin elemani ise h nin
tipi 6,/ —p diyelim ve bunu T,(h) = 6./—p seklinde gosterelim.

Eger p € R*,p <0 ve h, (—8,/—p)L(H) yoriingenin elemani ise h nin tipi
—3&,/—p diyelim ve bunu T,(h) = —&,/—p seklinde gosterelim.

Eger h eleman (1 + &) L(H) yoriingenin elemant ise A nin tipi 1 + § diyelim
ve bunu T, (h) = 1+ § seklinde gosterelim.

Eger h, (1 — §) L(H) yoriingenin elemani ise h nin tipi 1 — & diyelim ve bunu
T4(h) = 1 — 6 seklinde gosterelim.

Eger h = 0 ise h nin tipi 0 diyelim ve bunu T,(h) = 0 seklinde gosterelim.

Onerme 4.12.2: h = (hy, hy, -+, hy) k = (ky, ky, -+, k) € H™ elemanlarnt icin
{ha, by, o i} Y0 (kg Ky, o e} ise Ty(hy) = Ty(k),j = 1,2,...,m, dir. Yani

m —linin T, (h;) tipleri L(H) —invaryanttir.

Ispat: Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.12.1 den agiktir.
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Sonu¢ 4.12.1: h = (hy,hy, -, hp), k = (ky,ky, -+, k) € H™  elemanlan  igin
T4{h1, hz,"',hm} * T4{k1, kz,"',km} (yanl ElTl € {1,2, ...,m} lgln T4(hn) *
T4(ky)) ise hve k m —liler L(H) —denk degildir.
Ispat: Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.12.1 den agiktir.

h = {hq, hy, -+, hyn}, To(h;) = t; olacak sekilde H nin bir m —lisi olmak {izere,
(t1, -+, tm) m—li dizisine {hq, hy, -+, h,,} m—lisinin tipi diyelim ve T,(h) =

(ty, -+, t;,) seklinde veya T,{hy, hy, -+, hy, } seklinde gosterelim.

Sonu¢ 4.12.1 den, iki m —linin L(H) —denklik sart1 incelenirken, onlarin
tiplerinin esit olma sartiyla incelenebilir. Iki m —linin L(H) —denklik sartim
incelenirken, onlarin tipleri {0} yorungeden farkl alacagiz.

m = 2 durumunu inceleyelim: H de keyfi bir h = {hy, h,} 2 —lisini gbz oniine
alalim, burada hy, h, lerin her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in su durumlar
vardir, r € R*,q € R* keyfi olsun. T,(h) = (r,q), T,(h) = (r,8q), T,(h) =
(r,1498), Ty(h) = (r,1 = 6),Tu(h) = (61,q), Tu(h) = (81,6q), Ty(h) = (6r,1+
6), T4(h) = (61,1 =6),Ta(h) = (14 6,9),T4(h) = (1 +6,6q), T4(h) =1 +
6, 1+6),T,(h)y=1+6,1-08),Tu,(h) =(1-96,q9), Tu(h) =1 —96,8q), T4(h) =
(1-6,1496),T,(h)y=>1-6,1-9).

Eger h = (hy, hy), k = (kq, k;) € H? ve T,(hy) # Ty(k,) ise, Sonug 4.12.1°¢
gore h ve k 2 —liler L(H) —denk degildir.

Onerme 4.12.3: h = (hy, hy), k = (ky, k) EH2, hy =x;+ Sy, ki=z + 8 y;,
i =1,2,ve |hy|; #0, |ky|; #0 olsun. h "™ kise T,(hy) = T,(ky) ve hih, =
kitk, dir.

Ispat: R"™ k olsun. k; = ghy, j = 1,2 olacak sekilde g € L(H) mevcuttur. Onerme
4122 ye gore T,(hy) = Tu(k;) dir. Simdi de hilh, = ki'k,, oldugunu
gosterelim.  k; = gh;, j=1,2 oldugundan  ki'k, = (gh))"' (ghy) =
hitg~tgh, = hith, bulunur. Dolayisiyla hith, = kik, dir.

Onerme 4.12.4: h = (hy, h,), k = (kq, k) € H?, ve |h,|; #0, |k,|; #0 olsun.

h Dk ise T, (hy) = T,(k,) ve hy*hy = k; 'k, dir.

Ispat: Onerme 4.12.3 iin ispatma benzerdir.
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TeOI’em 4121 h = (h'l’ hz),k = (kl’ kz) € ]H[Z, ve |h1|1 io, |k1|1 io Olsun
T,(hy) = T,(ky) ve hi*h, = kilk, ise h"™ k dur.

Ispat: Ty(hy) = Ty (ky) ve hith, = kitk, olsun. T,(h;) = T,(k,) oldugundan h, ve
ki, elemanlar ayn1 L(H) —yoriingenin elemanlaridir. Dolayisiyla k; = gh, olacak
sekilde g € L(H) mevcuttur. hy*h, = ki'k, den k;h;1h, = k, bulunur. Béylece
g =k, h; " kullanilarak k, = gh, elde edilir. Dolayisiyla k; = gh, ve k, = gh,
olup h *™ k dir.

Teorem 4.12.2: h = (hy, hy), k = (ky, k,) € H?, ve |hy|; #0, |k,|; #0 olsun. Bu
takdirde T, (h,) = T,(ky) ve hy1hy = kjky = h " k dir.

Ispat: Teorem 4.12.1 in ispatia benzerdir.

Teorem 4.12.1 ve Teorem 4.12.2 den su durumlar tam olarak incelendi:
Tu(h) = (r, @), Ts(h) = (1,69), Tu(h) = (r, 1+ 6),Ty(h) = (r,1 = 6).Tu(h) =
(67, q), To(h) = (61,6q),T4(h) = (67,1 4+ 8),T4(h) = (6r,1=6), T, (h)=(1+
6,q), Ta(h) = (1+6,69),Ta(h) = (1—-6,q),Ts(h) = (1 - 6,6q).

Simdi incelenmeyen T,(h) = (1+ 6,1+ 98),T4(h) = (1 + 8,1 —=6), T,(h) =
(1-6,1+46),T,(h) =1 —-6,1—06) durumlart inceleyelim: T,(h) = (1+ 6,1+
&) durumunda h = (hq,h,;) 2 —linin elemanlart h; = r (1 +6),h, =1,(1 +6)
seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dir.

Onerme 4.12.5: h = (h'l' hz),k = (kl, kz) € HZ ve h1 = Tl(l + 6), h2 = rz(l + 6),
1£1 € R*, T € R*, ve kl = q1(1 + 6), kz = qz(l + 5), q1 € R*, q» € R*, olsun.
hE Dk ise vyl = g7 gy ve Sgn(ry) = Sgn(qy) dir. Burada Sgn(r),r € R* i

isaretidir.

Ispat: h "™ k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 6b € L(H) vardur.
Boylece ky = ghy; ve k, = gh, dir. g(1+6) =(a+6b)(1+ §) =(a+b)(1+
6) oldugundan k; = q;(1+6) = (a+b)ry(1+6) = ghy ve k, =q,(1+06) =
(a+b)r,(1+6)=(a+b)h, =gh, bulunur. Buradan gq; =(a+b)r; ve
g, = (a + b)r, elde edilir. O halde r;71q; = a+ b = r;1q, dir. Buradan r;lr, =

q5 1q bulunur.

g=a+6b € L(H) oldugundan a*> —b?>=1vea>0dir. 1y gy =a+b =
r,1q, den 1 = a? —b? = (a+ b)(a—b) = r{'q;(a —b) dir. Bdylece a — b =
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riqrt dir.a+b = 1r71q; ve a— b = r q;? esitliklerinden a = %(r{lqﬁrlql‘l) =
(riq) Y(rZ + q?) bulunur. Boylece 7, #0,q,#0,a>0 ve 712+qg2>

0 oldugundan r;q; > 0 dir. Buradan Sgn(r;) = Sgn(q,) dir.

Onerme 4.125 den Sgn(r) fonksiyonu h=7r(1+6) elemaninin
L(H) —invaryantidir.

Teorem 4.12.3: h = (hy, hy), k = (ky, k) € H? ve hy = 11 (1+ 6),h, = 1p(1 + 6),
r € R*, Iy € R*, ve kl = Q1(1 + 6),k2 = QZ(l + 6), q1 € R*, q> € R* OISUn

5 'r = q3'q, ve Sgn(ry) = Sgn(qy) ise h“D k dir,

Ispat: 151, = q5'q, ve Sgn(r)) = Sgn(q,) olsun. Sgn(r;) = Sgn(q,) den
1q, >0 dir. r;'ry=¢q3'q,, m#0, r,#0ve q #0, g, #0 oldugundan
1 1q, = r;1q, > 0 bulunur. ¢ = r; 1q, olsun. r;1q, # 0 oldugundan c # 0,q; =

cryVve gy =cry olur.a+b =c ve a—b = ¢! olacak sekilde g = a + &b alalim.

Buradan a =~ (c+c™)ve b = (c — ¢™1) dir. Boylece a? — b2 = - (c + c )% —

i(c —cH?2= i(c2 +2+c¢7%)— i (c? =2 + ¢™%) = 1 yazilabilir. Dolayisiyla
1 _ 1, _ 1 e 1, _ _

g €EB(H); dir. a=-(c+c H = 5 (12 Y2 + (17 1q2) )= 5 (12 'q, + 1203 1)=
%(rzqz)‘l(rz2 +q3) ve 17 1q, = 15 q, > 0 kullanarak a > 0 bulunur. Dolayisiyla
gELMH) dir. g(1+6)=(@+b)(1+ 6)=(a+b)(1+ 6 oldugundan
ki=q(1+8) = cry(1+6)=chy=(a+b)ry(1+6)=gh, ve k,=q,(1+
§) = cry(14+8) =ch, =(a+b)r,(1+6) =gh, dir. Buradan h = gk olup
hEED e drr,

Onerme 4.12.5 ve Teorem 4.12. 3 e gore T,(h) = (1 + 6,1 + §) durumunda

q;'q, ve Sgn(r)) = Sgn(q,) fonksiyonlarini L(H) —invaryantlarin tam sistemi
oldugu goriiliir.

T,(h)=(1-6,1—-6) durumunda h = (hy,h,) 2 —lisinin elemanlari
h, =r,(1 —6),h, = r,(1 — §) seklindedir. Buradar; € R*, r, € R* dur.
Onerme 4.12.6: h = (hy, hy), k = (kq, k) € H? ve hy =1, (1 = 68),h, = 15(1 = 6),
n€ER, rneR, ve ki =q,(1—6),k;, =q,(1-96), q. € R*, g, € R* olsun.

hL(~H) kise r; 'r, = q;1q, ve Sgn(ry) = Sgn(q,) dir.
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Ispat: R "™ k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + 6b € L(H) vardur.
Buradan k,; = gh; ve k, = gh, bulunur. g(1—-46)=(a+6éb)(1— ) =(a—
b)(1—-6) oldugundan k; = ¢;(1—=8)= (a—b)ry(1—-86)= ghy ve k,=
q;(1—-6)= (a—=b)r,(1—=6) = (a—b)h, = gh, dir. Boylece q; = (a — b)ry
ve q, = (a — b)r, elde edilir. O halde 7 1q;=a — b = r; 1q, dir. Buradan r; 'ry =

g5 q, yazilabilir.

Simdi g = a + b € L(H) oldugundan a®? — b?2 =1vea > 0 dir. r{ 1q;=a —
b=71;1q, oldugundan 1= a?—-b?2=(a+b)(a—b)=(a+b)r{lq, dr

Buradan a+b =1rq;* dir. a—b= r[lq; ve a+b=1 q;i! oldugundan

a= %(r1_1q1+r1q1_1) = (rnq.) "t (rf 4+ q%) elde edilir. 7, #0, g, #0, a>0 ve

r2+q? > 0 oldugundan r;q; > 0 dir. Buradan Sgn(r;) = Sgn(q,) bulunur.

Onerme 4.126 dan Sgn(r) fonksiyonu h=7r(1—-6) elemaninin
L(H) —invaryantidir.

Teorem 4.12.4: h = (hy, hy), k = (ky, k) € H? ve hy = 11(1 = 6),h, = 1,(1 = §),
Tl € R*, rz € R*, ve kl = ql(l - 5),k2 = qZ(l - 6), ql € R*, qz (S R* O|SUI’]
5 lr = q;1q, ve Sgn(ry) = Sgn(qy) ise h "M k dur.

Ispat: v;'r; = q51q, ve Sgn(ry) = Sgn(q,) olsun. Sgn(ry) = Sgn(q,) den r,q,;>0
dir. m'n=q3'q;, n#0, r,#0ve g, #0, ¢ #0 oldugundan r{'q; =
15 1q, > 0 bulunur. 7,7 1g, = ¢ olsun. Buradan r;1q, =15 1q, = ¢ dir. ;1,70
oldugundan ¢ # 0,q, = cr; Ve g, =cr, olur. a—b=c ve a+b =c~! olacak
sekilde g = a + 8b alalm. a = > (c+c™Y) ve b = ~(c — c™*) esitlikleri elde edilir.
a? —b* = i(c + c71)? —i(c —cHr= i(c2 +2+c¢7?) —%(c2 -2+c =1
dir. Dolayisiyla g € B(H), dir. a= %(C +chH = %(r{lqz + (r;lgy)™) =
1, _ 1 _ _ _ y

S lar +12q77) = S(242) 7 (0 +43) ve r11qu =739, >0 oldugundan
a > 0 dir. Dolayisiyla g € L(H) dir.a—b=cveg(l1—98)=(a+6b)(1—-6) =
(@a—b)(1— &) oldugundan k; = gy (1 — &) = cry(1—8) = chy = (a— b)ry(1 -
8§) =ghyve k, =q,(1=6) = cry(1—6) =chy, = (a—b)r,(1 —68) = gh, elde
edilir. Buradan k = gh olup h "™ dur,
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Simdi incelenmeyen T,(h)y=(14+6,1-6),T4,(h)=(1-6,1+9)
durumlarini inceleyelim: T,(h) = (1 + 8,1 — &) durumunda h = (hq, h,) 2 —lisinin
elemanlart hy = r;(1+ 8),h, = (1 —§) seklindedir. Burada r, € R*, r, € R*
dir.

Onerme 4.12.7: h = (hy, hy), k = (ky, k,) € H2 Ve hy = 1,(1 + &), hy = 1,(1 — &),
r € R*, Iy € R*, ve kl = Q1(1 + 6),k2 = QZ(l - 6), q1 € R*, q> € R* OISUn

h L(~H) k ise ryr, = q1q, ve Sgn(ry) = Sgn(q,) dir.

Ispat: h*® k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + &b € L(H)
mevcuttur. Buradan a? —b%?=1, k; =gh, ve k,=gh, olur. Bdylece
kl =q1(1+8) = (a+b)7‘1(1+5) ve kz =q2(1_8) = (a—b)T2(1+6)
bulunur. O halde g, = (a + b)r; ve g, = (a — b)r, elde edilir. Buradan g,;r; ! =
(a + b) ve qyr5; ' = (a — b) yazilabilir. a? — b? = 1 oldugundan q;7; 1 q,r; 1 =1
dir. Buradan ryr, = q,q, bulunur.

g =a+ &b € L(H) oldugundan a®? — b?> =1vea > 0 dir. g;77* = (a+b)
ve q,75 1 = (a—b) oldugundan a = %(r{lql + q,r5 1) bulunur. 7y = q1q, Ve
1, #0,q,# 0 den gr; ' =qy'ry = (qur7)7 dir a= %(7”1_1‘71 +qpr; 1) >0
kullanilarak a =% (g D2+ D) gy >0 elde edilir. (guryH)?+1>0
oldugundan q;'r; > 0 olup Sgn(r;) = Sgn(q,) dir.

Teorem 4.12.5: h = (hy, hy), k = (ky, k) € H? ve hy = 11 (1+ 6),h, = 1p(1 = §),
1£1 € R*, T € R*, ve k1 = Q1(1 + 6),1{2 = qz(l - 6), q1 € R*, q» € R* olsun.

T2 = q1q; Ve Sgn(ry) = Sgn(q,) ise hL(NH) k dir.

Ispat: 71y, = q.q,ve Sgn(r)) = Sgn(q,) olsun. Buradan 7y lqq,r51 =1 dur.
a= %(r{lql +qr; V), b= %(r{lql — qyr; 1) olacak sekilde g =a+ 8b € H*
alalm. (a + b) = r;'qy, (a—b) = r;1q, olup a? — b? =r{1q,q,r;1 =1 dir.
Dolayisiyla g = a+ &b € B(H), dir. (a+b) = r7'q;, (a—b)= r;'q, den
q1 = r1(a+Db),q; = ry(a—>b) bulunur. Boylece k; = q,(1 +6) = ghy = (a+
SHYr(1+68) = r(a+b)(1+6) Ve ky=qy(1—8)= gh, = (a+8b)r,(1—
) = rp(a—b)(1 —06) elde edilir. Dolayisiyla k = gh olacak sekilde g = a +
éb € B(H), mevcuttur. Sgn(r;) =Sgn(q,) ve 1 #0,q; #0 oldugundan

qilry >0 dir. n, =q,q, ve 1, #0,q; #0 oldugundan g, ! =qilr =
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(@)™ din a=2(71q+qor7?) oldugundan a == (g )*+ 1) ai'n
bulunur. (g, 77 1)?+1 > 0 ve g;'r; > 0 oldugundan a > 0 dir. Dolayisiyla k = gh
olacak sekilde g = a + b € L(H) mevcuttur.

T,(h)=(1-6,1+6) durumunda h = (hy,h,) 2 —lisinin elemanlari
h'l = Tl(l - 6), hz = rz(l + 8) Sekhndedlr Burada r € IR*, ) € R* dir.

Teorem 4.12.6: h = (hy, hy), k = (ky,ky) € H? ve hy = 11(1 = 6),hy = 1,(1 + 6),
n€R, neR, ve ky =q.(1=6),k, =q,(1+6), g1 € R*, g, € R* olsun.
nTy = q1q; Ve Sgn(ry) = Sgn(q)) « h"Pk dir.
Ispat: Teorem 4.12.5 in ispatina benzer sekilde yapulir.

m bir dogal say1 ve m > 2 olsun. Asagidaki h = (hy, hy, -+, hy,) € H™ olmak
tizere Vi € {1, 2,...m} i¢cin h; # 0 alalim.

Tanim 4.12.1: h = (hq, hy, -, hy,) € H™ olmak tizere bir i € {1,2,...m} igin
|h;|; #0 ise m —liye L(H) —bozulmamis m —li denir. Bu sekilde bir i € {1, 2,...m}
yoksa m —liye L(H) —bozulmus m —li denir.

h = (hy, hy, - hy) k = (ky, ko, -+ k) € H™ m —liler igin h“®k ve h,

L(H) —bozulmamus ise k da L(H) —bozulmamisdir.
h=(hy, by, h) k = (ky, Ky, o, k) € H™ m —liler icin h“®k ve h,
L(H) —bozulmus ise k da L(H) —bozulmusdur.

Onerme 4.12.7: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ki ky, -+, k) € H™ icin ||, #0,
|kyl; #0 olsun. h "™ kise T, (hy) = T, (k) ve hith; = ki'kj, j = 2,3, , m dir.

Ispat: K™k olsun. Bu takdirde k; = ghj, j = 1,2,++,m olacak sekilde g € L(H)
mevcuttur. Onerme 4.12.2 gore T,(hy) = T,(k,) dir. Simdi de hi'h; = ki'k;,
j=23,,m oldugunu gosterelim: k; = gh;, j=1,2,--,m den ki'k; =
(g h)"'(g hj) = hi'g~'ghj = hi'h; bulunur. Dolayisiyla hi'h; = ki'k;,
j =23, ,mdir.

Teorem 4.12.7: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, ky, o+ k) € H™  igin by |, #0,
|kyly #0 olsun. Ty (hy) = Ty(ky) ve hi'hj = kitk;, j = 2,3,+,mise h"“Dk dir,
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Ispat: Ty(hy) = Ty(ky) ve hi'h; = ki'k;, j =23, molsun. T,(hy) = T,(k,)
oldugundan h, ve k; elemanlar aym1 L(H) —yo0riingenin elemanlaridir. Dolayisiyla
ki = ghy olacak sekilde g € L(H) mevcuttur. hi'h; = ki'k; den kihi'h; = k;
dir. g = k4 hl_l kullanilarak ki =gh; , j=23,-,m bulunur. Dolayistyla kj =
ghj,j=1,2,-+,molup h*® k dur.

Onerme 4.12.8: h = (hy, hy, -+, hy), k = (ky, ky, -+, k,,,)) € H™  olmak iizere
i €{23,..,m} icin |h;|; #0, |k;|l; 20 olsun. A"k ise T,(h) =T, (k;) ve
hith =ki'k;, j=12,-,i—1i+1,..,mdir.

Ispat. Onerme 4.12.7 den agiktir.

Teorem 4.12.8: h = (hy,hy, -, hy), k = (ky,ky, -+, k) € H™  olmak  iizere
i €{2,3,..,m} icin |h;|; #0, |k;|; #0 olsun. Bu takdirde T,(h;) = T,(k;) ve
hithy = ki'kj, j=12,,i—1i+1,..,mise h"®k dr.

Ispat: Teorem 4.12.7 den aciktir.

h = (hy, hy, -, hy), k = (kq, kg, -, k) € H™, L(H) —bozulmamis m —liler
olsun. Eger T,(h) # T,(k) ise sonug¢ 4.12.2 gore bu m —liler L(H) —denk degildir.
Kabul edelim ki T,(h) = T,(k) olsun. h, L(H) —bozulmamis oldugundan bir
i €{1,2,3,..,m} ve bir p € R* igin |h;|; # 0 ve T,(h;) = T,(k;) dir. Dolayisiyla
Onerme 4.12.7, Onerme 4.12.8, Teorem 4.12.7, Teorem 4.12.8 den
L(H) —bozulmamis m —lilerin L(H) —denklik problemi tam olarak incelenmis oldu.

Simdi h = (hq, hy, -+, hy,,) € H™, L(H) —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde
vji€e{12,..,m}iginT,(h;) =1+ veyaT,(h;) = 1—6dur.

h = (hqy, hy, -+, hy) € H™, L(H) —bozulmus m —li ve Vj € {1,2, ..., m} i¢in
T;(hj) = 1+ 6 olsun. Bu durumda h nin elemanlart h; = (1 +6), ..., hy, =

Tm (1 + 6) seklindedir. Buradar; € R, ..., 75, € R* dir.

Onerme 4.12.9:  h = (hy, hy, -, hy), k = (ky, ky, -+, k) € H™  olmak {izere
hy=r(1+6),...,hy, =71,(1+6), neR,...mpeR ve Kk =q 1+
&), i km = qu(1+6),, ¢1 € R*, ..., gy € R olsun. K" Mk ise vl = g,
j=2,..,mSgn(ry) = Sgn(q,) dir.
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Ispat: R "™ k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a 4+ 6b € L(H) vardur.
Buradan k; = gh;, j =1,2,..,m, bulunur. g(1+6)=(a+db)(1+ 6)=(a+
b)(1 + &) oldugundan k; = q;(1+8) = (a+b)ry(1+8) = ghj , j=12,..,m
dir. Béylece q; = (a + b)rj, j = 1,2,...,m elde edilir. O halde r;'q; =a+b=

r7tq;, j = 2,3, ...,m dir. Buradan 'y = ¢;'qy j = 2,3, ..., m bulunur.

J
g=a+6b € L(H) oldugundan a? — b2 =1vea>0dir.rylqy=a+b=
r51q, oldugundan 1= a?—b%=(a+b)(a—b)= rq.(a—b) bulunur.
Boylecea—b=r,q;  dir.a+b=r'qovea—b=rqg;l dena= %(‘r{lql +
rq;t) = (nq) t(0f + q%) vyaazlabilir. r, #0,q; #0,a>0 ve rf+q?>0
oldugundan r;q; > 0 olup Sgn(r;) = Sgn(q,) dir.
Teorem 4.12.9: h = (hy,hy, -+, hy), k = (ky, ky, -+, k) € H™  olmak  tizere
hy =r1+6),...,.hy, =71,(1+6), ne€eR,...mp€eR ve Kk =q 1+
8 er ki = @1+ 68), 1 € R, ...,qm € R* Olsun. 7'y = q5'qy, j=2,..,m

ve Sgn(r;) = Sgn(q,) ise h L(~H) k dir.

Ispat: v7'ry =q;'qy, j=2,..,m ve Sgn(r;) =Sgn(q;) olsun. Sgn(r) =
Sgn(qy) oldugundan r; q; > 0 dir. 7'y = q7'qq, j=2,..,mver; # 0,q; # 0,
j=2,..,m oldugundan r{'q;=r;"'q; > 0,j = 2,...,m bulunur. r;"'q; = c olsun.
rj"lqj # 0 oldugundan ¢ # 0,q; = crj,j=1,..,molura+b=cvea—b=c"!
olacak sekilde g = a + 8b alahm. Burada a =5 (c +c¢ ™) ve b = ~(c —c™%) olup
a? —b* = i(c+c‘1)2 —i(c— cH?= i(c2 +2+c¢7?) —%(c2 -2+c =1

dir. Dolayisiyla g € B(H), dir. a= %(c +c ) = %(T{lql + (g™ =

%(rl"lql +rqh) = %(rlql)‘l(rl2 +q?) ve r['q;>0 oldugundan a >0 dur.
Boylece g € L(H) dr. g(A+6)=(@+8b)(1+ &) =(@+b)(1+ 6)
oldugundan ki = qj(1+6)=crj(1+6)=ch; =(a+b)rj(1+6) = gh,,
j =1,2,..,mbulunur. Buradan h = gk olup h ™™ k dir,

Teorem 4.12.10: h = (hy, hy, -+, hy), k = (kq, ky, -+, k) € H™  olmak  lizere
hy=r(1-6),...,hy, =71,(1-6), neR,...mpeR ve Kk =q(1-
6),irkm =qn(1—96), q1 € R*, ...,qm € R* olsun. rj_lrl = qj_lql yJ=2,..,m
ve Sgn(r) = Sgn(q:) < p M dur.
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Ispat: Teorem 4.12.9 dan agiktir.

Simdi D ve E kiimeleri {1,2, ..., m} kiimesinin D # @,E # @,DNE =@ ve
DUE = {1,2, ..., m} olacak sekilde alt kiimeleri olsun. D nin en kii¢iik eleman1 1 ve
E nin en kii¢iik eleman1 n olsun. E nin en kiiciik elemanm1 1 ve D nin en kiigiik

elemani n oldugu durum benzer sekilde incelenebilir.

Onerme 4.12.10: h = (hy, hy, -+, hy) k = (ki,ky, -+, k) € H™, L(H) —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in Ty(h;)) = 1+ 6,h; =r;(1+ ), € R* ve Vj € E igin
T,(k) = 1—8,kj = qj(1 - 6),q; € R* olmak iizere h"™k ise r,71ry = g7 1qy,

17 = 45 ' qn, TiTh = q1qn Ve Sgn(ry) = Sgn(q,) dir.

Ispat: h“®k olsun. Bu takdirde k = gh olacak sekilde g = a + b € L(H)
mevcuttur. Buradan a? — b? =1, kg = ghs, s € {1,2,...,m} olur. Bdylece Vi € D
igin ve Vj€E igin k;=qu(1+8) = (a+b)r(1+8), kj=q;1-8) =(a-
b)r;(1 + &) bulunur. Buradan q; = (a + b)r; ve q; = (a — b)r; elde edilir. Boylece
qir;* = (a+b)ve g7t = (a — b) yazilabilir. a* — b*> = 1 oldugundan r; 'ry =
q;'qq, 17 ' = q;'qy dir. Buradan a® — b* =1, k; = ghy ve k, = gh, olur.
Boylece ky = q;(1+6) =(a+b)r;(1+8) ve k, =q,(1—986) =(a—b)r,,(1+
8) dir. Buradan q; = (a + b)r; Ve g, = (a — b)1, yazilabilir. O halde g7 =
(a+b) ve g,y =(a—b) dir. a> —b? =1 den g1y g, =1 olup ryry, =
q1qy dir.

g =a+ 6b € L(H) oldugundan a? —b?* =1vea > 0dir. g5, = (a+b)
ve g,1 !t = (a—b) oldugundan a = %(ql i1+ q,r7Y) bulunur. 7, = q1q, Ve

-1

rn#0,1,#0,q,#0 den qrt=qilrn=(q. 1Y) dir. a= %(ql i+

gnTn 1) > 0 oldugundan a = %((ql %+ 1) gty > 0 bulunur. (g7 D2+ 1>

0 oldugundan g;'r; > 0 dir. Buradan Sgn(r;) = Sgn(q,) elde edilir.

Teorem 4.12.11: h = (hqy, hy, -+, hy), k = (ky, ko, -+, k) € H™, L(H) —bozulmus

m —liler olsun. Vi € D i¢in Ty(h;) = 1+ 8,h; =1;(1+ 8),1; € R* ve Vj € E igin
1

Ty(kj) = 1-6,kj = q;(1-46),q; € R* olmak {izere i = q7 qq, T, =

47 qn, T = Q1dn Ve Sgn(ry) = Sgn(qy) ise k"M k dr.
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Ispat: Vi € D igin ve Vj € E igin 17 'y = q; 'qq, 17 ' = 45 ' qn, T1Tn = q1Gn Ve
Sgn(ry) = Sgn(q,) olsun. 71, = q1q, oldugundan q;r; g, =1 dir. a=
é(q1 4 g t), b= %(q1 71— qurl) olacak sekildle g =a+ b€ H*
alalm. (a + b) = q, 17 %, (a—b) = 1, q, olup a? —b? =q, 1 ‘g1t =1 dir.
Dolayisiyla g =a+68b € B(H); dir. (a+b)= q, it (a—>b)= 1r1q,,
' = qi'qr, r'n,= q;'q, oldugundan q; =1; (a+b),q; =1 (a—b)
bulunur. Boylece k; = q;(1+6) =gh; = (a+6b)r;(1+98) = ri(a+b)(1+ )
ve ki =qi(1—-08)= ghj=(a+06b)ry(1—8) = r(a—Db)(1—20) elde edilir.

Dolayisiyla k = gh olacak sekilde g = a + 6b € B(H), mevcuttur.

Sgn(ry) = Sgn(q,) ve 1y # 0,q, # 0 oldugundan q7'r; > 0 dir. 713, = 19,
ve 1, #0,7,#0,q #0 oldugundan ¢q,7t=q7i'r, = (g 7)™t bulunur.
a=(q1{t +qt)  oldugundan  a=-((qiriD)?+1)qr'ry  yazilabilir,
(g1 71?4+ 1 > 0 oldugundan q;'r; > 0 ve a > 0 dir. Dolayisiyla k = gh olacak
sekilde g = a + 6b € L(H) mevcuttur.

Boylece L(H) grubu i¢in tiim durumlar incelenerek L(H) —denklik problemi

tam olarak ¢6ziilmiis oldu.

4.13. L —Denklik Probleminin L(H) —Denklik Problemi Yardimiyla ¢oziimii

Bu bolimde R*! deki m noktadan olusan iki sistemin L Lorentz grubu igin
L —denklik problemini inceleyecegiz. Once m =1 ve m = 2 durumlarinda iki

sistemin L —denklik problemini inceleyelim.

m = 1 olsun. Bu durumda L —denklik probleminin ¢6ziimii L grubunun R1+1
uzayindaki (g, h) » W(g)F(h) etkisine gore L —yoriingeleri bulunmasi durumuna
indirgenir. F, 6nerme 4.2.1 tanimlanan doniisiim olarak verilsin. Onerme 4.10.1 de
L(H) grubunun H cebirdeki (g,h) = gh etkisine gore tiim yoriingeleri Onerme
4.12.1 de verilmisti. g=a+6éb€MH ve h=x+ 5y € H alalim. Bu takdirde

W)= (¢ ) ve F(wy= (%) dir. L=W(L(H)) grubun R™ uzaymdaki

_f(a b _ +b .. .
W@ F) »W@Fm = (3 ) ()= (5e) etkisine g0
L —yoriingelerini bulalim: Asagidaki F ve W, onerme 4.2.1 ve teorem 4.2.2 de

tanimlanan doniistimler olsun.
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Onerme 4.13.1: 1)F(L(H)) = {(g)| a,b € R,a*> —b%? =p,a >0} kiimesi Vp €

VP

) ) € R*! elemaninin L —y&riingesidir.

R*, p > 0 i¢in L —yoriingedir ve (

2) F(L(H)) = {(Z) € R'*1,q,b € R,a? — b?> = p,a < 0} kiimesi Vp € R*,p > 0

VP

. ) € R*! elemaninin L —y6riingesidir.

icin L —yorlingedir Ve(_
3) F(L(M) ={(})la,b € R,a* —b* =p,b >0} kiimesi Vp € R",p <0 igin

L —yoriingedir ve ( \/S_p) € R*! elemaninin L —ydriingesidir.

4) F(L(H) ={()la,b € R,a? —b* =p,b <0} kiimesi Vp € R",p <0 igin
L —yoriingedir ve (_\/()__p) € R*! elemaninin L —y®&riingesidir.
5) F(L(H)) ={r(})|r € R*} kiime L —ydriingedir ve (;) € R™*! elemanimin
L —yoriingesidir.
6) F(L(H)) = {r(,)|r € R} kiimesi L —yériingedir ve () € R'*! elemanmnimn
L —yoriingesidir.
7) {(g)} kiimesi L —yoriingedir ve (8) elemaninin L —yoriingesidir.

L grubunun R kiimesinde yukarida verilen yoriingelerinden baska
L —yoriingesi yoktur.
Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.1 ve Sonug 4.5.1lerin sonucudur.

x € R alalim. Bu takdirde F~(x) € H dir. F71(x) elemamin H’ deki
T,(F~1(x)) tipine x elemanm R*1deki tipi denir ve T,(x) seklinde gosterilir.

Sonug 4.13.1: Vx € R igin T, (x) = T,(F(x)) dir.
Ispat: Tanimdan agiktir.

x ={xg,,,xm}, Ta(x;) = t; olacak sekilde R*! in bir m —lisi olsun.
(ty, -+, tym) m—=li dizisine {x;,,--,x,} m—lisinin tipi diyelim ve T,(x) =
(ty, -+, ty) seklinde veya T,{xy, x5, **, X, } seklinde gosterelim.

Onerme 4.13.2: x = (x1, %3, , Xm), ¥ = (Y1, Y2, **» Ym) € (RTT1)™ elemanlar igin
(X1, %0, X} “{k1, kp, o k) ise Ty(x) = Ty(y) dir yani m —linin tipi

L —invaryanttir.
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Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.5.1 ve Onerme 4.12. 2 den agiktir.

Sonug 4.13.2: x = (x1, %3, , Xm), ¥ = (Y1, V2, -+, Yim) € (RTFH)™ elemanlar igin

Ts{x1, %2, , Xxm} # T3{yi, V2, -+, Ym} is€ x ve y m —liler L —denk degildir
Ispat: Teorem 4.5.1, Sonug 4.12.1 den agiktir.

O halde iki m —linin L —denklik sart1, onlarin tiplerinin esit olmasi sartiyla

incelenebilir.
m = 2 durumu inceleyelim:

R*1 de keyfi bir x = {x;,x,} 2 —lisini géz 6niine alalim, burada x;, x, lerin
her biri sifirdan farklidir. Bu ikilinin tipi i¢in r € R*,q € R* keyfi olsun.
Ty(x) = (1), Ta(x) = (1,6q), Ta(x) = (r, 1+ 6), Tu(x) = (1,1 = 6),T4(x) =
(6r,q), Ta(x) = (871,6q), Ty(x) = (61,1 +6), To(x) = (61,1 —8), Ti(x) =
(1+6,9), Tb,(x) =(1+65,89), T,(x) =(1+6,1+08),T,(x) =(1+8,1-90),
Ta(x) = (1=6,q9), Ts(x) = (1 =6,6q),Ty(x) = (1 - 6,1+ 9), Ty(x) =

(1 -4,1—6) durumlar s6z konusudur.

Eger x = (x1,%2),y = V1, ¥2) € (R™)? ve T,(xy) # Tu(y,) ise, Sonug
4.13.2°¢ gore x ve y 2 —liler L —denk degildir.

Onerme 4.13.3: x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € (R¥™1)2 ve |x;|; #0, |y;|; #0 olsun.

(x1,x2) _ (¥1,¥2) [x1,%,] [y1,y2] dir

{x1,%1) - (y1.y1) (x1,x1) - (y1y1)

x Ey ise Ty (x1) = Tu(y1),
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.3 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Onerme 4.13.4: x = (x1,%3),y = (y1,¥2) € (RT™)2 ve |x,|; #0, |y,|; #0 olsun.

(x1,%2) _ (¥y1.,¥2) [x1,x2] [y1.y2] dir

(x2,x2) - (¥2,y2) (x2,%2) - (¥2,52)

xfy ise T, (x2) = T4 (y2),
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.4 ve Lemma 4.7.1 den agiktr.

Teorem 4.13.1: x = (x1,x3),y = (y1,v2) € (R**1)2ve ve |x;]; #O0, |y,|; #0 olsun.

(x1,%2) _ (¥1,¥2) [x1.x2]  [y1ye] . L .
T. =T , = ve = ise dir.
s(0) = T, o = on V& o) — an) SEX LY

Ispat. Teorem 4.5.1, Teorem 4.12.1 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.13.2: x = (x1,x5),y = (y1,v2) € (R**1)2ve ve |x,|; #0, |y,|; #0 olsun.

(X1,%2) _ (V1,¥2) [x1,x2] _ [yiy2l L .
T. =T , = ve = ise dir.
4(x2) 4(}’2) (x2,%2) (¥2,52) (x2,%2) (¥2.¥2) XY
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Ispat: Teorem 4.5.1, Teorem 4.12.2 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Boylece Onerme 4.13.3, Onerme 4.13.4, Teorem 4.13.1 ve Teorem 4.13.2 de
T,(x) = (r,q), Toa(x) = (r,6q), Tu(x) = (r, 1+ 8), Ty (x) = (r,1 - 6), Tu(x) =
(67, q), Ty(x) = (67,69), Ty(x) = (67,1 4 6),T4(x) = (61,1 - 6), T,(x) =
(1+6,q), To(x) = (1 +68,8q), T,(x) = (1= 68,q), To(x) = (1 — §,8q) durumlar
tam olarak incelenmis oldu. simdi incelenmeyen T,(x) = (1 + 6,1+ 6),Tu(x) =
(14+6,1-06),T4(x)=1-6,14+08),Thu(x)=(1-6,1-0) durumlar
inceleyelim: T,(x) = (1 + 6,1+ 6) durumunda x = (x4, x,) 2 —lisinin elemanlari
X, = 7”1(1)' Xy, =T, (D seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 dur.

Onerme 4.13.5:x = (x1,%,),y = (71, ¥2) € R™)? ve x; =71(7), % =n(7),
n+0 rn+0 ve y, = ql(i), y, = QZG)’ g, #0, g, # 0 olsun. xL(fI)y ise
r; 'y = q3'q, ve Sgn(ry) = Sgn(q,) dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Onerme 4.12.5 den agiktir.
Teorem 4.133: x = (x,%2),y = (1, ¥2) ER™Y ve x =7(}), x =n(}),
rn#0,1r#+0vey = ChG), y, = QZG)’ g1 # 0, g, # 0 olsun. 5 'y = g5 'q, ve
Sgn(ry) = Sgn(qy) ise x "y dir.
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.13.3 den agiktr.

T,(x)=(1—-6,1—-38) durumunda x = (xq,x,) 2 —lisinin elemanlari
X, =n (_11), X, =1y (_11) seklindedir. Burada r; # 0 ve r, # 0 duir.
Teorem 4134 X = (xl, xZ),y = (yll yz) € (R1+1)2 ve xl = Tl(_ll), xz = rz(_ll),
n+0 n+0 ve y = ql(_ll), y, = qz(_ll), qg. #0, q,+0 olsun.
WY o1y = g7, ve Sgn(ry) = Sgn(qy) dir.
Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.6 ve Teorem 4.12.4 den agiktir.

Simdi son olarak T, (x) = (1 +6,1—98),Tu(x) = (1 —=46,1+96)
incelenmeyen durumlari inceleyelim: T,(x) = (1 + 6,1 — &) durumunda x =
(x4, %) 2 —lisinin elemanlar1 x; = 7‘1(1)7 Xy =1y (_11) seklindedir. Burada r; € R*

ver, € R* dir.
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Teorem 4.13.5: x = (x,%,),y = (v1,y,) € H? ve x; = 7”1(1)’ Xy = Tz(_11)' €

R*, T‘2 € R* ve yl = ql(i), yz = qz(_ll), ql € R*, qz € R* O|Sun

x"®y =11, = q1q, ve Sgn(ry) = Sgn(qy) dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.7 ve Teorem 4.12.5 den agiktr.

Teorem 4.13.6: x = (x1,%,),y = (y1,y,) € H? ve x; = rl(_ll), X, = rz(i), T €

R*, Iy € R* ve Y= Q1(_11)’ Y2 = qZ(i), q1 € R*, q» € R*, O|Sun Bu takdirde

"My =11, = q1q, ve Sgn(ry) = Sgn(qy) dir.

Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.12.6’den ¢ikiyor.

m bir dogal say1 ve m > 2 olsun.
Tanimm 4.13.1: Eger x = (x4, X3, , X)) € (R™1)™ olmak iizere bir i € {1,2,...m}
icin |x;|; # 0 ise, bu m —li L —bozulmamis m —li denir. Boyle o6zellikli i €
{1, 2,...m} yoksa, bu m —liye L —bozulmus m —Ii denir.

Eger X = (xllx2l 'xm)ly = (ylﬂyZ' 'ym) € (R1+1)m! m —liler lan xEy
ve x, L —bozulmamis ise y de L —bozulmamuisdir.

Eger X = (xlﬂxZ' 'xm)'y = (yl' Yo, 'ym) € (R1+1)m1 m —liler 1(;11'1 xEy
ve x, L —bozulmus ise y de L —bozulmusdur.

Teorem 4.13.7: x = (X1, X3, , Xm), ¥ = V1, Y2+, Ym) € (R™)™ igin |x4]; # 0,

(x1.6)) _ (y1y)) [x1xj] — [voyl]

(x1,%1) - Yoy (x1,x1) - (3’10’1)'

lyili 20 olsun. x"yeTy(hy) = Tylky),
j =23, mdir.
Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.7, Teorem 4.12.7 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

Teorem 4.13.8: x = (x4, %2, . Xm), Y = V1, Y2, V) € (RTH)™ olmak iizere

(xl'xj) _

(x1'x1> -

bir i € {2,3,...,m} igin |x;|; #0, |y;l; #0 olsun. x “y < T,(h,) = T,(ky),

<y1’yj) [xl‘xj] = [yl’yj]a = 1)2) oo ;i - 1;L + 1, -.-,m dir
(¥y1.y1) (x1,%1) (Y1.y1)

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.8, Teorem 4.12.8 ve Lemma 4.7.1 den agiktir.

x= (x5, % %m), Y = V1, V2o 0 Vi) € (RUFH™ | [ —bozulmamis m —liler
olsun. Eger T,(x) # T,(y) ise Sonug 4.13.2’e gore bu m —liler L —denk degildir.
Kabul edelim ki T,(x) = T,(y) olsun. Bu takdirde x, L —bozulmamis oldugundan bir
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i €{1,23,..,m}icin |x;|; # 0 ve T,(x;) = T,(y;) dir. Dolayisiyla Teorem 4.13.7
ve Teorem 4.13.8 ile L —bozulmamis m —lilerin L —denklik problemi tam olarak

incelenmis oldu.

x = (%1, %3, %) € (RYH)™ [ —bozulmus m —li olsun. Bu takdirde
Vi €{1.2,...m}icinT,(x;)) =1+ 6 veyaTy(x;) = 1— 46 dir.

Simdi  x = (xq,%3,*, %) € (RYH™ L —bozulmus m—li ve Vje€
{1,2,..,m} i¢in Ty(x;)) =146 olsun. Bu durumda x m —linin elemanlar1 su
sekildedir, x; = rl(i), e Xy, = rm(i), buradar, € R*,,...,7r;, € R".

Teorem 4.13.9: x = (xq, %, , X)), ¥ = (Y1, V2, =, V) € (RT1™ L —bozulmus
m —liler ve Vj € {1,2,...,m}i¢in T,(x;) = Ta(y) = 1+ 8 vex; =11(3), o, X =
rm(i), n€eERY,, ..., ER" ve y; = ql(i), vy Vm = qm(i), qg. €R%,...,qn ER"
olsun. A"k < 17lry = q71q j=2,..,m, Sgn(r;) = Sgn(q,) dir.

Ispat: Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.9 ve Teorem 4.12.9 dan aciktir.

Teorem 4.13.10: x = (x4, %3, *, ¥m), ¥ = V1, Y2, ¥m) € (R**1)™, L —bozulmus
m —liler  ve Vvj€{1,2,..,m} icin Ty(x;) = Ty(y))=1-6 ve
X, = rl(_ll), vy X = rm(_ll), neER,, ...y ER* ve y, = ql(_ll), v Vi =
am(’) @1 €ER’,, .., qm ER" oOlsun. 'y = gi'qy , j = 2,...,m, ve Sgn(r) =

Sgn(q,) < h*@k dur.
Ispat: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.12.10 dan agiktir.

D ve E, {1,2,..,m} kimesinin D#@,E+@,DNE=¢ ve DUE =
{1,2, ..., m} olacak sekilde alt kiimeleri olsun. D nin en kiigiik eleman1 1 ve E nin en
kiiglik eleman1 n olsun. E nin en kii¢iik eleman:1 1 ve D nin en kii¢iikk eleman1 n

oldugu durum benzer sekilde incelenebilir.

Teorem 4.13.11: x = (x1, %2, , Xm), ¥ = V1, V2, =+, Yi) € (R)™ L —bozulmus
m —liler olsun. Vi € D i¢in T,(x;) = 146, x; =n;(3), 71 €R" ve Vj €E igin
T4(yj) =1-6y =q; (_11), q; € R*olsun. Vi € D ve Vj € E igin 17 'ry = q; ¢4,

7 = 05 M Tt = QaGn Ve Sgn(r) = Sgn(a) = h* Pk dr.

J

Ispat. Teorem 4.5.1, Onerme 4.12.10 ve Teorem 4.12.11 den agiktir.
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Boéylece L grubu i¢in tiim durumlar incelenerek L —denklik problemi tam

olarak ¢oziilmiis oldu.
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5. SONUC VE ONERILER

Hiperbolik sayilarin iki boyutlu hiperbolik diizlemde belirtilmesi bu sayilart ¢ok
onemli yapar. Hiperbolik sayilar {izerine pek fazla kitap ve makale yazilmadigindan
arastirilmasi gereken konular mevcuttur. Bu tezde iki hiperbolik noktanin ve m-tane
hiperbolik noktanin H*, W(H*),H;, W (H}),B(H),, W(B(H),),L(H),W(L(H)),
gruplarina gore denklik problemlerinin ¢oziimleri yapilmigtir. Bu g¢alismanin bir
sonucu olarak W(H*),W(H}),W(B(H),), W(L(H)) gruplarina gére m = 2 i¢in

denklik problemleri hiperbolik fonksiyonlar yardimi ile yapilmustir.

Bu sorularin cevaplarini bulmak i¢in (Goksal, 2011) tezde bulunan Hiperbolik
sayilara ait bilgileri kullanilarak, H*, H;,B(H),,B(H),,L(H) gruplarin da bir
noktanin denklik problemi ve iki noktanin denklik problemi ¢oziimlerinden yardim

alarak yiiriitiilmesi yontem olarak kullanilmistir.
Tez ¢alismasinin dnemi:
1. Hiperbolik sayilar1 anlamak ve énemli olduklarin1 gostermek.

2. Tezde kullanilan yontemler Hiperbolik sayilarda yeni yapilacak g¢aligmalara

yardimci olma niteligindedir.

3. Tezde kullanilan yontemler Hiperbolik sayilarda noktalar sisteminin denklik

probleminde, hiperbolik geometrideki egrilerin denklik probleminde énemlidir.

4. Hiperbolik sayilarda nokta sistemlerinin denklik problemleri, hiperbolik
geometrideki egrilerin denklik problemleri arastirilmasinda ve baz fiziksel (Ozel

relativity) problemlerin ¢6ziimiinde de 6nemli olabilir.
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