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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

19. yiizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi
onemli sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan goz Oniline getirilmis ve eliptik
fonksiyonlar teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplar1 adi verilen
ve sistematik calismasimi Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant
biraktig1 fonksiyonlar iizerinde bir¢ok bilim adami ¢aligmalar yapmistir. Lineer kesirli
doniisiimler grubu dzellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin
kesfiyle birlikte biiyilk 6nem kazanmais, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle
gerek analiz, gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin

aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerindeki 6nemi

nedeniyle en ¢ok I' modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 olan F(N), FO(N),

FO(N), Fl(N) gruplan tizerinde calisilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de I”

modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi son

teoreminin ispatinda oldukca 6nemli bir yer teskil ettigi goriilmektedir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayinlanan “Graphs and Finite
Permutation Groups” adli makalede ve Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’
in, 1991 yilinda yayinlanan “The Modular Group and Generalized Farey Graphs” adli
caligmasinda altyoriingesel graflar ve bu graflardaki devre uzunluklari incelenmistir. M.
Akbas’ m 2001 yilindaki “On Suborbital Graphs For The Modular Group” adli
calismasinda devre uzunluklari ile ayrik gruplarin tiretici eliptik elemanlarinin mertebeleri

arasindaki iliski ortaya konmustur.

Kesicioglu, Y., tarafindan 2011 yilinda yapilan “T'® ve Gs Hecke Gruplarmin Alt

Yoriingesel Graflar1” adli doktora tezinde

I3 = {(Ccl Z) € F|ab + cd = 0(mod 3)} (1

modiiler alt grubunun, 2015 yilinda da Giiler B.O., Besenk, M., Kesicioglu, Y. ve Deger,
1



A H. tarafindan yapilan “Suborbital Graphs for The Group I'*” adli galigmada

r2= {(CCL Z) € F|ab + bc + cd = 0(mod 2)} (2)

modiiler alt grubunun yardimiyla elde edilen graflar incelenmis ve bu graflarin kenar

sartlar1 ile baglantililiklar arastirilmistar.
Bu tez ¢alismasinda ise I" modiiler grubunun alt gruplarindan biri olan ve

a b

r'=r2nr3={(c o

) € F|ab + 3bc + c¢d = 0(mod 6)} 3)

seklinde tanimlanan I'" modiiler alt grubunun olusturdugu alt yoriingesel graflarin kenar

ve devre sartlar1 belirlenmis ve bu sartlar altinda graflarin baglantililigi incelenmistir.
1.2. Topolojik Gruplar

Tanim 1.1. (G,) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde her g, h €
G i¢in

i. mGxXG—>aG
(g,h) > g.h

ii. :G—G
g-g"

doniisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tanim 1.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde
AGxX — X
A(g,x) = gAx =: gx

stirekli bir doniisiim ve her g4, g, € G ve her x € X i¢in

I g192% = 91(g2%)

ii. ex =x (e, G’ nin birimi)

sartlar1 saglaniyorsa [G, X, A] Ugliisiine veya [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu
2



adi verilir. Bu durumda G ye X tizerinde bir hareket grubu denir.

Tamim 1.3. A bir topolojik uzayin alt kiimesi olsun. Eger her x € A i¢cin UNA =
{x} olacak sekilde bir U komsulugu varsa A ya ayriktir denir.

Ornegin, Z tamsayilar kiimesi R nin bir ayrik alt kiimesidir. R nin her bir sonlu alt

kiimesi de R nin bir ayrik alt kiimesidir. {~|n € Z, n # 0} kiimesi R nin ayrik bir alt

kiimesidir. Ancak A = {ﬂ NeEZ n# O} U {0} kiimesi R nin ayrik bir alt kiimesi degildir.

Lemma 1.4. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun. Bu taktirde
x~y: < 3IgEG:gx =y (4)
seklinde tanimlanan " = " bagintis1 X {izerinde bir denklik bagintisidir (Rose, 1978).

Tanmm 1.5. " = " bagmtisinin denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica x €

X noktasini igeren yoriingeye x in yoriingesi denir ve bu Gx := {gx|g € G} kiimesidir.

Tanim 1.6. G, X lizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak bigimde

bir g € G elemani varsa G ye X lizerinde transitif olarak hareket ediyor denir.

Bu tanima gore hareket transitif ise Vx € X icin Gx = X elde edilir. Yani bir tek

yoriinge vardir. Yorlinge grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Tamim 1.7. G bir grup ve H < G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik siiflarinin
sayist aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G:H]| ile

gosterilir.

Tamim 1.8. G, X iizerinde hareket etsin ve x € X olsun. G, := {g € G|gx = x} kiimesine

x noktasinin sabitleyeni denir.

Simdi genel anlamda ydriinge ile sabitleyen arasindaki iliskiyi inceleyelim.

3



Lemma 1.9. G, X tizerinde hareket etsin ve x € X olsun. Bu durumda |Gx| = |G: G| dir

(Rose, 1978).

Ispat: Gx = {gx|g € G} ve G, = {g € G| Vx € X icin gx = x} oldugunu biliyoruz. Y :=
{gGy: g € G} igin a: Gx — Y, a(gx) = gG, seklinde tanimlansin.
i. @ nn iyi taniml oldugunu gosterelim. g4, g, € G ve x € X olsun. Eger g;x = g,x

ise a(g1x) = a(g,x ) midir?

91X = gox = g tg1x = 9,71 (g1X) = 9271 gax = x = 9,791 € Gy, (5)

dir. Simdi g,7'g; € Gy = 916G, = 9,G,  yani g, gy € G, = g, 191Gy = G,

oldugunu gosterelim. h € G, olsun.

92 'g1hx = g, g1x = x = g,7'9,G, C Gy (6)

g2hx = gox = g1x = g1 ghx = x = gi'g,h € G, = h € g,71 9,6, = G, C
927 191Gy (7)

olup (6) ve (7) dan g, 1g,G, = G, dir. Boylece

91X = g2X = g1Gx = 9,6, = a(g1x) = a(gx) (8)

bulunur.

ii. a nin birebir oldugunu gosterelim. g, g, € G ve x € X i¢in a(g,x) = a(g,x)
olsun.  a(gix) = a(gzx) = 616y = 926 = g27'91 € Gy = g, 'g1x =x  dir.
91X = g292" " g1% = 92(g2 "' 91%) = g olup a birebirdir.

iii. a nin 6rten oldugunu gosterelim. v € Y olsun. Buna gore v = gG, olacak sekilde
bir g € G vardir. Buradan a(gx) = gG, = v olup a ortendir. Dolayisiyla |Gx| = |Y| =
|G: G, | elde edilir.

Tammm 1.10. G bir grup olsun. C := {g € G|Vx € G i¢in gx = xg} kiimesine G nin

merkezi denir.



Tamm 1.11. Geometride iki noktayi birlestiren minimal uzunluklu egrilere geodezik adi

verilir.

Tanim 1.12. Bir T doniisiimiiniin periyodu (veya mertebesi) T™ = [ esitligini saglayan en

kiiclik pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayis1 yoksa T ye sonsuz periyotludur denir.

Tanim 1.13. n € N igin 1 < a < n ve (a,n) = 1 olan a tamsayilarinin sayisi1 ¢(n) ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir. m = p;"1p,"2 --- p,’s ise bu taktirde

1 1 1
o (m) _m(1—p—1) (1—p—2)---(1—p—s) 9)
dir.
1.3. Modiiler Grup
Tanim 1.14. PSL(2,R) = {Z — Zisl a,b,c,d € Rvead — bc = 1} grubunun
b
I':=PSL(2,Z) = {z — aj:d| a,b,c,d € Zvead — bc = 1} (10)

alt grubuna “Modiiler Grup” adi verilir. Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tam sayilar

matrisleriyle de temsil edilebilir:

A= (Ccl Z),detA - 1. (11)

A ve — A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile e alinir. Boylece

D (e i

0 matrisleri yine ayn1 doniisiimii temsil ettiginden matris hesaplamalarinda uygun oldugu

matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica (? ) Jk #
yerde bu matrisler esit olarak yazilabilir. (Burada determinantin 1 olma sarti
aranmayacaktir.) Asagidaki teorem I' modiiler grubunun T(z) =z+ 1 ve U(z) = —i

doniistimleri ile tiretildigini gostermektedir.



Teorem 1.15. T' modiiler grubu T = (1 1

0 1) ve U= ((1) _01) matrisleriyle iretilir

(Schoeneberg, 1974).

1.4.T nin Q = Q U {0} Uzerindeki Hareketi

Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her eleman1 x,y € Z ve
(x,y) = 1 olmak iizere bir x/y indirgenmis kesri olarak gosterilebilir. x/y =—x/—y
oldugundan bu gosterim tek degildir. oo u 1/0 =—1/0 olarak gosterelim. I' nin Q

uzerindeki hareketi

a b X __ax+by
(c d) y - cx+dy (12)

dir. T € I" olmak tizere

. (f) _ a§+b _axtby o (—_x) _ cax-by _ ax+by _ o ({) (13)

c§+d o cx+dy —cx—dy F cx+dy o y

oldugundan T' grubunun Q iizerindeki hareketi iyi tanimlidir. Eger (x,y) = 1 ve ad —
be = 1 ise £ indirgenmis kesirdir.
cx+dy

ax+by

& indirgenmis formda olmasin. Buna gére n|ax + by ve

. . X
Aksini varsayalim;
cx+

n|cx + dy olacak sekilde bir n € Z vardir. Bu durumda k, [ € Z i¢in

ax + by = kn (14)
ve
cx +dy =+¥n (15)

dir. (14) esitliginin her iki tarafi d ile (15) esitliginin ise - b ile ¢arpildiginda



(ad — bc)x = (kd — b&)n (16)

ve benzer sekilde (14) esitliginin her iki tarafi —c ile (15) esitliginin ise a ile

carpildiginda
(ad — bc)y = (af — ck)n 17)

elde edilir. (16) ve (17) dan n|x, n|y geliskisi elde edilir (Jones vd., 1991).

Teorem 1.16. T nin Q iizerindeki hareketi transitiftir (Jones vd., 1991).

ispat.%,g € Q: % + 3 ve (a,b) = (c,d) = 1 olsun. Bu durumda aar — b8 = 1 ve c6 —

dy = 1 olacak sekilde a, 8,8,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada T'(z) = % ve S(z) =
cz+y
dz+48

seklinde tanimlanirsa T (o) =% ve S(o0) =§ olacak sekilde bir ¢ := ST"1 €T

doniisiimii vardir. Dolayisiyla T, Q iizerinde transitif olarak hareket eder.

Teorem 1.17. Q@ nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir (Jones vd.,

1991).

Ispat. Teorem 1.16” dan Q min herhangi iki elemaminin sabitleyenlerinin T' da eslenik
olduklart aciktir. Gergekten p, g € Q olsun. Sy ={TL€ETip=p},S; ={T, €E:Tyq =
q}ise S, ve Sy, I’ da esleniktir. T, Q iizerinde transitif oldugundan bir T € T i¢in T (p) =
q dur. Simdi S, = T71S,T oldugunu gésterelim. TS, T = {T"IST:S € S,}. N€ S,
keyfi olsun. N € T_lSqT oldugunu gosterelim. N = T~AT olacak sekilde bir A € Sq
artyoruz dyle ki A = TNT ™ dir. TNT 1(q) =TN(p) =T(p) =q = A=TNT™! dir.
Boylece

T~'AT =N € T71S,T =S, c T71S,T (18)

dir. M € T7'S,T keyfi olsun. 3B € S;: M = T~'BT dir. Buradan
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Mp)=T'BT(p) =T 'B(q) =T '(q)=p=>M€eS,=>T"'S,TcS, (19)
dir. Boylece (18) ve (19)’dan S, = TS, T oldugu goriiliir.

Sp ve Sq I'” da esleniktirler. Yani izomorfturlar. S, = S, = I, = I, dur. Bu yiizden

oo’ un [, sabitleyenini diistinmek yeterlidir. ['.,,” u b € Z olmak tizere (é ?) seklindeki

a b

elemanlarin olusturdugu kolaylikla goriiliir. Gergekten T = (C d) €T ve T(o0) =00

olsun. Bu taktirde

¢ DQ=0=Q=r=0 DG =" (20)
dur. Boylece Iy, Z = (é i) elemanlari ile tretilen sonsuz devirli bir gruptur. T, =
LT,L7t = (L ((1) 1) L) dir.

1.5. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplar

Tamim 1.18. n pozitif tamsay1 olmak {izere I' grubunun temel kongriians alt grubu
— a b = = = =
I'(n) := {(c d) € F| a=d=1(modn), b= c=0(mod n)} (21)

ile tanimlanir. I' grubunun I'(n) temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt

grubuna kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok ¢alisilan baz1 kongriians alt gruplar

I(n) = {(Ccl Z) € F| a=d=1(modn), ¢ =0 (mod n)} (22)
I(n) = {(CCL Z) € Fl ¢ =0 (mod n)} (23)
ro(n) = {(CCL Z) € Fl b =0 (mod n)} (24)



gruplaridir. n € Z olmak iizere I'(n) < I} (n) < I(n) < T bigimindedir.

Ayrica I'(n), I' grubunun normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'(n) grubu I (n) ve
[ (n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I';(n) < I(n) dir. Buna gore

indeksler n > 2 i¢in

I 10 = g (1 +3) 5 I R] = S T (1 ) (25)
Ir:T )] = 2 i (1~ %) (26)
dir.

n =2 durumunda |T:I;(2)| =3,|I:(2)] =3,|:T(2)| =6 dir. n> 2 i¢in

yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuclar kolayca elde edilir;

|T:y (n)] n 1

Il (): (V)] = £ = STl (1 - 7) (27)
IT:T'(n)

HONOIE e (28)

Iy(n), I (n) ve T'(n) gruplarinin cusp kiimesi de @ dir. Ciinkii bu gruplar I' grubunun
sonlu indeksli alt gruplaridir ve bir A Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt

grubu da A ile ayn1 cusp kiimesine sahiptir (Ogg, 1974).

Teorem 1.19. n > 1 olmak iizere Iy(n) grubunun Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

. . ~ . . a b\ (0 1
Ispat. Aksini varsayalim ve 0,00 € Q secelim. Bu taktirde (Cn d) ( 1) = ( 0) olacak

b
d

g6z Oniine alindiginda bunun ¢ = —1 ve n =1 olmasiyla, diger bir ifadeyle ancak

sekilde (CC; ) € I,(n) vardir. Bu esitlikten b = 1 ve d = 0 elde edilir. Determinant

(CC; Z) € I' olmas1 durumunda miimkiin oldugu goriiliir.



1.6. Imprimitif Hareket

Tamm 1.20.

I. X # @ bir kiime olsun. &: X — X birebir ve orten ise § ye X in bir permiitasyonu
denir. X in tiim permiitasyonlarinin kiimesi S¥ ile gosterilir.

ii. &,& €S¥ ise & 0&, € SX oldugu agiktir. S¥ grubuna X iizerinde simetrik grup

denir. S¥ grubunun alt gruplarina da X iizerinde permiitasyon gruplar1 denir.

Tamim 1.21. G, X # @ {izerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde G, X iizerinde
hareket eder. Gergekten g € G ise g: X — X birebir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda
gx = g(x) olarak alinirsa (g, 9,)x = g1(g.x) ve 1x = x oldugu agiktir. Bu harekete G
grubunun X tizerindeki dogal hareketi denir ve “(G,X) permiitasyon grubu” ifadesi
kullanilir. Ayrica G, X {izerinde transitif olarak hareket ediyorsa (G, X) ikilisine transitif

permiitasyon grubu adi verilir.

Tanim 1.22. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu ve "~" X iizerinde bir denklik bagintisi
olsun. Eger a, B € Xi¢in a = B oldugunda Vg € G i¢in g(a) = g(B) oluyorsa ~ denklik
bagintisina X iizerinde G — invaryanttir denir. Bu bagintinin denklik siniflarina da

bloklar denir. Burada iki tane G — invaryant denklik bagintis1 verelim:

i. Ozdeslik Bagmtis. a ~ f © a=f
ii. Evrensel Baginti: Vo, € Xig¢ina = 8

Eger X lizerinde 1. ve ii. den farkli bir G — invaryant denklik bagintis1 daha varsa

(G, X)’e imprimitif aksi halde primitif denir.

Lemma 1.23. (G,X) transitif olsun. Bu taktirde (G,X) primitiftir & V a € X i¢in G,

sabitleyeni G nin bir maksimal alt grubudur (Jones vd., 1991).

Teorem 1.24. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, < H < G ise

g(a) =~ g'(a) = g' € gH (29)
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ile verilen " = " bagintis1 X iizerinde iyi taniml1 bir G — invaryant denklik bagintisi olup

Ozdeslik veya Evrensel bagmtis1 degildir. Yani bu " ~ " bagmtisina gore G,X iizerinde

imprimitif olarak hareket eder (Jones vd., 1991).

1.7. Graf Teori

Tanim 1.25. X # @ bir kiime, A € X X X bir bagmt1 olsun. G = (X, A) ikilisine bir graf
denir. X in elemanlarina grafin koseleri ve A nin elemanlarina grafin kenarlar1 ad1 verilir.
(a,b) € A ise bu durumda a — b ile gosterilir. Eger (a, b) € A veya (b,a) € A ise a ile

b bir kenar ile baglanmistir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir.

Tanim 1.26. G = (X,A) bir graf ve A € X olsun. G' = (4,AN A X A) grafina kose

kiimesi A olan G’ nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamim 1.27. a = ay, a4, ...,a, = b bir G grafinin kdselerinin bir dizisi olsun. Eger her
1 <i < nigin a;_4 ve a; bir kenar ile baglanmislarsa a dan b ye n uzunlugunda bir yol
vardir denir. Eger a = b ve ay, a4, ..., a1 koselerinin timii farkli ise bu yola n kenarli
bir devre (circuit) denir. Ayrica a;, a;4 1 ikilileri i¢in a; — a;,4 ise bu devreye yonlenmis
bir devre denir. Ornegin Sekil 1°deki gibi {i¢ kenarli bir devreye bir {iggen, dort kenarl bir

devreye bir dortgen ve alt1 kenarli bir devreye bir altigen denir.

Ornek 1.28.
Ikigen H-Ucggen -Dortgen H -Altigen

Sekil 1. Devreler

Tamim 1.29. n > 3 olmak iizere n kenarli bir devre icermeyen grafa orman denir. Graf

hiperbolik dogrularin bir birlesimidir.

11



Tanim 1.30. G = (X,A) bir graf olsun. X {lizerinde bir "= " bagmtisin1 soyle

tanimlayalim:

"a ~ b: < a = bveyaa # b ise adan b ye bir yol vardir." (30)
Agik olarak " = " bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.31.

i. X in kendisi bu " = " bagntis1 altinda bir denklik siifi ise G grafina baglantilidir

denir.

ii. Eger X; " = " bagintis1 altinda bir denklik sinifi ise (X;,A N X; X X;) baglantili bir

grafdir ve bu grafa G grafinin baglantili bileseni denir.

iii. Iki grafin koseleri arasinda birebir ve orten bir déniisiim mevcut ve bu déniisiim

komsu koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir.
1.8. Alt Yoriingesel Graflar

Tanim 1.32. x € X noktasinin G (x) yoriingesi (veya G- yoriingesi) X in bir alt kiimesidir

ve
G(x)={glx) e X:g € G} (31)
ile tanimlanir.

Tanmim 1.33. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin X X X tizerindeki

hareketini g € G olmak lizere

g:(a,B) = (9(a), g(B)), (a,B) € X x X (32)

olarak tanimlanir (Jones vd., 1991). Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri

denir. (@, B) y1igeren alt yoriingeyi O (a, ) ile gosterelim.
12



O(a, B) alt yoriingesinden G (a, ) alt yoriingesel grafini olusturabiliriz:

Bu grafin koseleri X in elemanlaridir ve eger y, 8 € X noktalar1 i¢in (y,§) €
O(a,B)isey dan 6 yay — & ile gosterilen bir yonlendirilmis kenar vardir. Bu kenar1 ¥ =
{z € C: Imz > 0} tist yar1 diizlemde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz. Acik olarak
0(B,a)’ da alt yoriingedir ve ya O(a,B) # O(B, @) yada O(a,B) = O(B,a) dir. Eger
O(a,B) # 0(B,a) ise G(B,a), G(a,B) nin oklarmin ters yonlendirilmisidir ve G(a, 8)
ile G(B, a) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, ) = 0(B,a) ve (y,6) €
O(a, B) ise bu taktirde y dan & ya kenar1 y — 6 (y < & nin yerine) ile gosterilecektir. Bu
durumda G(a,B) yonlendirilmemis bir kenar olarak diistiniilebilir ve G(a,B) ya

kendisiyle eslesmis denir.

O(a,a) = {(x,x):x € X},X X X’ in bir késegenidir. G (a, a) alt yoriingesel grafi
her bir kosesi ¢ € X olan bir diigiim noktasindan olusur. Bu grafa trivial alt yoriingesel

graf denir.

Simdi G = I've X = Q alalm. T', Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden her
bir alt yoriinge v € Q olmak iizere bir (oo, v) giftini igerir. Eger n > 0 ve (u,n) = 1 olmak
uzere v = % ise bu alt yoriingeyi O, ,, ile ve buna karsilik gelen G (oo, v) alt yoriingesel

grafini da G,, ,, ile gosterecegiz.

Eger v = o ise Gy o = G_1 asikar alt yoriingesel graftir. Bundan dolay1 v € Q

oldugunu farz edebiliriz. Eger v’ € Q ise bu taktirde O (oo, v) = O(o0,v") & vvev' T’

un ayn1 yoriingesindedir. 'y, grubu z: v — v + 1 ile iiretildiginden z (%) = u:l—n = % diir.
Buradan n = n’ ve u = u'(mod n) bulunur. Yani
Gyn = Gy n» © n=n'veu = u'(modn) (33)

dir.

) r X . T X )
Eger (;, ;) € Oy q 1s€ Gy, °de P 5 yazacagiz.
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r X
Teorem 1.34. G, ,, de 575 kenar1 mevcuttur &

i. x =ur (modn),y = us (modn) ve ry — sx = n veya

ii. x=—ur (modn),y = —us (modn) ve ry — sx = —n (Jones vd., 1991).
1.9. Farey Grafi

m =1 ve m € N olsun. Biitiin g, |y| < m rasyonel sayilarindan olusan kesin

monoton artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir. Farey dizisi F,, ile gosterilir.
Omegin Sekil 2 den de goriilebilecegi gibi F, dizisi ..., —3,—1,0,%,5,5,2,, 1,3,
bi¢imindedir. A¢ik olarak F; € F, € F3 C --- ve U1 F; = Q dur. Gy , Farey dizileri

ile olan iliskisinden dolay1 Farey grafi olarak adlandirilir ve F ile gosterilir.

| k2
NN
—k
it | s

da | =
Led | =
b | =
du | L

11
3 4

Sekil 2. Farey Grafi

Farey grafi ile Farey dizileri arasindaki baglantiy1 veren agsagidaki teoremi verelim:

Teorem 1.35. §§ € Q olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i, Zvel,Fde koselerdir.

sy
. ry—sx=4=1

iii. E ve i bir m dogal sayisi i¢in F,, nin ardisik terimleridir (Jones vd., 1991).
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F nin komsu iki kosesini U {ist yar1 diizlemde bulunan ve bu iki kdseden gecen
merkezi reel eksende ve reel eksene dik yar1 gemberlerle baglayalim. Bu durumda F nin

kenarlariyla ilgili asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz:

Teorem 1.36. F nin kenarlari U = {z € C: Im(z) > 0} iist yar1 diizlemde kesismezler

(Jones vd., 1991).

Ispat. E — % € F kenarint alalim. Burada ry — sx = +1 dir. Kabul edelim ki Sekil 3
deki gibi 0 ile oo u birlestiren Rez = 0 dogrusu E yi g ye birlestiren dogruyu {ist yari
diizlemde kessin. Bu taktirde § <0< E alinabilir. Buna gore ry — sx = 1 olur. x < 0 ve

7,5,y > 0 oldugundan 1 =ry —sx = 2 geligkisi elde edilir. Bu g¢eliskiden F nin

kenarlarinin U iist yar1 diizleminde kesismedikleri bulunur.

il

| ™

% 0
"

Sekil 3. U iist yar1 diizleminde kesisen dogrular
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2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. T' Modiiler Alt Grubunun Alt Yériingesel Graflar

2.1.1. T’ Modiiler Alt Grubu

I'? ve I'® gruplan sirasiyla T modiiler grubunun elemanlarmnin kareleri ve kiipleri

alinarak elde edilen gruplar olmak {izere

rz= {(Ccl Z) € F|ab + bc + c¢d = 0(mod 2)} (34)
ve
rs = {(? Z) € Flab + cd = 0(mod 3)} (35)

seklinde tanimlanir (Rankin, 1977). Ayrica a,b,c,d € Z olmak iizere T'?> grubunun

2a b),(a 2b

herhangi bir elemaninin ( PR H OO ) veya (Ccl Zbd) seklindeki ii¢ tipten birisi

o 3 D 3a b a 3b
olabilecegi ve I'* grubunun herhangi bir elemaninin da (c 3 d)'(3c d) veya

(Ccl Z) seklindeki ii¢ tipten birisi olabilecegi bilinmektedir (Giiler vd., 2015; Kesicioglu,

2011).

Calismamizda kullandigimiz T’ grubu ise I'? ve I'® gruplarinin kesisimi ile elde

edilen bir grup olup

r=rznr?={(“ Z) € Iab + 3bc + cd = 0(mod 6)} (36)

seklinde tanimlanir (Rankin, 1977). Bu grubun herhangi bir elemaninin asagidaki 9 tipten

birisi seklinde olabilecegi kolaylikla gosterilebilir. a, b, ¢, d € Z olmak iizere

I = {(6ac 6db) er} (37)
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MEE
r;={(°* })er:dzomod2) (39)
r;={(* 2)erazommod2) (40)
i={(2 3)erazoomod)} (41)
g = {(g‘; 3db) € T:d # 0(mod 2)} (42)
r;={(3 %)) erabcdzo0mods3) (43)
Iy = {(an Z) €T:d % 0(mod 2) ve a, b, c,d % 0(mod 3)} (44)
r;={(% ) er:az00mod2) veab,c,d % 0(mod 3)} (45)
dir.

Teorem 2.1. T grubunun I'’ altgrubu ranki 2 olan bir serbest gruptur ve x = ((1) _01) Yy =

((1) _11) olmak iizere [[:T'[ =6, ['=Y2_,(xy)'T", I'" = (xyxy?, xy’xy) dir

(Akdemirci, 2012).

2.1.2. T’ Modiiler Alt Grubunun @ = Q U {oo} Uzerindeki Hareketi

Lemma 2.2.
i. T’ grubunun Q iizerindeki hareketi transitiftir.

ii. Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat:

I I'" grubunun @ iizerindeki hareketinin transitif olabilmesi igin T’ niin

6a a 3a 3a 2a a 2a a a . . .. - o .
—-,—,—,—,—,—,—,—,—elemanlar lizerinde transitif oldugunu gostermeliyiz.
c 6c ¢ 2c 3c 3c ¢ 2c c

1. % € Q, (a,6¢) = 1 olsun. Bu taktirde (a,36¢) = 1 olup 3x,,y, € Z i¢in ay, —

6
36¢x, = 1 dir. Boylece T = (a %o

r _ a 4.
6c v, ) € I olup T() = - dir.
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2. 2—‘; € @, (3a,2c¢) = 1 olsun. Buradan (9a, 4c) = 1 olup 3x,, yo € Z igin 9ay, —

2
4cxy = 1 dir. Boylece (Sa *o

2 3y0) € I, diir.

3. Gja € Q (6a,c¢) =1 olsun. Buradan (18a,c) =1 esitligi yazilabilir. Bdylece

6
Axy, Yo € Zi¢in 18ayy, — cxy = 1 olup ( Ca *o ) € I diir.
0

3y

4, 3761 € Q (3a,c) = 1 olsun. Boylece (18a,c) =1 esitliginden Ix,,y, € Z icin

3
18ay, — cxy = 1 olup ( Ca *o ) € I, dir.
0

6y

5. 3% € Q, (a,3¢) = 1 alalim. Bu taktirde (2a,9c) = 1 esitligi yazilabilir. Boylece

3
3xg, Vo € Zigin 2ay, — 9cxy = 1 olup ( @ x0> € Ty dir.

3c 2y,

6. 2—3 € Q (2a,3¢) =1 olsun. Bu taktirde (2a,9¢) =1 olup 3Ix,, ¥, €Z icin

2a 3x,

2ay, — 9cxy = 1dir. Buradan T = (3c Yo

) € I' matrisi elde edilir. T € T’ olmasi i¢in

(39) dan y, # 0(mod 2) olmasi gerekmektedir. Eger T matrisinde y, Z 0(mod 2) ise

problem yoktur. y, = 0(mod 2) ise 2ay, — 9cx, = 1 in biitiin ¢6ziimleri n € Z olmak

lizere x = 3x, + 2an,y = y, + 3cn seklinde olup n = 3 igin (:23? ;) € I elde edilir.

7. zic € Q, (a,2¢) = 1 alalim. Bu taktirde 3x,, ¥y € Zigin ay, — 4cxy = lolup T =

<a 2x,

2%y ) € I' matrisi elde edilir. T € T’ olmasi igin (40) dan x, Z 0(mod 3) ve y, %
0

0(mod 3) olmasi1 gerekmektedir. T matrisinde x, Z 0(mod 3) ve y, # 0(mmod 3) ise
problem yoktur. Eger x, Z 0(mod 3) ve y, # 0(mod 3) sartlar1 saglanmiyorsa ay, —

4cxyg =1 in bitlin ¢ozlimleri n € Z olmak {lizere x = 2xy+an,y =y, + 2cn

a x
oldugundan uygun n nin uygun degerleri i¢in (2 c y) € I elde edilir.
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8. ZTa € @, (2a, ¢) = 1 alalim. Bu taktirde Axy, Vo € Zigin 2ayy — cxg = 1olup T =

<2a X0
¢ Yo

) € I' matrisi elde edilir. T € ' olmasi i¢in (41) den x, Z 0(mod 3),y, Z
0(mod 2) ve y, # 0(mod 3) olmasi gerekmektedir. T matrisinde x,  0(mod 3),y, %
0(mod 2) ve y, # 0(mod 3) ise problem yoktur. Eger x, Z 0(mod 3),y, Z 0(mod 2)
ve yo Z 0(mod 3) sartlar1 saglanmiyorsa 2ay, — cx, = 1 in biitiin ¢6ziimleri n € Z

olmak iizere x = xy + 2an,y = y, + cn oldugundan uygun n nin uygun degerleri icin

(2“ x) € T} elde edilir.
¢y

9. %E Q, (a,c¢) = 1 olsun. Bu taktirde (2a,¢) = 1 olup 3x,,y, € Z i¢in 2ay, —

. a Xp
cxo = 1 dir. Buradan T = ( c 2y

0(mod 3) ve yo, # 0(mod 3) olmas1 gerekmektedir. T matrisinde x, Z 0(mod 3) ve

) € I' elde edilir. T € T’ olmasi igin (42) den x, #

Yo # 0(mod 3) ise problem yoktur. Eger T matrisinde x, # 0(mod 3) ve y, #

0(mod 3) sartlar1 saglanmiyorsa 2ay, — cx, = 1 in biitiin ¢6ziimleri n € Z olmak tizere
a x
X = xg+ an,y = 2y, + cn oldugundan n nin uygun degerleri i¢in ( g y) € Iy elde

edilir.

ii. I'" grubu Q iizerinde transitif hareket ettiginden @ daki herhangi iki noktanin

sabitleyeni T'" grubunda esleniktirler. Bu yiizden oo un sabitleyeni olan I, grubunu géz

oniine almak yeterlidir. Buradan Iy, = (((1) ?)) oldugu agiktir. Gergekten (CCI Z) ((1)) =

((1)) esitliginden a = 1,¢ = 0,d = 1 elde edilir. Ayrica ab + 3bc + c¢d = 0(mod 6) dan

b =0(mod 6) dir. Bu ise I, = (((1) ?)) oldugunu gosterir. Dolayisiyla [, grubu

sonsuz devirli bir gruptur.

n €Z olmak tzere Iy(n) = {(Z Z

[y (n), T’ grubunun bir alt grubudur. Burada n € N i¢in I, (n) < Ij(n) < T'(n) oldugu

) €T':c =0(mod n)} olsun. Bu taktirde

agiktir. Ayrican > 1 ise I'y,(n) < Iy(n) < I'"(n) dir. Gergekten:
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n = 0(mod 6) ise (n }_ 1

n = 1(mod 6) ise (n }_ 5

n = 2(mod 6) ise (n_-l— 3

n = 3(mod 6) ise (n_-l— 5

n = 4(mod 6) ise (n }_ 3

n = 5(mod 6) ise (n i 5

dir.

1

nt2) ETATI®)

3

3 7) ET ATV

-1

nt2) ETATI®)

-1

) ET\Tm)

1

L a) ETATI®)

1

1 a) EMATG

Teorem 2.3. [Ty (n): Tg(n)| = 6 dir.

Bu teoremin ispatin1 vermeden 6nce bazi yardimci lemmalari ispatlayalim.

Lemma 2.4. Her K:(Cil

(a —2cnm b —2dm
cn d

b
d

), I3 (n) nin elemanidir.

)EFO(n) icin Am € Z vardir oyle ki K,

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

Ispat: ad — bcn = 1 oldugundan her m € Z i¢in K,,, € T dir. m € Z yi, K,,, € T'® olacak

bi¢cimde segebilecegimizi cn ve d nin Zs deki olasi tiim durumlarini goz Oniine alarak

gosterelim.

1. cn = 0(mod 3) olsun. Bu taktirde K,,, € I'* © b — 2dm = 0(mod 3) olmalidur.
Buradan 2dm = b(mod 3) ve d # 0(mod 3) oldugundan 2m = d~'bh(mod 3) olup
m = 2d~*b(mod 3) elde edilir.
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2. d = 0(mod 3) olsun. Bu taktirde K,, € I'® © a — 2cnm = 0(mod 3) diir.
Buradan (cn)m = 2a(mod 3) ve cn # 0(mod 3) oldugundan m = (cn)~*2a(mod 3)

elde edilir.

3. cn % 0(mod 3) ve d # 0(mod 3) olsun.

a) cn = d = 1(mod 3) olsun. ad — bcn = 1 oldugundan a = b + 1(mod 3) dir.
K, €T3 ise (a—2cnm)(b—2dm) = 2(mod 3)  olmahdir. Buradan (b+1—
2m)(b — 2m) = 2(mod 3) elde edilir. Bu taktirde

i b = 0(mod 3) ise (1 —2m)(—2m) = 2(mod 3) olup (1 + m)m = 2(mod 3)

den m = 1(mod 3) bulunur.

ii. b = 1(mod 3) ise (2 —2m)(1 — 2m) = 2(mod 3) olup (1 —m)(1 + m) =
(mod 3) = 1 — m? = 1(mod 3) diir. Béylece m? = 0(mod 3) den m = 0(mod 3)

bulunur.

iii. b = 2(mod 3) ise (—2m)(2 — 2m) = 2(mod 3) olup m(2 + m) = 2(mod 3)

den m = 2(mod 3) bulunur.

b) cn = d = 2(mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn =1 den a = b + 2(mod 3)
elde edilir. K, €T3 ise (a—2cnm)(b —2dm) = 2(mod 3) olmalidir. Buradan
b+2-22m)(b—4m) =2(mod3) = (b+2+2m)(b+ 2m) = 2(mod 3) elde
edilir. Bu taktirde

i b = 0(mod 3) ise 2(1 + m)2m = 2(mod 3) den m = 1(mod 3) bulunur.

ii. b = 1(mod 3) ise 2m(1 + 2m) = 2(mod 3) den m(1 + 2m) = 1(mod 3) olup

m = 2(mod 3) bulunur.

iii. b=2(mod3) ise (1+2m)(2+2m)=2(mod3)= 1+2m)(1+m)=
1(mod 3) = m = 0(mod 3) veya m = 2(mod 3) bulunur.
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c) cn = 1(mod 3) ve d = 2(mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 oldugundan
b =2a+ 2(mod 3) elde edilir. K,, €T3 ise (a—2cnm)(b —2dm) = 2(mod 3)
olmalidir. Buna gore (a —2cnm)(2a + 2 — 2dm) = 1(mod 3) den (a —2m)(2a +
2 + 2m) = 1(mod 3) elde edilir. Bu taktirde

i a = 0(mod 3) ise (—2m)(2 + 2m) = 1(mod 3) olup m = 1(mod 3) bulunur.

ii. a=1(mod3) ise (1—-2m)(1+2m)=1(mod3) olup m = 0(mod 3)

bulunur.

iii. a = 2(mod 3) ise (2 — 2m)(2m) = 1(mod 3) olup m = 2(mod 3) bulunur.

d) cn = 2(mod 3) ve d = 1(mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 oldugundan
a=2b+1(mod3) bulunur. K,, €T3 ise (a—2cnm)(b— 2dm) = 2(mod 3)
olmalidir. Buna gore (2b + 1 + 2m)(b + m) = 1(mod 3) elde edilir. Bu taktirde

i b = 0(mod 3) ise (1 + 2m)m = 1(mod 3) oldugundan m = 2(mod 3) bulunur.

ii. b = 1(mod 3) ise 2m(1 + m) = 1(mod 3) oldugundan m = 1(mod 3) bulunur.

iii. b = 2(mod 3) ise (2 +2m)(2 + m) = 1(mod 3) oldugundan m = 0(mod 3)

bulunur.

Lemma 2.5. Ty (n) c I'¢(n).T¢(n) dir. Yani her (C‘; Z) € Ih(n) igin 34 € T¢(n) ve
3 .. . (a b _ -
3B € Iy (n) vardir 6yle ki (Cn d) = A.B dir.

Ispat: K = (CC; Z) € Iy(n) olsun. Lemma 2.4. den bir meZ igin B=K,, =
a—2cnm b—2dm 3 .. (1 2m 5
( on d ) € Iy (n) vardir. Ayrica her m € Z i¢in A = ( 0 1 ) el (n)

dir. Boylece A.B = (1 Zm) (a —2cnm b - de) = (a b) dir.

0 1 cn d “\en d
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Sonuc 2.6. I, (n) = IZ(n).T(n) dir.

Ispat: TZ¢(n).T¢(n) c Ty(n) oldugu aciktir. Ayrica Lemma 2.5. den T[,(n) c

I2(n).T(n) olup sonug agiktir.

Lemma 2.7. Vn > 1 i¢in T[j(n) = IZ(n) N I (n) dir.

Ispat: T} (n) c TZ(n) ve Ij(n) c I3(n) oldugundan Ij(n) c TZ(n) NTE(n) dir. Ayrica
A€ET¢(m)NTE(n) ise A €Ty(n) olup T¢(n) NTE(n) c ITy(n) bulunur. Dolayisiyla

[y(n) = IZ(n).T3(n) elde edilir.

Teorem 2.8. G bir grup, H,K < G ve HK = G ve [G:K] sonlu olsun. Bu taktirde
|G:H N K| =|G: H|.|G: K| dir (Hungerford, 1974).

Simdi Teorem 2.3. ii ispatlayabiliriz.

Teorem 2.3. iin Ispati: [Ty(n):T¢(n)| = 2, |Ty(n):T¢(n)| = 3 oldugundan ve Sonug
2.6., Lemma 2.7. ve Teorem 2.8. den kolaylikla elde edilir.

Teorem 1.24. den biliyoruz ki T’ grubunun Q iizerindeki hareketi imprimitiftir.
Simdi " = " ile T§(n) grubuyla Q iizerine indirgenmis olan I'" — invaryant denklik

bagintisin1 gosterelim.

v = Eve w == € Q olsun. I'" grubunun transitifliginden v = g () vew = g'(c0)

<

: /; 1] . r * /; X * . .
olacak sekilde g,g € I'" vardir. Bu taktirde g = (s *),g = (y *) dir. Boylece

Teorem 1.24. den
vew e g lg € Tj(n) (52)

oldugundan
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vew & ry—sx = 0(mod n) (53)

elde edilir.

Acikga oo blogunu [oo] ile gosterirsek
[oo0] = {% c @’y = 0(mod n)} (54)

dir. Bu durumda bloklarin sayis1 (n) = |I'": Ty (n)| dir.
2.1.3. T’ Modiiler Alt Grubunun Q Uzerindeki Alt Yériingesel Graflari

Simdi I'" nin Q iizerindeki hareketi igin alt yoriingesel graflari inceleyelim. I, Q
iizerinde transitif hareket ettiginden her bir alt yoriinge bir v € Q igin (oo, v) ikilisini
icerir. n = 0 ve (u,n) = 1 olmak tizere v = %yazarsak bu alt yoriingeyi 0, ,, ile ve buna

karsilik gelen G (oo, v) alt yoriingesel grafini da G,, , ile gsterecegiz.

Eger v = oo ise bu G; o = G_1 ¢ asikar alt yoriingesel grafidir. Bundan dolay1 v €

Q oldugunu farz edebiliriz.

Lemma 2.9. G, , = G,/ ,» © n =n'veu = u'(mod 6n) dir.

ispat: Gy = Gy & 0 (0,%) = 0o, L) & aT er:T(w) = o ve T (%) = ti

T(o0) = o0 oldugundan T € (((1) ?)) =TIy diir. Buradan T = <(1) 61k) dir. Ayrica
(%) =3 oldugndan (o) () = (1) = (“707) = (1) otwe emy =1

oldugundan n = n' ve u’ = u + 6kn = u’ = u(mod 6n) dir. Béylece G, = G, &

n=n'veu = u'(mod 6n)’ dir.

Sonug 2.10. n keyfi sabit olmak lizere 6 (n) tane farkli G,, ,, alt yoriingesel grafi vardur.
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Teorem 2.11. - — =~ € Gun &
S y ’

=

r = 0(mod 6) ise ya
x = ur(mod n),y = us(mod 3n), y # us(mod 2n) very —sx =nyada

x = —ur(mod n),y = —us(mod 3n),y # —us(mod 2n) very — sx = —n

s = 0(mod 6) ise ya
x = ur(mod 6n),y = us(mod n) very —sx =nyada

x = —ur(mod 6n),y = —us(mod n) very —sx = —n

r # 0(mod 6) ve s £ 0(mod 6) olsun. Bu taktirde

r Z 0(mod 2),r = 0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya
x = ur(mod 2n), y = us(mod 3n), very —sx = nyada

= —ur(mod 2n),y = —us(mod 3n) very —sx = —n

r # 0(mod 2),r = 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya
x = ur(mod n),y = us(mod 6n) very — sx =nyada

= —ur(modn), y = —us(mod 6n) very —sx = —n

r = 0(mod 2),r £ 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) ise ya
x = ur(mod 3n), y = us(mod n),y # us(mod 2n) very —sx = nyada

x = —ur(mod 3n),y = —us(mod n),y # —us(mod 2n) very — sx = —n

r = 0(mod 2),r £ 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya

x = ur(mod n), x £ ur(mod 3n),y = us(mod n), y # us(mod 2n), y %
us(mod 3n) very —sx = nyada

x = —ur(mod n), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n), y # —us(mod 2n),

y # —us(mod 3n) very —sx = —n

r % 0(mod 2),r £ 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) ise ya
x = ur(mod 3n), y = us(mod 2n) very — sx = nyada

x = —ur(mod 3n), y = —us(mod 2n) very — sx = —n
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vi. r# 0(mod 2),r # 0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s  0(mod 3) ise ya

a. x =ur(mod 2n),x £ ur(mod 3n),y = us(mod n), y # us(mod 3n) ve ry—
sx =nyada

b. x = —ur(mod 2n),x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n), y # —us(mod 3n) ve

ry—sx =-n

vii. r # 0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s  0(mod 3) ise ya

a. x =ur(modn),x # ur(mod 3n),y = us(mod 2n),y # us(mod 3n) ve ry—
sx =nyada

b. x =—ur(modn), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),y # —us(mod 3n) ve
ry—sx =-n

dir.

Ispat: g — 5 € Gy, olsun.
1. r = 0(mod 6) oldugunu kabul edelim. Genellikten bir sey kaybetmeden £<§

oldugunu farz edebiliriz. Bu taktirde ry — sx < 0 olur. S — § € Gy oldugundan 3T =

(Ccl Z)EF’ vardir dyle ki T(é Z)= (Z ;C,)’dir. ry —sx <0 oldugundan

a b\(/1 wy_ /T X r =X\ . . (a b\y(l w\_ /T X\.
(c d) (0 n) - (—S y) veya (S —y) dir. Eger (c d) (o n) - (—s y) 15¢
a=-r,c=-s,au+bn=x,cu+dn=y dir r=0(mod6) oldugundan a =
0(mod 6) oldugu aciktir. T € I’ oldugundan d % 0(mod 2) ve d = 0(mod 3) elde

edilir. Boylece x = —ur(mod n),y = —us(mod 3n),y # —us(mod 2n) elde edilir.

Ayrica determinantlar g6z oniine alinirsa ry — sx = —n oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine r=0(mod6) ve x=—ur(modn), y=—us(mod3n),y %

—us(mod 2n), ry — sx = —n olsun. Bu taktirde 3k, t € Z:x = —ur + kn,y = —us +

3tn’dir. Buradan (:: ;ct) ((1) Z)z(zg ;) dir. r=0(mod6) ve y=#

—us(mod 2n) ise t # 0(mod 2) ve —3rt + sk = 1 oldugundan ( rok

) el dir

-r X

2. s = 0(mod 6) olsun. 1) deki gibi T (1 Z) = (—s y

0 ) olacak sekilde T € T'' vardir.
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Buradan (Z Z) ((1) z) = (:: ;) ise a=-r,c=-s,au+bn=x,cu+dn=y

dir. s = 0(mod 6) ise ¢ = 0(mod 6) dir. T € T’ oldugundan b = 0(mod 6) dir. Boylece

x = —ur(mod 6n),y = —us(mod n) dir. Ayrica determinantlar géz 6ntine alinirsa ry —
sx = —n oldugu goriilebilir.
Tersine s = 0(mod 6) ve x = —ur(mod 6n),y = —us(mod n),ry —sx = —n

olsun. Bu taktirde 3k,t € Z:x = —ur + 6kn,y = —us +tn dir. Buradan

(7 Q¢ ) =(Z, ) dit s=0(nod6) ve —rt+6sk=1 oldugundan

—-s t/\0 n -s Y
(:Z 6tk)EF’ diir.

3.r # 0(mod 6) ve s Z 0(mod 6) oldugunu kabul edelim.

i.m £ 0(mod 2),r = 0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s Z 0(mod 3) olsun. Bu taktirde T €

I' igin T((l) Z) = (:Z ;) dir. Yani (Ccl Z) ((1) Z) = (:Z ;) dir. Buradan a =

—r,c=—-s,au+bn=x,cu+dn =y dir. T € I’ oldugundan b = 0(mmod 2) ve d =
0(mod 3) tiir. Boylece x = —ur(mod 2n),y = —us(mod 3n) ve ry — sx = —n elde

edilir.

Tersine r % 0(mod 2),r = 0(mod 3),s = 0(mod 2),s # 0(mod 3) ve x

—ur(mod 2n),y = —us(mod 3n) ve ry — sx = —n olsun. Bu taktirde 3k, t € Z: x

—ur + 2kn,y = —us + 3tn dir. Bdylece (—r Zk) (1 u) = (—r x) dir. r

—s 3t/\0 n -s Y
— _ - —-Tr Zk I
0(mod 3),s = 0(mod 2) ve —3rt + 2ks = 1 oldugundan <—s 3t) € I'" olur.

ii. 7 # 0(mod 2),r = 0(mod 3),s £ 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

T = (Ccl Z) €I i¢in ((; Z) ((1) Z) = (:Z ;) dir. Buradan a = —r,¢c = —s,au +

bn = x,cu+dn =y elde edilir. T € T’ oldugundan d = 0(mod 6) dir. Boylece x =

—ur(mod n),y = —us(mod 6n) ve ry — sx = —n bulunur.

Tersine r % 0(mod 2),r = 0(mod 3),s £ 0(mod 2),s # 0(mod 3) ve x =
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—ur(mod n),y = —us(mod 6n),ry —sx = —n olsun. Bu taktirde 3k, t € Z:x =

_ ; -r k(1 w_ (T X - —
—ur + kn,y = —us + 6tn olur. Boylece (—s 6t) (0 n) = (—s y) dir. r=
0(mod 3),r # 0(mod 2) ve —6rt + ks = 1 oldugundan (:Z 6kt) € I'' dir.

iii. r=0(mod2),r # 0(mod 3),s #0(mod2) ve s=0(mod3) olsun. T =

(Ccl Z)EF’iQin(Z Z)(é Z)=(:Z ;C,)Olupa=—r,c=—S,au+bn=x,cu+

dn =y dir. T €T’ oldugundan b = 0(mod 3) ve d # 0(mod 2) dir. Boylece x =

—ur(mod 3n),y = —us(mod n),y # —us(mod 2n) ve ry — sx = —n elde edilir.

Tersine r = 0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2),s = 0(mod 3) ve x =

—ur(mod 3n),y = —us(mod n),y # —us(mod 2n),ry — sx = —n olsun. Bu taktirde
. N _ ) —r 3k\(1 w\ (T X
Ak,t € Z: x = —ur + 3kn,y = —us + tn olur. Boylece (_S , )(0 n) = (_S y)
dir. r = 0(mod 2),s = 0(mod 3),t Z 0(mod 2) ve —rt+ ks —st =1 oldugundan
(—r 3k) € I'" dir.
—S t

iv. r = 0(mod 2),r £ 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

AT € I’ i¢in T((l) Z) = (:Z ;) dir. Buradan (f:l Z) <(1) Z) = (:Z ;) ise a =

—r,c=—-s,aut+bn=x,cu+dn=y dir. T €T’ oldugundan d # 0(mod 2) ve
a,b,c,d #0(mod 3) tir. Boylece x = —ur(modn),x # —ur(mod 3n),y =

—us(mod n), y # —us(mod 2n), y # —us(mod 3n) ve ry — sx = —n elde edilir.

Tersine r = 0(mod 2),r # 0(mod 3),s £ 0(mod 2),s # 0(mod 3) ve x =
—ur(mod n),x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n), y # —us(mod 2n), y #

—us(mod 3n),ry — sx = —n olsun. Bu taktirde 3k, t € Z:x = —ur + kn,y = —us +
. —r ky(1l w\_ (T Xy . _ 3

tn dir. Buradan (—s t) (O n) = (—s y) dir. x # —ur(mod 3n) oldugundan k #

0(mod 3) ve y # —us(mod 2n), y # —us(mod 3n) oldugundan t # 0(mmod 2),t %

0(mod 3) tiir. Ayricar, s # 0(mod 3) ve r = 0(mod 2) oldugundan (:; IZ) € I'' diir.
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v.r Z 0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) olsun. T = (Ccl Z) €

I'" i¢in (Ccl Z) ((1) Z) = (:: ;) dir. Buradan a = —-r,c = —s,au+ bn = x,cu +

dn =1y dir. T €T’ oldugundan d = 0(mod 2) ve b = 0(mod 3) dir. Boylece x =

—ur(mod 3n), y = —us(mod 2n) ve ry — sx = —n elde edilir.

Tersine r % 0(mod 2),r Z 0(mod 3),s # 0(mod 2),s = 0(mod 3) ve x =

—ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),ry —sx = —n olsun. Bu taktirde 3k, t € Z:x =

—ur + 3kn,y = —us + 2tn dir. Boylece (:: 3;’;) (é Z) = (:Z ;) dir. 7%

0(mod 2),5 = 0(mod 3) ve ~2rt + 3ks = 1 oldugundan (77 3) e 1" diir.

vi. rZ 0(mod 2),r # 0(mod 3), s=0(mod2) ve s#O0(mod3) olsun. T =

(Ccl Z) € I'" i¢in (Ccl Z) ((1) Z) = (Z :;) dir. Buradana = —r,c = —s,au + bn =

x,cu+dn =y dir. T €T’ oldugundan b = 0(mod 2) ve a,b,c,d # 0(mmod 3) tiir.
Boylece x = —ur(mod 2n), x # —ur(mod 3n), y = —us(mod n), y # —us(mod 3n)

ve ry — sx = —n elde edilir.

Tersine r # 0(mod 2),r # 0(mod 3),s = 0(mod 2),s # 0(mod 3) ve x =
—ur(mod 2n),x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n),y # —us(mod 3n),ry — sx =

—n olsun. Bu taktirde 3k,t € Z:x = —ur + 2kn,y = —us +tn olur. Bdylece

(—r Zk) (1 u) _ (—T X) dir. s =0(mod 2),r,s,k,t £ 0(mod 3) ve —-rt+

-s t/\0 n -s Yy
2ks = 1 oldugundan (—r Zk) € I diir.
-s t

vii. 1 #0(mod2),r#0(mod3),s #0(mod2) ve s#%O0(mod3) olsun.

Yukaridakilere benzer sekilde T = (CCL Z) eI’ igin (? Z) ((1) Z) = (:Z ;) dir.

Buradan a=-r,c=—-s,au+bn=x,cu+dn=y dir. T €T’ oldugundan a #
0(mod 2),d = 0(mod 2) ve a,b, c,d # 0(mod 3) tiir. Béylece x = —ur(mod n), x %

—ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),y £ —us(mod 3n) ve ry — sx = —n elde edilir.
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Tersine r % 0(mod 2),r Z 0(mod 3),s # 0(mod 2),s # 0(mod 3) ve x =
—ur(mod n), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),y £ —us(mod 3n),ry — sx =

—n olsun. Bu taktirde 3k,t € Z:x = —ur + kn,y = —us + 2tn olur. Boylece

(:Z Zkt) ((1) ") = - ;) dir. 7% 0(mod 2),r % 0(mod 3),s Z 0(mod 3), k %

k

0(mod 3),t # 0(mod 3) ve —2rt + ks = 1 oldugundan (:Z 2

) € I'" olur.

Sonugc 2.12. g — i Ef,e

=

r = 0(mod 6) ise ya
a. x =ur(modn),y =us(mod 3n), y # us(imod 2n) very —sx =nyada

x = —ur(mod n),y = —us(mod 3n),y # —us(mod 2n) very — sx = —n

2. s =0(mod 6) ise ya
x = ur(mod 6n) very —sx = nyada

b. x =-—ur(mod 6n)very —sx =—n

3. r # 0(mod 6) ve s  0(mod 6) olsun. Bu taktirde

i. r#0(mod2),r=0(mod3),s = 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya
a. x =ur(mod 2n), y =us(mod 3n),very —sx = nyada

x = —ur(mod 2n),y = —us(mod 3n) very —sx = —n

ii. r# 0(mod 2),r =0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya
a. x =ur(modn),y = us(mod 6n) very —sx =nyada

b. x=—-ur(modn), y=—us(mod 6n) very —sx = —n

iii. r=0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) ise ya
a. x =ur(mod 3n),y # us(imod 2n) very — sx = nyada

b. x = —ur(mod 3n),y # —us(mod 2n) very —sx = —n

iv. r=0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s Z 0(mod 3) ise ya

a. x =ur(modn), x # ur(mod 3n),y % us(mod 2n), y # us(imod 3n) ve ry —
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sx =nyada
b. x =—ur(modn), x # —ur(mod 3n),y £ —us(mod 2n), y # —us(mod 3n) ve

ry—sx=-n

V. r # 0(mod 2),r # 0(mod 3),s #Z 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) ise ya
a. x =ur(mod 3n), y =us(mod 2n) very — sx = nyada

x = —ur(mod 3n), y = —us(mod 2n) very — sx = —n

vi. r# 0(mod 2),r # 0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s  0(mod 3) ise ya
a. x =ur(mod 2n),x # ur(mod 3n),y % us(mod 3n) very — sx = nyada

x = —ur(mod 2n),x # —ur(mod 3n),y # —us(mod 3n) very — sx = —n

vii.  # 0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) ise ya

a. x =ur(modn),x # ur(mod 3n),y = us(mod 2n),y # us(mod 3n) ve ry—
sx =nyada

b. x =—ur(modn), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),y # —us(mod 3n) ve
ry —sx=-n

dir.

Teorem 2.13. G, ,, de biitiin graflar eslesmistir.

. ’ .. o u u o .. .. .
Ispat: T transitif oldugundan G (00, ;) *G (Z’ 00) oldugunu gostermeliyiz. Yani

T (00, %) T (%, 00) olacak sekilde bir T € T’ yoktur. Tersini varsayalim ve T'(o0) = gve

T (%) = oo olacak sekilde bir T € I'" mevcut olsun. Bu taktirde

@ DG w=Cs o) (55)
veya
€ D W= ) (56)
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dir. Birinci durumda a = —u,c = —n,au+ bn =1 veru + dn = 0 dir. Buradan d = u

—u

ve u? = —1+ bn bulunur. T = ( z) alirsak T € I’ olmasi i¢in 2|b ve 2|n olmasi

gerekir. u?=—1+bn,2|bve 2|n oldugundan u? = —1(mod 4) olup bu ise

u

b ) alinirsa benzer ¢eligki elde edilir.
n -u

imkansizdir. Tkinci durumda T = (

Sonug 2.14. G, ,, de kendisiyle eslesmis graf yoktur.

(6"%) : > (255

(5
_ﬁ_
sn yn

Sekil 4. T, o T doniisiimii

Teorem 2.15. Tj(n) grubu F, ,, grafinin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite

eder.

Ispat:
i. v ve w, E, , nin kdseleri olsun. I’ grubu Q iizerinde transitif oldugundan 3T €

a b

I""Tw)=w dir. T = (c d> olmak tlizere v = %,W = i alirsak (Ccl Z) (11:1) =

“::Z;‘ = = olup n|ck dir. (k,n) = 1 oldugundan ¢ = 0(mod n) dir. Bu ise T € Ij(n)

oldugunu yani [;(n) nin F,,, nin koseleri izerinde transitif oldugunu gosterir. Boylece

Iy (n), F, ,, nin koselerini permiite eder.

. hl:ﬁ - ;—n €F,, ve hz:% - é € E,,, iki kenar olsun. Bu taktirde 3T, T, €

I (°°: %) Zl’ (é,;—n) ) (00, %) E (i,é)’dir. T, (%) = é oldugundan T; = <ST;1 Il(11> ve
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a k,

benzer sekilde T, = (bn I
2

)’dir. Bu taktirde T, Sekil 4 deki gibi T, o T; ! olarak alinirsa

o1 — aly —kysn —ak, + kzr) . T Tl ,
TyoT;* = (blln —Lsn —bkn + Lyr oldugundan T:=T, o Ty * € Ij(n) bulunur.
Acik¢a T (i) = %,T(;—n) = d—Cn dir. Boylece T € Ig(n) donisimi h; kenarim h,

kenarina resmeder. Dolayisiyla [j(n) kenarlar1 permiite eder.

h
Lemma 2.16. v,F,,, de bir kose olmak iizere F,, > F_,,, v > —v doniisimii bir

izomorfizmadir.

Ispat: h doniisiimiiniin 1 — 1 ve 6rten oldugu aciktir. Simdi h doniisiimiiniin yap1 koruyan
<
oldugunu yani a > b € F,, ise —a » —b € F_,,,; oldugunu gosterelim. E—)% € Fn

olsun.

1. r =0(mod 6) olsun. Bu taktirde Teorem 2.11.(1) den x = —ur(modn),y =

—us(mod 3n), y # —us(mod 2n) ve ry — sx = —n dir. E < 5 oldugundan —g > —%

>
dirr. Buradan — g - —g €F,, olmast i¢in —x=(—u)(-r)(modn),y=

(—u)s(mod 3n),y # (—u)s(mod 2n) ve —ry + sx = n olmaldur.

2. s = 0(mod 6) olsun. Bu taktirde Teorem 2.11.(2) den x = —ur(mod 6n),y =

—us(modn) ve ry —sx = —n dir. E < 5 oldugundan —S > —§ dir. Buradan —E

3 —% € F_,, olmast i¢in —x = (—u)(—r)(mod 6n),y = (—u)s(mod n) ve —ry +

sx = n olmalidir.
3.7 # 0(mod 6) ve s # 0(mod 6) olsun.

i. r# 0(mod 2),r =0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s £ 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

Teorem 2.11.(3-1) den x = —ur(mod 2n),y = —us(mod 3n) ve ry — sx = —n dir. E <
>

= oldugundan —I>_-Z dir Buradan —--5-Z€F,, olmasi i¢in x=

y s y s y ’

(—u)(—r)(mod 2n),y = (—u)s(mod 3n) ve —ry + sx = n olmalidur.
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ii. 7 # 0(mod 2),r = 0(mod 3),s £ 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

Teorem 2.11.(3-ii) den x = —ur(mod n), y = —us(mod 6n) ve ry — sx = —n dir. E <
a oldugundan - > -2 dir. Buradan —- 5% €F ,, olmasi i¢in —x =
y s y s y ’

(—u)(—=r)(mod n), y = (—u)s(mod 6n) ve —ry + sx = n olmalidir.

iii. 7 = 0(mod 2),r Z 0(mod 3),s Z 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

Teorem 2.11.(3-iii) den x = —ur(mod 3n),y = —us(mod n),y £ —us(mod 2n) ve
. _Xx o r x . r>  x
ry —sx = —n dir. o< 5 oldugundan — s> 5 dir. Buradan — 5775 € F_,,, olmasi

icin —x = (—u)(—r)(mod 3n),y = (—u)s(mod n),y # (—u)s(mod 2n) ve —ry+

sx = n olmalidir.

iv. ¥ = 0(mod 2),r £ 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

Teorem 2.11.(3-iv) den x = —ur(mod n), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n), y %

—us(mod 2n), y # —us(mod 3n) ve ry — sx = —n dir. 2 < % oldugundan —g > —%
>

dir. Buradan —E—) —5 €F .y, olmasi i¢cin —x=(-u)(=r)(modn),—x #

(—w)(—r)(mod 3n),y = (—u)s(mod n),y % (—u)s(mod 2n),y % (—u)s(mod 3n)

ve —ry + sx = n olmalidir.

v. 7 # 0(mod 2),r # 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s = 0(mod 3) olsun. Bu taktirde

Teorem 2.11.(3-v) den x = —ur(mod 3n), y = —us(mod 2n) ve ry — sx = —n dir.
>

T<Z oldugundan —Z>_-Z dir. Buradan —-5—-2¢ F_,, olmasi i¢in —x =

s y s y N y ’

(—u)(—r)(mod 3n), y = (—u)s(mod 2n) ve —ry + sx = n olmalidir.

vi. r £ 0(mod 2),r # 0(mod 3),s = 0(mod 2) ve s Z 0(mod 3) olsun. Bu taktirde
Teorem 2.11.(3-vi) dan x = —ur(mod 2n),x # —ur(mod 3n),y = —us(mod n), y %
—us(mod 3n) ve ry —sx = —n dir. §<§ oldugundan —E > —§ dir. Buradan _S
3 —% € F_y, olmast i¢in —x = (—u)(—r)(mod 2n), —x # (—u)(—r)(mod 3n),y =

(—u)s(mod n),y # (—u)s(mod 3n) ve —ry + sx = n olmahdir.
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vii. r £ 0(mod 2),r Z 0(mod 3),s # 0(mod 2) ve s # 0(mod 3) olsun. Bu taktirde
Teorem 2.11.(3-vii) den x = —ur(mod n), x # —ur(mod 3n),y = —us(mod 2n),y #
—us(mod 3n) ve ry —sx = —n dir. £<§ oldugundan —g > —§ dir. Buradan —g

3 —% € F_y, olmast i¢in —x = (—u)(—r)(mod n),—x # (—u)(—r)(mod 3n),y =

(—u)s(mod 2n),y £ (—u)s(mod 3n) ve —ry + sx = n olmalidur.
Teorem 2.17. '’ grubunda 3. mertebeden eliptik eleman yoktur.

Ispat: I'® de 3. mertebeden eliptik eleman yoktur (Kesicioglu, 2011). T € I ise T € I'3

oldugundan sonug aciktir.
Teorem 2.18. F, ;, yonlenmis ticgen igermez.
Ispat: Eliptik elemanlar ile devreler arasindaki iliskiden dolay1 F, », yonlenmis tiggen

iceriyorsa I'' de 3. Dereceden bir eliptik eleman olmak zorundadir (Akbas, 2001). Bu ise

Teorem 2.17. ya gore miimkiin olmadigindan F, ,, licgen igermez.

Sonug 2.19. G, ;, ormandir.

Ispat: Teorem 2.18. ve Akbas (2001) den agiktr.

2.1.4. T' Modiiler Alt Grubunun Alt Yoriingesel Graflarinda Baglantilhihk

Tanim 2.20. G, , nin bir K alt grafina baglantilidir denir:< K daki herhangi iki kose K
da bir geodezik yolla birlestirilebilir.

Ornek 2.21.
a, a, as a,

Sekil 5. Baglantili K grafi
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{ay,a,, as, a,} elemanlarini koseler kabul eden Sekil 5 deki K grafi baglantilidir.

Ornek 2.22.
aq a, as Ay as

Sekil 6. Baglantisiz K grafi

{a,, a,, as, a4, as} kiimesinin elemanlarini kose kabul eden Sekil 6 daki K grafi baglantili

degildir.
oo oo
\ 4 A\ 4

0 ap Q-1 Gg_p as a, a 1 X X, X3 Xk—2 Xk-1 Xk 6

1 by b1 by bs b, by 1 i Y2 V3 Yk-2 Y1 Yk 1

Sekil 7. Fy ; Alt yortingesel grafi
Teorem 2.23. F, ; grafi baglantisizdir.

Ispat: Sonug 2.12. den% - % < a = 0(mod 6) oldugundan [0,6] araliginda oo ile komsu
koseler sadece 0 ve 6 dir. Eger bu graf baglantili ise g ve % koselerini bir yolla birbirine

baglamaliy1z. Ag¢ikca Sonug 2.12. den % » %dir. O halde Sekil 7 deki gibi
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1 o

1 b

a,

as Qy

> — s — 5 — 5 —
b, b3 by bs bg

as Qg

ax—2

by,

el

- —>

b1 by

Ag—1 Qg 9 (57)
1

bir yolla % kosesinin % kosesine baglandigini varsayalim. Sonug 2.12. ye goére bu yol

1
-
1

ai
2b,

2a,
b,

az

a
43 _, G4
bs  2b,

2a5
bs

Ae
be

- >

Ag—2

2bg_»

2y a 0
N N N (58)
bg—1 by 1

seklinde yeniden diizenlenebilir. Burada ay,a,, ..., ay # 0(mod 3) ve by, by, ..., by %

0(mod 3) tiir. Dikkat edilirse bu yolun koseleri sekilde gosterildigi gibi periyodik olarak

devam etmektedir. Ayrica yine Sonug 2.12. ye gore

1

1

a,
> — 5
2b,

a;

0

2a,

as

—_—— 5 —— 5 —

1

a;

2a,

> — a — 5 —

as

Ag—2 9
2b,_, 1
Ag—2 2ag_q
- -
2by_ by-1
Ag—2 2ag_q
e —>
2by_ by-1

oldugundan boyle bir yol imkansizdir.

ag
ﬁ

be

=] o

Benzer sekilde Sonug 2.12. ye gore % +» % olup g kosesinin % kosesine ulagmasi i¢in
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C 3c 2C 3c (o 6C, C 3c 2C 3c 1
£ 3¢ 263 3¢ G 6 67 _ 368 260 360 . _ 1 (59)
3d; 2d, 3ds dy 6ds de 3d; 2dg  3dg dqo 1

seklinde bir yol takip etmesi gerekmektedir. Yine Sonug 2.12. den

0 C1 1

— ﬁ — —

1 3d; 1

0 C1 3¢,

— — — _/_) —
1 3d, 2d,

0 C1 3¢, 2¢3 1
1 3d; 2d, 3dj

C1 3c; 2¢3 3¢, 1
- - - - —H —

1 3d, 2d, 3d; d, 1

C1 3c, 2¢3 3¢y Cs 1
- > - - - — > — 5 I

1 3d, 2d, 3d; d, 6ds

C1 3c;  2¢3  3cy Cs 6cs, 1
- - - - - - - -+
1 3d;y 2d, 3d; d, 6ds dg 1

oldugundan boyle bir yol imkansizdir.

Simdi de
1 x x5 x5 Xk-2 Xk-1 Xk 6 (60)
— D — D — D — 5 e - - — > —
1 yvi vy, 3 V-2 Yi-1 Yk 1

seklinde oldugunu varsayalim. Sonug¢ 2.12. den %-/—)? oldugu aciktir ve % kosesini ?

kosesine baglayan bu yol

1 x 2X5 X3 Xg4 @ 2X5  Xg Xj—2 2%p_1 X, 6 (61)
g cee — - — 5 =
1 2y; y2 y3 2ys Ys 2y 2Yk—2  Yk-1 Yk 1

38



seklinde yeniden diizenlenebilir. Burada x;, x5, ..., x; Z 0(mod 3) Ve y1,V,, ..,V Z

0(mod 3) tiir. Bu ise Sonug. 2.12. ye gore miimkiin degildir.
Benzer sekilde ? + % olup

6 2z, 3z, 2z3 3z, zs 6z @z, 1 (62)
I - - - —_ > e I

b —— s — 5 — 5 —— 5 —
3t, 2t, 3t; t, 6ts tg 3ty

seklinde bir yolun olamayacagi da gosterilebilir.

Dolayisiyla Fy ; grafi baglantisizdir.

>

N| 14—

1 a 2 c

2 2b 2d

Sekil 8. F; , Alt yoriingesel grafi
Teorem 2.24. F, 5, F3,, F5 5, F; 5, Fy, ve Fyq , graflan baglantisizdir.

Ispat: Burada sadece Fi5,F3, ve Fs, graflarinin karakterlerini belirlemek yeterlidir.
Clinkii Lemma 2.16. ya gore Fy, ile F_;,, F3, ile F_3, ve Fs, ile F_5, izomorf

olduklarindan aymidir. Ayrica Lemma 2.9. dan F_;, = Fy; 5, F_3, = Fo, ve F_5, = F;,
dir. Boylece bu esit graflarin cinsleri aymdir. Eger F; , baglantili ise her bir v = % kosesi

o ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim ki 2 < v <3 olan bir v kosesi oo ile
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birlestirilemez. Burada E, ?] araliginda oo ile komsu koselerin sadece % ve ? olduguna

c

dikkat edelim. Varsayalim ki Sekil 8 deki gibi Rez = 2 ile kesisen bir % ——€ Fi,

kenar1 olsun. Bu taktirde % <4< golup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Benzer

sekilde 2 < % <3< 5 < §olsa§ <6< %ve xt — yz = —1 olur ki bu ise bir ¢eliskidir.

Bu ¢eliski 2 < m < 3 seridinde hi¢bir kdsenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani

F; , baglantil1 degildir.

Benzer sekilde eger F; , baglantili ise her bir v = % kosesi oo ile birlestirilebilir.

Simdi gosterelim ki 4 < v < 5 olan bir v kdsesi oo ile birlestirilemez. Burada [%,175]

araliginda oo ile komsu koselerin sadece % ve 12—5 olduguna dikkat edelim. Varsayalim ki

N w

<—<4<—=<5 olsun. Buradan - <8<~ olup ad —bc = —1 dir. Bu ise bir

£
2d
celiskidir. Benzer sekilde 4 < % <5< % < 12—5 olsa % <10< % ve xt —yz = —1 olur

ki bu ise bir c¢eliskidir. Bu g¢eliski 4 <m <5 seridinde higbir kdsenin oo ile

birlestirilemeyecegini gosterir. Yani F3 , baglantili degildir.

Son olarak Fs , grafini inceleyelim. Eger F , baglantili ise her bir v = % kosesi
oo ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim ki 5 <wv <7 olan bir v kosesi oo ile

birlestirilemez. Burada E, %] araliginda oo ile komsu koselerin sadece % ve % olduguna

dikkat edelim. Varsayalim kig < % <5< i < 7 olsun. Buradan% <10 < golup ad —

X

bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Benzer sekilde 5 < % <7< Zit < 175 olsa S <14 < %

ve xt —yz = —1 olur ki bu ise bir geliskidir. Bu ¢eliski 5 < m < 7 seridinde higbir

kosenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani Fs, baglantili degildir.

Teorem 2.25. Fy 3, F; 3, Fu 3, Fs 3, F7 3, Fg 3, Fio3, F11,3, F133, F14.3, F163 V€ Fi73 graflan

baglantisizdir.

Ispat: Burada sadece F; 3, F, 3, Fy 3, Fs 3, F7 3 ve Fg 3 graflarinin karakterlerini belirlemek
yeterlidir. Clinkii Lemma 2.16. ya gore F; 3 ile F_; 3, Fp31le F_5 3, Fy3ile F_, 3, Fs5 3 ile
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F_s3, F;31le F_; 3 ve Fg 3 ile F_g 3 izomorf olduklarindan aymidir. Ayrica Lemma 2.9. dan
F_13="Fi73, F33=Fie3, F_43 = Fi43, F_53 = Fi33, F_73 = Fj13 ve F_g3 = Fjg3
dir. Boylece bu esit graflarin cinsleri aynidir. Eger F; 3 baglantili ise her bir v = % kosesi
oo ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim ki 1 < v <2 olan bir v kosesi oo ile
birlestirilemez. Burada E, %] araliginda oo ile komsu koselerin sadece é ve ? olduguna
dikkat edelim. Varsayalim ki Sekil 9 daki gibi Rez = 1 ile kesisen % - é € F, 3 kenari
olsun. Bu taktirde% <3< golup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir celiskidir. Benzer sekilde
1< % <2<Z<Zolsa g < 6 <Zve xt — yz = —1 olur ki bu ise bir geliskidir. Bu

celiski 1 < m < 2 seridinde higbir kdsenin o ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani Fj 3

baglantili degildir.

-
Q
=
a
w| vl +—
[\S]
-
O

Sekil 9. F; 3 Alt yoriingesel grafi

Eger F, 3 baglantili ise her bir v = % kdsesi oo ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim
ki1 < v < 2 olan bir v kosesi o ile birlestirilemez. Burada E, ?] araliginda oo ile komsu

koselerin sadece % ve 23—0 olduguna dikkat edelim. Varsayalim ki <2 <c1<£<2

-
3 3b 3d
olsun. Buradan % <3< g olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir celiskidir. Benzer sekilde

1 <%< 2 <%S? olsa§< 6 <§ve xt —yz = —1 olur ki bu ise bir ¢eliskidir. Bu
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celiski 1 < m < 2 seridinde higbir kdsenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani

F, 3 baglantili degildir.

Benzer sekilde F,3, Fs3, F;3 ve Fg3 graflanmin da baglantisiz oldugu

gosterilebilir.

(0] (00]

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

' i

1 1

1 1
\ 4 i | 4

: :

1 1

1 1

1 1

1

/4:\ l |

T

1 a 1 c 5 2 25
4 4b 4d 4 e

Sekil 10. F; , Alt yoriingesel grafi

Teorem 2.26. F, 4, F3 4, F5 4, F7 4, Fo 4, F11,4> F13.4, Fi545 F17,45 F19,4, F21,4 Ve Fy3 4 graflan

baglantisizdur.

Ispat: Burada Fi4, F34, Fs4, F74, F94 ve Fip 4 graflarmin karakterlerini belirlemek
yeterlidir. Clinkii Lemma 2.16. ya gore F; 4 ile F_q 4, F34 1le F_3 4, F5 4 ile F_5 4, F; 4 ile
F_74,Fgaile F_gy, Fiy 4ile F_qq 4 izomorf olduklarindan aymdir. Ayrica Lemma 2.9. dan
F—1,4 = F23,4a F—3,4 = F21_4, F—5,4 = F19,4: F—7,4 = F17_4, F—9,4 = F15,4> F—11,4 = F13,4 dir.
Bdylece bu esit graflarin cinsleri aymidir. Eger F; 4 baglantili ise her bir v = % kosesi oo

ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim ki 1 < v < 2 olan bir v kdsesi oo ile birlestirilemez.

Burada E, %] araliginda oo ile komsu koselerin sadece i ve 275 olduguna dikkat edelim.

42



Varsayalim ki Sekil 10 daki gibi Rez =1 ile kemsen 2 € F; 4 kenar1 olsun. Bu

taktirde = > < 4 < p olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Benzer sekilde 1 < 4— <

2< 4— olsa <8<l Ve xt —yz = —1 olur ki bu ise bir ¢eliskidir. Bu geliski 1 <

m < 2 seridinde hlgblr kosenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani F; 4 baglantili
degildir.

Eger F3 4 baglantili ise her bir v = % kosesi oo ile birlestirilebilir. Simdi gosterelim
kil < v < 2 olan bir v kdsesi oo ile birlestirilemez. Burada [i, E] araliginda oo ile komsu
koselerin sadece - ve : olduguna dikkat edelim. Varsayalim k1 = ib <1< ﬁ <2
olsun. Buradan ; <4< E olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eligkidir. Benzer sekilde
1<Xc2<Z<ZolsaZ<8<Zvent — yz = —1 olur ki bu ise bir ¢eliskidir. Bu

4y 4t = 4 y t

celiski 1 < m < 2 seridinde hi¢bir kdsenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani Fj3 4

baglantili degildir.

Benzer sekilde Fs,, F;4, Fo, V€ Fj14 graflamin da baglantisiz oldugu
gosterilebilir.
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. TARTISMA VE SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

I'" grubunun Q = Q U {0} iizerindeki hareketi incelenmis ve transitif olarak hareket

ettigi gosterilmisir (Lemma 2.2).

I'" grubunun Q = Q U {0} iizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflardaki

kenar sart1 elde edilmistir (Teorem 2.11).

I'" grubunun Q@ = Q U {oo} iizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel graflardaki

baglantililik incelenmistir (Teorem 2.23, Teorem 2.24, Teorem 2.25 ve Teorem 2.26).
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4. ONERILER

1. T'modiiler alt grubunun Q U {oo} lizerindeki hareketinden farkli olarak baska bir kiime

uzerindeki hareketi incelenebilir.

2. F;; alt yoriingesel grafinin baglantili olup olmadig:1 heniiz gosterilmemistir. Bu

problem incelenebilir.
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