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KISA OZET

Karma ayristirma analizine dayali siniflandirma, nesnelerin ya da gozlemlerin farkl
kiimelerinin ayrimi ve dnceden tanimlanmis gruplarin yeniden diizenlenmesi ile ilgilenen
cok degiskenli yontemlerdir. Karma kiimeleme analizine dayali siniflandirma, nesnelerin
ya da gozlemlerin farkli kiimelerinin ayrimi ve Onceden tanimlanmamis gruplarin
yeniden diizenlenmesi ile ilgilenen ¢ok degiskenli yontemlerdir. Karma ayristirma analizi
ve karma kiimeleme analizi genellikle homojen olmayan veride siradan iliskilerin iyi
anlagilmadigi durumlarda gozlenen farkliliklari arastirmak igin kullanilir. Ayrigtirma
analizinin ve kiimeleme analizinin siniflandirma temelinde iki amaci vardir. Birincisi,
bilinen kitledeki, farkli Ozelliklere sahip gozlemleri grafiksel veya islemsel olarak
tanimlamaktir. Ikincisi, gdzlemleri iki ya da daha fazla isimlendirilmis kiimelere, gruplara

ya da smiflara ayirmaktir.

Bu calismada homojen olmayan ¢ok degiskenli verideki grup sayilarinin ve yapilarinin
modele dayali olarak belirlenmesinde karma dagilim modelleri kullanilacaktir. Bu tip
verilerde homojen olmayan yapmin ortaya ¢ikarilmasinda kullanilan yontemler
incelenecektir. Homojen olmayan ¢ok degiskenli verideki grup sayilarinin
belirlenmesinde kullanilan yontemler arastirilacaktir. Homojen olmayan ¢ok degiskenli
veride belirlenen gruplarin biiyiiklikleri, gruplar arasindaki iligkiler ifade edilecektir.
Homojen olmayan ¢ok degiskenli verideki grup yapilarinin modellenmesi,
fonksiyonlarinin olusturulmasi ve uygulamalar1 ele alinacaktir. Homojen olmayan c¢ok

degiskenli verinin ayristirilmasi, kiimelenmesi ve siniflandirilmasi arastirilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Kiimeleme, Siniflandirma ve Ayristirma analizi; Modele dayali
kiimeleme; Bilesen kiime sayisi; Sonlu karma dagilim; Cok
degiskenli normal karma dagilim modeli; K-ortalamalar
algoritmas.
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ABSTRACT

Mixture discriminant analysis based on classification, separation of different sets of
objects or observations and multivariate methods are dealing with the reorganization of
pre-defined group. Mixed clustering analysis based on classification, separation of
different sets of objects or observations and multivariate methods are dealing with the
reorganization of the pre-defined groups. Mixture discriminant analysis and mixture
cluster analysis is often used to investigate the differences observed in the case of
ordinary relationships in non-homogeneous data are not well understood. Discriminant
Analysis and classification on the basis of the cluster analysis has two purposes. First, the
known mass is to identify operational observations graphically or with different features.
Secondly, the observation of the two or more named sets to separate into groups or
classes.

In this study will be mixture distribution models used to determine the number of groups
in the non-homogeneous multivariate data and structure-based models. Such data will be
analyzed in the methods used to reveal the structure non-homogeneous. Methods will be
explored used in the determination of the groups in the number of non-homogeneous
multivariate data. The size of the group of non-homogeneous multivariate data set, the
relationships between the groups will be expressed. Multivariate modeling of
inhomogeneous structures in the data set, the creation of functions and applications will
be discussed. Non-homogeneous decomposition of multivariate data clustering and

classification will be investigated.

Keywords:Clustering, Classification and Discriminant Analysis; Model Based
Clustering; Numbers of Component Cluster; Finite Mixtures Distribution;
Multivariate Normal Mixtures Distribution Model; K-means Algorithm.
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GIRIS

Karma dagilimlar; iki veya daha fazla bilesenden olusan dagilimlardir. Karma dagilim
modelleri olaylarin birgok farkli 6zelliklerine goére elde edilen verilerin istatistiksel
modellemeler altinda matematiksel olarak incelenmesidir. Bundan dolay1 karma dagilim
modelleri birgok alanda kullanilmaktadir. Bu alanlarin basinda genetik, biyoloji,
mithendislik, tip, psikiyatri, astronomi, arkeoloji ve tarim uygulamalari gelmektedir.
Karma dagilim modelleri y1gilim analizi, ayristirma analizi ve goriintii analizi gibi
istatistiksel siniflandirma yontemlerinde kullanilmaktadir. Ayristirma ve yigilim
analizinde karma dagilim modelleri siniflandirma yapmak i¢in kullanilmaktadir.
Simiflandirma, kiimeleme analizi olarak da adlandirilabilir. Kiimeleme analizinde,
homojen olmayan verinin kiime sayis1 ve kiime yapisi incelenir. Kiimelemede amag,
kiime igerisindeki gozlemlerin ya da nesnelerin benzer diger bir deyisle homojen ve
kiimelerinde birbirinden farkli yani heterojen olacak sekilde en uygun gruplama yapisini
bulmaktir. Karma dagilim modellerindeki bilesen sayisinin bilinmesi veya bilinmemesi
kullanilacak  yontemi  belirlemektedir. Ayristirma analizinde karma dagilim
modellerindeki bilesen sayisi on bilgi olarak verilmektedir (egitimli). Ancak karma
dagilim modellerine dayali kiimeleme analizinde modeldeki bilesen sayis1 6n bilgi olarak
verilmemektedir (egitimsiz). Homojen olmayan ¢ok degiskenli verideki grup yapilarinin
modellenmesi, fonksiyonlarinin olusturulmasi ve uygulamalarinda karma dagilim

modelleri kullanilmaktadir.

Karma ayristirma analizine dayali siniflandirma, 6nceden bilinen bilesen sayisina bagl
olarak gozlemlerin farkli kiimelerinin ayrimi ve kiimelerin yeniden diizenlenmesi ile
ilgilenen cok degiskenli yontemlerdir. Karma kiimeleme analizine dayali siniflandirma,
bilesen sayilarinin 6n bilgi olarak verilmedigi durumlarda gézlemlerin farkli kiimelerinin
ayrimi ve kiimelerin yeniden diizenlenmesi ile ilgilenen c¢ok degiskenli yontemlerdir.

Karma ayristirma analizi ve karma kiimeleme analizi ¢ogunlukla homojen olmayan, iki



veya daha fazla normalin karmasi, veride siradan iliskilerin 1yi anlasilmadiglr durumlarda
gozlenen farkliliklar1 arastirmak ic¢in kullanilir. Ayristirma analizinin ve kiimeleme
analizinin siiflandirma temelinde iki amaci vardir. Birincisi, bilinen kitledeki, farkli
Ozelliklere sahip gozlemleri grafiksel veya hesaplamali yontemler olarak tanimlamaktir.
Ikincisi, gdzlemleri iki ya da daha fazla isimlendirilmis kiimelere, gruplara ya da smiflara

ayirmaktir.

Verideki kiimelenmeler ve grup yapilari gozlemlerden elde edilen grafiklerden
faydalanarak da belirlenebilir [1]. Verideki degisken sayisi iki oldugu durumda sagilim
(scatter) grafigi kiime sayisini belirlemede kullanilabilir. Verideki degisken sayisi ikiden
fazla olmas1 durumunda boyut indirgeme [2] ve temel bilesenler analizi kullanilarak iki
boyuta indirgenebilir. Verideki degiskenlerin yapisina bagli olarak homojen yapidaki
degiskenlerin heterojen veriler tizerine izdiisimi (projection) alinarak degisken sayisi
azaltilabilir [1]. Cok degiskenli verinin grafiksel gosteriminden verinin kiimelenebilir
olup olmadig1 hakkinda 6n bilgi elde edilebilir. Tek degiskenli veride tek kiimelenmenin
bulunmasi kiimelenmenin olmadig1 homojen yapiya denk gelmektedir. Diger yandan iki
veya daha fazla tepenin bulundugu yapi iki veya daha fazla normalin karmasinin oldugu

yaptya karsilik gelmektedir.

Sonlu karma dagilim modelleri, modele dayali kiimeleme analizinde kullaniimaktadir.
Kiimeleme analizinde kullanilan yontemlerin uygulamalarinda ortaya ¢ikan sorunlarin

¢ozlimiinde sonlu karma dagilim modelleri kullanilmaktadir [5], [6].

Modele dayali kiimeleme analizi, verideki kiime sayisini ve yapisini inceleyen dnemli bir
kiimeleme analizi yontemidir. Kiimelerin sayis1 ve yapisinin ¢ok degiskenli karma
dagilim modelleriyle analiz edilmesi karma model kiimeleme analizi veya diger bir
ifadeyle modele dayali kiimeleme analizi olarak adlandirilir [5]. Modele dayali kiimeleme
p -boyutlu ¢ok degiskenli heterojen veriyi anlamli alt gruplara bolmek igin kullanilan
yontemlerden biridir [6]. Cok degiskenli normal dagilimlarin karmasinin her bileseni, ¢ok
degiskenli heterojen verideki bir kiimeye karsilik gelir [7]. Cok degiskenli heterojen

verideki kiimelenmenin N tane p -boyutlu Xy Xp gozleminde her biri bilinmeyen

Tq s T olasiliklar1 ile sonlu sayidaki g grup yogunluklarinin karmasindan geldigi



varsayilir [8]. j=1,..,n i¢in j. gozlem degeri X; de varsayilan normal dagilimlarin

J
karma modeli,

g
f(Xj;0)=i§17Ti fi(in'//i) 1)

g
seklinde yazilir. Burada i=1,...,g i¢in my, O0<my <1 ve _Zlﬂi =1 olacak bi¢imde i.
1=

kiimelenme veya grup i¢in karma oranini gostermektedir. j=1,...,n i¢in grup kosullu

yogunluk f;(x j ;w;), bilinmeyen parametreler vektdrii y;’ye baghdir. Bu ¢alismada
fi (Xj;l//i)’nin Hi ortalamali 2 varyans-kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal
dagilm oldugu varsayilir. y;, bilesenlerin parametrelerinin vektoriidiir. Boylece

wi = (pj, Z;) seklinde gosterilir. fi (x i s ,Ei) cok degiskenli yogunlugu,

fi(xj;ﬂi,zi)=%exp{—§(xj—ui)Tzrl(xj—ui)} @
(2m)2|%;|2

yapisindadir. (2)’deki esitlikte T st indisi, matrisin devrigini (transpoz) gostermektedir.

Boylece (1)’deki esitlikteki 6 = (x e g ,Wl,...,ljlg) vektorii, QQ parametre uzayinda

cok degiskenli normal dagilimlarin karmasinin bilinmeyen parametrelerinin tiimiinii

temsil eden vektordiir [8].

Bu tez caligmasinda modele dayali kiimeleme analizi i¢in ¢ok degiskenli karma dagilim
modelindeki bilesenlerin ¢ok degiskenli normal dagilimlardan geldigi varsayilarak
verideki bilesen sayisinin belirlenmesi i¢in mevcut yontemler incelenmis ve yeni bir
yontem ileri siiriilmiistiir. Cok degiskenli normal karma dagilimlarindan gelen verideki
bilesen sayis1 belirlendikten sonra modele dayali kiimeleme analizi yapmak i¢in model
olusturulmustur. Olusturulan modelde varsayim altinda uygun aday modellerin sayisi
belirlenmistir. Degiskenlerdeki parametreler, kitlenin ortalama vektorii, varyans-
kovaryans matrisi ve kitledeki gézlem sayilarina bagl olarak olasilik agirliklarr olarak
almmistir. Karma kiimeleme analizinde modele dayali kiimeleme i¢in uygun aday

modeller arasindan en iyi modelin se¢iminde istatistiksel bilgi kriterleri kullanilmistir.



Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢ok degiskenli kiimeleme
analizi ile modele dayali kiimeleme analizi ve en iyi model se¢imi ile ilgili yapilan
calismalar incelenmistir. Cok degiskenli kiimeleme analizinde tanimlar, kavramlar ve
gosterimler arastirilmustir. ikinci boliimde kiimeleme analizinde kullanilan yontemler
gosterilmistir. Cok degiskenli karma normal dagilim modeline dayali kiimeleme analizi,
sonlu karma dagilim modelleri ve modele dayali kiimeleme analizi i¢in yontemler
incelenmistir. Uciincii bélimde modele dayali karma normal kiimeleme icin gelistirilen
genetik algoritma ve adimlari anlatilmistir. Gelistirilen genetik algoritma farkli veri
setlerine uygulanarak en iyi kiimelenmenin se¢imi gosterilmistir. iki degiskenli ve normal
karma modellere dayali kiimeleme analizi i¢in iki, ii¢ ve dort bilsenli modeller i¢in
sentetik veri seti iizerinde uygulama anlatilmstir. iki degiskenli her degiskenin iice
boliindiigii veri seti lizerindeki uygulama anlatilmigtir. Gelistirilen genetik algoritma iKi
degiskenli ve her degiskenin dorde boliindiigli gercek veri seti lizerine uygulanarak en iyi
kiimelenme yapis1 ortaya cikarilmistir. Ug¢ boyutlu ve degiskenlerin bir, iki ve iige
boliindiigii veri seti lizerinde degisken se¢imi ve en iyi modelin se¢imi igin uygulama
anlatilmistir. Degiskenlerdeki heterojenligin kiimelenmeyi belirledigini gostermek i¢in,
degiskenli ve degiskenlerin bir, iki ve iki parcalanmaya sahip oldugu veri setindeki
bulgularla iki degiskenli ve degiskenlerin her birisinin ikiye parcalandigi veri setindeki
bulgularin ayn1 oldugunu gosteren uygulama gosterilmistir. Veri madenciligi metodu
olarak belirlenen genetik algoritmanin on bes degiskenli veri seti lizerindeki uygulamasi
anlatilmistir. Uciincii béliimde son olarak {ic boyutlu uzaktan algilanmis uydu goriintii
verisi lizerine yart egitimli siniflandirma metodu ve en iyi kiimelenme modelinin
belirlendigi gercek veri seti uygulamasi anatilmistir. Dordiincii boliimde sonug ve oneriler

verilmistir.



1. BOLUM

LITERATUR CALISMASI ve TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Literatiir Calismasi

Karma dagilim modellerinin parametre tahmini i¢in ilk ¢alisma 1894 yilinda Karl Pearson
tarafindan yapilan calisma olarak kabul edilmektedir. Pearson birbirinden farkli Hq Ve
Mo ortalamali, 0y Ve o, varyanslive 7 Ve (1-7) karma oranlarina sahip tek degiskenli

iki bilesenli normal karma dagilim modelini incelemistir. Weldon [9],[8] tarafindan
Olgiilen veride 1000 yengecten alinan veriler modellemis ve histogrami simetrik
olmadigindan dolay1 yengec kitlesinin iki farkli tiirden meydana geldigi iddia edilmistir.
Pearson bu calismada tek boyutlu iki normal karma dagilimin parametrelerini momentler

yontemi kullanarak hesaplamistir.
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Sekil 1.1.  Yengec¢ verisi i¢in olusturulan tek bilesenli normal dagilim modeli
(kesikli ¢izgi) ve iki bilesenli normal karma dagilim modeli (diiz

cizgi) [11].



Yengec verisi once bir tek normal dagilimla modellenmis ve daha sonra simetrik olmayan
yap1 nedeniyle Sekil 2.1°de goriildiigii gibi normal dagilimlarin karmasi kullanilmistir.
Bu modellemede; modeldeki parametrelerin tahminlerini elde etmek igin yiiksek
dereceden polinomlarin koklerinin hesaplanmasi gerekmektedir ve parametrelerin
tahmini i¢in momentler yontemini kullanmistir. Pearson’un karma dagilim modelleriyle
ilgili bu ¢alismasi bir biyoloji probleminin ¢6ziimiine yardimci oldugundan genetik

calismalarda kullanilan ilk ¢alisma olarak da kabul edilir

Karma dagilim modellerindeki bilesen sayisinin belirlenmesi problemi zor ve tam olarak
¢oziilememis bir problemdir [11]. Karma dagilimlarin bilesen sayilarinin belirlenmesinde
momentler yontemi, grafiksel yontemler ve likelihood kestirimleri metotlar
kullanilmistir. Karma dagilimlardaki parametre tahminlerinde likelihood kestrimleri

metodu ilk defa [12] tarafindan kullanilmistir.

Rao tarafindan Onerilen yontemde, iki normal karma dagilimin bilesenlerinin
varyanslarini esit alarak parametreleri ilk defa en ¢ok olabilirlik (Maximum Likelihood
Estimation-MLE) yontemiyle elde etmistir. Cok degiskenli normal karma dagilimlar
kiimeleme analizinde istatistiksel bir yontem olarak [13] ve [14] tarafindan kullanilmistir.
Kiimeleme analizinde hangi kriterin daha etkili oldugunun kesin olarak
belirlenemeyecegini “gok degiskenli normal karmalarda kiimeleme kriterleri” [15] adli
calismasinda belirtmistir. Symons bu c¢alismasinda ¢ok degiskenli normal karma
dagilimlariyla olusabilecek yeni kiimeleme kriterleri iizerinde durmustur. Bu kriterler ¢ok
degiskenli normal karma dagilimlarin bilesen kovaryans matrislerinin en ¢ok olabilirlik
ve Bayes yaklasimlarindan elde edilmesi, grup i¢i kareler toplam1 matrisinin determinanti
yontemleridir. Bu yontemlerin karsilastirilmasi [16] tarafindan ii¢ degiskenli veri

tizerindeki caligma ile gosterilmistir.

Karma yogunluklar, en c¢ok olabilirlik ve (Expectation and Maximization-EM)
algoritmast [17] baslikli calismada tistel dagilimlardan olusan karma modellerin
parametrelerinin EM algoritmas1 kullanilarak en ¢ok olabilirlik kestirimlerinin (MLE)
nasil elde edildigi incelenmistir. EM algoritmasinin {istel dagilimlarin  karma
modellerindeki 6zellikleri incelenmistir. Karma modellerin parametre tahminleri
hesaplanirken EM algoritmasi kullanilmasinin bazi olumsuz sonuglart anlatilmistir. EM

algoritmasindaki ardisik hesaplamalar i¢in segilen baslangic degerlerinin 6nemli oldugu



ortaya ¢ikarilmistir. EM algoritmasinin ardisik hesap adimlarindaki yakinsama, ¢ok yavas
olabilecegi ve ayni zamanda algoritmanin parametrelerinin mutlak maksimum degeri
yerine bir yerel maksimum degerine yakinsayabilecegi saptanmistir. EM algoritmasindaki
bu olumsuzluklar baglangic parametre se¢imi i¢in ayri bir algoritma (yOntem)
kullanilmasi durumunda algoritma hizi ve yakinsamadaki yerel maksimum noktalarinin
secimi gibi problemlerin ortadan kaldirilabilecegi karma algoritmalarin olabilecegi ileri

stirilmiistiir.

Kiimeleme i¢in “siniflandirma EM algoritmas1 ve iki zamana baglh (stokastik) versiyon”
[18] baslikli g¢alismada EM algoritmasindaki olumsuzluga karsi simiflandirma en ¢ok
olabilirlik yontemi altinda optimizasyona dayali kiimeleme yoOntemleri i¢in genel
simiflandirma  EM  algoritmast  tanimlamislardir.  Gelistirilen bu  algoritmadan
optimizasyona dayali kiimeleme algoritmalarinin parametre baslangi¢c degerlerine olan
bagimliliklarin minimize edildigi ve rasgele karmasiklik algoritmasini da igeren iki
stokastik algoritma elde edilmistir. Bu iki stokastik algoritmay: karsilastirmak icin k-
ortalamalar algoritmasi (k-means) ve varyans kriterini kullanmistir. Gelistirilen bu genel
siniflandirma EM algoritmasi, CEM (Classification EM), stokastik EM algoritmasi SEM
(Stokastik EM) ve simiflandirma tavlayicist CAEM (Classification Annealing EM) olarak
adlandirilmistir. Orneklem hacmi kiigiik olan verilerde CAEM ve &rneklem hacmi biiyiik
olan verilerce SEM algoritmasinin daha 1yi sonug verdigi belirlenmistir. SEM ve CAEM
algoritmasinin her ikisinde de baslangi¢c parametre degerlerine bagimliligt minimize

etmek i¢in kullanilan algoritmadan dolayr hesaplama adimlar1 oldukga fazladir.

“Modele dayali normal ve normal olmayan dagilimlarda kiimeleme” [19] c¢aligmasinda
¢ok degiskenli normal karma dagilimlarindaki bilesenlerden olusan varyans-kovaryans
matrisinin 6zdeger ayrisimi kullanilarak parametrik olarak ifade edilmistir. Bu parametrik
ifade kullanilarak verilerin ortalama vektorii, standart sapma ve olasilik agirliklar gibi
parametrelerine bagli kiimeler ilizerindeki yon, hacim ve sekil gibi bazi geometrik
Ozelliklerinde ele alinmasi saglanmistir. Aymi caligmada dnceden tanimlanmis kiime ve
kiime merkezlerine uygun olmayan giiriiltii verilerin varligindan bahsedilmistir. Bu
giiriiltii verilerinin kiime merkez sayisin1 artirmamasi icin etiket vektorii degeri sifir

alinmastir.



Istatistikte calisilan en zor problemlerden birisi karma dagilim modelleri kullanilarak
kiimeleme analizidir [20]. “Karma model kiimeleme analizi” olarak adlandirilan
calismada bilesenlerden meydana gelen kiime sayisinin se¢imi ele alinmistir. Kiime sayist
genel olarak bilesenlerin parametrelerinden olugan varyans-kovaryans matris yapilar: goz
Oniine alinarak belirlenmeye calisiimistir. Karma dagilim modelindeki bilesen
kiimelerinin ayni varyans-kovaryans matris yapisina sahip olmasi, bilesen kiimelerinin
farkli matris yapisina sahip olmasi, bilesen kiimelerinin matris yapisi1 ayn1 fakat kosegen
varyans-kovaryans yapisina sahip olmasi ve bilesen kiimelerinin ayni ancak degiskenlerin
ikiser ikiser bagimsiz olacak sekilde kdsegen varyans-kovaryans matris yapisina sahip
olmasi durumlar1 ayr1 ayri incelenerek bilesenlerin kiimelenme sayis1 belirlenmeye

calisilmgtir.

[21] karma ayristirma analizinde karma yogunluk tahminini smiflandirmada
kullanmiglardir. Bu c¢alismada ayristirma yapmadan oOnce k-ortalamalar (k-means)
algoritmas1 veya benzer algoritmalar yardimi ile veri icin baslangic siniflari
olusturulmustur. Daha sonra EM algoritmasinin M adiminda her bir bilesen igin
parametrelerin agirliklandirilmis maksimum likelihood tahminleri kullanilarak veriye
uygulanmistir. Bu sekilde veri i¢in parametre tahminleri yapildiktan sonra ayristirma
fonksiyonu olusturulmus ve goézlemleri aitlik olasiliklarinin maksimum oldugu kiimelere

siniflandirilarak ayristirma analizi yapilmistir.

Erol ve Akdeniz [22] tarimsal bir bolgedeki farkli alanlari siniflandirmak igin tek
degiskenli normal dagilimlarin karmalarina dayali ¢ok bantli (multispectral) siniflandirma
algoritmas1 dnermislerdir. Onerilen bu algoritma tek degiskenli durumda farkli iki karma
normal dagilim modeline ait olasilik yogunluk fonksiyonlarmin karsilagtirilmasina dayal
bir algoritmadir. Erol ve Akdeniz [22] uzaktan algilanmis uydu goriintii verisin 3, 4 ve 5.
bantlarin1 kullanarak tarimsal boélgedeki her bir kontrol (egitim) ve test alani igin tek
degiskenli ve ii¢ bilesenden olusan karma normal dagilim modeli olusturmuslardir. Erol
ve Akdeniz [22] oOnerdikleri ¢ok bantli smiflandirma algoritmasi igin ayristirma
fonksiyonu olarak Hellinger uzakligim1 ve karar kurali olarak ta Hellinger uzakliginin

minimum degerini kullanmiglardir.

Karma dagilim modellerinde incelenen homojen olmayan c¢ok degiskenli veri

gruplandirilmamig  veridir. Ayristirma analizi ve kiimeleme analizine dayal



siniflandirmada ayristirma fonksiyonunun belirlenmesi i¢in Oncelikle verinin gruplara
dogru bir sekilde ayrilmasi gerekmektedir [23]. Diger bir ifade ile veriye en uygun karma
dagilim modeli belirlenmelidir. Veri i¢in karma dagilim modelleri olusturulurken EM
algoritmast [11] kullanilabilir. Olusturulan karma dagilim modellerinden en uygun
modeli belirlemede AIC ve BIC gibi bilgi kriterleri [11] kullanilir. Veri gruplara
ayrildiktan sonra olusturulan model i¢in ayristirma fonksiyonu ve karar kurali belirlenir.
Karar kuralinin belirlenmesi ile hangi sinifa ait oldugu bilinmeyen yeni verilerin

siiflandirilmasi yapilacak en son islemdir.

Bir veri kiimesinin i¢erdigi kiime sayis1 ve bilesenlerin olusturdugu kiimelenme yapisi
hakkinda herhangi bir bilgiye sahip olmadan kiimelenme yapisi ve sayisinin nasil
belirlenecegi [8] tarafindan Onerilmistir. Heterojen verilerin karma dagilimlar ile temsil
edilebilecegini aynt zamanda karma dagilimin her bileseninin farkli bir kiimeye karsilik
geldigini belirtmislerdir. Karma dagilimin yogunluk fonksiyonunun cok degiskenli
normal karma dagilimlardan gelmesi durumunda bilesenlerin varyans-kovaryans
matrislerinin parametrik 6zelliklerine gore farkli geometrik yapiya sahip modellerin elde

edilebilecegini belirtmisglerdir.

Karma normal dagilimda ayristirma analizi Hastie ve Tibshirani [21] tarafindan ele
alimmistir. Hastie ve Tibshirani, ozellikle verideki kiimelenmelerin belirgin oldugu
durumda normal olmayan veri kiimesini etkili bir sekilde smiflandirmak i¢in karma
normal dagilim yaklagimini incelemislerdir. Lineer ayristirma analizinin uygulanmasi i¢in
veri kiimesinin diisiik boyutlu olmasi 6nemlidir. Alt kiime merkezlerinin veri kiimeleri
icerisindeki yayilimin1 kontrol etmek kiimeler arasi yayilimi kontrol etmeye gore daha
kolaydir. Hastie ve Tibshirani tarafindan Onerilen karma ayristirma analizi (Mixture
Discriminat Analysis- MDA) karma yogunluk tahminini siniflandirmaya genellestirir.
Yani ayristirma yapmadan Once k-ortalamalar (k-means) algoritmasi veya benzer
algoritmalar yardimi ile veri icin baslangic siniflar1 olusturulur. Daha sonra EM
algoritmasi, M-adiminda her bir bilesen i¢in parametrelerin agirliklandirilmis maksimum
likelihood tahminleri kullanilarak veriye uygulanir. Bu sekilde ayristirma analizi yapilmis

olur. Karma ayristirma analizi lineer ayristirma analizinin genellestirilmis halidir.

Modele dayali kiimeleme ve ayristirma analizinde model se¢imi [24] tarafindan

arastirilmistir. [25] varyans-kovaryans matrisinin 6zdeger ayrisimimi kullanarak normal



10

dagilim modeline dayali kiimeleme ve ayristirma analizi i¢in uygun modeller
olusturmuslardir. Bu ¢alismada [24], [25]’in olusturdugu bu modelleri segmek i¢in Monte
Carlo simiilasyon verisini kullanarak bir ¢ok siniflandirma kriterinin performanslarini
karsilastirmiglardir. Bu kriterler arasinda bilgi kriteri olarak AIC ve BIC, ve siniflandirma
kriteri i¢inde NEC ve c¢apraz gegerlilik (cross-validation) kriterleri 6rnek verilebilir.
Capraz gecerlilik kriteri ayristirma analizinde iyi sonuglar vermektedir. Bilgi kriterleri ve

BIC hesaplamalarda zaman kazandirdigi i¢in yeterli sonuglar vermektedir.

Kiimeleme analizi veriyi anlamli gruplara par¢alamayla ilgilidir. Kiimeleme analizinde
calisilan en Onemli problem, verideki kiimelenmelerin sayisin1 ve yapisini bulmaktir.
Verideki kiimelenmelerin sayisini ve yapisint bulmanin bir yontemi modele-dayali
kiimeleme analizidir. Modele-dayali kiimeleme analizinde veri, ¢ok degiskenli karma
dagilim modelleriyle temsil edilir. Bu temsilde her bir bilesen bir kiimelenmeye karsilik
gelir [26]. Kiimeleme analizinde amag¢ her bir grup i¢inde homojenligin maksimum

yapilmasi ayn1 zamanda gruplar arasindaki farkin da maksimum yapilmasidir [27].

Amerikan deniz kuvvetlerinde denizde maymnlarin yerlerinin belirlenmesi amaciyla
gelistirilen projede mayin tarama verisi olarak adlandirilan goriintii verisi [28] tarafindan
olusturulan COBRA (Coastal Battlefield Reconnaissance and Analysis) programinda
kullanilmigtir. Fraley ve Raftery [6] aymi veriye COBRA programiyla elde edilen
sonuclarla karsilastirmak amaciyla modele dayali kiimeleme analizini uyguladilar. Analiz
sonucunda BIC (Bayesian Information Creteria) degerlerine gore dort bilesenli karma
model elde etmiglerdir. Karsilastirma sonucunda COBRA programinin sonucundan iki

kata kadar daha iyi sonug elde etmislerdir.

Ju vd. [29], karma normal dagilima dayali ayristirma analizi ve uzaktan algilamada bir
uygulama gergeklestirmislerdir. Karma dagilim modelleri i¢in yapilan analizler, uzaktan
algilama ile elde edilen goriintiilerin incelenmesinde de kullanilmaktadir. Bu analizler,
algilanan goriintiiniin yapisinda bulunan farkliliklar1 belirlemede 6nemli rol oynar.
Uzaktan algilamada karma normal dagilim modellerinin lineer karma dagilim
modellerinden lineer olmayan yapay sinir ag1 karma dagilim modellerine kadar birgok
uygulama alani vardir. Ju vd. [29], bu ¢alismalarinda karma ayristirma analizi ile yapay
sinir aglarina dayali ayristrma analizini yOntemlerini karsilastirmis ve uzaktan

algilamada karma ayristirma analizinin oldukga etkili sonuglar verdigini gostermislerdir.
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Model tabanli siniflandirma, yogunluk tahmini ve ayristirma analizi yazilimi MCLUST,
Fraley ve Raftery [30] tarafindan olusturulmustur. MCLUST model tabanli siniflandirma,
yogunluk tahmini ve ayristirma analizi yapmak i¢in olusturulmus bir paket programdir.
Bu program normal dagilima dayali hiyerarsik siniflandirma algoritmalarina ve EM
algoritmasina bagli olarak calismaktadir. Ayni zamanda bu yazilim hiyerarsik
siniflandirma algoritmasini, EM algoritmasini ve Bayesg¢i bilgi kriterini (BIC) birlestiren
fonksiyonlar1 igermektedir. Bu fonksiyonlar siniflandirma, yogunluk tahmini ve
ayristirma analizi i¢in kullanilabilecek ¢ok yonlii fonksiyonlardir. MCLUST programi ile

siniflandirma sonuglarini iki ve ii¢ boyutlu grafikler tizerinde gérmek miimkiindiir.

Karma normal dagilima dayali ayristirma analizi ve uzaktan algilamada bir uygulama,
Kolaczyk ve ark. [31] tarafindan gergeklestirilmistir. Karma dagilim modelleri igin
yapilan analizler, uzaktan algilama ile elde edilen goriintiilerin incelenmesinde de
kullanilmaktadir. Bu analizler, algilanan goriintiiniin yapisinda bulunan farkliliklart
belirlemede 6nemli rol oynar. Uzaktan algilamada karma normal dagilim modellerinin
lineer karma dagilim modellerinden lineer olmayan yapay sinir agi karma dagilim

modellerine kadar bir¢ok uygulama alani vardir.

Soffritti  [32] “bir veri matrisinde ¢oklu kiimelenme yapilarinin tanimlanmasi”
caligmasinda kiimeleme analizinde degiskenlerin se¢imi ve degisken agirliklart ile ilgili
bir yontem gelistirmistir. Caligmasinda kiimelenme yapilarinin tanimlanabilmesi
degiskenlerin alt gruplara boliinmesi ve degiskenlerin farkli agirliklandirilmasiyla

olabilecegini gostermistir.

Li [33], ¢ok tabakali karma modele dayali siniflandirma gelistirmistir. Model tabanh
siniflandirmada her bir kiimenin (sinifin) yogunlugu genellikle normal dagilim gibi belirli
temel parametrik dagilima sahip oldugu varsayilir. Ozellikle ¢ok degiskenli veri igin bir
kiimenin dagilimi belirlenirken hangi parametrik dagilimin uygun olacagina karar vermek
pratikte zordur. Bunun yaninda, her bir simif kendi igerisinde birden fazla moda sahip
olabilir. Dolayis1 ile temel parametrik bir dagilimla dogru olarak modellenmeyebilir.
Sonugta ise genel model cok tabakali karma normal dagilima sahip olabilir. Modeli
tahmin etmek ve smiflandirma yapabilmek i¢in simiflandirma maksimum likelihood
kriterine (CML) ve karma maksimum likelihood kriterine (MML) dayali algoritmalar

gelistirilmistir. Bunun yaninda her bir kiimedeki normal dagilima sahip bilesenlerin
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sayisini belirlemek i¢in BIC ve (integrated completed likelihood-ICL) ICL-BIC gibi bilgi

kriterleri incelenmistir.

Halbe ve Aledjem [34] modele dayali karma ayristirma analizini kullanarak deneysel bir
calisma yapmislardir. Halbe ve Aladjem [34] bu ¢alismalarinda modele dayali ayristirma
analizini gercek ve similasyonla elde edilmis ¢esitli veri kiimeleri iizerinde
incelemislerdir. Az sayida gozlem iceren veri kiimelerindeki bilesenler i¢in uygun
varyans-kovaryans yapilar1 belirleyerek dogru ayristirma ve/veya smiflandirma oranini
artirmiglardir. Ayrica Halbe ve Aladjem bu caligmalarinda model se¢imi i¢in Bayesci

bilgi kriterini kullanan yeni bir yontem 6nermislerdir

Bashir ve Carter [35], rank indirgeme yontemi ile karma ayristirma analizini
incelemiglerdir. Bu makalede ¢ok sayida o6zellik vektoriiniin olmasi durumunda ¢ok
degiskenli normal karma dagilim modelleri kullanilarak yapilan ayristirma analizinde
indirgenmis alt uzaylar g¢alisilmistir. Bu ¢alisma Hastie ve Tibshirani [21]’ nin
caligmalarinin genellestirilmis halidir. Normal karma dagilim modellerinin olmasi
durumlarinda rank indirgeme yontemi ile yapilan ayristirma analizi agirliklandirilmis k

rankli lineer ayristirma analizine esittir.

Cok degiskenli normal karma modellerdeki indirgenmis rank ¢6ziimleri tam rankl
dayanikli (robust) karma dagilim modellerinin ¢6ziimlerinden elde edilir. Yeni yonlerdeki
simiflandirmalar robust S-tahmin edicileri kullanarak orijinal koordinatlara dayali
ayristirma analizi yaklasimi ile karsilastirilmaktadir. Bir¢ok durumda rank indirgemeye
dayali ayristirma analizi test verileri i¢in daha iyi sonu¢ vermektedir. Bununla birlikte
kovaryans matrisinin kosegen ve ortak olmasi durumu i¢in rank indirgemeye dayali
karma ayristirma analizi, tam rankli karma ayristirma analizinden siniflandirmada daha az

hata ile daha 1y1 sonu¢ vermektedir.

Degiskenlerdeki parcalanma sayisinin 6n bilgi olarak verilmedigi (egitimsiz) normal
karma dagilimlarda kiimelenme igin bir algoritma Bouman [36] tarafindan, orneklem
verisinden normal karna dagilimlarin parametrelerini otomatik olarak tahmin eden bir

kiimeleme paket programi anlatilmistir.

Raftery ve Dean [37] “modele dayali kiimelemede degisken secimi” caligmalarinda

modele dayali kiimeleme analizi i¢in degisken secimi veya degiskenlerin
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belirlenmesindeki Ozelliklerin se¢imi igin bir yontem One siirmiislerdir. Degisken
secimindeki kiime sayis1 ve en iyi kiimelenme modelinin belirlenmesi i¢in karma dagilim
modellerinin bilesen kovaryans matris yapist ile ilgili bir algoritma gelistirmislerdir.
Algoritma ardisik adimlardan olugmaktadir. Birinci degisken tek kiimelenme yapisinin en
yiiksek olasilikla elde edildigi degisken olarak belirlenir. Sonraki adimda ilk degiskenle
birlikte iki kiimelenme yapisinin en yiiksek olasilikla elde edildigi degisken secilir. Ayni
islem Onceki degiskenlerle birlikte devam ettirilir ve en yiiksek olasilikla ¢ok degiskenli
kiimelenme yapisin1 veren degisken belirlenir. Aradaki adimlarda degisken se¢imi igin
denenen adaylarda algoritmanin ilerlemesine katki saglamayan degiskenler ayiklanir.
Algoritma daha ¢ok kiime sayisin1 veren degisken bulunamayincaya kadar devam eder ve
bulunamayinca sonlandirilir. Kiimelemedeki degiskenlerin se¢ciminde en yiliksek BIC
degerini veren degiskenler alinir. Algoritmanin performansinin 6l¢iilmesi igin iki gercek
veri kiimesi lizerinde uygulama yapilmistir. Elde edilen sonuglar algoritmanin modele

dayal1 kiimeleme analizinde daha iyi sonuglar verdigidir.

Karma modelleme MIXMOD programi ile modele dayali kiimeleme ve ayristirma analizi
Biernacki ve ark. [38] tarafindan olusturulmustur. MIXMOD programi yogunluk tahmini,
kiimeleme ve ayristirma analizi yapmak iizere verilen bir veri kiimesi i¢in karma model
olusturmada kullanilmaktadir. Karma modelde parametreleri tahmin etmek i¢in EM,
Smiflandirma EM ve Stokastik EM gibi c¢esitli algoritmalar 6nerilmistir. Burada amag
likelthood fonksiyonunu maksimum yapacak parametre tahminlerini bulmaktir.
MIXMOD programi ¢ok degiskenli normal karmalari ve kirk farkli normal modeli igin
kullanilmaktadir. MIXMOD’da bilesenlerin varyans-kovaryans matrislerinin 6zdeger

ayrisimlarina gore ayristirma analizi ve modelleme yapilmaktadir.

“Cok degiskenli kalibrasyon yontemlerinde Mclust paket programi kullanilarak modele
dayali siniflandirma yontemleri” baglikli ¢alismalarinda Fraley ve Raftery [39], modele
dayali kiimeleme analizindeki ilerlemeler sayesinde deney tabanli yontemler yerine
olasilik tabanli yontemlerin daha ¢ok kullanildigin1 6ne siirmiislerdir. Cok degiskenli
kalibrasyon yontemlerindeki Ol¢iimlerden elde edilen goriintii verilerinin olusturdugu
kiimeler tizerinde kullanilan programin modele dayali kiimeleme analizi, ayristirma

analizi ve yogunluk tahmininde nasil kullanilacagini gostermislerdir.
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“Modele dayali kiimeleme yontemleri kullanarak verideki birden fazla kiime yapilariin
belirlenmesi” baslikli ¢alismalarinda Galimberti ve Soffritti [40] farkli degiskenlerde
pargalaniglardan olusan alt kiimeler iizerinde durulmustur. Bu yontem modele dayali
kiimeleme yapilarak normal karmalar arasinda karsilastirma yapmak i¢in BIC (Bayesian
Information  Criteria) kullanilmistir. Modele dayali kiimeleme yoOntemlerinin
birlesmesinden olusan bu genel yontem i¢in gercek veri kiimesi iizerinde basarili

uygulamalar yapmislardir.

Servi ve Erol [41] modele dayali kiimelemede aday karma modellerin ve aday bilesen
kiimelenme merkezlerinin toplam sayis1 basglikli ¢alismalarinda ¢ok degiskenli normal
karmalarin toplam kiimelenme merkez sayilarinin hesaplanabilmesi i¢in bir aralik
Oonermiglerdir. Bu aralik degiskenlerdeki bilesenlerden kaynaklanan olabilecek
maksimum ve minimum kiimelenme merkez sayisinin belirlenmesini saglamaktadir.
Olusabilecek merkez sayilarina bagli olarak olusabilecek toplam karma model sayisinin

hesaplanmasi i¢in bir hesaplama yontemi énermislerdir.

“Normal karma dagilim modelleri ile konugsmaci tanimada parametre degerlerinin se¢imi”
calismalarinda Eskidere ve Ertas [42], konusmanin (ses) temiz (TIMIT veri tabani) ve
telefon ortaminda (NTIMIT veri taban) iletildigi iki veri tabani i¢in, Normal karmalarin
bilsen sayisi, egitim siiresi, test siiresi ve kisi sayis1 degisimlerinin konugmaci tanimaya
etkisini incelemislerdir. Parametre se¢iminin tanima iizerendeki dnemli sonuglar1 ortaya

konmustur.

Jain [43] “k-ortalamalar algoritmasindan 50 yil sonra veri kiimeleme” baslikli derleme
calismasinda kiimeleme analizi ve kiimeleme analizinde kullanilan algoritmalarin
kullanim zorluklari, avantajlar1 ve ¢iktilar1 {izerine genis bir 6zet sunmustur. Calismada
kiimeleme analizinde kullanilan algoritmalarin yar1 egitimli kiimeleme, kiimelenme
gruplari, kiimeleme yapilirken es zamanli olarak 6zellik ¢ikarimi ve biiyiik verilerde

kiimelemede karsilasilan zorluklar1 ve sonuglar1 aktarilmistir.

Li ve Qiao ve [44] makalelerinde, karma ayristirma analizi paradigmasi altinda, yiiksek
boyutlu veri siiflandirmak i¢in iki yonlii bir Gauss karma modeli 6nermislerdir. Bu
model gruplar halinde degiskenlerin boliinmesiyle karma bilesenleri diizenler ve daha
sonra ayni olan benzer gruplarin degiskenleri i¢in parametreleri kisitlar. Burada degisken

gruplar1 Onceden belirlenmemis fakat model tahmininin parcas1 olarak optimize
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edilmistir. Makalede genel bir iistel aileden gelen dagilimlarin iki yonli karmasi i¢in bir
boyut indirgeme 6zelligini ispatlamislardir. Sonug olarak, bazi1 gercek veri setlerinde iki
yonli karma grup degiskenleri olmayan karma modelden daha iyi performans
gosterdigini belirtmislerdir. Ayrica bir yan {iriin olarak, énemli bir boyut indirgeme elde

etmislerdir.

“Modele dayali kiimelemede boyut indirgeme” [2] ¢alismasinda, normal yogunluklarin
sonlu karmalarindan elde edilen gorsel kiime yapilari i¢in boyut indirgeme metodunu
tanittilar. Boyut indirmedeki alt uzaylar hakkindaki bilgiler, karma model tahminine
dayal1 farkli grup ortalama vektdrii ve kovaryans matrislerinden elde edilir. Ileri siiriilen
yontemin asil amaci, veridek,i kiime yapilarinin orijinal 6zellikleri, kovaryans matrisinin
birlestirilmis 0z degerlerinin 6zellikleri ve bunlarin lineer kombinasyonlarinin kiimeleri
tarafindan tanimlanan boyut indirgemesidir. Gézlem degerlerinin indirgenen alt uzaya iz
diisiimii alinarak kiime yapisinin gorsel olarak 6zeti hakkinda bilgi sahibi olunabilecegini

gostermislerdir.

McNicholas vd. [45] “cok degiskenli t-faktor analizinin karmalar1 kullanilarak modele
dayali siiflandirma” baslikli ¢aligmalarinda karma dagilimdaki parametre tahmini i¢in
AECM (Alternating Expectation Converge and Maximization) algoritmas1 kullanilmus,
bu algoritmanin yakinsakligmmi belirlemek i¢in Aitken’s ivmelenmesi (Aitken’s
acceleration) kullanilmistir. Model se¢imi i¢in BIC ve ICL (integrated completed
likelihood-ICL) teknikleri Gnerilmistir.

Seo ve Kim [46] “normal karma dagilimlarda kok se¢imi” ¢aligmalarinda bir sonlu karma
model icin olabilirlik (likelihood) denkleminin ¢oklu koklerinin varlifinda istatistiksel
olarak anlamli kdklerin segimine dayali yeni bir olabilirlik yaklagimi énerdiler. Onerilen
yaklasimin metodolojisindeki olabilirlik denkleminin  kdoklerinin  tutarli  olarak
secilebilecegini ispatlamiglardir. Yontemi hem simiilasyon hem de gergek veri lizerinde

uygulamis iyi sonuclar elde etmisglerdir.

Calis ve Erol [47] “karma ayristirma analizleri kullanilarak yeni bir alan bazl
siiflandirma metodu” calismalarinda normal karma dagilimlarin ayristirma analizini
kullanarak tarim arazilerinin uzaktan algilanmig ¢ok bantli goriintii verisinin
degiskenlerindeki par¢alanmanin bilindigi (egitimli) siniflandirma icin yeni bir alan bazl

smiflandirma yontemi gelistirmislerdir. Bu alan bazli smiflandirma yonteminde cok
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degiskenli normal karma dagilimlarin yapisi i¢in test ve kontrol alanlarinin sabit veya
farkli sayida bilesen igerebilecegi ve her bilesenin farkli veya genel kovaryans matris

yapisinda olabilecegi gdsterilmistir.

Servi ve Erol [48] “dinamik modele dayali kiimeleme kullanarak verideki gruplarin
inceltilmesi i¢in veri madenciligi metodu” baslikli ¢calismalarinda dinamik modele dayali
kiimeleme kullanarak ¢ok degiskenli heterojen verideki kiime yapisina tam veya kismen
uyan, inceltilen gruplar1 kapsayan, kiimelenmelerin yapisi ve sayisinin belirlenmesini

anlatmiglardir.

Erol [49] tarafindan “cok degiskenli heterojen veriye uyan normal karma modeller
arasindan en iyi modelin bulunmasi1” i¢in bir model se¢imi algoritmasi gelistirilmistir.
Algoritmada 6nce normal karma modellerin toplan sayist belirlenip ardindan normal
karmalar arasindan uygun aday modeller belirlenir, son olarak uygun aday modeller
arasindan en iyi modelin se¢ilmesi i¢in istatistiksel bilgi kriterleri kullanilir. En iyi model

seciminde AIC ve BIC degerleri kullanilmaktadir.

Huang vd. [50] “normal karma dagilimlar i¢in model se¢imi” baslikli ¢aligmalarinda
sonlu karma dagilim modellerinde karma bilesenlerin sayisinin se¢imi iizerinde
durmuslardir. Sonlu ¢ok degiskenli normal karma modellerin model se¢imi icin yeni bir
cezali olabilirlik (penalized likelihood) metodu ©Onermislerdir. Onerilen metotta
bilesenlerin sayisinin belirlenmesinin istatistiksel olarak tutarli oldugu gosterilmistir.
Uyarlanan EM algoritmasi ile bilesen sayist ve karma oranlari esanli belirlenmekte,
ayrica normal dagilimlarin  bilinmeyen parametreleri ile karma olasiliklari

belirlenebilmektedir.

“Yiiksek boyutlu verinin modele dayali kiimelenmesi” caligmalarinda Bouveyron ve
Brunet-Saumard [51], modele dayali kiimeleme, boyut indirgeme yaklasimlari,
diizenlilestirmeye dayali teknikler, cimri modeller, alt uzay kiimeleme metotlar1 ve
kiimeleme metotlarina dayali degisken se¢imi yontemlerini incelenmistir. Yiiksek boyutlu
verilere dayali kiimeleme metotlar1 R paket programi kullanim1 gézden gegirilmis her bir

yontemin pratik kullanimi1 gercek veri kiimeleri tizerinde anlatilmistir.

“Karma modellerdeki parametrelerin bilesenlerine ayrilmis kovaryans matrisi ve 6zdeger

ile tahmini icin Ortogonal Stiefel manifold optimzasyonu” baglikli ¢aligmalarinda



17

Browne ve McNicholas [52], degiskenlerine ayrilmis kovaryans matrisi ve 6zdegerlere
dayal1 on dort model arasindan dort modeldeki parametre tahminin zorlugu iizerinde
durulmustur. Bu dort durumun yakin incelenmesi sonucunda MCLUST paket
programinin algoritmast kullanilarak iki kolay uygulama i¢in yeni yaklagimlar ortaya
cikarilmistir. Bu yeni yaklasimlar iki veri seti iizerinde uygulanmis ve sonuglarnin

oldukga iyi performansa sahip oldugu gosterilmistir.

Cheballah vd. [53], “paket kare matrisler iizerindeki kombinatoryal hopf cebir yapilar1”
calismalarinda bir kare matrisin her bir satirinda ve her bir siitununda sifirdan farkli en az
bir elemanmn bulundugu matris yapilarinin sayisini incelemislerdir. nXn tipindeki bir
matriste her satir ve her siitunun en az sifirdan farkli bir eleman bulunmasi durumunda
olusabilecek farkli matris sayist icin kombinasyonla elde edilmis say1 dizisi i¢in bir

toplam sembolii altinda denklem elde etmislerdir.

Ayrica “Karma normal dagilimlar kullanilarak veri seti tizerinde kiimeleme” ¢aligmalari
ile ilgili Calis [54] Yiiksek lisans tezi ve Servi [55] Doktora tezi onceki caligmalar

kisminin incelenmesinde detayli ¢alismalari ile 6nemli katki saglamislardir.
1.2. Temel Kavramlar
1.2.1. Matematiksel Tanimlar

Tanmm 1.2.1. Sezgisel olarak belli 6zelliklere sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sinifi
veya bir koleksiyonuna kiime adi verilir. Kiimeyi meydana getiren nesnelere kiimenin
elemanlar1 adi verilir. Eger bir & elemani A kiimesine ait ise a€ A denir. Eger ayni

eleman kiimeye ait degil ise a ¢ Adenir.

Tammm 1.2.2. X,Y =& kiimeler olmak iizere XXY ={(X, y)|xe X,er} kiimesine

XveY kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi, X ve Y kiimelerinin herhangi bir alt kiimesine

X =Y bir bagint1 denir.

Tanmm 1.2.3. f:X —Y ye bir bagint1 olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa f

bagintisina bir fonksiyon denir

(a) Her x,y e X i¢in (x,y)e f olacak sekilde bir y Y vardur.
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(b) Eger (x,y)e fve (x,z)e fise y=z dir.

Metrik kavrami, Oklid (Euclid) uzayindaki uzunluk kavramindan gelmektedir. Bir metrik

uzay, kabaca iizerinde bir uzunluk kavrami tanimli olan bir kiimedir.

Tamm 1.2.4. X #J bir kiime olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli bir

d: XxX =R fonksiyonuna metrik, (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.
1-) d(x,y)=0 dir ancak ve ancak x =y (pozitif tanimlilik)

2-) WX,y e X igin d(x,y)=d(y,x) (simetri 6zelligi)

3-) Wx,y,ze X igin d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (iicgen esitsizligi)

Bu aksiyomlardan;

0=d(x,x)<d(x,y)+d(y,x)=d(x,y)+d(x,y)=2d(x,y) oldugundan Vx,y e X i¢in

d(xy)=0 dr.
Tamm 1.2.5. X # O bir kiime olmak iizere Vx,y,z e X i¢in

0, x=y
1, x=#y

()]

ile tammlanan d fonksiyonuna X iizerinde ayrik (discrete) metrik denir.

Tamm 1.2.6. X #J bir kiime olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli bir

d: XxX —R fonksiyonuna yar1 metrik, (X,d) ikilisine bir yar1 metrik uzay denir.
1-) Vxe X igin d(x,x)=0
2-) WX,y e X igin d(x,y)=d(y,x) (simetri 6zelligi)

3-) Wx,y,ze X igin d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (liggen esitsizligi)
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Tanimdan da goriilecegi gibi her metrik uzay bir yar1 metrik uzaydir ancak her yari

metrik uzay bir metrik uzay degildir.

Tamim 1.2.7. Cok degiskenli veri yapisi, bir deneyde bir olayin arastirilmasi i¢cin N adet
gozlem degerinin her biri bir 6zellik belirten p>1 sayidaki degiskenin olusturdugu
Olciim degerlerine ¢ok degiskenli veri adi verilir. Her degisken bir boyut temsil
etmektedir. Cok degiskenli veride degiskenlerin gozlem degerlerinin meydana getirdigi

matrise ¢ok degiskenli veri matrisi denir.

11 "2 % (e M
X1 %22 = % = Xon-p *on
X<| - ’ (1.2.)
X1 %o o X oo X (n-1) Xn
X X e Xr a0 X X
| "'ml “m2 mi m(n-1) "M e

Yukaridaki mxn tipindeki matriste satir elemanlar1 verideki degiskenleri, siitun

elemanlar ise her bir degiskendeki gézlem degerlerini ifade etmektedir. X matrisindeki
N adet degiskenin her birisinde M adet gdzlem bulundugu gozlenmektedir. Xii elemani
i. degiskenin K. gdzlemini gdstermektedir.

X c¢ok degiskenli veri matrisi k=1,2,....m ve i=1,2,...,n olmak iizere her biri 1xn
= . . . T T T T . . o1

tipinde X; gozlem vektorleri X =(X1 X, X ) seklinde gosterilir.

n

Tamm 1.2.8. X bir degisken olmak {izere [X]={:L 2,...,n} in bir pargalanigi veya
boliitlenmesi K :{Ai, A, .., ATk\’} asagidaki sartlar Vi e{1,...,n} igin sagliyorsa,

1) A c[X]

2) A=D

3iz] icin ANA =Y

» UA-[x]

bir pargalanislar (boliitlenme) kiimesidir.
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Tamm 1.2.9. Degisken tipleri siirekli ve kesikli degiskenler olmak tizere ikiye ayrilir.
Eger bir rasgele degiskenin alabilecegi degerlerin sayis1 sonlu veya sayilabilir ¢coklukta
ise kesikli rasgele degisken (discrete random variable), eger bir aralikta ve sayilamaz
sonsuzlukta ve her degeri aliyorsa siirekli rasgele degisken (continious random variable)
denir [56]. Bir zar atildigindaki st ylize gelebilecek sayilar kesikli degiskenin, saat
14:15-16:00 arasindaki zaman araligi siirekli degiskenin elemanlar1 Ornek olarak

gosterilebilir.

Tanmm 1.2.10. Kiimeleme analizinde degisken Olcekleri degiskenlerin kullanim yeri ve
amacina gore 6nem kazanmaktadir. Degiskenlerin ol¢im diizeyi matematiksel olarak
nasil ele alinacagina karsilik gelir. Degiskenlerin 6l¢iim diizeyleri kategorik, sirali, aralik

ve oran olmak {izere dort grupta toplanmistir [57].

Tammm 1.2.11. Veri seti lizerinde kiimeleme yapmak icin verideki go6zlemlerin
benzerlikleri veya gozlem degerleri arasindaki uzakliklar kullanilarak elde edilir.
Degiskenlerin kesikli yada siirekli olmalarina ya da degiskenlerin aralik, oran, nominal
veya ordinal Ol¢ekte olmalarina gore hangi uzaklik veya benzerlik Olgiisiiniin
kullanilacagina karar verilir. Veri setindeki gozlem giftlerinin aralarindaki uzakliklarina
gore kiime merkezlerine atanmasi i¢in algoritmalar kullanilmaktadir. K-ortalamalar
algoritmasi gibi kiimeleme algoritmasinda her elemanin kiime merkezlerine uzakliginm
olgmek icin farkli yontemler kullanilabilir. En yaygin olarak kullanilan Oklid uzaklik
olciitiidiir. Oklid uzaklik dlgiitiine ek olarak, Manhattan uzaklik &lgiitii ve Minkowski

uzaklik 6l¢iitli de sik kullanilan yontemler arasindadir.

Tanmm 1.2.12. Genel bir uzaklik 6lgiisii olan Minkovski uzaklik 6l¢iisii degiskenlerdeki

gozlem ciftleri arasindaki uzakliklarin bulunmasi i¢in bir metrik bagmtisidir. p>1 i¢in

L, normu olarak adlandirlir. X =(X;,X,,...,X;) €R", Yy =(¥,, ¥, ¥, ) €R"(n>2) igin,

o |+

d(Xx, y)=[§(xi—yi)pj ,p>1 (1.2.2)

ile tammlanan d fonksiyonuna R" {izerinde Minkovski uzaklig1 denir.

Tamim 1.2.13. Manhattan uzakligi Minkovski uzakliginin 6zel hali olup degiskende veri

ciftleri arasindaki farklarin ortalamasina esittir. Manhatten uzakliklar hesaplanirken
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giirtiltii verilerinin etkisi minimum olmaktadir. Minkovski uzaklik dlgiisiinde 6zel olarak

p=1 almdiginda Manhattan uzaklign veya L normu elde edilir.

X:(X1!X21-"axn)€Rnly:(ylayza---;yn)ERn(nZZ)igin,

a0 y) = Y% -y (123)

olarak elde edilir. Bu uzaklik Slgiisiinde birimler arasindaki mutlak uzaklik kullanilir.

Manhattan uzaklik 6l¢iisiine, “city block uzaklik 6l¢iisii” ad1 da verilir.

Tamim 1.2.14. Oklid uzakliginda kullanilan yéntem ile standartlastirilmis verilerle degil,
verilerin ham hali ile hesaplama yapilir. Oklid uzakliklar1 kiimeleme analizinde verilere
giiriiltii verisi ( noise data) eklenmesinden etkilenmezler. Ancak degiskenler arasindaki
olcek farkliliklar1 Oklid uzakliklarinin hesaplamasinda sapmalara neden olmaktadir.

Oklid uzakhik formiilii en yaygin olarak kullanilan uzaklik hesaplama formiiliidiir.

X=X, %0 %, ) €ERY Y =(Y1, Yy, Y, ) €R™ (N2> 2) igin,

n 2

d(x, y):[Z(xi —y, )Zj (1.2.4)

i=1
ile tanimlanan d fonksiyonuna R" iizerinde Euclid uzakligi denir.

Burada p=2 alindiginda iki boyutlu uzayda L, normu olarak ta adlandirilan Oklid

metrigi, degiskenlerdeki gozlem ¢iftleri arasindaki uzakliklarin toplamlarinin

bulunmasinda simetrik yapida kullanilmaktadir.

Tanmm 1.2.15. Sirekli degiskenler arasindaki yakinligin bulunmasinda Karesel
Mabhalanobis uzakligi kullanilabilir. Her biri N boyutlu i. gézlem giftleri arasindaki

Mahalanobis uzakligi,

d(xy)=(x-y) =*(x-y), i=12..,n (1.2.5)
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ile elde edilir. Burada X 'degiskenler veya orneklem varyans-kovaryans matrisidir.
Mahalanobis uzaklig1 kullanilarak elde edilen kiime yapilar1 eliptik yapidadir
Mabhalanobis uzakliginin hesaplanmasinda X varyans-kovaryans matrisinin tersi her
zaman hesaplanamayabilir. Veride degiskenler arasinda iliski bulunmadigi yani Pearson
korelasyon katsayist sifir oldugu durumlarda matrisin kosegenleri haricindeki diger
elemanlar sifir olacagindan birim matris yapisina doniisiir. Bu durumda Mahalanobis

uzaklipgr karesel Oklid uzaklig1 gibi islem goriir [58].

Tamm 1.2.16. Gozlemler arasindaki uzaklik degiskenlerdeki gozlem giftleri arasindaki
iligkinin yOniine ve biiyiikliigiine bagli olarakta elde edilebilir Cliff vd. [59]. Pearson
korelasyon katsayist degiskenlerin gozlem ciftleri arasindaki iliskiyi [-1,1] araligindaki

degerlerde oransal olarak saptayabilmektedir. Pearson korelasyon katsayisi,

Pij = 1 (1.2.6)
n A 2 )2
kél(xik _Xi) kél(xjk _Xj)
seklinde elde edilebilmektedir. Burada ii i=12,..,n gézlemlerinden olusan N gozlem

degerlerinin 6rneklem ortalamasi olup

. g (1.2.7)
X: == > X 2.
N L
seklinde ifade edilmektedir. Pearson uzaklik 6l¢iisiine “karesel Pearson uzakligi” veya

“standardize Oklid uzaklig1” ad1 da verilir.

Tanmm 1.2.17. Degiskenlerin standardizasyonu ve degiskenlerin donistiiriilmesi, ¢ok
degiskenli veri matrisindeki deg8iskenlerin ortalama vektorleri ve varyanslari birbirinden
mutlak degerce ¢ok uzak oldugu durumlarda, gozlem ¢iftleri arasindaki uzakliklar
hesaplanirken ortalama vektorii veya varyansi daha biiylik olan degiskenlerin hesaplamasi
yapilan uzaklik degerine daha fazla etkide bulunmaktadir. Bdylece kiimelemede
istenmeyen sonuglarla karsilasilmasi s6z konusu olmaktadir. Degiskenlerde asir1 degerler
(noise data), uzaklik degerine etkisi olan baska bir etkendir. Asir1 degerler kiimeleme
analizi sonucunda ayri1 bir kiime olarak da olusabilir. Asir1 kiimelenmenin 6niine gegmek

icin degiskenlerin doniistiiriilmesi gerekmektedir. Verilerdeki doniistiirme islemi
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standardizasyon veya belirli araliklara indirgeme islemi olarak adlandirilir. Bu
doniistiirme teknikleri z puanlarina doniistirme, standart sapmasi 1 olacak sekilde

indirgeme, en biiyiik deger 1 olacak sekilde indirgeme olarak ele alinabilir.
1.2.2. Degiskenlerdeki Istatistiksel Tanim ve Gosterimler

Tanmm 1.2.18. X kesikli rasgele degisken olmak iizere,

1) Tanim bolgesi disinda (x ¢ R igin) f (x)=0
2) Tamm bolgesi i¢inde (xeR igin) 0< f (x)<1 0<f(x); xeR igin

3) Tanim bolgesindeki her deger i¢in »_ f (x)=1

sartlarim1 saglayan f (x) fonksiyonuna kesikli olasilik ve X siirekli rasgele degisken

olmak iizere,

1) f(x)=0; xeR icin
2) 0< f(x); xeR igin

3) J' f(x)dx=1

xeR

sartlarin1 sagliyorsa, f(x) fonksiyonuna siirekli olasilik fonksiyonu veya olasilik

yogunluk fonksiyonu denir. X siirekli rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f (x) olmak iizere beklenen deger,
1) Eger X rasgele degiskeni kesikli ise,
E(X)=§jxiP(X=xi)=§xf(x) (1.2.8)

2) Eger X rasgele degiskeni siirekli ise,
E(X)= [ xf(x)dx (1.2.9)

ile ifade edilir. Burada E(X) in var olabilmesi igin E(X)in mutlak yakinsak olmasi

gerekmektedir. Yani |E(X)| < oo olmasidir [60].
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Tamm 12.19. X rasgele deiskeninin E(X —E(X))2 beklenen degerine X rasgele

degiskeninin varyansi denir.

1) Eger X rasgele degiskeni kesikli ise, E(X )= 4 olmak iizere

o* =E|(X—p) |= X (x-u)'f (x) (1.2.10)

2) Eger X rasgele degiskeni siirekli ise, E(X )= olmak iizere
o? = E[(x —/,1)1 = [ (x= ) (x)dx=E(X?)- 1 (1.2.11)

olarak elde edilir [56].

Tamm 1.2.20. X rasgele degiskeninin Moment gikaran fonksiyonu M, (t) ile gosterilip

t degiskeninin biitlin gercel degerleri igin,
My (1) =E(e™) (1.2.12)

ile tanimlanir.

1) Eger X rasgele degiskeni kesikli ise,
My (1) = E (e | =e™f (x) (1.2.13)
2) Eger X rasgele degiskeni siirekli ise,

My ()= E (e )= T e™f (x)dx (1.2.14)

olarak elde edilir. Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun moment ¢ikaran

fonksiyonu,
1_2:2
+=o4t
My (t)=e 2 (1.2.14)
seklinde bulunur.
Teorem1.2.1. X, X,,..., X, bagimsiz rasgele degiskenleri

N (/“1' 0'12), N (,uz,of),..., N (,un : of) normal dagilimma sahip olsun. Bu durumda



25

Y =k X, +k, X, +...+k X, rasgele degiskenlerinin K ,K,,....K, reel sabitlerle dagilim

n

ortalamast K4 +Kypt, +...+K 11 ve varyanst ko’ +k,o%, +...+k o’ olan normal

n

dagilima sahip olur ve N (Z K. 24, Z kiO'izj olacak sekilde elde edilir.

i=1 i=1

Ispat 1.2.1. X, X,,..,X, degiskenleri bagimsiz degiskenler olduklar1 igin Y

n

degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,
M, (t) = E(exp[t(k X, +k,X, +..+k X, ) ]) = E(e®* ) E(e**)..E(e**)  (1.2.15)

elde edilir. Normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

242

U'Zt ];Vt,i:l,...,n icin,

E (exp(tX;))= exp[,uit+

E(exp(tkixi))zexp(,ui (kit)+6‘2(Tkit)2] (1.2.16)

elde edilir. (1.2.16) den elde edilen sonuca gore Y degiskeninin normal dagilimlarinin

moment ¢ikaran fonksiyonu,

n 2
(kzo_z)ztz . (Zkizafj t2
HeXp ki )t 5 = exp (ZKM)H”— (Zku.,Zkz Zj
i=1
(1.2.17)
elde edilmis olur.
Tammm 1.2.21. Tek degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu .

ortalama vektorii, o standart sapmasi olmak {izere

(o3

f(xu0%)= G\/_exp{ 1(x- ’zu) }XER (1.2.18)

seklinde ifade edilir.
Tammm 1.2.22. Tek degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
matematiksel olarak asagidaki gibi elde edilelir.
-x2
f(x)=e 2 esitligi ele alindiginda
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o0 o0 ;)(2
= [ f(x)dx= | e 2 dx (1.2.19)
—o0 —00

integralinin ¢dziimii aranir. Bu integral bu hali ile ¢6ziilemeyeceginden yardimci bir |

integrali,

| = ojo f(y)dy= Of e 2 dy (1.2.20)

tanimlanir. (1.2.19) ve (1.2.20) esitliginden yararlanilarak,

00 00 _71[x2+y2] 00 o0
1= [ [ e dxdy= [ [ f(x y)dxdy (1.2.21)
—00 —00 —00 —00

esitligi elde edilir. Bu formattan kutupsal koordinatlara gecilerek ¢coziim yapilirsa,

X=rcos@ , y=rsin@ doniisimii uygulanarak yeni integral,

” f (rcosé,rsin@)rdrdd (1.2.22)
G
dx dy
. dr dr 0 ing
seklini  alir.  Jakobiyen determinantt J = dr dris Cos_ SN =rdrdd
dx dy| [-rsind rcos@
do do
uygulandiginda integral,
) 27 -r2 2r
19= "] [e 2 rdrdg= [ do=2x (1.2.23)
00 0
elde edilir. Ayrica, 1* =27 ise, | =+/27 olur. Dolayisiyla
_x2 _y2
iojoe)z(dx—l ve Lojoe%dy—l (1.2.24)
«fZ;[ —00 27 —0 o
. . (x=n) e .
elde edilmis olur. Integralde X= , 0>0 doniisimi yapilip yerine
o
konuldugunda,
2
0 X
1 exp ) N PV (1.2.25)
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olur. Buradan normal dagilim fonksiyonu olan

f(x)= ! exp —% , —00 < X <00 (1.2.26)

elde edilir.

Tammm 1.2.23. iki degiskenli normal dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonlart g

ortalama vektor, X varyans-kovaryans matrisi olmak {izere

.exp(—%( —,u)|2|l(x—,u)Tj (1.2.27)

denkleminde p=2 alinarak elde edilir. o; degiskenlerin standart sapmasi, p, pearson
korelasyon katsayist olmak iizere iki degiskenli veride varyans-kovaryans matrisi
612 Jelerteps
Y= (1.2.28)

2
pPOy0y Oy

seklinde gosterilir. Olasilik yogunluk fonksiyonunda parametreler yerine konulup islem

yapildiginda iki degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 X — piy : Y- My ’ (X_ﬂx)(y—ﬂy)
f(x,y): . 5 exp| — 5 + -2p
2ﬂ0'xay \/1_}0 2(1—,0 ) oy oy Ox0y
(1.2.29)
olacak sekilde u, ove p parametrelerine bagli olarak elde edilir.
Tamim 1.2.24. ki degiskenli normal dagilimm moment gikaran fonksiyonu,
2 2
M, (tt,) = exp[ultl b puty + S 200 1O j (1.2.30)
seklinde tanimlanir.
Tamm 1225, X, ,i=12,..p i¢in normal dagilma sahip rasgele degiskenler,

ortalama vektorii z; varyans-kovaryans matrisi Z; olan ¢ok degiskenli normal dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu
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fi (XJ ;ﬂi,zi):(Zﬂ')ng ‘Zi‘_zlexp{?l(xj " )T zi—l(xj _ )} (1.2.31)

seklinde ifade edilir.

Tamm 1.2.26. Cok degiskenli normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu

' o0 o0 X — '2_1 X —
Mx(t)—E(etX)z | ! 1exp(t'x—( “) > ( ’U)J
R E N
o Ut
t'u+5=
=g 2 (1.2.32)
olarak elde edilir.
Tanmm 1.2.27. Cok degiskenli normal dagilimin beklenen degeri,
(X1) || 2
E(X
u—g(x)=| 2| 2 (1.2.33)
E(Xp) Hp

seklinde tanimlanmis olup kovaryansi,

(X1-41)
2=E((X—u)(x—u)')=E (ng_ﬂz) [(Xt-ra) (Xo—mp) - (X1-up)]
(Xp-up)
(Xi-m)?  (Xi-m)(Xp-p2) -~ (Xa-sm)Xp-up) |
|| (Xamm2)(X1-a) (Xa-m)? -~ (Xp—u2)(X p-stp)
(Xp=ap)(X1-sa) (Xa-sm)(X-sz) - (Xp‘ﬂp)z
E((Xl—#l)z) E((X1-s)(X2-42)) - E((Xl—ﬂl)(xp—ﬂp))_
| E((X2-#2)(X1-12)) E((Xz—ﬂz)z) o E((Xa-p2)(X p-sap))

_E((Xp*ﬂp)(xlﬁll)) E((X1-sa)(X2-42)) - E((Xpﬂp)zj



V(X1)  Cov(X1X2) -

Cov(X2X1)  V(X2)

Cov(XpX1) Cov(XpXz) -

seklinde elde edilir.

Cov( X1Xp )

. Cov(xzx p)

v(Xp)

(1.2.34)
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2. BOLUM

2.1. KUMELEME ANALIZINDE KULLANILAN YONTEMLER

Kiimeleme analizi yOntemleri; nesneleri, desenleri, bireyleri, birimleri, olaylari veya
gozlemleri belirli sayidaki kiimelere, gruplara, alt kiimelere veya kategorilere bolen
yontemlerdir. Bagka bir deyisle kiimeleme analizi, X veri matrisindeki dogal
gruplamalar1 kesin olarak bilinmeyen nesneleri, degiskenleri, nesne ve degiskenleri
birbiri ile benzer alt gruplara ayirmakta kullanilan yontemlerdir. Kiime terimi i¢in genel
olarak ifade edilebilecek tek bir tanim olmadigi gibi, tanimlama yapilirken yanlis

anlamlara yol agmakta miimkiindiir [1]. Kiime terimi i¢in kisaca:

1) Kiime birbirine benzeyen bireylerin kiimesi olmasinin yaninda kiimedeki bireylerin

ayni zamanda diger kiimedeki bireylerden farkli olmasi durumudur.

2) Kiime orneklem uzayinda noktalari kapsayan ve kiime igindeki iki nokta gifti
arasindaki uzakligin biri kiime i¢inde digeri kiime disindaki iki nokta arasindaki

uzakliktan kii¢iik olmasidir.

3) Kiimeler p boyutlu 6zellikler uzayinda yogunluklu noktalar1 i¢ceren ve bunlara kiyasla
daha az yogunluktaki noktalar1 iceren diger bolgelerden ayrilan siirekli bolgeler olarak

tanimlanabilir [61].

Bu kiime tanimlar altinda kiimeleme ayni kiime igerisindeki gozlemlerin birbirlerine
benzer, diger kiimelerdeki gozlemlerden farkli olacak sekilde yapilmasidir. Bu amag i¢in

kullanilan benzerlik ve farklik kavramlari anlagilabilir ve mantikli olmalidir [62].

Kiimeleme analizi i¢cin “ Kiimeleme analizi, temel amaci nesneleri sahip oldugu
karakteristik 6zellikleri temel alarak gruplamak olan ¢ok degiskenli teknikler grubudur.
Kiimeleme analizi, nesneleri kiime icerisinde ¢ok benzer, kiimeler arasinda farkli olacak

bigimde kiimeler. Kiimeleme islemi basarili olursa, bir geometrik ¢izimle nesneler kiime
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icinde birbirine ¢ok yakin, kiimeler ise, birbirinden ¢ok uzak olacaktir ” [63] seklinde

farkli bir tanimlamada yapilmaktadir.

Degisik kaynaklarda kiimeleme metotlar1 farkli sekillerde siiflandirilir. Cok degiskenli
veri analizi kitaplarinda kullanilan en genel kiimeleme metotlar1 hiyerarsik kiimeleme ve

hiyerarsik olmayan (boliinmeli) kiimeleme metotlaridir.

Kiimeleme metotlari

\
Hiyerarsik Metotlar 7 \ Model Bazli Metotlar

Bolmeli Metotlar Grid Bazli Metotlar

Yogunluk Bazli Metotlar

Sekil 2.1.1. Kiimeleme analizinde kullanilan metotlarin sematik gosterimi

2.1.1. Hiyerarsik Kiimeleme Metotlari

Hiyerarsik kiimeleme metotlar1 verideki gozlemlerin birbirlerine olan uzakliklarim
kullanarak, verideki birimlerin hiyerarsik ayristirmasini yapar. Hiyerarsik kiimelemede
“dendogram* olarak adlandirilan aga¢ veri yapis1 kullanilir. Dendogram kiimelemedeki
gruplar1 ve gruplara diisen elemanlar1 gorsel olarak belirtir. Dendogram kok, i¢ diigiim ve
yapraklardan olusan bir yapiya sahiptir. Dendogram kokii tiim birimlerin bir araya
gelmesiyle olusan ana kiimeyi igerir. Dendogramin yapraklari da bir araya getirilmeyen
tek bir elemandan olusan kiimeleri icerir. Dendogramin i¢ diigiimleri elemanlarin bir

araya gelerek olusturduklar1 kiimeyi gosterir.

n gozlemden olusan bir veri kK farkli kiime yapisi igeriyorsa, n gozlemin Kk kiimeye

parg¢alanmalarinin sayist,

n _
N (n,k)=%k§1(ﬂj(—1)n Ky (2.1)

n

ile elde edilir [64]. Bu parg¢alanma sayi1s1 T oranindan da yaklasik olarak hesaplanabilir.
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Fy
Eklemeli Bélinmeli
hiverargik hiyerargik
kiimeleme kiimeleme

—

LU L

Gl G2 G3G4 G5 G6 G7

Sekil 2.1.2. Hiyerarsik kiimelemede Dendogram (agag verisi ) yapisi.

2.1.1.1. Yigilmah Hiyerarsik Kiimeleme Yontemi

Yigilmali hiyerarsik kiimeleme yonteminde verideki n sayida gézlemin her biri bir kiime
olarak diistintiliir. Bu kiimeler bir seri birlestirme islemleri ile bu kiimeler tek bir kiime
olusturuncaya kadar uygulanir. Bu yonteme yigilmali (agglomerative) ya da
kaynastirmali hiyerarsik kiimeleme denir [65]. Genel bir yigilmali hiyerarsik kiimeleme

yonteminin adimlar1 asagida verilmistir

Baglangig

k4

A{ Her bir gézlem bir kitme olarale aluar ‘

Benzerlik matrisi
hesaplann

l

‘ Mindrurm weaklh ga ‘

sahip kiime giftlen
birlestirilir

L

Hayw _— Tek bir kikne™~_
o kaldiom? 7

bt I

Afag divagrammnda uygun bir ‘

sevivede kesme vapilarak
kiimeler olugturlur.

l

Kimeleme islemi
sonlandirilir

Sekil 2.1.3. Yigilmali hiyerarsik kiimeleme metodunun akis diyagrama.
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2.1.1.1.1. Tek Baglant1 Algoritmasi

Tek baglant1 algoritmasi1 iki farkli kiime arasindaki uzakligin, her bir kiimedeki iki
eleman arasindaki en kisa mesafedir. Tek baglanti kiimeleme ayni zamanda en yakin

komsuluk yontemi olarak da adlandirilir [66].

Sekil 2.1.4.  Tek baglant1 kiimeleme yontemine gore iki
kiime arasindaki uzakligin belirlenmesi

2.1.1.1.2. Tam Baglant1 Algoritmasi

Tam baglant1 yonteminde, iki farkli kiimedeki birbirine en uzak gozlem ¢ifti arasindaki

uzaklik degeri iki kiime arasindaki uzaklik olarak alinir.

Sekil 2.1.5.  Tam baglant1 kiimeleme yontemine gore iki
kiime arasindaki uzakligin belirlenmesi

2.1.1.1.3. Ortalama Baglant1 Algoritmasi

Ortalama baglant1 yonteminde ayr1 gruplarda yer alan gozlem ciftleri arasindaki ortalama
uzaklik iki kiime arasindaki uzaklik olarak alinir [1]. Bu yontem ayni zamanda agirliksiz

grup ¢iftleri yontemi olarak da adlandirilir [66].



34

2.1.1.1.4. Agirhkh Ortalama Baglanti Algoritmasi

Iki kiime arasindaki uzakligin bulunmasi i¢in ortalama baglant1 yonteminde oldugu gibi
bir uzaklik hesaplanir. Bu teknikte ortalama baglantidan farkli olarak yeni olusan kiime

ile diger kiimeler arasindaki uzaklik her bir kiimedeki gozlem sayisi ile degerlendirilir.
2.1.1.1.5. Merkezi Baglant1 Algoritmasi

Merkezi baglant1 yonteminde iki kiime arsasindaki uzaklik kiimelerin kendi merkezleri

arasindaki uzaklik olarak alinir. G, ile ifade edilen i. kiimenin merkezi ya da ortalamasi,

m. :12x (2.1.1)

ni xeG;
ile bulunur. Burada n, , G, kiimesindeki gézlem sayisini ifade eder.

2.1.1.1.6. Medyan Baglant1 Algoritmasi

Merkezi baglanti yonteminden farkli olarak, medyan baglanti yonteminde iki kiime
arasindaki uzaklik, iki kiimenin merkezleri arasindaki uzakligin esit agirlikli olarak

hesaplanmasiyla elde edilir [67].
2.1.1.1.7. Ward Algoritmasi

Artirnmli (incremental) hata kareler toplami yontemi olarak da adlandirilan Ward’in
hiyerarsik kiimeleme yonteminde amag artan siif i¢i hata kareler toplaminin minimum

yapilmasidir [1], [68]. Sinif i¢i hata kareleri toplamu,

E=> > - 212)

k=1 x; €G;

ile ifade edilir. Burada K , kiime sayisin1 ve k =1,...,K olmak ilizere m,, (2.1.1) de

gosterilen K. kiime ortalamasini gosterir.
2.1.2. Bolmeli Kiimeleme Metotlar:

Bo6lmeli metotlar hiyerarsik olmayan kiimeleme metotlaridir. Bu metotlar n adet
elemandan (gozlem) olusan veri setini baslangicta belirlenen K <n olmak iizere K adet
kiimeye ayirmak i¢in kullanilir. Bélmeli metotlarin hiyerarsik metotlardan en belirgin
farki budur. Bolmeli metotlar hiyerarsik metotlara gore daha biiyiikk veri setlerine

uygulanabilir. Bolmeli metotlarda olusturulacak K adet kiimede her bir kiime en az bir
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elemen igerir ve her elemen yalniz bir grupta bulunur. Bolmeli metotlarda kullanilan

islem sirasini soyle 6zetleyebiliriz,
1) Baslangi¢ kiime merkezleri rasgele segilir.

2) Elemanlarin segilen kiimelerin merkezlerine olan uzakliklarima gore yeni kiime

merkezleri belirlenir.

3) Bu islemler birbirinden farkli kendi i¢inde homojen ve birbirleri arasinda benzerlik

bulunmayan k adet kiime olusturuluncaya kadar devam eder.
Bo6lmeli metotlar arasindaki en 6nemli metot k-ortalamalar (k-means) algoritmasidir.
2.1.2.1. K-ortalamalar Algoritmasi

K-ortalamalar algoritmas1 [69], giiniimiizde kiimeleme igin kullanilan en yaygin
denetimsiz 6grenme yontemlerinden biridir [43]. k —ortalamalar algoritmasi, hata kareler
toplamiin en aza indirgenmesine dayali olarak veri yapisina en uygun pargalanmayi
belirlemek i¢in kullanilan ve adim adim islem yapan bir algoritma kullanan optimizasyon

yontemidir.

K-ortalamalar algoritmasi degiskendeki n adet veriyi k adet farkli kiime olusturacak
sekilde gruplara ayirmak prensibine gore calismaktadir. Algoritmanin ¢alisma prensibi
her gézlemin sadece bir kiimenin elemani1 olmasina dayali olarak islemektedir. Birbirine
yakin veriler ayn1 kiimede yer alirken birbirinden uzak veriler farkli kiimelerde yer alirlar.
Algoritmanin amaci; gergeklestirilen gruplama isleminin sonunda kiime i¢i benzerlikleri
maksimum (homojenlik), kiimeler arasi benzerlikleri ise minimum (heterojenlik) hale
getirmektir. Kiime i¢i benzerlik, kiimenin agirlik merkezi olarak segilen gdzlemin
kiimedeki diger gozlemler arasindaki uzakliklarin ortalama degeri ile ol¢iilmektedir.
Bulunan ortalama degerlerine gore kiimeleme, verilerin en yakin olduklar1 kiime

merkezlerine atanmasi ile elde edilir.

Kiimelemede dnceden bilinen k sayisi, kiimeleme islemi bitene kadar degeri degismeyen

sabit bir pozitif tam sayidir. Algoritmanin ad1 bu k sabit sayisindan gelmektedir.

K-algoritmalar algoritmasinin performansini baslangigta belirlenen k sayisi, baslangic
olarak se¢ilen merkez degerleri ve segilen benzerlik Ol¢iisii metotlar1 etkilemektedir.
Sadece sayisal verilerde kullanilabilir olmasi yani kategorik verilerde kullanilamamasi K-

ortalamalar algoritmasinin olumsuz yonlerindendir.
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K-ortalamalar algoritmasinin c¢alisma sistemi asagidaki adimlarda su sekilde

gosterilebilir,

1. Adim: Baslangi¢ kiime merkezleri rasgele belirlenebilir veya bu islem i¢in farkli bir

algoritmalar kullanilabilir.

2. Adim: Her gozlem degerinin belirlenen merkezlere olan uzakliklar1 hesaplanir. Elde

edilen sonuglara gore tiim gozlemler k satidaki kiimeden en yakin kiimeye atanir.

3. Adim: Olusan kiimelerin yeni merkez noktalar1 o kiimedeki tiim elemanlarin ortalama
degeri ile degistirilir.

4. Adim: Merkez noktalar degismeyene kadar algoritmanin se¢me adimlari yani 2. ve 3.

adimlar tekrarlanir.

k tane kiime merkezi belirle

4

i. elemant se¢

‘ =i+l ‘ ‘ i. elemani en yakin oldugu kiime merkazine ata

A

HAYIR

Tiim elemanlar segildi mi?

Kiimelerin yeni merkez noktalarimi o kiimedeki tiim
elemanlarin ortalama degeri ile degistir

Merkez noktalar sabit kaldi mi1? /
Belirlenen gevrim sayisia ulasildi mi?

Sekil 2.1.6. K-ortalamalar algoritmasinin akis diyagrama.
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2.1.3. Paylastirmah (Partitional) Kiimeleme Yontemleri

Paylastirmali, ayirmali veya bolmeli kiimeleme metotlarinda gozlemler benzerlik ya da
uzaklik matrislerine dayali olan bir hiyerarsik yaklasim kullanilmadan K kiimeye ayrilir.
Kiime sayis1 K daha onceden belirlenmis olabilecegi gibi kiimeleme yontemi siiresinde
de hesaplanabilir. Paylastirmali kiimeleme yontemlerinde amag N sayida gozlemin K
kiimeye pargalanmasi i¢in biitiin ihtimallerin incelenmesi ve belli kriterlere gore en uygun
kiimelenmenin belirlenmesidir. Yalniz burada sorun par¢alanma sayilarinin oldukga fazla
olmasidir. Bu nedenden dolay1 veride gozlem sayisi, kiime sayist veya her ikisinin de

fazla olmasi1 durumunda, kiimeleme icin basit yontemlere ihtiya¢ duyulur.
2.2. Sonlu Karma Dagilimlar

Tamm 2.2.1 X, X’in gozlenen degerini gostersin. i =12,...,g i¢in 0 ve 1 gdsterge
degiskenlerinin g -boyutlu W etiket vektdriinde x e G; ise W, =1 ve x¢G; ise w, =0
olur. i=12,..,g icin G, grubundaki X degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
f, (X) ile gosterilsin. Ayristirma analizine ve kiimeleme analizine karma dagilim modeli

yaklagimi altinda G,,G,,...,G, seklindeki g grubun bir G karmasindan g¢ekilen

g

9
elemanlar sirasiyla 7, 7,,..., 7, olasilik oranlarina sahiptir. Burada Z/Zi =1ve 7; 20
i=1

9
dir. G’deki X ’in olasilik yogunluk fonksiyonu, f, (X):Zﬂ'i f.(X) bigiminde bir
i=1

sonlu karma dagilim modeliyle gosterilebilir [11].

Tammm 2.2.2 Cok degiskenli normal karma dagilimlarin parametrik gosterimi, g
bilesenli karma dagilim modeli altinda X, rasgele vektoriiniin ¢ok degiskenli karma

dagilim modeli genel olarak,
g
f(x-;‘{')z S f.(x-;®-) 2.2.1)
i e R I A R

formuna sahiptir [11]. Burada ¥ parametre vektorii karma dagilim modelindeki tim

T
parametreleri icerir. ¥ parametre vektori ‘P:(ﬁl,ﬂz,...,ﬂg_l,é‘T) seklinde
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yazilabilir. & parametre vektorii birbirinden farkli oldugu Onbilgisine sahip olunan

@l,G)z,...,G)g "deki parametreleri igerir. z;’ler 0< 7z, <1 olmak iizere iglﬂi =1 dir.

T
7Z'=(7Z'1,7Z'2,...,7[g) seklinde yazilabilir. (1)’deki c¢ok degiskenli karma dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonunda: f , ¢cok degiskenli karma dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonunu; x;, rasgele degiskenleri; W = (7, ®) olmak iizere parametre vektoriinii; g

, bilesen sayisini; 7;, bilesenlerin karma oranlarmi: f,, bilesen olasilik yogunluk
fonksiyonlarmi  ve O; =(,ui,2i), bilesen olasilik yogunluk fonksiyonlarinin

parametrelerini gostermektedir.

2.2.1. Cok Degiskenli Normal Karma Dagilim Fonksiyonu

Cok degiskenli Normal dagilimlarin karma yogunluk fonksiyonu

i=12,..,9 ve j=12,..,n olmak lizere,
g
f(x-;‘P)z S f-(x-;®-) (2.2.2)
j R I RO R

ile wverilir. fi(xj;®i):fi(xj;yi,2i) fonksiyonu ortalama Vektérﬁyi varyans-

kovaryans matrisi % olan,

-p,_ =l 1 T
: -1
seklinde ifade edilen ¢ok degiskenli normal dagilim fonksiyonudur. Bu durumda karma

T
modelin tim bilinmeyen parametreler vektorii ‘P:(nl,ﬁz,...,ﬂg_l,§T) seklinde

yazilir. Burada & karma dagilim modelindeki bilesen olasilik yogunluk fonksiyonlarinimn

parametreleri olan bilesen ortalama vektorleri ,u=(,ul, 7 ,ug) ve bilesen varyans-
kovaryans matrisleri 2:(21, 2,...,29) dan olusur. i=1,2,...,g ve j=12,...,n olmak

lizere X; gdzlem vektoriiniin sonraki i. bilesenine ait olma olasilig1 7, = (xj ; ‘I’),

J
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(2.2.4)

): gﬂifi(xj;ui,Zi)

Z”mfi(xj;/ui’zi)

m=1
Olarak elde edilir. EM algoritmasmm (k+1). iterasyonunundaki M-adiminda

glincellenmis karma oranlar1 7; ve ortalama vektorii 4 nin en ¢ok olabilirlik kestiricileri

(maximum likelihood) sirasiyla,

i(k+1) _ Zn: i (XJ;]\P(k)) (2.2.5)
i1
Zn:Ti (Xj;qj(k))xj
(k+1) _ i
8 Zn:ri (xj;lP(k)) (229

olarak elde edilir. Bilesen olasilik yogunluklarinin varyans-kovaryans matrisi Z, nin

giincel tahmini,

z (1) _ 5= (2.2.7)

seklinde hesaplanir.

2.2.2. Cok Degiskenli Karma Normal Modeller

Cok degiskenli normal karma dagilimlar kullanilarak modele dayali kiimeleme analizini
Celeux ve Govaert [71] 6nermislerdir. Burada karma normal dagilimin bilesen olasilik
yogunluk fonksiyonlarindaki varyans-kovaryans matrisinin bazi kisitlamalar1 ve varyans-
kovaryans matrisinin geometrik Ozellikleri model kelimesi igin kullanilmigtir [70].

Celeux ve Govaert [71], ¢ok degiskenli normal dagilimlarin bilesen dagilimlarindaki

varyans-kovaryans matrisi X, ’yi,

5. = 4D.ADT (2.2.8)
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seklinde 6zdeger ayrisimi ile ifade etmistir. Burada p degisken sayisini gostermek iizere

1
A =z, D; Z; 'nin 6z vektorlerinin matrisini, A Z;’nin bilegsen varyans-kovaryans

matrisinin normallestirilmis 6z degerlerini azalan sirada igeren bir kdsegen matris olup

determinanti |A|=1 dir. 4 i.kiimenin hacmini (biiytikligiinii), D; yoniinii ve A seklini

belirler.

Celeux ve Govaert [71] modelleri daha kolay elde edebilmek i¢in karakteristiklerin hepsi

esanli olmamak iizere A, D; ve A parametrelerinin kabul edilen cesitleri ile farkli 14

varyans-kovaryans matris yapist ileri siirmiislerdir. Farkli 14 varyans-kovaryans matris
yapisina gore karma dagilimdaki bilesen olasiliklarinin esit olmasi veya olmamasi
durumunda yirmi sekiz ¢ok degiskenli normal karma modeli elde edilir. Bu modeller ii¢
kategori altinda toplanir. Bu modeller genel, kosegen ve kiiresel varyans-kovaryans
model aileleri olarak farkli ti¢ gruba ayrilirlar. Genel varyans-kovaryans yapi ailesi
icerisinde 8, kosegen varyans-kovaryans yapi ailesi igerisinde 4 ve kiiresel varyans-
kovaryans yapi ailesinde 2 farkli karma model vardir. Bu modeller Tablo 2.2.1 - Tablo

2.2.3 ile verilmistir.

Tablo 2.2.1. Karma normal modellerin genel bilesen varyans-kovaryans yapilari.

MODEL HACIM SEKIL YON
3, = ADAD' Sabit Sabit Sabit
Y = l,DADT Farkli Sabit Sabit
> = ADA DT Sabit Farkhi Sabit
> =AD, ADiT Sabit Sabit Farkhi
>, = ADA D' Farkli Farkli Sabit
¥ =AD, ADiT Farkh Sabit Farkh
> =AD, ADiT Sabit Farkli Farkli
3. =ADA DiT Farkli Farkh Farkh
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Tablo 2.2.2. B kosegen bir matris olmak lizere karma normal modellerin kdsegen

bilesen varyans-kovaryans yapilari.

MODEL HACIM SEKIL YON
% =AB Sabit Sabit Eksen
T, =B Farkli Sabit Eksen
T, =B Sabit Farkli Eksen
T =1B Farkli Farkli Eksen

Tablo 2.2.3. 1 birim matris olmak {izere karma normal modellerin kiiresel bilesen
varyans-kovaryans yapilari.

MODEL HACIM SEKIL YON
z =4l Sabit Sabit -
T =4l Farkli Sabit -

2.2.3. EM Algoritmasi
Tamm 2.2.3.1. i=1,...,g olmak lizere T, pj Ve X parametreleri, olusturulan her bir

sentetik veri igin likelihood fonksiyonlar1 kullanilarak EM algoritmasiyla asagidaki

esitlikler ardisik hesaplanarak tahmin edilebilir [11].

2t fi(xjin{*) £

Zi-(k) : (2.2.9)
g L.
J iglni(k) fil(x ;ui(k) 'Zi(k))
3 7100
ni(k+l) : % (2.2.10)
oy )
+1) =
) : ECH (2.2.11)
j§1ZJ
Zg o (2.2.12)

Ty
j=!
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Burada le(k), k . iterasyonda i . gruptaki j. gozlem degerinin sonraki olasiligini gosterir.

(k+1) degeri,

ni(k+1) degeri, (k+1) iterasyonda i . bilesenin karma oranlarmi gosterir. h

(k+1) iterasyonda i . bilesenin ortalama vektoriinii ve Z§k+1) degeri de (k+1) iterasyonda

i . bilesenin varyans-kovaryans matrisini gosterir.
2.2.4. Cok Degiskenli Sonlu Karma Dagilimlarda Model Olusturma

Cok degiskenli karma modellerdeki her bir degiskenin anlamli alt gruplara ayrilmasina
degiskenlerin parcalanmasi denir. Degiskenlerdeki parcalanmalara karar vermek bazen
cok kolay olmayabilir. Bir degiskende par¢alanmanin olmamasi verinin homojen olmast
anlamma gelmektedir. Eger degiskende birden fazla alt grup veya parcalanma
bulunuyorsa veri homojen olmayan yani heterojen yapiya sahiptir denir. Modele dayali
kiimeleme p-boyutlu ¢ok degiskenli heterojen veriyi anlamli alt gruplara bolmek igin
bircok kiimeleme metodundan birisidir [6]. Cok degiskenli normal dagilimlarin
karmasinin her bileseni, ¢ok degiskenli heterojen verideki bir kiimeye karsilik gelir [7].
Cok degiskenli heterojen verinin degiskenlerindeki pargalanmalar1 diger bir ifadeyle
karma dagilimdaki g bilesen sayisini belirlemek igin histogram veya P-P grafiksel
yontemlere bagvurulabilir [41]. Cok degiskenli heterojen verideki normal karma dagilim
modelindeki bilesen sayisini belirlemek i¢in verideki her bir degisken tek degiskenli
normal karma gibi alinip degiskendeki loglikelihood, AIC ve BIC degerlerine bakilarak
karar verilebilir. Elde edilen degerlere gore verideki en uygun parcalanma sayisinin
loglikelihood degerinin maksimum ve AIC ile BIC degerlerinin minimum oldugu say1

olarak karar verilir. Her bir degiskendeki k. par¢alanma sayisi belirlendikten sonra, bu

parcalanmalara karsilik gelen modeldeki kiimelenme sayis1 veya ¢ok degiskenli normal

karma dagilim modelindeki g bilesen sayist hesaplanabilir [41].

2.2.4.1. Cok Degiskenli Sonlu Karma Dagilimlarda Model Sayisinin Belirlenmesi

Cok degiskenli heterojen verideki degiskenlerin yapisi ¢ok degiskenli heterojen verideki
kiimelenmeyi belirlemektedir [41]. p-boyutlu ¢ok degiskenli heterojen verideki Xg

degiskeninin yapis1 ya da bilesenlerinin sayismmin Kg =1 olmak {izere Kgoldugunu

varsayalim. Bu durumda her bir degisken igin kg degeri k-means algoritmas: gibi bir
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ayristirma-kiimeleme algoritmasi kullanilarak elde edilebilir. p -boyutlu ¢ok degiskenli

heterojen verideki S. degisken ve |. gozlem arasindaki iligki ij olarak gosterilebilir.

Burada X p -boyutlu ¢ok degiskenli heterojen verideki S. degiskeninin j. gozlemini

S’
ifade eder. Cok degiskenli heterojen verideki kiimelenmeyi verideki her bir degiskenin
yapist ve c¢ok degiskenli normal dagilimlarin karmalarin1 kullanarak modele dayali
bicimde elde etmek veya belirlemek i¢in oncelikle veride her bir degiskendeki boliinmeye
bakilir. Veride her bir degiskendeki boliinmelere gore verinin kiimelenme merkezleri ve

bu merkezlerin olusturabilecegi kiimelenme yapilar1 belirlenir. Cmax ile gosterilen

degiskenlerdeki boliinmelerin olusturdugu kiimelenme merkezlerinin maksimum sayist,

Servi ve Erol [41] tarafindan 6nerilen

Y
Crnax = S];[lks (2.2.13)
esitligiyle hesaplanir. Cmin ile gosterilen degiskenlerdeki boliinmelerden olusan

kiimelenme merkez sayisinin minimum sayis,

Cyin = Max {Ks | (2.2.14)

esitligiyle hesaplanir. Burada p, degisken sayisini ve Kg, her bir degiskendeki boliinme

sayisini gostermektedir.

M ile gosterilen normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek

Toplam
toplam model sayist,

_ »Cmax
M roplam =2 1 (2.2.15)

esitliginden elde edilebilir.

2.24.2. Sonlu Karma Dagihm Modellerinde Uygun Aday Model Sayisinin

Belirlenmesi

Sonlu karma dagilim modellerinde degiskenlerdeki pargalanmalardan kaynaklanan
kiimelenme merkezlerinin sayisi, kiimelenme merkezlerinin olusturdugu olusabilecek

toplam model sayisi M Servi ve Erol [41] tarafindan Onerildi. Cok degiskenli

Toplam’
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heterojen verideki degiskenler ve bu degiskenlerdeki pargalanmalardan kaynaklanan
kiimelenme merkezlerinin modeldeki yeri ve sayist varsayima uyan modeller olarak

hesaplanabilir. Karma dagilim modelindeki degisken sayist ve her bir degiskendeki

pargalanmalarin olusturdugu maksimum kiimelenme sayist Cyo = 1 kg ve minimum
s=1

kiimelenme sayisi Cmi =max{ks} olarak belirlenir. Modeldeki gecerli olabilecek

n

kiimelenme sayisi i¢in aralik,

o

max {ks} <k < ] kg (2.2.16)

AR

S

seklinde elde edilir. Burada kK modeldeki kiimelenme merkez sayisini1 gostermektedir.

) A )
Sonlu karma modellerdeki MTopIam_Z —1 model arasindan her bir

par¢alanmaya en az bir kiimelenmenin karsilik geldigi modellere uygun aday model

denir. iki degiskenli modeldeki uygun aday model sayis1 i=1,...n j=1...m olmak
uzere,

f(nm.k)= g(—l)i m jmo(—l)j [T)((”“)l((m‘ j)] (2.2.17)

denklemi ile elde edilir [53]. Burada nve m degiskenlerdeki pargalanma sayisi, K
degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen modelin kiimelenme merkez sayisini
gostermektedir. Ayrica degiskenlerdeki parcalanmalar esit yani N=m alindifinda uygun
aday model sayisin1 veren denklem, i =1,...,n olmak iizere,

fni)=. & () [?]('?j((”‘i)lf”‘j)] (2.2.18)

i,]=0 AN

seklinde elde edilir.

2.2.5. Modele Dayah Kiimeleme

Modele dayali kiimeleme Sonlu karma modeller gibi verinin olasilik dagilimlarin bir
karmasindan elde edildigi diistiniiliir. Baska bir sekilde ifade edilecek olursa, her bir
bilesen dagilimi verideki bir kiimelenmeye karsilik gelen karma olasilik dagilimlarindan

tiretildigi varsayilir. Modele dayali kiimeleme verideki karma kiimelemenin ve kiime
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yapilarinin modellenmesinde iki yaklagim kullanilir. Bunlar smiflandirma olabilirlik

yaklasimi ve karma olabilirlik yaklasimidir[ 72]. Siniflandirma olabilirlik fonksiyonu,
] n
L :(91,02,...,09,)/1,}/2,.--,7n|x): jgl fi (xj ‘eﬂ-) (2.2.19)

seklinde ifade edilir. Burada i=1,2,...,g ve j=12,..,n dir. Eger Xj rastgele vektorii

karma dagilimin i. bileseninden elde edilmisse » j= I olarak etiketlenir.

Karma olabilirlik (likelihood) yaklasiminda bir olasilik fonksiyonu olasilik agirliklarinin
bilesen fonksiyon toplam1 oldugu kabul edilir. Kiimelemede karma olabilirlik yaklasimi
kullanilirsa problem karma dagilim modelindeki parametrelerin tahminine dondsiir. En

cok olabilirlik fonksiyonu,

n g
Lyt =(61,05..0g: 7, 7y, 00| X) = 127 f (xj \ei) (2.2.20)

olarak elde edilir. 7z; bir gbzlem degerinin i.bilesende bulunma olasiligini

gostermektedir.

Tamm 2.2.5.1. Olabilirlik Kestirim Fonksiyonu (Likelihood);

X, =%, X, =X%,,..X, =X, gozlemleri bir rasgele orneklem uzaymi gostersin. X, ’nin
g - -

olasilik  yogunluk fonksiyonu f(xi;\I’):Zﬁj f (Xi;Qj) 1=12,.nve j=12,.9
i=1

olsun. f (Xi 0, ) karma olasilik yogunluk fonksiyonunun olabilirlik kestirim fonksiyonu,
n ni g . .

L(V¥)= f(xi;\P)zl‘[ > f(xi;e-) i=1,2,.nve j=12,..9
i=1 i=1| j=1 ]

seklinde elde edilir. Logaritmasi alinmig olabilirlik kestirim fonksiyonu,

log L (V) :JZ:‘Iog(f (Xi LP)) :Zlog(gm f. (xj 0 )j (2.2.21)

olarak elde edilir.

Tanim 2.2.5.2. Siniflandirma en ¢ok olabilirlik yaklagiminda; i=1,2,...g ve j=12,...n

olmak flizere z., X:

ij X gozlemi, karmanin i. bileseninden elde ediliyorsa 1 diger
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bilesenlerinden elde ediliyorsa sifir degerini alan elemanlardan olusan g boyutlu z,

bilesen etiket vektorleri bilinmeyen parametre vektdrleri olarak diisiiniiliir. Ornekleme
yapisina gore iki farkli smiflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri bulunur. Bu 6rnekleme

yapilar1 ayrik 6rnekleme ve karma ornekleme olarak adlandirilir.

Ayrik Orneklemede, X)) Xose X orneklemi baglantisiz olarak n; sayida gozlemin i.
bilesenden alinmasiyla olusturulur. Burada n; Orneklemeye baslanmadan 6nce alinan
sabit bir sayidir. Bu gosterimde bilesen oranlari 7; ’ler belirgin sekilde goriilmezler. Bu
nedenden dolayr karma oranlari 7; ’nin esit oldugu kabul edilir. Bu durumda kisith

siniflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri,

n
L(W)=T1] f(x;¥ (2.2.22)

()= 11 1 (x:7)
olarak elde edilir. Burada i=12,...,g ve j=12,..,n olmak iizere P=(R,P,,...P,), Z,

]

etiket vektorleri ile belirlenmis X5 X0y Xn gozlemlerinin alt gruplara parcalaniglaridir.

P= {X J. ‘Zij :1} parcalanmasi i. pargalanisin gézlemlerinden elde edilir.

Karma ornekleme yapisi icerisinde X1 X910 Xn orneklemi, ¢ok degiskenli karma dagilim

fonksiyonu dagilimimdan, bilesenlerinden alinan gozlemlerin sayilar1 6rneklem hacmi n

ve olasihk parametreleri 7;,7,,..., 7, olan ¢ok terimli bir dagilima sahip olacak sekilde

rastgele elde edilirler. Bu durumda siniflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri [11].

logL(¥)= Zn_lllog( f (xi;‘I’)) = Zn_lllog @”‘ f (xj ;0 )J (2.2.23)

seklinde elde edilir.
2.2.5.3. Karma Kiimeleme Analizinde Model Secim Kriterleri

Cok degiskenli karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizinde model sec¢imi
olabilirlik fonksiyonuna (likelihood) dayali olarak olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi

alinmis hali olan log-likelihood fonksiyonu kullanilir. Logaritmasi alinmis olabilirlik,

log L(‘P):Zlog(gﬂi f, (xj;@i)j (2.2.24)



47

Seklinde elde edilir. Logaritmik olabilirlik fonksiyonuna dayali olarak yapilan model

sec¢imi bilgi kriterleri olarak adlandirilir [11].
Tamm 2.2.5.4. Bayesci Bilgi Kriteri (BIC);

Integrallenebilir olabilirlik fonksiyonu modellerin giris olasilik degerlerine baglh
oldugundan, modellerde logaritmik olabilirlik fonksiyonunun degeri hesaplanabilir. Bu
degere kisaca Bayesci bilgi kriteri (BIC) veya Schwarz bilgi kriteri denir. Sonlu karma

dagilim modeli g sayidaki bilesenin bilinmeyen parametrelerini
Y= {ﬂl,ﬂz,...,ﬁg ,91,92,...,09} vektorii ile belirler. Veri yapisina uyan en iyi modelin
belirlenmesi icin sonlu karma dagilim modelinde model se¢imi metodu kullanilir.
i=1..,gve j=1..n olmak {izere f(Xj;Hi) karma modelin olasilik yogunluk
fonksiyonu, L(W¥) karma modelin yogunluk fonksiyonundan elde edilmis olabilirlik

fonksiyonu olsun. Bayesci bilgi kriteri,

BIC=-2InL(¥)+dlogn (2.2.25)

olarak elde edilir. Burada n yogunluk fonksiyonundaki gdzlem sayisii, d modeldeki

bagimsiz parametre sayisini K bilesen sayisi ve p degisken sayisina bagli olarak
(P+1)
d=(K-1)+(Kp)+ KpT (2.2.26)

esitliginden hesaplanir [5]. Buradaki dlogn terimi bilgi kriterindeki yanlilik

diizeltmesinde kullanilan ceza terimi olarak kullanilmigtir. Ceza terimi giiriiltii verisinden
kaynaklanan fazla kiimelenmeyi 6nlemek amaciyla olabilirlik fonksiyonundan ¢ikarilir
[73].

Tamm 2.2.5.5. Akaike Bilgi Kriteri (AIC); Sonlu karma dagilim modellerinde L (W)

olabilirlik fonksiyonuna dayali bilgi kriteri Akaike [74] tarafindan ileri siiriilmistiir.
Karma modelin parametrelerinin tahmini i¢in olabilirlik fonksiyonu kullanilarak

hesaplanan bilgi kriteri,

AIC =-2InL(¥)+2d (2.2.27)
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Akaike bilgi kriteri (AIC) olarak elde edilir. Burada d modeldeki bagimsiz parametre
sayisini gostermektedir. Model se¢ciminde AIC modeldeki bilesen sayisini oldugundan

fazla gostermeye meyilli olmasina ragmen en yaygin kullanilan bilgi kriteridir.



3. BOLUM

NORMAL KARMA MODELLERIN MODELE DAYALI
KUMELENMESI iICIN ADAY MODELLER ARASINDA EN iYi
MODEL SECIMINE DAYALI YENI BiR METOD

3.1. Normal Karma Dagilimlarda Modele Dayah Kiimeleme icin Genetik Algoritma

Cok degiskenli verinin modele dayali kiimelenmesi i¢in verideki degiskenler ve bu
degiskenlerin alt gruplarinin olusturdugu kiimelenme merkezlerinin yapisi ve sayist
istatiksel ve matematiksel metotlarla incelenmistir. Veri setindeki degiskenlerin
parcalanmasi (segmentasyonu) ve bu pargalanmalarin karsilik geldigi kiimelenmelerin
ortaya cikarilmasi i¢in bir algoritma gelistirilmistir. Normal karma modellerin modele
dayali kiimelemesi i¢in gelistirilen genetik algoritmanin adimlar1 kisaca su sekilde

gosterilebilir,

1) Cok degiskenli heterojen verideki her bir degiskenin verinin yapisina en uygun alt

gruplara ayrilmasi veya baska bir deyisle degiskenlerin parcalanmast

2) Cok degiskenli veride k-ortalamalar algoritmasi ile degiskenlerdeki parcalanmalara

diisen gbzlemlerin belirlenmesi

3) Cok degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki pargalanmalara dayali

kiimelenme merkezi sayisinin ve yapisinin belirlenmesi

4) Cok degiskenli normal karma modellerde toplam model sayis1 ve modellerin yapisinin

belirlenmesi

5) Toplam modeller arasindan varsayimlara uyan uygun aday model sayisinin

belirlenmesi ve her bir modelin temsili gosteriminin elde edilmesi
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6) Uygun aday modellerdeki parametrelerin normal karma dagilimlardan elde edilmis
verinin gbzlem degerlerine dayali olarak tahmin edilmesi (EM algoritmasi1 kullanmadan

parametrelerin giris degerleri kullanilir)

7) Her bir Uygun aday modeli meydana getiren kiime merkezlerini olusturan parametreler

kullanilarak modelin log-likelihood fonksiyonu, AIC ve BIC degerlerinin elde edilmesi

8) Log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine gore optimizasyonla uygun aday modeller

arasindan en iyi model se¢ilmesi

3.2. Cok Degiskenli U¢ Farkh Veri Setinde Heterojen Degiskenlerin Normal

Karma Modeller ile Modele Dayah Kiimelenmesi

Bu boliimde ¢ok degiskenli normal karma modellerin modele dayali kiimelenmesi icin iki
degiskenli, gozlemleri normal dagilimlardan gelen ii¢ farkli sentetik veri seti Minitab17
Paket Programinin Deneme Siirimi (http://it.minitab.com/en-us/products/minitab/free-
trial.aspx) kullanilarak elde edilmistir. Gozlem degerleri her bir degisken igin ayr1 ayri
ortalama vektorleri ve standart sapmalar1 girilerek elde edilmistir. Degiskenlerin her
birisindeki gozlem sayist esit olup, her bir degiskendeki boliinmelere diisen gozlem
sayilar1 farklidir. Simiilasyonla iiretilen veri seti iizerindeki prototip ¢aligma igin tiiretilen
farkli {i¢ veri setinde iki degisken ve her bir degiskende esit gézlem sayis1 bulunmaktadir.

Yani, X, ve X, degiskenlerinin gézlem sayilar1 sirastyla n, =300 ve n, =300 olarak

elde edilmistir. Ug farkl1 sentetik veri setindeki degiskenlerde bulunan heterojen yapilar
arastiritlmig, degiskenlerdeki parcalanmalara dayali kiimelenme merkezlerinin terleri ve
sayist belirlenmigtir. Karma modeller olusturulmus ve aralarindan varsayima uyan aday
modellerin sayilar1 ve karma modelleri olusturulmustur. Aday modeller arasindan veri
yapisina en uygun karma modelin se¢iminde istatistiksel bilgi kriterleri kullanilmastir.
Simiilasyon ile olusturulan birinci, ikinci ve lgilincii veri setlerinde degiskenlerdeki
parcalanmalar ve buna dayali karma modeller arasindan en iyi model sirasiyla iki, {i¢ ve

dort kiimelenme merkezli modeller olarak elde edilmistir.

3.2.1. Heterojen Degisken Iceren Cok Degiskenli Veride Degiskenlerin Grafiksel

Yontemlere ve Tek Degiskenli Normal Dagilimlara Dayal Parcalanmasi

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki pargalanmalarin belirlenmesi igin ¢esitli

yontemlerden faydalanilabilir. Her bir degiskendeki pargalanmalar degiskenlerin alt
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gruplar1 olarak adlandirilir. Degiskenlerdeki parcalanmalar1 belirlemek ve bu
parcalanmalar1 anlamli alt gruplara doniistiirmek icin istatistiksel grafiksel yontemler ve
normal karma modeller kullanilir. Her bir degiskendeki anlamli pargalanma sayisi
histogram grafigindeki tepelenme sayis1 ve P-P grafiginde gozlemlerin normal dogrusu

ile kesisme sayisina gore tahmin edilebilir.

Her bir degiskendeki anlamli alt grup sayisin1 belirlemek amaciyla tek degiskenli normal

karma modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine bakilir.
3.2.1.1. Degiskenlerdeki Parcalanmalarin Grafiksel Yontemlere Dayal Belirlenmesi

Bu calismada literatiirdekilerden farkli olarak verideki degiskenlerin heterojenligi test
edilir. Degiskenlerde heterojenlik varsa degisken icerdigi alt grup sayis1 kadar pargalanir.
Verideki degiskenlerdeki pargalanmalar, verideki kiimelenme merkez sayilarini belirler.

s=1..,p olmak lzere verideki her bir X_ degiskeninin heterojenligi incelensin.

Verideki degiskenler homojen ya da heterojen yapida olabilir. Heterojen verideki

degiskenlerin yapisi verideki kiimelenmeyi belirlemektedir [41]. p -boyutlu veride X
degiskeninin yapisina gore pargalanmalarmin sayisi ks >1 olsun. ks =1 durumunun
olmasi degiskenin homojen yapida ve k  >1 olmasi degiskenin heterojen yapida olmasi
anlamina gelir. p -boyutlu heterojen verideki S. degisken ve j. gozlem arasindaki iligki

X olarak gosterilebilir. BuradaXSj, p -boyutlu heterojen verideki S. degiskeninin j.

gozlemini ifade eder. Veri setinde bulunan her bir degiskendeki alt gruplarini
(parcalanma sayilari) belirlemede en uygun parcalanma sayisini bulmak i¢in histogram ve
P-P grafiklerinden tahmini parcalanma sayisi hakkinda bilgi edinilebilir. Ug farkli
sentetik veri setinde iki degiskenli birinci veri seti, iki degiskenli ikinci veri seti ve iki
degiskenli {igiincii veri setindeki her bir degiskenin homojenlik veya heterojenlik

yapisinin ortaya ¢ikarilmasinda istatistiksel grafiksel yontemler kullanilir [41].

Iki degiskenli birinci, ikinci ve {iglincii veri setlerinde X, ve X, degiskenlerinde

meydana gelen en uygun parcalanmayi belirlemek amaciyla her bir degisken ayr1 ayri ele
alimir. Degiskenlerin histogram ve P-P grafikleri elde edilerek parcalanma sayis1 hakkinda

tahmini bir say1 elde belirlenebilir.
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Sekil 3.2.1.  Iki degiskenli birinci veri setindeki (a) X, degiskeni (b) X, degiskeni igin
histogram ve P-P grafikleri.

Marmal - Plot of x1 Harmal PP Plat of x2
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Sekil 3.2.2.  Iki degiskenli ikinci veri setindeki (a) X, degiskeni (b) X, degiskeni igin
histogram ve P-P grafikleri.
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Harmal PP Plat of 21 Marimal | FF Plot of €3
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Expecosd Cum Prob

(@) (b)

Sekil 3.2.3.  Iki degiskenli iigiincii veri setinde (a) X, degiskeni (b) X, degiskeni i¢in
histogram grafikleri.

iki degiskenli iig farkli veri setinde, her bir veri setindeki X, ve X, degiskenleri igin
uygun parcalanmanin belirlenmesinde histogram grafigindeki tepelenme (mod) sayist ve
P-P grafiginin normal dogrusu veya y = x dogrusu ile verideki gozlemlerin olusturdugu
egrinin kesisim sayisina bakilarak degiskenlerdeki pargalanma sayilari belirlenir. Sekil
3.2.1 - Sekil 3.2.3 teki grafiklere bakilarak birinci veri setinde k =2 ve k, =2, ikinci
veri setinde k =2 ve k, =2 ve lgiincii veri setinde k =2 ve k,=2 olarak tahmin

edilmistir.

3.2.1.2. Degiskenlerdeki Parcalanmalarin Tek Degiskenli Normal Karmalara

Dayal Belirlenmesi

Iki degiskenli veride X, ve X, degiskenlerinin her birinde meydana gelen optimum

pargalanmay1 belirlemek amaciyla her bir degisken ayr1 ayri ele alinir. ki degiskenli
veride her bir heterojen degiskendeki bolinme ya da pargalanma sayisinin
belirlenmesinde grafiksel yontemlerle birlikte tek degiskenli karma modeller

kullanilabilir.
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Sentetik veri setlerindeki her bir degiskene tek degiskenli karma normal model
olusturarak her bir degisken i¢in olusturulan tek degiskenli karma normal modelde

bilesen sayisini belirlenir. Tek degiskenli normal dagilimlarin karmasi
g
F(x0) = 2 ifi(xi4.0i) (3:2.1)

olarak gosterilir. Burada f (x) tek degiskenli normal dagilimin karmalarmimn olasilik

yogunluk fonksiyonu, § karma dagilimdaki bilesen sayisi, 7 i karma olasilik agirliklarin

gostermektedir. Tek degiskenli normal karma dagilimlarin olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 fi (X;44,07), ortalama vektdrii 4 ve standart sapmast o olmak iizere,

f(X;,u,O'Z)=GjZeXp{%1%} xeR (3.2.2)

seklinde ifade edilir. Degiskenlerdeki pargalanma sayisini elde etmek i¢in normal karma
dagilimlarm log-likelihhod, AIC ve BIC gibi istatistiksel bilgi kriterleri kullanilmaktadir.
Olusturulan her bir model i¢in log-likelihood, AIC ve BIC degerleri degiskenlerdeki

olasilik agirliklart 7z, ortalama vektorii 2 ve varyansi o’ degerlerinden hesaplanir. Her

bir heterojen degiskendeki par¢alanmayi model tabanli belirlemek amaciyla her bir K
degerleri i¢in hesaplanan log-likelihood, AIC ve BIC degeri karsilastirilir ve optimum K
degeri belirlenir. Log-likelihood fonksiyon degerinin maksimum, AIC ve BIC
degerlerinin minimum oldugu modelde pargalanma sayisi optimum olarak bulunur.
Hesaplamalarda Matlab programinin istatistik paketi kiitliphanesinde yer alan
gmdistribution.fit(data,k) hazir fonksiyonu kullanilmistir. Iki degiskenli veride her bir
heterojen degisken i¢in hangi parcalanmanin optimum oldugunu belirlemek amaciyla
k=1,2,3,4 bilesen sayilar1 girilerek olusturulan karma normal modeller i¢in log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve hesaplama sonuglarina gore en uygun

parcalanma sayis1 belirlenmistir.

Iki degiskenli {i¢ farkli veri setinde her bir degiskendeki uygun parcalanma sayisini

belirlemek icin tek degiskenli normal karma dagilim modeli uygulanmistir.
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Degiskenlerdeki K bilesen sayis1 araliktaki en kiiciik degerden baslayip iist sinira kadar

verilerek en uygun say1 elde edilmistir.

Tablo 3.2.1.  Birinci veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisin1 belirlemek igin
tek degiskenli karma normal modellerdeki = , x4 ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1327.4 2658.9 2666.3

k=2 -1318.0 2646.0 2664.5

k=3 -1317.1 2650.2 2679.8

Tablo 3.2.2.  Birinci veri setinde X, degiskenindeki par¢alanma sayisini belirlemek igin
tek degiskenli karma normal modellerdeki =~ , u ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1365.8 2735.6 2743.0

k=2 -1297.1 2604.2 2622.8

k=3 -1297.1 2610.2 2639.9

Tablo 3.2.3. Ikinci veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisii belirlemek igin
tek degiskenli karma normal modellerdeki = , u ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1327.4 2658.9 2666.3

k=2 -1318.0 2646.0 2664.5

k=3 -1317.1 2650.2 2679.8

Tablo 3.2.4. Ikinci veri setinde X, degiskenindeki par¢alanma sayisim belirlemek igin
tek degiskenli karma normal modellerdeki = , x ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1365.8 2735.6 2743.0

k=2 -1297.1 2604.2 2622.8

k=3 -1297.1 2610.2 2639.9

Tablo 3.2.5. Ugiincii veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisim belirlemek
i¢in tek degiskenli karma normal modellerdeki = , u ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1327.4 2658.9 2666.3

k=2 -1318.0 2646.0 2664.5

k=3 -1317.1 2650.2 2679.8
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Tablo 3.2.6. Ugiincii veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisim belirlemek

icin tek degiskenli karma normal modellerdeki ~ , u ve o parametre
degerlerinden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -1365.8 2735.6 2743.0
k=2 -1297.1 2604.2 2622.8
k=3 -1297.1 2610.2 2639.9

Iki degiskenli birinci, ikinci ve {igiincii sentetik veri setlerine tek degiskenli normal karma
dagilim modeli uygulanarak elde edilen bilgi kriterleri tablolarina gore ii¢ farkli veri
setindeki her bir degiskende heterojen yapida uygun parcalanma sayis1 K =2 olarak elde
edilmistir. Boylece ti¢ farkli sentetik veri setindeki her bir degiskende uygun pargalanma
sayist grafiksel yontemler ve tek degiskenli karma modeller ile kiimelemedeki

algoritmalar kullanilarak elde edilmistir.

3.2.2. K-Ortalamalar Algoritmasi Ile Parcalanmalara Diisen Gozlemlerin

Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye parcalandigi veri setlerindeki degiskenlerin
parcalanmalarina diisen gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar algoritmasi
kullanilmaktadir. Bagslangicta sentetik veri setlerindeki her bir degiskendeki anlamli alt
grup sayis1 veya uygun parcalanma sayis1 K =2 belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler
arasindaki uzakliklara gore merkez etrafindaki en yakin goézlemler pargalanmalara
atanmaktadir. Secilen giris kiime merkezi degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik

hesaplamasi

2
Kk
argmin > Y Hx-— H 3.2.3
% i=1xjes; i~ (3.23)

seklinde hesaplanmaktadir. Burada her bir grup ya da pargalanma i¢in gozlem degeri ile
grup merkezi arasindaki uzakliklarin toplami alinarak her bir gézlem degeri icin en uygun

grup merkezi segilir.

Iki degiskenli ii¢ farkl1 sentetik veri setindeki her degiskenin ikiye boliindiigii veride K -
ortalamalar algoritmasi uygulandiginda iki ayr1 kiime merkezi belirlenmis ve her bir

kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum olacak sekilde gozlem degerleri
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atanmistir. Kiimeler arasi mesafenin maksimum (heterojenlik) ayni zamanda kiime igi
mesafenin  minimum (homojenlik) oldugu durum en uygun pargalanma sayisini
vermektedir. K -ortalamalar algoritmasi kullanilarak verideki her bir degisken ikiye

parcalanmis ve her bir gézlemin diistiigii veri grubu (alt grup) belirlenmistir. X, ve X,
degiskenlerindeki parcalanmalara karsilik gelen alt gruplar, ait olduklar1 degiskene gore
isimlendirilmistir. X, degiskenindeki iki pargalanmaya karsilik gelen alt gruplar
X, ve X,,, X, degiskenindeki iki parcalanmaya karsilik gelen alt gruplar ise

X,, ve X,, olarak adlandirilmistir.

Iki degiskenli normal karma modellerdeki ii¢ farkli veri setinde bulunan her bir
degiskenin par¢alanmalar1 ve bu pargalanmalara diisen gézlem sayilar1 Tablo 3.2.7-9 da

verilmistir.

Tablo 3.2.7. Iki degiskenli birinci sentetik veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diisen gbzlem sayilari.

Degiskenler X, X,
Degiskendeki X, X X,y X,
parcalanmalar

Gozlem sayisi n, =157 n, =143 n, =168 n,, =132
Toplam n, =300 n, =300

Tablo 3.2.8. Iki degiskenli ikinci sentetik veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diigen gozlem sayilari.

Degiskenler X, X,
Degiskendeki X, X, Xy X,
par¢alanmalar

Gozlem sayisi n, =89 n, =211 n, =74 n,, =226
Toplam n, =300 n, =300

Tablo 3.2.9. Iki degiskenli iigiincii sentetik veri setindeki degiskenler ve
degiskenlerdeki par¢alanmalara diisen gézlem sayilari.

Degiskenler X, X,
Degiskendeki X, X, Xy X
parcalanmalar

Gozlem sayisi n, =133 n, =167 n,, =126 n,, =174
Toplam n =300 n, =300
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3.2.3. Normal Karma Modellerde Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayal

Kiimelenme Merkezi Sayisi ve Yapisinin Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii ii¢ farkli veri setinde modeldeki
kiimelenme merkez sayilar1 degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak hesaplanir.
Degiskenlerdeki parcalanmalarin sayisi kiimelenme merkez sayisini, parcalanmalara
diisen gozlem degerleri sirasiyla, kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve
biyiikliigiinii  belirlemektedir [49]. Modeldeki degiskenlerin  pargalanmalarinin

olusturdugu maksimum ve minimum kiimelenme merkezlerinin sayis1 Cpgyx Ve Chmin

s=1,..., p olmak iizere k degerlerine bagh olarak

P
Cmax = 11 Ks (3.2.4)
s=1
ve
Cpin = Max {ks | (3.2.5)

olarak elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.5) esitliklerinde verideki pargalanmalara karsilik gelen

en ¢ok kiimelenme merkezi sayisi Cmpax =K K, =2.2=4 ve en az kiimelenme merkez

sayist Cpin =max {ky, k, | =max {2,2} =2 olarak elde edilir.

Sekil 3.2.4.  Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye par¢alandigi normal karma modelde
X1 degiskeninin X, X;, ve X, degiskeninin X, X, par¢alanmalarmin

olusturdugu kiimelenme merkezleri ve bu merkezlerin numaralari.

Bir numarali kiimelenme merkezi: deegiskeninin X, ve X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 1
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2
.. O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi X,, sirasiyla Mz{#ﬂ} ve le{ no A . 21}
Hy P192101 On

seklinde tanimlansin. Burada p, = Corr(X,,, X,,) olmak iizere X;,ve X, parcalanmalari

O1191
01,09

arasindaki korelasyon katsayisin1 gostermektedir. p, = olarak tanimlanir. Bu

kiimelenme merkezindeki veriler, N (X; z4,%, ) normal dagilimina sahip olsun.
Iki numarali kiimelenme merkezi: deegiskeninin X, ve  X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii z,

2
.. O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi ¥,, sirasiyla ,uzz{ﬂ”} ve 22:{ 12 Pe v 21}
21 202101, On

seklinde tanimlansin. Burada p, =Corr(X,, X, ) olmak iizere X,ve X,

. ; . o
parcalanmalar1 arasindaki korelaSyon katsayisini gostermektedir. p, =—22- olarak
01,02

tanimlanir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z,,%,) normal dagilimma sahip
olsun.

U¢ numarali kiimelenme merkezi: deegiskeninin X, ve X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 1,

2
. . O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi X, sirasiyla ,uB:{ﬂ“} ve 23:[ no A v 22}
Ha, P30 20 02

seklinde tammlansin. Burada p,=Corr(X,,X,,) olmak iizere X,ve X,

- . . o.
pargalanmalari arasindaki korelasyon katsayisini gostermektedir. p, = —22- olarak
01102

tanimlanir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N (x; ;13,23) normal dagilimina sahip
olsun.

Dort numarali kiimelenme merkezi: deegiskeninin X,ve X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii z,

2
.. (o 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi %,, sirasiyla m:['uﬂ} ve 24={ 2 P v 22}
Ha, P102,01, 0%

seklinde tammlansin. Burada p, =Corr(X,,X,,) olmak iizere X,ve X,
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: ) . o
pargalanmalar1 arasindaki korelasyon katsayisini gostermektedir. p, = —22- olarak
01202

tanimlanir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z,,%,) normal dagilimma sahip

olsun.

3.2.4. Normal Karma Modellerde Toplam Model Sayis1 ve Modellerin Yapisinin

Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye par¢alanmasi durumunda kiimelenme merkezleri

icin Mt oplam ile gosterilen olusabilecek tiim modellerin sayisi degiskenlerdeki

parcalanmalara bagl olarak elde edilir. iki degiskenli normal karma modellerin toplam

sayi1sl

M Cmax _1_24 _1_15 (3.2.6)

toplam ~

olarak elde edilebilir. Burada ¢ikarilan 1 model kiimelenmenin bulunmadigi bos
modeldir. Olusabilecek toplam modeller igerisinde Cpgyx esitliginden elde edilen

maksimum kiimelenme sayisina gore tek kiimelenme merkezli, iki kiimelenme merkezli,

tic kiimelenme merkezli ve dort kiimelenme merkezli modeller bulunmaktadir. Toplam

4 4 4
model sayisi, (Oj =1 bos model, (J =4 tek kiimelenme merkezli model, [2} =6 iki

4
kiimelenme merkezli model, (3)=4 lic kiimelenme merkezli model ve [4]:1 dort

kiimelenme merkezli dolu model olarak elde edilip bos model sayist ¢ikarilaraktan

hesaplanabilir.
3.2.5. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Iki degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin sayisi ve yine par¢alanmalara bagli olarak toplam model sayisi
elde edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her pargalanmaya
en az bir kiimelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gecerli model veya uygun
modellerin sayis1 arastirilmistir. Bu gegerli modeller Sekil 3.2.3.1 de gosterilen merkezler

uzerinden kisaca her satir ve her sutunda en az bir kiimelenme merkezi bulunacak
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varsayimi ile anlatilabilir. Varsayima uyan modellere Uygun Aday Model denilmektedir.
Uygun aday model sayis1 degisken sayisi1 ve degiskenlerdeki parcalanma sayisina bagl

olarak hesaplanabilir.

Teorem 3.2.1. Degiskendeki g pargalanmaya karsilik gelen Kk adet kiimelenme veya

grup merkezlerinin sayisi
ST P
S(gyk)=_20(—1)'{.](k—l)g (3.2.7)
i= i

denkleminden elde edilir. Burada kiimelenme merkez sayisinin pargalanma sayisindan az

veya esit olmasi yani k < g durumlarinin digindaki durumlar hesaplanir.

Her satir ve siitunda en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi
her bir merkezin bulundugu satir ve siitundaki konumuna gére kombinasyon hesabi ile
elde edilebilir. Hesaplama sonucunda iki degiskenli veride her degiskenin ikiye
bolindiigii durumda veride olabilecek minimum kiimelenme merkez sayist 2, maksimum
kiimelenme merkez sayist 4 i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model sayisi

icin bagmtilar ve model sayilart Tablo 3.2.10 da verilmistir.

Tablo 3.2.10. iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii normal karma modellerde
uygun aday modeller i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model
say1s1 i¢in bagintilar ve model sayilari.

Merkez Sayisi Merkezlerin Movdellerln Sayis1  I¢in Model Sayisi
Konumu Bagint1
L . 1 1 seklinde 231
=21=2
ki merkezli siitunlara dagilan (1] (1 2
. . 2 1 seklinde 2
21=22=4
Ug merkezli siitunlara dagilan (J 4
' 4
Dort merkezli 2.. 2 ¥ Klinde =1 1
siitunlara dagilan 4
Toplam model sayisi 22 _1=15
Toplam Uygun model sayisi 0+0+2+4+1=7
. 4 41 . e
Tek merkezli toplam model sayisi ik m =4 adettir. Ancak modellerin hi¢biri

varsayima uymadigindan uygun aday model yoktur.




62

41

———— =6 adettir. Ancak varsayima uyan
(4-2)1.2!

. 4
Iki merkezli toplam model sayisi {2j=

uygun aday model sayis1 yukarida hesaplandigi gibi 2 adettir.

41

———— =4 adettir. U¢ kiimelenme merkezli
(4-3)L3!

. 4
Ug¢ merkezli toplam model sayisi [3} =

modellerin hepsi varsayima uyan uygun aday modeldir.

I
Dort merkezli toplam model sayist :Lzl adettir. Dort kiimelenme
4) (4-4)14!

merkezli model varsayima uyan uygun aday modeldir. Toplamda 2+4+1=7 uygun aday

model bulunmaktadir.

Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki kombinatorik
problem bir matris yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve

degiskenlerin pargalanmalari matrisin satir ve siitunlarina karsilik gelmektedir. Tablo
3.2.10 da kombinasyonla elde edilen uygun aday modellerin sayist baska bir sekilde, n;
elemani i. satir ve j. siitundaki kiimelenme merkezini géstermek tizere, NXm tipindeki

stfirlardan olusan bir matriste her satir ve her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu
bagka bir ifade ile sifirdan farkli en az bir elemanin bulundugu matrislerin sayist

Cheballah vd. [53] tarafindan onerilen
_h H(n) m i (m)((n=i)(m-j)
f(nk)= iél( 1) (i]jél( 1) ( J( ) (3.2.8)

esitligi ile elde edilebilir. Burada n ve m satir ve siitun sayisin1 veya degiskenlerdeki

parcalanma sayisini gostermek tizere N =M alindiginda
n +J () ((n=i)(n—j
f(nk)= & (- UU(< J(n=1) (329)
i, )=l AN k
esitligi elde edilebilir. Burada i, j =1,...,4 degiskenlerin parcalanmalarindaki kiimelenme
sayist ve K modeldeki kiimelenme sayisini gostermektedir.

Tablo 3.2.10 da ve (3.2.8) esitliginden elde edilen yedi uygun duruma karsilik gelen

kiimelenme yapilarinin modelleri Tablo 3.2.11 de verilmistir.
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Tablo 3.2.11. Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye béliindiigii normal karma modeller
arasindan varsayima uyan iki, iic ve dort kiimelenme merkezli toplam
model sayisi, uygun aday modellerin sayis1 ve karsilik gelen kiimelenme
yapilariin dizi gosterimi.

Uygun Durumlara Karsilik
Kiimelenme Uygun Gelen Modellerin Dizi
Merkez Sayis1 Durum Say1s1 Durum Sayis1 Gosterimleri
1234
Bir Kiimelenme 4 i i
Merkezli Modeller
Iki Kiimelenme 6 » 1001
Merkezli Modeller 0110
1110
Ug Kiimelenme 4 4 1101
Merkezli Modeller 1011
0111
Dort Kiimelenme
Merkezli Modeller p 1 1111

3.2.6. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Modellerin Olusturulmasi ve

Parametre Tahminleri

Iki degiskenli normal karma dagilim modelleri i¢in bilesen agirliklari, ortalama vektorleri
ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen degiskenlerdeki pargalanmalar
kullanilarak Ornekleme dayali tahmin edilmektedir. EM algoritmasi gibi adimsal
hesaplama yapan ve hesaplama karmasiklig1 yiiksek algoritmalarin kullanilmamasi, islem
karmasikligint en aza indirmekte ve hizini yiikseltmektedir. Karma modeldeki her bir
merkezin olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisi modeldeki
olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek igin kullanilir. Tablo 3.2.7 de uygun aday
modellerin temsili gosterimleri modeldeki merkezlerin numaralaria gore dizi gosterimi
seklinde verilmistir. Modelin temsili gosteriminde kullanilan “0” ve “1” elemanlar (digit)
modeldeki karsilik gelen merkezde yigilmanin (kiimelenmenin) olup olmadigini
gostermektedir [75]. Eger uygun aday modelde herhangi bir merkezde kiimelenme varsa
“1” yoksa “0” ile gosterilmistir. Veri setindeki degiskenlerin her birisi matris
gosteriminde satir ve siitunlara karsilik geldiginden, iki boyutlu diizlemde uygun
durumlar ve bu durumlarin merkezlerinin yerlerinin anlatildig1 modeller elde edilmistir.
Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye parcalandig1 veri setinde olusabilecek uygun aday

modellerin dizi gosteriminden elde edilen grafiksel gosterimler Sekil 3.2.8 de verilmistir.
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Bir numarali kiimelenme merkezinin ortalama vektorii g4 ve varyans-kovaryans matrisi

2
o. 10740

Y, strastyla ulz{'u'lz'ﬂ ve Z‘.lz 1 1 1:2L 21 seklinde tanimlansin. Burada

U

P1921°11 921
91121

plzCorr(Xll,X21) olmak {lizere ,01=0 -
11721

pearson korelasyon katsayisini

gostermektedir. Bu durumda birinci kiimelenme merkezindeki veriler, N(x; n Xy cok

degiskenli normal dagilima sahip olsun. Sekil 3.2.7°deki iki numarali kiimelenme
merkezi X, degiskeninin X,, ve X, degiskeninin X, pargalarinin olusturdugu
kiimelenme merkezdir.

Iki numarali kiimelenme merkezinin ortalama vektdrii x4, ve varyans-kovaryans matrisi

2
o. fo XN ey
2, sirasiyla [ ={'L42'§J ve )22 = 12 2 122 21 seklinde tanimlansin.
Y7,

P2921912 921
%1221
912921

gostermektedir. Bu durumda ikinci kiimelenme merkezindeki veriler, N(x; Hy Z5) cok

Burada Py = Corr(X12, X21) olmak lizere Py = pearson korelasyon katsayisini

degiskenli normal dagilima sahip olsun. Sekil 3.2.7°deki ii¢ numarali kiimelenme merkezi

X, degiskeninin X,; ve X, degiskeninin X,, par¢alarinin olusturdugu kiimelenme
merkezdir.

Ug numarali kiimelenme merkezinin ortalama vektdrii gz, ve varyans-kovaryans matrisi

M1 Ofa P3911922 .

2, sirastyla Hg = LIZZ} ve 23 = 5 seklinde tanimlansin.

P3922%11 922
_ %1122
911922

katsayisin1 gostermektedir. Bu durumda {igiincii kiimelenme merkezindeki veriler,

Burada p3=Corr(X11, X22) olmak lzere pq pearson korelasyon

N(X; M3, 23) cok degiskenli normal dagilima sahip olsun. Sekil 3.2.7°deki dort numarali

kiimelenme merkezi X, degiskeninin X,, ve X, degiskeninin X,, parcalarinin

olusturdugu kiimelenme merkezdir.
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Dort numarali kiimelenme merkezinin ortalama vektorii 4, ve varyans-kovaryans matrisi

2
o. P01 0.
2, strastyla u4={'u12} ve X 4= 12 4 122 22 seklinde tanimlansin.
Hee P4%22%12 922
_ 91222
912922

Burada p4=C0rr(X12,X22) olmak iizere p, pearson korelasyon

katsayisint gostermektedir. Bu durumda dordiincii kiimelenme merkezindeki veriler,

N(Gny 2y) cok degiskenli normal dagilima sahip olsun.

Sekil 3.2.5.  Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye parcalandif1 veri setinde (a) ve
(b) iki merkezli, (c), (d),(e) ve (f) li¢ merkezli ve (g) dort kiimelenme
merkezli uygun aday modellerin diizlemsel grafiklerini gostermektedir.
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3.2.6.1. Normal Karma Modeller ve Parametre Tahminleri

Simiilasyon ile olusturulan ii¢ sentetik veri setindeki iki degiskenin her birinin ikiye
boliinmesi durumunda olusacak kiimelenme merkezleri Sekil 3.2.7 de gosterilmistir.
Tablo 3.2.11 de her bir veri setindeki pargalanmalara karsilik gelen ve varsayimlara uyan

uygun aday modellerin dizi gosterimi verilmistir.

Toplam 7 uygun aday model igerisinden iki bilesenli normal karma modele karsilik gelen

modeller u=1,2ve i=12 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

2
olmak {izere, olasilik agirliklar ﬂi(u) = 2”—' , Xx=1,2 ve y=1,2 olmak iizere ortalama
Y 7
i=1
(u)
o ) _|“ix .
vektorleri = ) ve varyans-kovaryans matrisi
/Jzy
WP ) W]
(u) 1x plx,2y Ix ~2y _ . .
5 = olarak ifade edilir [76]. Iki kiimeleme

2
Aretyel) ()

merkezli ¢ok degiskenli normal dagilimlarin karma dagilim modelleri: O<m<1 ve
2
_leri =1 olmak tlizere

F(%0)=m N(xn, 2 +7yN(xipy, Ey)
f(%0) =y N(X oy, Ep) +TaN(X; pg, Eq)
alt1 karma model arasindan iki uygun aday model vardir.

Toplam 7 uygun aday model igerisinden ii¢ bilesenli normal karma modele

karsilik gelen modeller u=3,...,6 ve i =1,2,3 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

O OB O i%ﬂi(U) f (x5 (3.2.11)
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olmak {izere, olasilik agirliklar: ﬂi(u) = 3”—' , Xx=1,2 ve y=1,2 olmak iizere ortalama
> 7
i=1
(u)
. ) _|*1x .
vektorleri = () ve varyans-kovaryans matrisi
,uzy

2 _
AT el

=W _ olarak ifade edilir. Uc kiimeleme merkezli

2
sy (o))

¢ok degiskenli normal dagilimlarin karma dagilm modelleri: 0<z; <1 ve 3 7;=1
I=

olmak tizere
f(x;0) = nlN(x; ., 2‘.1) +7r2N(x; Hy, 2‘.2) +7t3N(x; Mg, 23)
f(x;0)= nlN(x; ., 2‘.1) +7z'2N(x; By, )22) +7z'4N(x; ny. 2‘.4)
f(x;0) = nlN(x; ., 2‘.1) +7r3N(x; Y 23) +7t4N(x; ny., 2‘.4)
f(x;0)= nzN(x; My, 22) +7t3N(x; Y 23) +7t4N(x; ., )24)

dort uygun aday model vardir.

Toplam 7 uygun aday model igerisinden {i¢ bilesenli normal karma modele karsilik gelen

modelleru=7ve i=1,...,4 igin normal bilesen yogunluk fonksiyonlar1

4
#0621y 3 75 o™ =) (3212)
1=
olmak iizere, olasilik agirliklari 7Z'i(u) = 4ﬂ—i, x=12 ve y=12 olmak iizere ortalama
> i
=1
(u)
. ) _|*1x .
vektorleri = ve varyans-kovaryans matrisi



68

5 }
(u) (u) L))

(u) [Glx Pix,2y°1x 2y _ N

Zi = olarak ifade edilir. Dort kiimeleme merkezli

2
Al (<4

4
cok degiskenli normal dagilimlarin karma dagilim modeli: 0 < m <1 ve _Zliri =1 olmak
1=

lzere
F(%0) =mN(Xny, 2 + Ty N(X o, B ) + TN (X g, Eg) + 1, N (X 1y, E )
bir uygun aday model vardir.
Boylece uygun aday modellerdeki i=1,...,g olmak iizere T, My Ve I parametreleri

tahmin edilmelidir.

Tablo 3.2.11 de dizi gosterimi verilen: iki bilesenli iki karma model ve (3.2.10)

denklemindeki u=1,2 icin karma modellerin yapisina uyan modeller Sekil 3.2.8 de

(u) _ N

gosterilmistir. 1ki bilesenli modellerin olasilik agirliklarinin tahmini ﬁi =5
2, N
=1

)
X
x=12 ve y=12 olmak iizere, ortalama vektorleri ﬁ-(u) = , varyans-kovaryans
i (U y y
X
2y

) -
W7 8
R X X,ey X 2y

matrisleri Zi(u) = , 1=1,2 i¢in normal bilesen yogunluk

2
()

fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir.

Ug bilesenli dort karma model ve (3.2.11) denklemindeki u=3,...,6 i¢in karma

modellerin yapisima uyan modeller Sekil 3.2.8 de gosterilmistir. Ug bilesenli modellerin

(u) _ N

olasilik agirliklarinin tahmini ﬁi =73 x=1,2 ve y=12 olmak iizere, ortalama
2 N;
1=l
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%)

.1 ~(u) | X I
vektorleri = W varyans-kovaryans matrisleri
. (y
X
2y

2 _
S

ii(u): , 1=12,3 i¢in normal bilesen yogunluk

2
(4

fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir.

Dort bilesenli karma model ve (3.2.12) denklemindeki u =7 i¢in karma modellerin

yapisima uyan modeller Sekil 3.2.8 de gosterilmistir. Dort bilesenli modelin olasilik

n.
agirliklarinin tahmini fri(u) =4—', x=12 ve y=12 olmak lizere, ortalama vektorleri
2, N
=1
) F ( (u)]2 () Sl(u)s(u{
~(u) X N (7)) X 1x,2y"1x “2y
= W varyans-kovaryans matrisleri ;" = 5 ,
X2y r(u) S(u) (U) S(u)
| 2y Ix72y "1X 2y

i=1,...,4 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir.
Iki degiskenli birinci, ikinci ve iigiincii veri setlerindeki normal karma modellerin
kiimelenmelerinden olusan uygun aday modellerin parametre degerleri Tablo 3.2.11-

Tablo 3.2.13 de gosterilmistir.
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Tablo 3.2.12. Iki degiskenli birinci veri setindeki yedi uygun aday normal karma model
i¢cin parametre tahminleri.

Model No | 7, U Z, e
m=05416 |, —|282664| |y 109277 B3|, g 5704
1. Model 17| 59,2654 17123113 67,624 ]
7, = 0,4583 _| 622378 | | _|134152 13,605\ , _ ¢ 0954
4 "4 7| 17,7130 47| 13,605 146,631) |
7, =0,5183 | - (622378 | | _|134152 18,965 po =0,1058
2 Model 2 | 59,2654 2 | 18,965 67,624
_ 28,2664 | 109,277 1,616 _
17,7130 | 1,616 146,631
7 =0,3514 n, = | 282664 g, | 109277 23,113 pL=0.2704
1| 59,2654 17] 23113 67,624 ]
. 7 r =0,1958
3. Model my =0,3362 ny = 62,2378 %, = 134,152 18,965 Py
59,2654 18,965 67,624 |
. [ 28,2664 | 109,277 1,616 Py =0,0129
3="% M3 = X3 =
17,7130 | 1,616 146,631
g =0,3567 o | 282664 5 _|109.277 23113 P =0,2704
1| 59,2654 17| 23113 67,624 ]
. 7 ¥ =0,1958
4. Model | z, =0,3414 n, | 022378 E, = B 152 MRS P2
59,2654 18,965 67,624 |
AP [62,2378] 134152 -13,605| | P4 =-0,0954
4 ! By = 24 =
17,7130 | 13,605 146,631 |
y =0,3656 o | 282664 5 _|109.277 23113 pp =0,2704
17| 59,2654 171 23113 67,624 ]
r 7 ¥ —0,0129
5. Model | =, =0,3251 g - 28,2664 5 - 109,277 1,616 P3
17,7130 1,616 146,631
o = 0.3003 [62,2378]] 134,152 13,605 | | #4 =—0,0954
4=% My = Xy =
17,7130 | 13,605 146,631 |
7, =0,3554 n, = 62,2378 y, | 134152 18,965 Po =098
2 | 59,2654 2| 18,965 67,624
r 7 § = 0,0129
6. Model | z; =0,3303 g = 28,2664 5 - 109,277 1,616 P3
17,7130 1,616 146,631
. 0 3143 [62,2378] 134,152 13,605 | | #4 =—0,0954
4=> My = Z4=
17,7130 | 13,605 146,631 |
ry =0,2708 o | 282664 5 _|109.277 23113 pp =0,2704
1| 59,2654 17] 23113 67,624 ]
02502 [62,2378]] . _ (134,152 18,965 py =0,1958
7 Model 2 "2 7| 59,2654 27| 18,965 67,624 |
o = 0. 2408 [ 28,2664 | 109,277 1,616 Pz =0,0129
3= M3 = X3 =
17,7130 | 1,616 146,631
. = 0.2292 [62,2378] . _ 134,152 -13,605| | P4 =—0,0954
4 47| 17,7130 4| 13,605 146,631 |




71

Tablo 3.2.13. Iki degiskenli ikinci veri setindeki yedi uygun aday normal karma model
i¢cin parametre tahminleri.
Model No T, U z P
7 =0,2717 u1:[67,3698 - 108,335 2386 | | , _ 0901
1 Model 20,1245 | -2,386 136,873 |
7, =0,7283 _| 235331 |y _|92963 6,761\ | , _g 0779
4 "4~ 685173 4| 6,761 80,099] | *
rp=04750 | [ BSBL) |y 92,963 18,051 | |, o175
2 Model 20,1245 18,051 136,873 |
1, = 0,5250 _| 67,3698 5 _ 108,335 15,393 pn =0,1806
3 "3 7| 68,5173 37| 15393 80,009 | °
7, =0,2717 _| 67,3698 _|108:335 2,386 | | , _ ¢ o201
1 M1 [20,1245 "17| 2386 136,873 | '
3. Model ry-047s0 |, _[28s@1] | [02963 180SL] |, 75
20,1245 218,051 136,873
1, = 0,5250 _ 67,3698 g 108,335 15,393 pn =0,1806
3 "3~ 68,5173 37| 15393 80,009 | °
7 =0,2717 _| 673698 | | o (108,335 2,386 | | , _ g gp01
L h1 [20,1245 17| 2,386 136,873] | ©
4 Model my=04750 |, _[23881] | [02963 180SL] |, 75
20,1245 2 18,051 136,873
7, =0,7283 _| 235831 |, _|92963 6,761 | , _g 0779
4 "4~ 685173 47| 6,761 80,009| |
7, =0,2717 _| 67,3698 _|108:335 2,386 | | , _ ¢ o201
1 M1 [20,1245 "17| 2386 136,873 | '
| 68,5173 3 | 15,393 80,099
7, =0,7283 _| 235331 |, _|92963 6,761\ | , _g 0779
4 "4~ 685173 47| 6,761 80,009| |
7 = 0,4750 _| 235331 | 5 _|92963 18,051 | ,"_g 475,
2 "2 7] 201245 27| 18,051 136,873 | "
68,5173 3 | 15,393 80,099
7, =0,7283 _| 235331 |, _|92963 6,761\ | , _q 0779
4 "4~ 685173 47| 6,761 80,009| |
7, =0,2717 _| 67,3698 _|108:335 2,386 | | , _ ¢ o201
1 k1 [20,1245 *17| 2386 136,873 | '
rp=04750 | [ BSL) |y 92,963 18,051 | |, o175
2 Model 20,1245 18,051 136,873 |
1, = 0,5250 _ 67,3698 5 _ 108,335 15,393 pn =0,1806
3 "3~ 68,5173 37| 15393 80,009 | °
7, =0,7283 _| 235331 | _|92963 6,761\ | , _0 0779
4 47 685173 47| 6,761 80,009] | *
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Tablo 3.2.14. Iki degiskenli iiciincii veri setindeki yedi uygun aday normal karma model
i¢cin parametre tahminleri.
Model No T, L Z, P
n1:0,5416 " - 26,6768 v - 114,677 -14,283 p1:—0,13l9
17| 73,0096 17| 14,283 100,252
1. Model = = — 25 461
1y =0,4583 |, _|7L2124| | (132427 25 py =0,2146
4 | 24,8488 4 | 25,461 104,498
7y =05183 |, 712124\ |y |182427° L1616 11, g 014
27| 73,0996 2] 1,616 100,252
2. Model = = L 7 735
73 = 0,4816 u, = | 266768 5 _| 114677 22, py=0,2041
3| 24,8488 37| 22,735 104,498
n1:0,5416 " - 26,6768 v - 114,677 -14,283 p1:—0,13l9
17| 73,0996 | 171 -14,283 100,252
i i i 7 1,616 |
3.Model | my=05183 |, _|7L2124| |y _\182427° LO16 41 g 014
2| 73,0996 | 2 | 1,616 100,252
- c -
5 = 0,4816 n, —| 266768 | | o | LI4.677 22,735 1), g o041
37| 24,8488 3| 22,735 104,498
7 =0,5416 | —|266768 | | _|H4OT7 14,2830, 9319
171 73,0996 | 171-14,283 100,252
4 Model | 7,=05183 |, —|782124| |y (132427 1616 1, _q 014
27| 73,099 | 27| 1,616 100,252
7y =0,4583 |, _|702124 | | 132,427 254611 1, _ g 2146
4| 24,8488 | 47| 25461 104,498
7, = 0,5416 n —| 266768 | | |14.677 Fl4283 ), 49319
17| 73,099 | 171 14,283 100,252
5.Model | 7y =0,4816 | | 266768 | |y _|114677 22735\ 1 204
3| 24,8488 37| 22,735 104,498
7y =0,4583 | —|702124 )\ |y 132,427 254811 1, g 9146
47| 24,8488 | 47| 25,461 104,498
7y =05183 |, 712124\ |y |182427° LO16 41, g 014
21 73,0996 | 2| 1,616 100,252
6. Model | x5 =0,4816 n,—| 206768 |y L4677 22,735 1), g 2041
3 | 24,8488 3 | 22,735 104,498
7y =0,4583 | o, | 732124 | | 182,427 2548111, g 5146
4| 24,8488 | 47| 25,461 104,498
7 =05416 |, —|266768 | | |\H4OT7 14,2830, 931
171 73,0996 | 171-14,283 100,252
7y =0,5183 | —|7L2124 | |y |132.427 L1616 1 g 0147
27| 73,0996 27| 1,616 100,252
7. Model = = = —
75 = 0,4816 n,—| 206768 |y (L4677 22,7351, 0 2041
3 | 24,8488 3 | 22,735 104,498
7, =0,4583 o, | 712124 s _|132.427 25461 pa =0,2146
47| 24,8488 47| 25461 104,498
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3.2.7. Normal Karma Modellerin Log-likelihood Fonksiyonu, AIC ve BIC Degerleri

Modele dayal1 kiimeleme yapmak icin iki degiskenli ve her degiskenin ikiye pargalandigi
birinci, ikinci ve ti¢iincii veri setlerindeki uygun aday modellerin normal karma modelleri
belirlenmistir. Normal karma modeller arasindan en iyi modelin se¢imi i¢in her bir uygun
aday modelin ¢ok degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood, AIC ve BIC

degerleri elde edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood
fonksiyonu, i=1,2,..n ve j=12,...golmak iizere f(Xi;Hj) karma olasilik yogunluk

fonksiyonunun likelihood fonksiyonu

n ni g
L(V¥)= i=lf (Xi ;‘P) = il;ll[jélf (xi;ej )} (3.2.13)

seklinde elde edilir. Logaritmasi alinmig likelihood fonksiyonu

logL(¥) =Zn_lllog(f (Xi ‘P)) =glog(§:ﬁi f (xj ;0 )) (3.2.14)

olarak elde edilir [73].

Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak

Bayesci bilgi kriteri ( BIC)

BIC =-2InL(¥)+dlogn (3.2.15)

olarak elde edilir. Burada n olasilik yogunluk fonksiyonundaki gozlem sayisini, d
modeldeki bagimsiz parametre sayisint K bilesen veya grup sayist ve p degisken

sayisina bagli olarak
d :(K—l)+(Kp)+(Kp(p—;1)j (3.2.16)

elde edilir. Ayni sekilde Akaike bilgi kriteri de (AIC) log-likelihood fonksiyonuna bagli

olarak

AIC =—2InL(¥)+2d (3.2.17)

seklinde elde edilir [74].
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Tablo 3.2.15. Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi igin
iki degiskenli sentetik veri setlerinden log-1, AIC, BIC degerlerinin elde
edildigi matlab kodu.

a=load('p12x11.txt");b=load('p12x12.txt");c=load('p12x21.txt");d=load('p12x22.txt");
X(1,:)=load('pl2x1.txt");x(2,:)=load('p12x2.txt");

pil=(size(a)+size(c))/(size(a) +size(c) +size(b) +size(d));
pid=(size(b)+size(d))/(size(a) +size(c) +size(b) +size(d));
mu(1,:)=mean(a);mu(2,:)=mean(c);

sigma =[ 109.257 1.616;1.616 146.631];

for i=1:length(x(1,%))
pdfl(i)=(1/(2*pi))*(1/((det(sigma))(1/2)))*exp((-0.5)*(x(:,i)-mu)"...
*inv(sigma)*(x(:,i)-mu));

end

mu(1,:)=mean(b);mu(2,:)=mean(d);

sigma =[ 134.152 18.965;18.965 67.624];

for i=1:length(x(1,:))
pdf4(i)=(1/(2*pi))*(1/((det(sigma))(1/2)))*exp((-0.5)*(x(:,i)-mu)'
*inv(sigma)*(x(:,i)-mu));

end

oyfl=pil*pdfl+pid*pdfa;

% Log-likelihood fonksiyonu

Inl= -11*log(length(oyfl))+ sum(log(pil*pdfl(:)+pid*pdfa(:)));
Inl

%AIC bilgi kriteri

aic=-2*Inl+2*11;

aic

%BIC bilgi kriteri

bic=-2*Inl+11*log(length(Inl));

bic

Tablo 3.2.16. Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayal1 kiimelenmesi igin
iki degiskenli birinci sentetik veri setinde log-1, AIC, BIC degerleri ile
karma modeldeki bagimsiz degisken sayisi.

Model

- InL(\¥) AIC =-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. -2726.3 5474.5 5452.5 11
2. -3481 6984.1 6962.1 11
3. -3118.5 6270.9 6236.3 17
4, -2746.9 5527.9 5493.9 17
5. -2772.9 5579.8 5545.8 17
6. -3154.6 6343.2 6309.2 17
7. -2758.8 5563.6 5517.6 23
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Tablo 3.2.17. iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi igin
iki degiskenli ikinci sentetik veri setinde log-l1, AIC, BIC degerleri ile
karma modeldeki bagimsiz degisken sayisi.

M::el InL(\¥) AIC=-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. -3675.3 7372.7 7350.7 11
2. -3460.4 6942.8 6920.8 11
3. -3146.3 6326.6 6292.6 17
4. -3767 7568 7534 17
5. -2641.8 5317.7 5283.7 17
6. -3054.3 6142.5 6108.5 17
1. -2705.2 5456.4 5410.4 23

Tablo 3.2.18. Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi icin
iki degiskenli ii¢lincii sentetik veri setinde log-1, AIC, BIC degerleri ile
karma modeldeki bagimsiz degisken sayisi.

M::el InL(¥) AIC =-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. -3364.5 6751 6729 11
2. -3826.7 7675.3 7653.3 11
3. -3351.4 6736.8 6702.8 17
4. -2957 5948 5914 17
5. -3246 6526 6492 17
6. -3314.2 6662.3 6628.3 17
7. -2803.9 5653.7 5607.7 23

Modele dayali kiimeleme i¢in ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en 1yi
modelin se¢imi modellerin log-1, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Iki degiskenli birinci, ikinci ve iiiincii sentetik veri setlerinde normal karma modellerden
uygun aday modellerin log-1, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.2.15-17 te
verilmistir. Uygun aday modeller arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model

likelihood degeri en biiyiik ayn1 zamanda AIC ve BIC degerleri en kiigiik olan modeldir.
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Tablo 3.2.19. Iki degiskenli iki kiimelenme merkezli normal karma model icin sentetik
veri setlerinden elde edilen en iyi modelin MATLAB ylizey grafigi kodu.

% Merkezleri olusturan veriler

a=load('p12x11.txt);

b=load('p12x12.txt");

c=load('p12x21.txt");

d=load('p12x22.txt");

%Merkezlerin yerlerini (konumlarini) veren parametre degerleri
MU = [mean(a) mean(c);mean(b) mean(d)];

% Merkezlerin sekillerini veren parametre degerleri

SIGMA =cat(3,[ 109.277 23.113;23.113 67.624],[ 134.152 -13.605;-13.605 146.631]);
%Merkezlerin normal dagilimdan yiizey grafikleri

p = ones(1,2)/2;

obj = gmdistribution(MU,SIGMA p);

figure;

ezsurf(@(x,y)pdf(obj,[x y]),[-15 120],[-15 120]);

Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye pargalandigi birinci veri setinde en iyi model iki

bilesenli birinci model olarak belirlenmistir.

fil

\
|
‘//0:‘7‘.‘\\\\\\\
/ A\

AT

S

(a) (b)

Sekil 3.2.6.  Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii birinci veri setindeki
modeller arasindan en iyi modelin (a) sagilim grafigi (b) yiizey grafigi.

Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye pargalandif1 ikinci veri setinde en iyi model ii¢

bilesenli binci model olarak belirlenmistir.

(a) (b)

Sekil 3.2.7.  Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii ikinci veri setindeki
modeller arasindan en 1yi modelin (a) sa¢ilim grafigi (b) ylizey grafigi.
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Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye pargalandig1 {iciincii veri setinde en iyi model dort

bilesenli yedinci model olarak belirlenmistir.

: "
SoE : 14 ““ 5
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Sekil 3.2.8.  Iki degiskenli ve her degiskenin ikiye béliindiigii {i¢iincii veri setindeki
modeller arasindan en iyi modelin (a) sa¢ilim grafigi (b) ylizey grafigi.

3.3. 1ki Degiskenli Normal Karma Modellerde Heterojen Degiskenlerdeki
Boliitlenmelerden (Segmentasyondan) Kaynaklanan Verinin Modele Dayal

Kiimelenmesi

Bu kisimda ¢ok degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki boliitlenmeden
(segmentasyondan) kaynaklanan modele dayali kiimeleme i¢in yontem, yeni bir veri seti
tizerinde anlatilmistir. Cok degiskenli heterojen verideki kiimelenmeyi normal
dagilimlarin karmalarinin bir kiimesini kullanarak modele dayali bi¢cimde belirlemek
amactyla gelistirilen en iyi model se¢imi yontemi agiklanmistir. Cok degiskenli heterojen
verinin her bir degiskenindeki bolinme sayisi grafiksel yontemler ve tek degiskenli
normal karma modellerin bilgi kriterleri yardimiyla saptanip, verideki kiimelenme yapisi

ve kiimelenme merkezlerinin sayis1 hesaplanmistir.

Degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak kiimelenme merkez sayilar1 ve bu
merkezlerin oryantasyonundan olugan modellerin sayisi belirlenmistir. Elde edilen toplam
model sayilar igerisinde bazi modeller varsayima uymadigindan cikarilmistir. Boylece
uygun aday modellerin sayis1 belirlenmis, modellerin temsili (dizi) gosterimleri elde
edilmistir. Temsili gosterimlerden yararlanarak normal karma modeller olusturulmus ve
parametreleri tahmin edilmistir. Modellerin parametre tahminlerinden normal

dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmis, yogunluk fonksiyonuna bagl
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olarak her bir modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmistir. En iyi

modelin belirlenmesi asamasinda elde edilen bilgi kriterlerine gére se¢im yapilmustir.

3.3.1. Heterojen Veride Normal Karma Modellerin Modele Dayalhh Kiimelenmesi

Icin Degisken Veri Segmentasyonu

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki pargalanmalarin belirlenmesi igin ¢esitli
yontemlerden faydalanilabilir. Her bir degiskendeki par¢alanmalarin sayisi degiskenlerin
alt gruplart olarak adlandirilir. Degiskenlerdeki parcalanmalari belirlemek ve bu
parcalanmalar1 anlamli alt gruplara doniistiirmek i¢in istatistiksel grafiksel yontemler ve
normal karma modeller kullanilir. Her bir degiskendeki anlamli pargalanma sayisi
histogram grafigindeki tepelenme sayis1 ve P-P grafiginde gézlemlerin normal dogrusunu

ile kesigme sayisina gore tahmin edilebilir.

Her bir degiskendeki anlamli alt grup sayisini belirlemek amaciyla tek degiskenli normal

karma modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine bakilir.

3.3.1.1. Normal Karma Modellerin Modele Dayalh Kiimelenmesi Icin

Degiskenlerdeki Boliitlenmenin Grafiksel Yontemlere Dayah Tahmini

Homojen veya homojen olmayan degiskenlerdeki parcalanmanin olup olmadigini
belirlemek amaciyla grafiksel yontemler kullanilabilir. Veri setindeki her bir degiskenin
parcalanmasindaki en uygun parcalanma sayisini belirlemek i¢in verinin pargalanma
sayist ile ilgili bir tahmini aralik Histogram ve P-P grafiklerinden elde edilebilir. iki
degiskenli veri setinde X, ve X, degiskenlerinin her birinde meydana gelen en uygun
parcalanmay1 belirlemek amaciyla her bir degisken ayr1 ayri ele alimir. Her bir
degiskendeki Histogram ve P-P grafikleri elde edilerek degiskenlerdeki par¢alanma sayisi
hakkinda tahmini bir say1 elde edilir.
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Normal P-P Plot of x1 Normal P-P Plot of x2
1.0

Expected Cum Prob
Expected Cum Prob

ol ol ¥ K Y 2 ol ol
Observed Cum Prob Observe d Cum Prob

(a) (b)

Sekil 3.3.1.  Iki degiskenli veride (a) X, degiskenindeki (b) X, degiskenindeki
pargalanmay1 gosteren histogram grafikleri ve P-P grafikleri.

X, ve X, degiskenleri i¢in uygun pargalanmanin belirlenmesinde histogram grafigindeki
tepelenme sayisi ve P-P grafigindeki grafigin normal dogrusu veya y=x dogrusu ile
verideki gozlem egrisinin kesisim sayisina gore degiskenlerdeki alt grup veya segment

say1st belirlenebilir. Sekil 3.3.1 teki grafiklere bakilarak heterojen veri setinde X, ve X,

degiskenlerinde pargalanma sayilari sirastyla k; =3 ve k, =3 olarak tahmin edilmistir.

3.3.1.2. Normal Karma Modellerin Modele Dayal Kiimelenmesi I¢in
Degiskenlerdeki Boliitlenmenin Tek Degiskenli Normal Karmalara Dayah

Belirlenmesi

Iki degiskenli veride X, ve X, degiskenlerinin her birinde meydana gelen optimum

pargalanmay1 belirlemek amaciyla her bir degisken ayri ayri ele almr. Iki degiskenli
veride her bir heterojen degiskendeki bolinme ya da pargalanma sayisinin
belirlenmesinde grafiksel yontemlerle birlikte tek degiskenli karma modeller

kullanilabilir.

Sentetik veri setindeki her bir i¢in olusturulan tek degiskenli karma normal modelde

bilesen sayis1 (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerindeki gibi belirlenir. Degiskenlerdeki
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parcalanma sayisini elde etmek icin normal karma dagilimlarin log-likelihhod degeri ile
AIC ve BIC gibi istatistiksel bilgi kriterleri kullanilmaktadir. Olusturulan her bir model
icin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri degiskenlerdeki olasilik agirliklart 7z, ortalama

vektorii x4 ve varyansi o degerlerinden hesaplanir. Her bir heterojen degiskendeki

parcalanmay1 model tabanl1 belirlemek amaciyla her bir k degerleri i¢in hesaplanan log-
likelihood, AIC ve BIC degeri karsilastiriir ve optimum K degeri belirlenir. Log-
likelihood fonksiyon degerinin maksimum, AIC ve BIC degerlerinin minimum oldugu
modelde pargalanma sayis1 optimum olarak bulunur. Hesaplamalarda Matlab programinin
istatistik paketi kiitiiphanesinde yer alan gmdistribution.fit(data,k) hazir fonksiyonu
kullanilmistir. Iki degiskenli veride her bir heterojen degisken i¢in hangi par¢alanmanin
optimum oldugunu belirlemek amaciyla grafiksel yontemlerden tahmin edilen sayida
k =1,...n degerleri girilerek olusturulan karma normal modeller i¢in log-likelihood, AIC
ve BIC degerleri hesaplanmis ve hesaplama sonuglarina gore en uygun parcalanma sayisi

belirlenmistir.

Iki degiskenli heterojen veri setinde her bir degiskendeki uygun pargalanma sayisini
belirlemek icin tek degiskenli normal karma dagilim modeli uygulanmistir.
Degiskenlerdeki K bilesen sayis1 araliktaki en kiigiik degerden baslayip iist sinira kadar

verilerek en uygun sayi elde edilmistir.

Tablo3.3.1. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek i¢in modellerdeki 7r,,uve02 parametreleri ile log-likelihood,

AIC ve BIC degerleri.
k Log-I AIC BIC
k=1 -2734.0 5472.1 5480.8
k=2 -2716.8 5443.7 5465.7
k=3 -2705.7 5427.4 5462.6
k=4 -2705.5 5433.1 5481.4

Tablo 3.3.2. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek igin modellerdeki ﬂ,yveaz parametreleri ile log-likelihood,
AIC ve BIC degerleri.

k Log-I AIC BIC

k=1 -2742.1 5488.1 5496.9

k=2 -2681.5 5373.1 5395.1

k=3 -2676.7 5369.3 5404.5

k=4 -2676.1 5376.2 5422.6
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Iki degiskenli veri setinde tek degiskenli normal karma dagilim modeli uygulanarak elde

edilen Tablo 3.3.1 -2 deki bilgi kriterlerine gore Xl ve X2 degiskenleri i¢in en iyi

modelin oldugu uygun pargalanma sayis1 K, =3 ve K, =3 olarak elde edilmistir.

3.3.2. K-Ortalamalar  Algoritmas1 ile @ Veride Gozlem Degerlerinin

Degiskenlerdeki Boliitlenmelere (Segmentlere) Atanmasi

Iki degiskenli ve her degiskenin iige parcalandidi veri setindeki degiskenlerin
parcalanmalarina diisen gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar algoritmasi
kullanilir. Baslangicta k=3 merkez sayis1 belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler
arasindaki uzakliklara gore merkez etrafindaki en yakin gozlemler parcalanmalara
atanmaktadir. Segilen giris kiime merkezi degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik (3.2.3)
denlemindeki gibi hesaplanmaktadir. Burada her bir grup ya da pargalanma i¢in gozlem
degeri ile grup merkezi arasindaki uzakliklarin toplami alinarak her bir gozlem degeri

icin en uygun grup merkezi segilir.

Iki degiskenli her degiskenin iice boliindiigii veride k -ortalamalar algoritmas:
uygulandiginda ii¢ ayr1 kiime merkezi belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina
aralarindaki mesafe minimum olacak sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arasi
mesafenin maksimum (heterojenlik) aynm1 zamanda kiime i¢i mesafenin minimum
(homojenlik) oldugu durum en uygun pargalanma sayisint verir. K -ortalamalar
algoritmasi kullanilarak verideki her bir degisken lige parcalanmis ve her bir gdzlemin

diistiigii gézlemlerin grubu belirlenmistir. X, ve X, degiskenlerindeki pargalanmalara
karsilik gelen alt gruplar ait olduklar1 degiskene gore isimlendirilmistir. X,
degiskenindeki ii¢ pargalanmaya karsihik gelen alt gruplar X, X,veX, , X,
degiskenindeki {i¢ parcalanmaya karsilik gelen alt gruplar ise X, , X,,ve X,, diir. nx2

tipindeki veri matrisi X =[X, X,] seklinde gosterilebilir. N elemanli X, degiskenindeki

Xll
par¢alanma X, =| X, | seklinde olur. Burada X, ,X,ve X, swrasiyla n,,n,ven;,
X13

elemanhidir. Yani n=n;,+n,+n, olarak elde edilir. n elemanli X, degiskenindeki
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X 21
par¢alanma X, =| X,, | seklinde olur. Burada X, ,X,,veX,, siwrastyla n, ,n,, ven,,

>

23

elemanlidir. Yani n=n, +n,, +n,, olarak elde edilir.

Iki degiskenli heterojen veri setinde bulunan her bir degiskenin parcalanmalar1 ve bu

pargalanmalara diisen gozlem sayilar1 Tablo 3.3.3 te verilmistir.

Tablo 3.3.3. Iki degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diisen gbzlem sayilari.

Degisken X, X,

Segmentler Xll XlZ XlS X21 X22 X23

o2l .
Gozlemsayist | my =154 | '\ 941 | n_ —245 | n, =205 | n, =180 | n, =215

Toplam n, =600 n, =600

3.3.3. Normal Karma Modellerin Degiskenlerdeki Segmentlere Dayah Kiimelenme

Merkez Sayisi ve Yapisinin Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin iige boliindiigii veri setinde modeldeki kiimelenme
merkez sayilar1 degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak hesaplanir. Degiskenlerdeki
parcalanmalarin sayist kiimelenme merkez sayisini, parcalanmalara diisen gozlem
degerleri sirasiyla, kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve biyiikligiini
belirlemektedir [49]. Modeldeki degiskenlerin par¢alanmalarinin olusturdugu maksimum

ve minimum kiimelenme merkezlerinin sayist Cypqx Ve C =1,..., p olmak iizere ks

min 3
degerlerine bagli olarak (3.2.4)-(3.2.5) denklemleri ile hesaplanir. Burada, verideki

pargalanmalara karsilik gelen en ¢ok kiimelenme merkezi sayist Cpgx =k .k, =3.3=9

ve en az kiimelenme merkez sayist Cp.io :max{kl, kz}zmax{3,3}=3 olarak elde

edilir.
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Sekil 3.3.2.  Iki degiskenli ve her degiskenin iice pargalandigi normal karma modelde
deegiskeninin Xll’ X12, X13 ve deegiskeninin X21, X22, X23
par¢alanmalarinin olusturdugu kiimelenme merkezleri ve bu merkezlerin
numaralart.

Bir numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X, ve X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 24

2
ve varyans-kovaryans matrisi X,, sirasiyla ylz{ﬂ“} ve Elz{ u £ 1012021}
Hoy P192101 On
seklinde tamimlansin. Burada p, =Corr(X,,, X,,) olmak iizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z4,%;) normal dagilimina

sahiptir.

Iki numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X,,ve X,degiskeninin X,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii z,

2
.. (o 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi %,, sirastyla ,u2=[ﬂ12} ve %, ={ 1 Pe v 21}
Moy P202101, Oxn

seklinde tammlansm. Burada p,=Corr(X,,,X, ) olmak korelasyon Kkatsayisini

gostermektedir. N (X; 1,,%,) normal dagilimma sahiptir.

Ug¢ numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X,ve X,degiskeninin X,,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 1,

2
. . O. 0,50,
ve varyans-kovaryans matrisi X,, sirasiyla ,u3={ﬂl3} ve 23:[ 13 Ps " 21}
Mo P30 21013 Oxn

seklinde tanimlansin. Burada p, =Corr(X,,, X,,) olmak iizere korelasyon katsayisini
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gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N (X; %,23) normal dagilimina

sahiptir.

Dort numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X, ve X, degiskeninin X,,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii g,

2
.. O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi %,, swrasiyla g, ={’u“} ve I, ={ o P B 22}
Hay P103,01, 02

seklinde tanimlansm. Burada p, =Corr (X,,,

X,,) olmak iizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z,,%,) normal dagilimma

sahiptir.

Bes numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X,ve X, degiskeninin X,,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii g

2
.. O, 0,0
ve varyans-kovaryans matrisi X, swrasiyla :{Mz} ve 25:[ 1 Ps v 22}
22 P50 2,01, O

seklinde tammlansin. Burada p, =Corr(X,,, X,,) olmak tizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z,%5) normal dagilimina
sahiptir.

Alti numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X ,ve X, degiskeninin X,,

pargalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii g

2
.. O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi X, sirasiyla g, :{Mg’} ve X, :[ 3 Pe " 2"1
Ha P00 2013 O

seklinde tanimlansmn. Burada p, =Corr (X, X,,) olmak iizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N (X;z,%;) normal dagilimina
sahiptir.

Yedi numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X, ve X, degiskeninin X,,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii s,

2
. . O, 0,,0.
ve varyans-kovaryans matrisi X,, sirasiyla s :{ﬂ“} ve %, :{ no A " 23}
23 P702301; O3
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seklinde tammlansin. Burada p, =Corr(X,;, X,;) olmak tizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z;,%;) normal dagilimina
sahiptir.

Sekiz numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X,, ve X, degiskeninin X,,

parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 14

2
.. O, 0,0
ve varyans-kovaryans matrisi X, sirastyla ,ugz{#”} ve 28:{ 1 Pe v 23}
Ho3 Pg02307; O

seklinde tanimlansmn. Burada p, = Corr(X,,, X,;) olmak iizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z4,%;) normal dagilimina
sahiptir.

Dokuz numarali kiimelenme merkezi: X, degiskeninin X,; ve X, degiskeninin X,
parcalarinin olusturdugu kiimelenme merkezidir. Buradaki merkezin ortalama vektorii 14
ve varyans-kovaryans matrisi X, sirasiyla =[M3} ve %, ={ % P 9013023}

23 P9023013 Oz

seklinde tanimlansm. Burada p, =Corr (X, X,;) olmak iizere korelasyon katsayisini
gostermektedir. Bu kiimelenme merkezindeki veriler, N (X;z4,%,) normal dagilimina

sahiptir.

3.3.4. Normal Karma Modellerde Toplam Model Sayis1 ve Modellerin Yapisinin
Belirlenmesi
Iki degiskenli ve her degiskenin iige par¢alanmasi durumunda kiimelenme merkezleri i¢in

M ile gosterilen olusabilecek tiim modellerin sayis1 degiskenlerdeki

toplam

parcalanmalara bagh olarak elde edilir. Iki degiskenli normal karma modellerin toplam

sayisi (3.2.6) denkleminden M _omax _1-933_1_511 olarak elde edilebilir.

toplam

Burada c¢ikarilan 1 model kiimelenmenin bulunmadigi bos modeldir. Olusabilecek toplam
n
modeller icerisinde r =1,...,9 kiimelenme merkezli modeller bulunmaktadir. [rj ifadesi

N elemanli kiimedeki r elemanli kombinasyonlar1 gdstermek iizere, tek kiimelenme
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9
merkezli olusturulabilecek model sayisi (1]=9, iki kiimelenme merkezli normal
. 9 L
dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek model sayisi (2j=36, lic kiimelenme

9
merkezli normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek model sayis1 (3j =84, dort
kiimelenme merkezli normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek model sayisi

[4) =126, bes kiimelenme merkezli normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek
9 ) : 3

model sayisi c =126, alt1 kiimelenme merkezli normal dagilimlarin karmalariyla
: 9 . i : y

olusturulabilecek model sayisi 6 =84, yedi kiimelenme merkezli normal dagilimlarin

karmalariyla olusturulabilecek model sayis1 {J =36, sekiz kiimelenme merkezli normal
, 9 .

dagilimlarin karmalartyla olusturulabilecek model sayisi a =9 ve dokuz kiimelenme

9 :
merkezli normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek model sayisi (9) =1 dir.

Toplamda normal dagilimlarin karmalariyla olusturulabilecek model sayis1

9

9
Z(k) —1=511 seklinde merkez sayilarina gore bulunur.

k=1

3.3.5. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Iki degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki par¢alanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezleri ve yine pargalanmalara bagli olarak toplam model sayis1 (3.3.3)
denkleminden elde edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her
parg¢alanmaya en az bir kiimelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gecerli veya uygun
modellerin sayis1 arastirilmistir. Bu gecerli modeller Sekil 3.3.4. de gosterilen merkezler
tizerinden kisaca degiskenlerdeki pargalanmalarin karsilik geldigi her satir ve her siitunda

en az bir kiimelenme merkezi bulunacak varsayimi ile anlatilabilir. Varsayima uyan
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modellere Uygun Aday Model denilmektedir. Uygun aday model sayis1 degisken sayisi

ve degiskenlerdeki parcalanma sayisina bagli olarak hesaplanabilir.

Her satir ve siitunda en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi
her bir merkezin bulundugu satir ve siitundaki konumuna gore kombinasyon ile elde
edilebilir [75]. Hesaplama sonucunda iki degiskenli veride her degiskenin ti¢e boliindiigii
durumda, veride olabilecek minimum kiimelenme merkez sayist1 3, maksimum
kiimelenme merkez sayis1 9 i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model sayisi

icin bagintilar ve model sayilar1 Tablo 3.3.4 te verilmistir.

Tablo 3.3.4. Iki degiskenli ve her degiskenin iige béliindiigii normal karma modellerde
uygun aday modeller i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model
sayisl i¢in bagintilar ve model sayilari.

Merkezlerin . - - Model
Merkez Sayisi Kodlihu Modellerin Sayisi I¢in Baginti Sayisi
. . 1 1 1 seklinde 3)(2)(1 _3l
Ug merkezli siitunlara dagilan 1 (1 1 - °
N . 2 1 1 seklinde 3 3!
1+1+1]==3.5.3
Dort merkezly slitunlara dagilan 1 [e1+ ]2! 45
31 1 seklinde | (3)(3)(3]3t_; 554
slitunlara dagilan 30112
Bes merkezli 90

i 3
2 2 1 seklinde | {2, 5 43t 373
siitunlara dagilan 2 2!

i 3)(3)(3
3 2 1 seklinde 31=1.3.36
slitunlara dagilan 3)2(1
Alt1 merkezli : 3 78
2 2 2 seklinde | /2, 5 58 _ 357
situnlara dagilan 2 3!
33 1 seklinde | (3)3)(3]3t_; ;54
) ) stitunlara dagilan 3/3)\1])2!
Yedi merkezli 36
3 2 2 seklinde | (3)(3)(3)3!_; 54534
slitunlara dagilan 3/l2)l2)2r
: . [3 3 2 seklinde | [3)(3)(3 3_1133
Sekiz merkezli siitunlara dagilan 3 3](2 2t ?
. |3 3 3 seklinde | (3)(3)(3)31_; 114
Dokuz merkezli stitunlara dagilan 3 3}(3 3! !
Toplam model say1s1 233 _1-511

Toplam Uygun model sayisi 0+0+6+45+90+78+36+9+1=265
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Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki kombinatorik

problem bir matris yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve

degiskenlerin pargalanmalar1 matrisin satir ve stitunlarina karsilik gelmektedir. n; i. satir

ve |. siitundaki kiimelenme merkezini gostermek {izere, NXM tipindeki sifirlardan olusan
bir kare matriste her satir ve her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu baska bir ifade
ile sifirdan farkli en az bir elemanin bulundugu matrislerin sayisi (3.2.8) denkleminden

hesaplanir.

Bu yedi uygun duruma karsilik gelen kiimelenme yapilarinin modelleri Tablo 3.3.4 te
verilmistir. Iki degiskenli ve her degiskenin {ice boliindiigii veri setinde toplam 511 model
arasindan varsayima uyan 265 uygun aday model belirlenmis, varsayima uymayan
modeller ¢ikarilmigtir. Calismada ii¢ kiimelenme merkezli altt uygun aday modelin
temsili gosterimi ve bu modellerden elde edilen normal karma modeller i¢in hesaplama

yapilmistir.

Tablo 3.3.5. Iki degiskenli ve her degiskenin iice boliindiigii normal karma modeller
arasindan varsayima uyan ii¢ kiimelenme merkezli uygun aday modellerin
sayis1 ve karsilik gelen kiimelenme yapilarinin temsili modelleri.

Modelin Dizi Gosterimi Uygun Model sayisi

100010001
100001010
Ug kiimelenme merkezli 010100001 6

uygun modeller 001100010
010001100
001010100

3.3.6. Normal Karma Modellerde Uygun Modellerin Boliitlenmeye Dayah

Olusturulmasi ve Parametre Tahminleri

Iki degiskenli normal karma dagilim modelleri igin bilesen agirliklari, ortalama
vektorleri ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen degiskenlerdeki
parcalanmalar kullanilarak 6rnekleme dayali tahmin edilmektedir. Karma modeldeki her
bir merkezin olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisi

modeldeki olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek ic¢in kullanilir. Tablo 3.3.5 te
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uygun aday modellerin temsili gosterimleri modeldeki merkezlerin numaralarina gore
dizi gosterimi seklinde verilmistir. Modelin temsili gosteriminde kullanilan “0” ve “1”
elemanlar1 modeldeki karsilik gelen merkezde yigilmanin olup olmadigini
gostermektedir. Eger uygun aday modelde herhangi bir merkezde kiimelenme varsa “1”
yoksa “0” ile gdsterilmistir. Iki degiskenli ve her degiskenin iice parcalandig1 veri setinde
olusabilecek li¢ kiimelenme merkezli uygun aday modellerin dizi gosteriminden elde

edilen grafiksel gosterimler Sekil 3.3.4 te verilmistir.

Xz X2
—————————————— * L SEETE TR
fffffffff
s A () N ‘i
X I S N
(a) (b)
Xz X2
X **********‘r***‘l Xy f===-~= r***' *****
b IR
e i
: . X,
(©) (d)
X2 X2
Rl ettt ettt Y | JaR
,,,,,,,,,, b -
---------- o B
x !‘ X X1 )ej, % % X1
(e) ()

Sekil 3.3.3.  Iki degiskenli ve her degiskenin iige parcalandig1 veri setinde (a) - (f) ii¢
kiimelenme merkezli uygun aday modellerin diizlemsel grafiklerini
gostermektedir.
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3.3.6.1. Normal Karma Modeller ve Parametre Tahminleri

Simiilasyon ile olusturulan sentetik veri setindeki iki degiskenin her birinin iige
boliinmesi durumunda olusacak kiimelenme merkezleri Sekil 3.3.4 de gosterilmistir.
Tablo 3.3.4 te veri setindeki pargalanmalara karsilik gelen ve varsayimlara uyan uygun
aday modeller verilmistir. Toplam 265 uygun aday model igerisinden {i¢ bilesenli normal

karma modele karsilik gelen modeller u=1,..,6ve i=12,3 icin normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

() 1y ) sy _ S (WU [y W) (U
£ W W 5 )_El”i( )fi[x,yi( > )j (3:3.1)
olmak iizere, olasilik agirliklar: 7Z'i(u) :37T_i , x=1,2,3 ve y=123 olmak ilizere
Y 7
i=1
(u)
4l ) _|“ix »
ortalama vektorleri My = ) ve varyans-kovaryans matrisi
,uzy
Cw? ) W)
(u) 1x plx,2y Ix ~2y _ .
5 = ) olarak ifade edilir. Dort bilesenli normal
(U) SU)(u) (u)
_'0 2 y,leZy 1x 02y |

karma modele karsilik gelen modeller u=7,...,.51ve i=1...,4 icin normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

W) e @ £y & W) g [, W) ()
olmak iizere, olasilik agirliklar: ﬂ'i(u) =47T—i , x=1,2,3 ve y=123 olmak iizere
> 7
1=
(u)
L ) _|"1x .
ortalama vektorleri K= w ve varyans-kovaryans matrisi

5 B}

(u) (u) SU)su)
(u) [Glx Pix,2y°1x 2y _ -
% = olarak ifade edilir. Bes bilesenli normal

2
Al (4]
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karma modele karsilik gelen modeller u=52,...,141ve i=1,...,5 icin normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

5
(0,0, 500) = 3 A0 0,0 2(0) (333)
1=
olmak {izere, olasilik agirliklar 7Z'i(u) = 4ﬂi , Xx=12,3 ve y=123 olmak iizere
Zm
i=1
(u)
seri V) — Hix .
ortalama vektorleri Hi n ve varyans-kovaryans matrisi
,Uzy
I 2
(1) o) 5U), (U)
(u) _ 1x PIx 2y%1x %2y _ r
5 = olarak ifade edilir. Alt1 bilesenli normal
o) 5(U)5(u) G(U)
2y1x 2y 1x 2y

karma modele karsilik gelen modeller u=142,...,219ve i=1,...,6 i¢in normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

6
£ W, ) 5y - _zlni(”) fi () =) (3.3.4)
1=
olmak tizere, olasilik agirliklar 7Z'i(u) :67T—i , x=12,3 ve y=123 olmak flizere
> i
1=
(u)
. ) | *1x »
ortalama vektorleri = () ve varyans-kovaryans matrisi
/Uzy

2
[G(U)] o) () (U)
(u) _ 1x 1x,2y %1x 2y ) . o .
%= olarak ifade edilir. Yedi bilesenli normal

At ()

karma modele karsilik gelen modeller u=220,...,255ve i=1,...,7 i¢in normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

f(u)(x ﬂ(u) z(U)) Z ”(u)f [X ﬂ(u) 2(u)] (3.3.5)
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olmak iizere, olasilik agirliklar: 7Z'i(u) :7Li , x=1,2,3 ve y=123 olmak lizere
7
i=1
(u)
. ) | *1x »
ortalama vektorleri My = ) ve varyans-kovaryans matrisi
ﬂzy
WP ) W W]
() 1x Pix,2y°1x 2y _ .
% = ) olarak ifade edilir. Sekiz bilesenli normal
(u) ) (u) (u)
_'0 2 y,1x02y %1x 02y

karma modele karsilik gelen modeller u =256,...,264ve i=1,...,8 i¢in normal bilesen

yogunluk fonksiyonlari,

8
olmak iizere, olasilik agirliklar: 7Z'i(u) =87T—i , x=1,2,3 ve y=123 olmak ilizere
7
i=1
(u)
L ) _|“1x i
ortalama vektorleri K= w ve varyans-kovaryans matrisi
/Uzy
wE ) W]
(u) 1x plx,Zy Ix ~2y _ -
5 = ) olarak ifade edilir. Dokuz bilesenli normal
) ), () (u)
7'0 2 y,leZy %1x GZy |

karma modele karsilik gelen modeller U=265ve i=1,...,9 i¢in normal bilesen yogunluk

fonksiyonlari,

£y , W) W)y i%l,,i(U) f [X; ﬂi(u)’zi(u)j (3.3.7)
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olmak {izere, olasilik agirliklar 7Z'i(u) :gLi , x=1,2,3 ve y=123 olmak ilizere
7
i=1
(u)
. ) | *1x »
ortalama vektorleri My = ) ve varyans-kovaryans matrisi
ﬂzy

2 _
AF Aty

=W - olarak ifade edilir.

2
Al (4]

i=1,..,g olmak iizere normal karma modellerdeki yogunluk fonksiyonlarnin z;, x4 ve
Z; parametreleri tahmin edilmelidir.

Tablo 3.3.4 te elde edilen ii¢c bilesenli uygun aday modellerden alti karma model ve
(3.3.1) denklemindeki u=1,...,6 i¢in karma modellerin yapisina uyan modellerin,

n.
olasilik agirliklarinin tahmini ﬁ(u) =1 x =1,2,3 ve y=1,2,3 olmak iizere ortalama

I 3
2. Ny
=1
%)
vektorleri ﬁi(u) = (X) : varyans-kovaryans matrisleri
<(U
x2y
_ ) -
[(U)] r(u) sl(“)s(“)
A(u) X 1X’2y X 2y . .. . -
X = ) ,1=1,2,3 i¢in normal bilesen yogunluk
(W) W) (W
| 2y1x72y "IX 2y |

fonksiyonlarmin bilinmeyen parametreleridir. Tablo 3.3.4 te elde edilen dort bilesenli
uygun aday modellerden kirk bes karma model ve (3.3.2) denklemindeki u=7,...,51 i¢in

karma modellerin yapisina uyan modeller ig¢in, olasilik agirliklarinin  tahmini

7 (U)
n.
ﬁi(U) _ 4| , Xx=1,2,3 ve y=12,3 olmak iizere ortalama vektorleri 'ai(U) _ (X) ,
(U
2N X2y

i=1



94

) i

I G O ¥

varyans-kovaryans matrisleri Zi = ) ,i=1..4 igin
AL ()

normal bilesen yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir. Tablo 3.3.4 te
elde edilen bes bilesenli uygun aday modellerden doksan karma model ve (3.3.3)

denklemindeki u=52,...,141 igin karma modellerin yapisina uyan modeller i¢in, olasilik

(u) _ N

agirhiklarinin  tahmini ﬁi =5 x=12,3 ve y=123 olmak iizere ortalama
2 N;
=1

%)

vektorleri ﬁi(u) = (X) : varyans-kovaryans matrisleri
(U
x2y

T o

ii(u) _ ey y

,1=1..,5 1i¢in normal bilesen yogunluk

2
D ()

fonksiyonlarmin bilinmeyen parametreleridir. Tablo 3.3.4 te elde edilen alt1 bilesenli
uygun aday modellerden yetmis sekiz karma model ve (3.3.4) denklemindeki

u=142,...,219 icin karma modellerin yapisina uyan modeller i¢in, olasilik agirliklarinin

n.
tahmini fri(u) =6—', x=12,3 ve y=123 olmak iizere ortalama vektorleri
2, N
=1
) R L) (W]
_(u) X ) X 1x,2y51x 2y
= (© , varyans-kovaryans matrisleri X" = 5 :
Xy r(u) S(u)g(u) s(U)
| 2y 1x2y "IxX 2y

i=1..,6 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir.
Tablo 3.3.4 te elde edilen yedi bilesenli uygun aday modellerden otuz alt1 karma model
ve (3.3.5) denklemindeki u = 220,...,255 i¢in karma modellerin yapisina uyan modeller

w_ N

i¢in, olasilik agirliklarinin tahmini ﬁi ==, x=12,3 ve y=123 olmak iizere
2 N;
=1
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%(U)
ortalama vektorleri ﬁi(u) = (X) , varyans-kovaryans matrisleri
(U
X2y
W2 ) (W
<(u) S1x 1x,2y51x 2y
X = ) ,i=1..,7 i¢cin mnormal bilesen yogunluk
() (W (W
| 2y 1x72y "Ix 2y |

fonksiyonlarmin bilinmeyen parametreleridir. Tablo 3.3.4 te elde edilen sekiz bilesenli
uygun aday modellerden dokuz karma model ve (3.3.6) denklemindeki u = 256,...,264

icin karma modellerin yapisina uyan modeller i¢in, olasilik agirliklarinin tahmini

()
n-:
ﬁi(u) = 8I , Xx=1,2,3 ve y=12,3 olmak iizere ortalama vektorleri ﬁi(u) = (X) ,
<(U
A" 2y
) _
[ (u)] (1) (U)()
() X 1x,2y°Ix 2y _ .
varyans-kovaryans matrisleri %= . ,i=1..8 i¢in
NOREOXO RO
| 2y,1x72y "IX 2y

normal bilesen yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir. Tablo 3.3.4 te
elde edilen dokuz bilesenli uygun aday modelden bir karma model ve (3.3.7)

denklemindeki u=265 igin karma modellerin yapisina uyan modeller igin, olasilik

(u) _ N

agirliklarinin  tahmini ﬁi =95 x=12,3 ve y=123 olmak iizere ortalama
2N
=1
()
.1 ~(u) _| X .
vektorleri = W varyans-kovaryans matrisleri
-(u
X2y
) }
[(u)] (1) (W)
<(u) X 1x,2yslx 2y | . ,
Zi = ) ,i=1..,9 i¢cin normal bilesen yogunluk
NOREOXO R
|2y, 1x72y "IX 2y

fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir. iki degiskenli heterojen veri setindeki
normal karma modellerin kiimelenmelerinden olusan uygun aday modellerin parametre

degerleri Tablo 3.3.6 da gosterilmistir.



Tablo 3.3.6. Iki degiskenli veride uygun aday modeller igin parametre tahminleri.
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Model No T U z
 [20.6545 _[71.353  9.662
) 09992 17| 18.8201 9.662  74.302
Ug Merkezli | 1=~ [47.5032 55.425 —0.680
Birinci =0.3508 s = 25 -
Model — 0.3500 | 47.8502 -0.680  55.535
[76.3423 [90.141  4.046
# =1 71.3807| 97| 4046 55737
_[20.6545] 5 _[71.353 9662
) _ 02990 17 18.8201 | 1719662 74302
Ug Merkezli | 1= = 76.3423] 90.141 5.35
Ikinci =0.3208 U = 6 =
Model _ 0.3800 | 47.8592 | 535 55535
[475032 [ 55425  -0.609
# = 71.3807 87| _0609 55737
_[47.5032 v 55.425 —6.117
) v 18.8291 2 |-6.117  74.302
Ug Merkezli | 72— = 20.6545 [ 71.353  —4.260
Ugiincii =0.2783 Hy = > 4=
Model oy . 47.8592 | —4.260 55535
_[76.3423 s _[90141 4046
71.3897 97| 4046 55737
[76.3423 g _| 90141 11249
) Comapr |3 188201 37| —11.249 74302
Ug Merkezli | =5 = = 20,6545 71353 —4.260
Dérdiincii =0.2783 Hy = =
Model — 0.3800 47.8592 ~4260 55.535
 [47.5032 [ 55425  -0.609
# = | 71.3807 | -0609 55737
475032 5 55.425 —6.117
) 03717 27| 18.8001 2| -6.117  74.302
Ug Merkezli | ™2~ 76.3423 [90.141 535
Besinci =0.3208 26 =
Model — 0.3075 47.8592 | 535 55535
20.6545 s _[71958 0291
71.3897 7]-0291 55.737
76.3423 g | 90141 11249
) _0.3417 37| 18,8201 37| 11249 74302
Ug Merkezli | ™= = © 47.5032 [55.425  —0.680
Altinci =0.3508 s = 25 =
Model 03075 47.8592 | -0.680 55535
_ [20.6545 ;[958 0291
#=1 71.3807 770201 55737
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3.3.7. Normal Karma Modellerin Log-Likelihood Fonksiyonu, AIC ve BIC
Degerlerinin Hesaplanmasi.

Modele dayali kiimeleme yapmak icin iki degiskenli ve her degiskenin ikiye parcalandigi

birinci, ikinci ve tigiincii veri setlerindeki uygun aday modellerin normal karma modelleri

belirlenmistir. Normal karma modeller arasindan en iyi modelin se¢imi i¢in her bir uygun

aday modelin ¢ok degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood fonksiyonu, AIC

ve BIC degerleri elde edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood
fonksiyonu, i=1,2,..n ve j=12,...golmak iizere f(Xi;Gj) karma olasilik yogunluk

fonksiyonunun likelihood fonksiyonu ve logaritmast alinmis likelihood fonksiyonu
(3.2.13) ve (3.2.14) denklemleri ile hesaplanir.

Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak
Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve Akaike bilgi kriteri (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17)

denklemlerinden hesaplanir.

Tablo 3.3.7. Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi igin
veri setinden log-1, AIC ve BIC degerlerinin elde edilmesi igin matlab
kodu.

a=load('p13x11.txt");

b=load('p13x12.txt");

c=load('p13x21.txt");

d=load('p13x22.txt";

pil=(size(a)+size(c))/(size(a) +size(c) +size(b) +size(c)+size(b)+size(d));

pi2=(size(b)+size(c))/(size(a) +size(c) +size(b) +size(c)+size(b)+size(d));

pid=(size(b)+size(d))/(size(a) +size(c) +size(b) +size(c)+size(b)+size(d));

X(1,:)=load('p13x1.txt");

X(2,:)=load('p13x2.txt");

mu(1,:)=mean(a);

mu(2,:)=mean(c);

sigma=[92.963 18.051 ;18.051 136.873];

for i=1:length(x(1,:))

pdfl(i)=(1/(2*pi))*(1/((det(sigma))(1/2)))*exp((-0.5)*(x(:,i)-mu)*inv(sigma)*(x(:,i)-mu));

end

mu(1,:)=mean(b);

mu(2,:)=mean(c);

sigma=[108.335 -2.386;-2.386 136.873];

for i=1:length(x(1,:))

pdf2(i)=(1/(2*pi))*(1/((det(sigma))(1/2)))*exp((-0.5)*(x(:,i)-mu)"...
*inv(sigma)*(x(:,i)-mu));

end

mu(1,:)=mean(b);

mu(2,:)=mean(d);

sigma=[108.335 15.393;15.393 80.099];

for i=1:length(x(1,:))

pdfa(i)=(1/(2*pi))*(1/((det(sigma))(1/2)))*exp((-0.5)*(x(:,i)-mu)"...
*inv(sigma)*(x(:,i)-mu));

end

oyfl=pil*pdfl+pi2*pdf2+pi4d*pdf4;
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% Log-likelihood fonksiyonu

Inl= -17*log(length(oyfl))+ sum(log(pil*pdfl(:)+pi2*pdf2(:)+pid*pdfi(:)));
%AIC bilgi kriteri ve BIC bilgi kriteri

aic=-2*Inl+2*17;

bic=-2*Inl+17*log(length(Inl));

Tablo 3.3.8.  Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi igin
log-1, AIC ve BIC degerleri.

Modelno: | logL(¥) | AIC=-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. Model -11259 22521 22528 17
2. Model -12193 24390 24397 17
3. Model -9229.1 1846.2 1846.9 17
4. Model -11424 22851 22859 17
5. Model -12300 24603 24610 17
6. Model -14376 28755 28763 17

Modele dayali kiimeleme i¢in ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en iyi
modelin se¢imi modellerin log-1, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Iki degiskenli veri setinde normal karma modellerden uygun aday modellerin log-1, AIC
ve BIC degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.3.7 de verilmistir. Uygun aday modeller
arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model log-likelihood degeri en biiyiik ayni

zamanda AIC ve BIC degerleri en kii¢iik olan modeldir.

a=load ('pl3xll.txt");b=load('pl3x1l2.txt");c=load('pl3x21.txt");
d=load('pl3x22.txt");

MU = [mean(b) mean(c);mean(a) mean(d)];

SIGMA = cat(3,[ 92.963 18.051;18.051 136.873],[ 108.335 15.393;15.393
80.0991);

p = ones(1,2)/2;

obj = gmdistribution (MU, SIGMA,p)

figure;ezsurf (@ (x,y)pdf (obj, [x y]),[-15 120],[-15 1201);

Iki degiskenli ve her degiskenin iice parcalandifi veri setinde en iyi model ii¢ bilesenli

birinci model olarak belirlenmistir.

@ (b)

Sekil 3.3.4.  Iki degiskenli ve her degiskenin iige boliindiigii modeller arasindan en iyi
modelin (a) sacilim grafigi (b) ylizey grafigi.
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3.4. Cok Degiskenli Veride Normal Karma Modellerin Modele Dayah
Kiimelenmesi i¢in Yeni Bir Kiimeleme Algoritmasi: Gerg¢ek Veri Seti (Ruspini)

Uzerine Bir Uygulama

Cok degiskenli veride modele dayali kiimeleme yapmak i¢in verideki her bir degiskenin
anlamli alt gruplara ayrilmasi gerekmektedir. Normal karma modeldeki bilesenler
degiskenlerdeki alt gruplardan veya degiskenlerdeki segmentlerden meydana
gelmektedir. Normal karma modellerdeki her bilesene bir kiimelenme karsilik gelir,
dolayisiyla modeldeki bilesen sayisinin belirlenmesi kiimeleme analizindeki en zor
problemlerdendir [5]. Bu boliimdeki galismada gelistirilen modele dayali kiimeleme
algoritmasi gergek veri lizerinde uygulanarak kiimeleme analizi yapilmistir. Ruspini [77]
verisi olarak adlandirilan iki degiskenli veri seti iizerinde kiimeleme analizi uygulanarak
verideki bilesen sayist ve buna bagli olarak en iyi normal karma model ortaya
cikarilmistir. Degiskenler iizerindeki parcalanmalar grafiksel ve tek degiskenli normal
karmalara dayali belirlenmistir. Degiskenler iizerindeki pargalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin yeri sekli ve sayist belirlenmis ve aday modeller
olusturulmustur. Aday modeller arasindan en iyi karma model bilgi kriterlerine gore

belirlenmistir.

3.4.1. Ruspini Verisinde Normal Karma Modellerin Modele Dayal Kiimelenmesi

icin Degiskenlerdeki Grup (Segment) Sayisinin Belirlenmesi

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmalarin belirlenmesi igin ¢esitli
yontemlerden faydalanilabilir. Her bir degiskendeki pargalanmalar degiskenlerin alt
gruplar1 (segmentleri) olarak adlandirilir. Degiskenlerdeki parcalanmalari belirlemek ve
bu parcalanmalar1 anlamli alt gruplara doniistiirmek i¢in istatistiksel grafiksel yontemler
ve normal karma modeller kullanilir. Her bir degiskendeki anlamli par¢calanma sayisi
histogram grafigindeki tepelenme sayis1 ve P-P grafiginde gozlemlerin normal dogrusu

ile kesigme sayisina gore tahmin edilebilir.

Her bir degiskendeki anlamli alt grup sayisini belirlemek amaciyla tek degiskenli normal
karma modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine bakilir.
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3.4.1.1. Ruspini Verisinde Normal Karma Dagihimlarin Modele Dayah
Kiimelenmesi I¢in Degiskenlerdeki Parcalanmanin Grafiksel Yontemlerle

Tahmini

Homojen veya homojen olmayan (heterojen) degiskenlerdeki par¢alanmanin olup
olmadigini belirlemek amaciyla grafiksel yontemler kullanilabilir. Veri setindeki her bir
degiskenin parcalanmasindaki en uygun parcalanma sayisini belirlemek i¢in verinin
parcalanma sayisi ile ilgili bir tahmini aralik Histogram ve P-P grafiklerinden elde
edilebilir. Tki degiskenli veri setinde X, ve X, degiskenlerinin her birinde meydana
gelen en uygun parcalanmayi belirlemek amaciyla her bir degisken ayr1 ayri ele alinir.

Her bir degiskendeki Histogram ve P-P grafikleri elde edilerek degiskenlerdeki

pargalanma sayist hakkinda tahmini bir say1 elde edilir.

Preb
N,
N,
N
b Y

Expected Cum Prak
%

Expested Com

(@) (b)

Sekil 3.4.1. Iki degiskenli veride (a) X, degiskenindeki (b) X, degiskenindeki
pargalanmay1 gosteren histogram ve P-P grafikleri.

X, ve X, degiskenleri i¢in uygun par¢alanmanin belirlenmesinde histogram grafigindeki
tepelenme sayist ve P-P grafigindeki normal dogrusu veya y=x dogrusu ile verideki

gbzlem egrisinin kesisim sayisina gore her bir degiskendeki par¢alanma diger bir ifade ile
anlamli alt grup sayist belirlenebilir. Sekil 3.4.1 deki grafiklere gore heterojen Ruspini

verisindeki X, ve X, degiskenlerindeki parcalanma sayist sirasiyla, k, =4 ve k,=4

olarak tahmin edilmistir.
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3.4.1.2. Ruspini Verisinde Normal Karma Modellerin Modele Dayal Kiimelenmesi
Icin Degiskenlerdeki Parcalanmanin Tek Degiskenli Normal Karmalara
Dayali Belirlenmesi

Ruspini veri setindeki her bir degiskene tek degiskenli karma normal model olusturarak
her bir degisken i¢in olusturulan tek degiskenli karma normal modelde bilesen sayisi
(3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerinden elde edilebilir. Degiskenlerdeki pargalanma sayisini
elde etmek i¢in normal karma dagilimlarin log-likelihhod, AIC ve BIC gibi istatistiksel
bilgi kriterleri kullanilmaktadir. Olusturulan her bir model igin log-likelihood, AIC ve
BIC degerleri degiskenlerdeki olasilik agirliklar1 77, ortalama vektorii 4 ve varyansi o
degerlerinden hesaplanir. Her bir heterojen degiskendeki pargalanmayir model tabanl
belirlemek amaciyla her bir kK degerleri i¢in hesaplanan log-likelihood, AIC ve BIC
degeri karsilagtirilir ve optimum K degeri belirlenir. Log-likelihood fonksiyon degerinin
maksimum, AIC ve BIC degerlerinin minimum oldugu modelde pargalanma sayisi
optimum olarak bulunur. Hesaplamalarda Matlab programinin istatistik paketi
kiitiiphanesinde yer alan gmdistribution.fit(data,k) hazir fonksiyonu kullanilmistir. iki
degiskenli veride her bir heterojen degisken i¢in hangi parcalanmanin optimum oldugunu
belirlemek amaciyla grafiksel yontemlerden tahmin edilen sayida k =1,... degerleri
girilerek olusturulan karma normal modeller i¢in log-likelihood, AIC ve BIC degerleri

hesaplanmis ve hesaplama sonuglarina gére en uygun parcalanma sayisi belirlenmistir.

Heterojen Ruspini veri setinde her bir degiskendeki uygun pargalanma sayisini
belirlemek i¢in tek degiskenli normal karma dagilim modeli uygulanmistir.
Degiskenlerdeki K bilesen sayisi araliktaki en kiigiik degerden baslayip iist sinira kadar

verilerek en uygun say1 elde edilmistir.

Tablo 3.4.1. Ruspini veri setinde X, degiskenindeki par¢alanma sayisini belirlemek

icin modellerdeki 7, uve 0'2 parametrelerine baglh log-likelihood, AIC ve

BIC degerleri.
K Log-likelihood AIC BIC
1 -363.27 730.55 735.18
2 -359.06 728.12 739.71
3 -359.05 73411 752.65
4 -357.44 736.88 762.37
5 -357.03 742.88 774.18
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Tablo 3.4.2. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini

belirlemek i¢in modellerdeki 7 ,,uVEU2 parametrelerine bagli log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -397.89 799.78 804.42
2 -382.25 774.51 786.09
3 -370.93 757.86 776.40
4 -362.50 747.01 772.50
5 -360.03 748.24 780.51

X, ve X, degiskenleri i¢in uygun par¢alanmanin belirlenmesinde tek degiskenli normal

karma modellerden elde edilen log-likelihood, AIC ve BIC degerleri kullanilmistir. Her
iki degiskende log-likelihood degerinin en biiyiik ayn1 zamanda AIC ve BIC degerinin en
kiigiik oldugu pargalanma sayisi en uygun par¢alanma sayisi olarak belirlenmistir. Veri
setindeki degiskenler icin elde edilen parcalanma sayisi grafiksel yontemlere dayali

tahmin ile ortiigmiis ve k, =4, k, =4 olarak elde edilmistir. Iki degisken i¢in elde edilen

parcalanma sayisi K=4 ic¢in, log-likelihood, AIC ve BIC degerlerinde kirilma
gozlenmektedir. Bu kirilmada log-likelihood fonksiyon degerinin artmadan azalisa gegisi
aynt zamanda AIC ve BIC degerlerinde de azalmadan artmaya gecis oldugu
gbzlemlenmistir.

3.4.2. Ruspini Verisinde K-Ortalamalar Algoritmas1 ile Gozlem Degerlerinin

Degiskenlerdeki Parcalanmalara Atanmasi

Iki degiskenli ve her degiskenin dérde parcalandigi veri setindeki degiskenlerin
parcalanmalarina diisen gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar algoritmasi
kullanilir. Baglangigta k=4 merkez sayisi belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler
arasindaki uzakliklara gore merkez etrafindaki en yakin gozlemler pargalanmalara
atanmaktadir. Segilen giris kiime merkezi degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik (3.2.3)
denkleminden hesaplanmaktadir. Burada her bir grup ya da parcalanma i¢in gdzlem
degeri ile grup merkezi arasindaki uzakliklarin toplami alinarak her bir gozlem degeri
igin en uygun grup merkezi secilir.

Iki degiskenli her degiskenin dorde boliindiigi veride K -ortalamalar algoritmas:
uygulandiginda dort ayr1 kiime merkezi belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina
aralarindaki mesafe minimum olacak sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arasi
mesafenin maksimum (heterojenlik) ayni zamanda kiime i¢i mesafenin minimum

(homojenlik) oldugu durum en uygun parcalanma sayisini verir. K -ortalamalar
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algoritmasi kullanilarak verideki her bir degisken dorde parcalanmis ve her bir gézlemin

diistiigii veri grubu belirlenmistir. X, ve X, degiskenlerindeki pargalanmalara karsilik
gelen alt gruplar ait olduklar1 degiskene gore isimlendirilmistir. X, degiskenindeki dort
parcalanmaya karsilik gelen alt gruplar X, X,, X ;ve X, , X, degiskenindeki dort
parcalanmaya karsilik gelen alt gruplar ise X,,, X,,, X,;ve X,, olarak belirlenmistir.

nx2 tipindeki X veri matrisi X =[X,X,] seklinde matris formunda gosterilebilir. n

elemanli X, degiskenindeki pargalanma X, = seklinde olur. Burada

X Xipy Xgve X, swasiyla n,,n,,n,ven, elemanhdir. Yani n=n,+n,+n,+n,

21

22

olarak elde edilir. n elemanli X, degiskenindeki parcalanma X, = seklinde olur.

X X X

23

X24
Burada X, ,X,,, X,;veX,, sirastyla N, ,N,,, N, VEN, elemanhdir.  Yani
n=n, +n,+n,,+n,, olarak elde edilir.

Iki degiskenli heterojen veri setinde bulunan her bir degiskenin parcalanmalar1 ve bu

pargalanmalara diisen gbzlem sayilar1 Tablo 3.4.3 te verilmistir.

Tablo3.4.3. Iki degiskenli Ruspini veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diigen gozlem sayilari.

Degisken X, X,

Degiskenin Xu X1 X3 X4 X X2 X2 X
pargalanmal
an

Gozlem n,=12| n, =28| n, =23| n, =12| n, =15| n,, =20| n, =17| n,, =23
sayist

Toplam n =75 n,=75
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3.4.3. Normal Karma Modellerde Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayal

Kiimelenme Merkez Sayisinin Ve Yapisinin Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin dérde boliindiigii veri setinde modeldeki kiimelenme
merkez sayilart degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak hesaplanir. Degiskenlerdeki
parcalanmalarin sayis1 kiimelenme merkez sayisini, pargalanmalara diisen gozlem
degerleri sirasiyla, kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve biiylkligiini
belirlemektedir [49]. Modeldeki degiskenlerin par¢alanmalarinin olusturdugu maksimum

ve minimum kiimelenme merkezlerinin sayis1 Cygx Ve C s=1,...,p olmak iizere

min -
k, degerlerine bagl olarak (3.2.4) ve (3.2.5) denklemleri ile verideki pargalanmalara

karsilik gelen en ¢ok kiimelenme merkezi sayist Cpgyx =k K, =4.4=16 ve en az

kiimelenme merkez sayis1 Cpi, = max{kl, k2} =max {4,4} =4 olarak elde edilir.

X2
N
Xza PRI Tera Ty g
113 ' 14 115 16
X Y .- -
: 9 10 -..11 ’12
Xz T e |
5 :6 :?’ a3
Xay S — &----
1 12 '3 .4
i '
L L g X
1
Xig Xz Xaz X 7

Sekil 3.4.2.  Iki degiskenli ve her degiskenin dérde parcalandigi normal karma modelde
X 1 degiskeninin Xy s Xy X VE X, ve X o degiskeninin

Xy Xy, Xgve X, parcalanmalarinin olusturdugu kiimelenme
merkezleri ve bu merkezlerin numaralari.

s=1,...,16 olmak iizere, X, ve X, degiskenlerindeki parcalanmalara karsilik gelen kS

kiime merkezleri i¢in parametreler: i=1,...,16 olmak iizere merkezin ortalama vektorii
2
o o foXos ez
4, Ve varyans-kovaryans matrisi T, sirasiyla g, =[ﬂ“] 3, = . TR
Hyy P02y 01, Oyy

X,y=1...,4 seklinde tanimlanir. Burada p, =COI’I‘(X1X, Xzy) korelasyon katsayisini

gostermek iizere kiimelenme merkezindeki veriler, N(X;z,%;) normal dagilimina

sahiptir.
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3.4.4. Normal Karma Modellerde Toplam Model Sayis1 ve Modellerin Yapisinin

Belirlenmesi

Iki degiskenli ve her degiskenin dorde parcalanmasi durumunda kiimelenme merkezleri

icin Mtopl am ile gosterilen olusabilecek tiim modellerin sayist degiskenlerdeki

parcalanmalara bagh olarak elde edilir. iki degiskenli normal karma modellerin toplam

k
sayisi (32.6) denkleminden Mo\ = s 1 "% 1044 1 eoes elde

S
edilir. Olusabilecek modeller igerisinde s=1,...,16 kiimelenme merkezli modeller (rj

ifadesi S toplam kiime merkezli modeller arasindan I alt kiime sayili modellerin sayisini

16

16
Z( ) ]—1 = 65535 olarak merkez sayilarina gére bulunur.

k=1
3.4.5. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Model Sayisimin Hesaplanmasi

Iki degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezleri ve yine pargalanmalara bagli olarak toplam model sayis1 (3.3.3)
denkleminden elde edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her
par¢alanmaya en az bir kiimelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gecerli veya uygun
modellerin sayist arastirilmistir. Bu gegerli modeller Sekil 3.4.2 de gosterilen merkezler
tizerinden kisaca degiskenlerdeki pargalanmalarin karsilik geldigi her satir ve her siitunda
en az bir kiimelenme merkezi bulunacak varsayimi ile anlatilabilir. Varsayima uyan
modellere Uygun Aday Model denilmektedir. Uygun aday model sayis1 degigsken sayisi

ve degiskenlerdeki pargalanma sayisina bagl olarak hesaplanabilir.

Her satir ve siitunda en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi
her bir merkezin bulundugu satir ve slitundaki konumuna gére kombinasyon hesabi ile
elde edilebilir. Hesaplama sonucunda iki degiskenli veride her degiskenin dorde
boliindiigii durumda, veride olabilecek minimum kiimelenme merkez sayis1 4, maksimum
kiimelenme merkez sayist 16 i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model sayisi

icin bagmtilar ve model sayilart Tablo 3.4.4 te verilmistir.



Tablo 3.4.4.
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Normal karma modellerde uygun aday modeller i¢in merkez sayilari,

toplam model sayisi, uygun aday model sayisi ve bagimsiz parametrelerin

sayisl.

Kiime merkez sayisi

Toplam model sayisi

Uygun aday model
sayis1

Bagimsiz parametre
sayisl

1 16 - 6
=16
1
2 - 11
16 =120
2
3 - 17
16 =560
3
4 24 23
16 =1820
4
5 432 29
16 =4368
5
6 2248 35
5 =8008
6
7 5776 41
5 =11440
2
8 9066 47
16 =12870
8
9 9696 53
16 =11440
9
10 7480 59
16 =8008
10
11 4272 65
16 =4368
11
12 1812 71
16 =1820
12
13 560 77
16 =560
13
14 120 83
16 =120
14
15 16 16 89
=16
15
16 16 1 95
=1
16
Toplam 65535 41503 -
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Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki kombinatorik

problem bir matris yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve

degiskenlerin pargalanmalar1 matrisin satir ve stitunlarina karsilik gelmektedir. n; i. satir

ve |. siitundaki kiimelenme merkezini gostermek {izere, NXM tipindeki sifirlardan olusan
bir kare matriste her satir ve her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu baska bir ifade
ile sifirdan farkli en az bir elemanin bulundugu matrislerin sayisi (3.2.8) denkleminden

hesaplanir.

Iki degiskenli ve her degiskenin dorde boliindiigii veri setinde toplam 65535 model
arasindan varsayima uyan 41503 uygun aday model belirlenmis, varsayima uymayan
modeller ¢ikarilmistir. Calismada dort kiimelenme merkezli yirmi dort uygun aday
modelin temsili gosterimi Tablo 3.4.4 te dort merkezli aday modellerin dizi gosterimi
verilmis ve bu modellerden elde edilen normal karma modeller i¢in hesaplama
yapitlmistir. Ayrica dizi gosterimi ile gosterilen aday modellerden en iyi modelin

belirlenmesi i¢in yazilan Matlab kodu Tablo 3.4.5 te verilmistir.
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Tablo 3.4.5. Ruspini verisindeki degiskenler ve degiskenlerdeki par¢alanmalara gore
olusabilecek aday modelleri belirleyip bu modellerin matris dizilimini
veren ve bu matris dizilimindeki merkezleri okuyup her bir modelin log-
likelihood, AIC ve BIC degerlerini hesaplayan ve en iyi modeli veren

matlab kodu.
DELIMITER = " ';
HEADERLINES = 0;
fileToReadl = 'C:\Users\yl.txt';

% Import the file
rawDatal = importdata (fileToReadl, DELIMITER, HEADERLINES) ;
% matches that from the Import Wizard.

[~,name] = fileparts(fileToReadl);
newDatal. (genvarname (name)) = rawDatal;

% Create new variables in the base workspace from those fields.
vars = fieldnames (newDatal) ;

for i = l:length(vars)

assignin('base', vars{i}, newDatal. (vars{i}))
end
% parcalanma degiskenleri
a=load('rxll.txt'");b=load('rx12.txt');c=load('rx13.txt");d=load('rx14.tx
t');e=load('rx21.txt");f=load('rx22.txt") ;g=load ('rx23.txt");
h=load ('rx24.txt"');
size p(l) = length(a) + length(e);size p(2) = length(b) + length(e);
size p(3) = length(c) + length(e);size p(4) = length(d) + length(e);
size p(5) = length(a) + length(f);size p(6) = length(b) + length(f);
size p(7) = length(c) + length(f);size p(8) = length(d) + length(f);
size p(9) = length(a) + length(g);size p(10) = length(b) + length(g);
size p(1l1l) = length(c) + length(g);size p(12) = length(d) + length(g);
size p(13) = length(a) + length(h);size p(14) = length(b) + length(h);
size p(1l5) = length(c) + length(h) size p(16) = length(d) + length(h);
x(1l,:)=load('rxl.txt'");x :)=load('rx2.txt'");size x = size(x,1);
% ortalama vektorleri
mu(:,1l) = [mean(a) mean(e)];mu(:,2) [mean (b) mean(e)];
mu(:,3) = [mean(c) mean(e)];mu(:,4) = [mean(d) mean (e)];
mu(:,5) = [mean(a) mean(f)],;mu(:,6) = [mean (b) mean (f)];
mu(:,7) = [mean(c) mean(f)],;mu(:,8) = [mean(d) mean (f)];
mu(:,9) = [mean(a) mean(g)]l;mu(:,10) = [mean(b) mean(qg)];
mu(:,11) = [mean(c) mean(g)];mu(:,12) = [mean(d) mean(qg)];
mu(:,13) = [mean(a) mean(h)];mu(:,14) = [mean (b) mean (h)];
mu(:,15) = [mean(c) mean(h)];mu(:,16) = [mean(d) mean (h)];
sVaryans-kuvaryans matrisleri

sigma p(l,:,:) = [ 39.33 21.909;21.909 51.129];
sigma p(2,:,:) = [ 74.784 26.625;26.625 51.129];
sigma p(3,:,:) = [ 85.893 -27.338;-27.338 51.1297];
sigma p(4,:,:) = [ 86.970 4.818; 4.818 51.129];
sigma p(5,:,:) = [ 39.33 19.303;19.303 101.5247;
sigma p(6,:,:) = [ 74.787 5.726;5.726 101.524];
sigma p(7,:,:) = [ 85.893 -2.466;-2.466 101.5247];
sigma p(8,:,:) = [ 86.970 12.788;12.788 101.5247];
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sigma p(9,:,:) = [ 39.33 -6.121;-6.121 107.007];
sigma p(10,:,:) = [ 74.787 -26.257;-26.257 107.007];
sigma p(1l,:,:) = [ 85.893 -12.257;-12.257 107.007];
sigma p(12,:,:) = [ 86.970 -6.333;-6.333 107.007];
sigma p(13,:,:) = [ 39.33 -10.697;,-10.697 39.732];
sigma p(1l4,:,:) = [ 74.787 -19.139;-19.139 39.732];
sigma p(15,:,:) = [ 85.893 -4.459;-4.459 39.732];
sigma p(16,:,:) = [ 86.970 -14.758;-14.758 39.732];

Biitlin merkezler kullanilarak olusabilecek aday modellerin dizi
gOsterimini veren dongil
% sadece gecerli olan modeller

ihtimal = yl(yl(:,17)>0,:);
for i = 1:1:1length(ihtimal(:,1))

o)

$ pdf ve top size hesapla

top size = 0;
clear pdf;
m = 1;
for j = 1:1:16
if (1 == ihtimal(i,3j))

for k=l:length(x(1,:))
clear sigma p temp;
sigma p temp( 1) = sigma p(J,:,:);
pdf(m k)=(1/( Z*pl))...
(l/((det(51gma _p_temp))~(1/2))) ...
*exp ((-0.5)*(x(:,k)-mu(:,3))"
*inv(s1gma _p_temp) .
*(x(:,k)-mu(:,3)));
end
m=m+ 1;
top_size = top size + size p(3j);
end
end
size pdf = size(pdf,1);

)

% p hesapla

clear p;
m = 1;
for j = 1:1:16
if (1 == ihtimal (i,73))

p(m) = size p(j)/top size;
m=m+ 1;
end
end
% loglikelihood AIC ve BIC hesapla
for j = 1:1:1length(p(1,:))
Inl mul(3j,:) = p(J).*pdf(3,:);
end
Inl(i) = -(log(size(pdf,2)) * ((size pdf - 1) + (size pdf * size x)
+ (size pdf * (size x * ((size x + 1) / 2)))))+.
((size pdf - 1) + (size pdf * size x) + (31ze _pdf * (size x *
((size x + 1) / 2))))*sum(log(sum(lnl mul)));
aic(i) = (-2 * Inl(i)) + (2 * ((size pdf - 1) + (size pdf * size x)
+ (size pdf * (size x * ((size x + 1) / 2)))));
bic(i) = (-2 * 1Inl(i)) + (log(size(pdf,2)) * ((size_pdf - 1) +
(size pdf * size x) + (size pdf * (size x * ((size x + 1) / 2)))))
end

’




110

Tablo 3.4.6. Iki degiskenli ve her degiskenin dérde béliindiigii normal karma
modellerde dort kiimelenme merkezli uygun aday modeller ve dizi
gosterimi.

Kiimelenme Merkez Sayis1 | Uygun Aday Model Sayist | Modellerin Dizi Gosterimi
1234567890123456

1000010000100001

1000010000010010

1000001001000001

1000001000010100

1000000101000010

1000000100100100

0100100000100001

0100100000010010

0100001010000001

0100001000011000

0100000110000010

0100000100101000

0010100001000001

0010100000010100

0010010010000001

0010010000011000

0010000110000100

0010000101001000

0001100001000010

0001100000100100

0001010010000010

0001010000101000

0001001010000100

0001001001001000

3.4.6. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Modellerin Olusturulmasi ve

Parametre Tahminleri

Iki degiskenli normal karma dagilim modelleri i¢in bilesen agirliklari, ortalama vektorleri
ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen degiskenlerdeki pargalanmalar
kullanilarak 6rnekleme dayali tahmin edilmektedir. Karma modeldeki her bir merkezin
olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisi modeldeki olasilik
yogunluk fonksiyonunu elde etmek igin kullanilir. Tablo 3.4.6 da dort kiimelenme
merkezli uygun aday modellerin temsili gdsterimleri modeldeki merkezlerin
numaralarina gore dizi gosterimi seklinde verilmistir [75]. Modelin temsili gosteriminde
kullanilan “0” ve “1” elemanlar1 modeldeki karsilik gelen merkezde yigilmanin olup
olmadigin1 gostermektedir. Eger uygun aday modelde herhangi bir merkezde kiimelenme

varsa “1” yoksa “0” ile gosterilmistir.
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3.4.6.1. Normal Karma Modeller ve Parametre Tahminleri

Ruspini veri setindeki iki degiskenin her birinin dérde boliinmesi durumunda olusacak
kiimelenme merkezleri Sekil 3.4.2 de gosterilmistir. Tablo 3.4.4 te veri setindeki
parcalanmalara karsilik gelen ve varsayimlara uyan uygun aday modellerin sayisi
verilmistir. Toplam 65535 model arasindan 41503 uygun aday model igerisinden dort
bilesenli normal karma modele karsilik gelen modellerin normal bilesen yogunluk

fonksiyonlari,u =1,...,41503 ve i=1,...,16 icin

W) /@ 5@y & @) ¢ (5,0 5(0)
(W0 2= 3 7 fi[x,yi b ] (3.4.1)
olarak elde edilir. Normal dagilimlarin bilesen yogunlugunun olasilik agirliklar
A= A (3.4.2)
> i
i=1

esitliginden elde edilir. Ortalama vektorleri x,y =1,...,4 olmak {izere

(u)
H
I(U) i (:j) (3.4.3)
,U2y
ve varyans-kovaryans matrisi
_ ) )
(u) (u) SU)sU)
o. o, lopedey
Zi(u) _ [ 1x j 1x,2y 1x2 2y (3.4.4)
Ae)el) ()

olarak ifade edilir.

Dort bilesenli 24 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin
yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki ﬁi(u), ui(u) ve Zi(u) parametreleri
u=1...,24 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir. Bes

bilesenli 432 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin yapisina

uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7z'i(u), yi(u) ve zi(u) parametreleri

u=25,...,456 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir. Alt1

bilesenli 2248 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin
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yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u), ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri
u=457,...,2704 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.
Yedi bilesenli 5776 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin
yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u), ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri
u=2705,...,8480 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

Sekiz bilesenli 9066 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki ﬁi(u)’ ui(u) ve Zi(u) parametreleri

u=28481,...,17546 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

Dokuz bilesenli 9696 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki ﬁi(u)’ ﬂi(u) ve Zi(u) parametreleri
u=17547,...,27242 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

On bilesenli 7480 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u), ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri

u=27243,...,34722 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

On bir bilesenli 4272 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u) , ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri
u=234723,...,38994 olmak tlizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.
On iki bilesenli 1812 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u), ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri

u =38995,...,40806 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

On ii¢ bilesenli 560 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki ni(u), #i(u) ve Zi(u) parametreleri
u =40807,...,41366 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

On dort bilesenli 120 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin
yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki ni(u), ui(u) ve Zi(u) parametreleri

u=41367,...,41486 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.
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On bes bilesenli 16 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modellerdir. Karma modellerdeki 7Z'i(u), ,ui(u) ve Zi(u) parametreleri

u=41487,...,41502 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.

On alt1 bilesenli 1 uygun aday model (3.4.1) denklemindeki normal karma modellerin

yapisina uyan modeldir. Karma modeldeki 7Z'i(u), ﬂi(u) ve Zi(u) parametreleri

U =41503 olmak tizere (3.4.2), (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerindeki yapidadir.
i=1,..,9 olmak iizere normal karma modellerdeki yogunluk fonksiyonlarmin 7; ,
Hj Ve I parametreleri tahmin edilmelidir.

Tablo 3.4.4 te sayilart verilen uygun aday modellerin (3.4.1) denklemindeki

u=1,...,41503 i¢in karma modellerin yapisina uyan modellerin, olasilik agirliklarinin

%(U)
n-
tahmini fri(u)= kl , X,¥y=1..,4 olmak flizere, ortalama vektorleri ,[zi(u) = (X) ,
<(u
A" "2y
_ 5 i
[ (u)] NORROXO)
. <(u) X 1x,2yslx 2y
varyans-kovaryans  matrisleri % = ) ,  hormal
(W) g(U)g(u) s(u)
| 2y,1x72y "IX 2y

dagilimlarin bilesen yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametrelerinin tahmini

olarak ifade edilir.
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Ruspini verisinin degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen alt
gruplarinin olusturdugu 16 merkezin veri setinden elde edilen Hi» Zj Ve

pj Parametre tahminleri.

Merkezler | Ortalama vektorii Varyans-kovaryans matrisi Kl?;fslg)s,i/s?n
1 = 13,6667 39 333 21,909 P = 0,676
19,0625 121,909 51,129
38,25 74,787 26,625
19,0625 26,625 51,129
70,4 85,803 27,338
19,0625 27,338 51,129 |
4 b= 106,333 | £, - [86,970 4,818 py =010
19,0625 4,818 51,129 |
c h 13,6667 - 139,333 19,303 _ 0,281
64,9500 19,303 101,524
6 g = 38,2500 26 | 74,787 5,726 Pg = 0,106
64,9500 5,726 101,524
I (85,893 2,466 |
64 9500 —2,466 101,524
86,970 12,788
g g = 106,3333 | £ - 5, =0,125
64,9500 12,788 101,524 |
9 no = 13,6667 y - 39,333 6,121 pg = 0,169
9 1144118 9 |-6,121 107,007 |
38,250 [ 74,787 —26,257 ]
10 _| 35 Yy - pr =—0,575
10 {114,4118] 10 7| 26,257 107,007 10
70.4348 [ 85,803 12,257 |
H1 (114,4118} 117 | _12,257 107,007 11
1106,3333 | (86,970 6,333
12 — ' Yy = P =-0,118
M2 71144118 12 | 6,333 107,0071_ 12
136667 | [ 39,333 -10,697
M137 146,727 13 7| 10,697 39,732 1 13
38,2500 | [ 74,787 —19,139
14 - ' Yy o= o4 =—0,500
M14 7| 146 2727 14 7| 119,139 39,732 1 14
704348 85,893 —4,459
"5~ 146,2727 15 7| 4,459 39,7321 15
106,3333 | (86,970 —14,758
16 = ’ Y = pre=-0,318
"16 7| 1462727 | | 716 7| 14,758 39,732 1 16
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3.4.7. Normal Karma Modellerin Log-Likelihood Fonksiyonu, AIC ve BIC

Degerlerinin Hesaplanmasi

Modele dayali kiimeleme yapmak icin iki degiskenli ve her degiskenin dérde parcalandigi
veri setindeki uygun aday modellerin normal karma modelleri belirlenmistir. Normal
karma modeller arasindan en iyi modelin se¢imi i¢in her bir uygun aday modelin ¢ok
degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood fonksiyonu, AIC ve BIC degerleri
elde edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonu ve
logaritmasi alinmig likelihood fonksiyonu (3.2.13) ve (3.2.14) denkleminden elde edilir.
Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak
Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve Akaike bilgi kriteri (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17)
denklemlerinden elde edilir [74].

Ruspini veri setinde genetik algoritmanin adimlar1 uygulanarak elde edilen 41503 aday
modelden elde edilen bilgi kriterlerine gére dort merkezli modeller en iyi model olarak
belirlenmistir. Tablo 3.4.8 de veri setinden elde edilen bilgi kriterlerine gére en iyi

modelin belirlenmesinde kullanilan dort merkezli aday modellerin degerleri verilmistir.

Tablo 3.4.8. Ruspini verisinde normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi
i¢in log-1, AIC ve BIC degerleri.

Modelno: | jogL(¥) | AIC=-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. Model [ -27614,3 55274,53 55327,83 23
2. Model | -24208,5 48462,93 48516,23 23
3. Model | -30565,8 61177,55 61230,85 23
4. Model | -24858,6 49763,29 49816,59 23
5. Model | -32082,2 64210,5 64263,8 23
6. Model | -31089,6 62225,3 62278,6 23
7. Model | -23826,4 47698,72 47752,03 23
8. Model | -20420,9 40887,78 40941,08 23
9. Model | -32660,7 65367,37 65420,67 23
10. Model | -29857,6 59761,19 59814,49 23
11. Model | -28672,4 57390,78 5744408 23
12. Model | -33702,6 67451,12 67504,43 23
13.Model | -22301,1 44648,13 44701,43 23
14.Model | -15699,7 31445,31 31498,61 23
15. Model | -27386,3 54818,51 5487181 23
16. Model | -21865 43776,08 43829,38 23
17. Model | -25258,4 50562, 75 50616,05 23
18 Model | -30361,5 60769,07 60822,37 23
19. Model | -24523,2 49092,35 49145,65 23
20. Model | -19849,1 39744,23 39797,54 23
21. Model | -25614,1 51274,26 51327,57 23
22. Model | -23282,1 46610,25 46663,55 23
23.Model | -28275,8 56597,61 56650,91 23
24. Model | -33105,5 66257,05 66310,35 23
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3.4.8. Normal Karma Modellerin Modele Dayah Kiimelenmesi i¢in En Iyi Model

Secimi

Modele dayali kiimeleme igin ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en iyi
modelin se¢imi modellerin log-I, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Ruspini veri setinde normal karma modellerden uygun aday modellerin log-I, AIC ve BIC
degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.4.8 de verilmistir. Uygun aday modeller arasindan
modele dayali kiimelemede en iyi model log-likelihood degeri en biiyiik ayn1 zamanda
AIC ve BIC degerleri en kii¢iik olan modeldir. Matlab programinda yazilan kod ile 41503
uygun aday model modelin tamaminin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmig
ve aralarindan en iyi model dort kiimelenme merkezli on dordiincii “0010100000010100

dizi gosterimine sahip olan model olarak belirlenmistir.

160 CDoongoO
1401 @8 ®oo ©
I o C g o
120 5 9% -
100~ ,/”(“\\\ N N
. n /f‘ NANAN
- 'Y | .
60 —g oO g ogf R :4:, N “ ‘
a0
o O
20 o ozqgg 2 o
0 S .
0 20 40 60 80 100 120 140 ! "
(@) (b)

Sekil 3.4.3. 1ki degiskenli Ruspini verisinde 41503 aday normal karma model
arasindan en 1yl modelin (a) sac¢ilim grafigi (b) yiizey grafigi.

3.5. Degisken Veri Segmentasyonu Kullanarak Model Secimine Dayahh Karma
Model Kiimeleme

Cok degiskenli normal dagilimlarin karmalarindan elde edilen verilerde modele dayali
kiimeleme ve olusabilecek modeller arasindan en iyi modelin segilmesine dayali genetik
algoritma verilerin pargalanmasi, parg¢alanan veriden olusabilecek kiimelenme sayilarinin
ve yapisinin belirlenmesi, verinin yapisina gore aday model sayisinin belirlenmesi ve
aday modeller arasindan en iyi karma modelin bilgi kriterlerine gore belirlenmesini
saglamaktadir. Bu kisimdaki calismada ii¢ degiskenli sentetik veri setinde her bir

degiskendeki farkli parcalanma sayisina gore, verinin yapist ve aday modellerin
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belirlenmesi ve aday modeller arasindan veri yapisina uyan en iyi modelin varligi
arastirillmistir. Cok degiskenli veri setinde homojen degiskenlerin elenmesi boyut
indirgeme olarak adlandirilir. Homojen degiskenlerin elenip heterojen degiskenlere dayali
kiimeleme analizinde degisken se¢imi yapilmistir. Degiskenlerdeki heterojenligin test
edildigi degisken veri segmentasyonu metodunda homojen yapidaki degiskenlerin

verideki kiime yapilarin1 ve sayisini etkilemedigi belirlenmistir.

3.5.1. Heterojen Degiskenlerin Parcalanmasmna Dayalh Kiimelenme Merkez

Sayilarinin ve Yapilarimin Belirlenmesi

Bu c¢alismada daha onceki yapilan c¢aligmalardan farkli olarak verideki degiskenlerin
heterojenligi test edilir. Degiskenlerde heterojenlik varsa degisken igerdigi alt grup sayisi

kadar pargalanir. Verideki degiskenlerdeki parcalanmalar verideki kiimelenme merkez

saytlarmi verir. s=1,...,p olmak tlizere verideki her bir Xg degiskeninin heterojenligi

incelensin. Verideki degiskenler homojen ya da heterojen yapida olabilir. Heterojen

verideki degiskenlerin yapist verideki kiimelenmeyi belirlemektedir [41]. p -boyutlu
veride Xg degiskeninin yapisina gore parcalanmalarmin sayisi Kg =1 olsun. kg =1
durumu degiskenin homojen yapida ve kg >1 durumu degiskenin heterojen yapida
olmasi anlamina gelir. Verideki her bir degisken igin Kg degeri k-ortalamalar algoritmasi
gibi bir ayristirma algoritmasi kullanilarak elde edilebilir. p -boyutlu heterojen verideki

S. degisken ve j. gdzlem arasindaki iliski Xq; olarak gosterilebilir. Burada X

J

boyutlu heterojen verideki S. degiskeninin j . gbzlemini ifade eder.

sj» P

Simiilasyon ile olusturulan sentetik veri setinde X2ve X3 degiskenlerindeki heterojen

ve deegiskenindeki homojen yapiyr gosteren histogram grafikleri Sekil 3.5.1-2 de

gosterilmistir.
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Xl Degiskeni X2 Degiskeni X3 Degiskeni

(d) () (f)
Sekil 3.5.1. a, b ve c grafikleri sirasiyla deegiskeninde homojen X2 ve X3

degiskenindeki heterojen yapiyr gosteren histogram ve d, e ve f P-P
grafiklerini gostermektedir

it -
R e

sl
oy

Sekil 3.5.2. X 1 X o Ve X3 degiskenlerinin sagilim ve histogram grafiklerinin matris

gosterimi.

Sekil 3.5.1-2 de c¢ok degiskenli verideki Xl’ X2 ve X3 degiskenlerindeki

pargalanmalar sirasiyla, k1:l, k2 =2 Ve k3:3 olarak tahmin edilmistir.
Degiskenlerdeki pargalanmalara gore Xl degiskeni homojen, X2 ve X3

degiskenlerinin heterojen yapida oldugu belirlenmistir.
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3.5.1.1. Degisken Veri Parcalanmalarinin Tek Degiskenli Normal Karma Modellere

Dayali Olarak Belirlenmesi

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmanin belirlenmesi tek degiskenli normal
karma dagilim modeli (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerindeki gibi hesaplanir. Degiskendeki
uygun parcalanma sayisina gore tek degiskenli normal karma dagilimin olasilik agirliklari
7, ortalama vektorii 4 ve varyansi o’ parametreleri hesaplanir. Her bir degiskendeki
parcalanmanin ortaya ¢ikarilmasi i¢in tek degiskenli normal karma modelin log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri modelin parametrelerinden parcalanma sayisina bagh
olarak hesaplanir. Tek degiskenli normal karma dagilimlardan elde edilen log-likelihood
degerinin en biiylik, AIC ve BIC degerlerinin en kii¢iik oldugu pargcalanma sayisi en
uygun parcalanma sayist olarak belirlenir. Hesaplamalarda MATLAB programinin
istatistik paketi kiitiiphanesinde yer alan gmdistribution.fit(data,k) fonksiyonu
kullanilmistir. Cok degiskenli veride heterojen yapiin ortaya cikarilmasi icin her bir
degiskende optimum segment (parcalanma) sayisini belirlemek amaciyla grafiksel

yontemlerden tahmin edilen sayida k =1,... degerleri algoritmaya girilerek olusturulan

karma normal modeller i¢in log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve

hesaplama sonuglarina gére en uygun pargalanma sayisi belirlenmistir.

Tablo3.5.1. Iki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7 ,/JVGO'Z parametrelerine bagl log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-I AIC BIC

k=1 -1813.6 3631.3 3640.1
k=2 -1813.6 3637.2 3659.2
k=3 -1813.4 3642.8 3678.0
k=4 -1813.4 3648.8 3697.1

Tablo 3.5.2. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7 ,/JVE‘JZ parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-| AIC BIC

k=1 -2510.7 5025.4 5034.2
k=2 -2236.5 4483.0 4505.0
k=3 -2236.3 4488.7 4523.9
k=4 -2234.6 4491.0 4539.7
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Tablo 3.5.3. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek i¢in modellerdeki 7 ,,uVEU2 parametrelerine bagli log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-I AIC BIC

k=1 -2833.1 5670.2 5679.0
k=2 -2607.9 5225.7 52471.7
k=3 -2454.0 4924.0 4959.1
k=4 -2453.1 4929.1 4977.5

Hesaplama sonuglarina goére Xl’ X2 ve X3 degiskenleri i¢in log-likelihood degerinin

maksimum aym1 zamanda AIC ve BIC degerlerinin minimum oldugu en uygun

parcalanma sayisini veren karma normal dagilim modeli X1 homojen degiskeni icin
k1=1, X2 ve X 3 heterojen degiskenleri i¢in parcalanma sayilar1 sirasiyla k2 =2ve

k3 =3olarak belirlenmistir.

3.5.2. K-Ortalamalar  Algoritmas1 ile Verideki Goézlem Degerlerinin

Degiskenlerdeki Segmentlere Atanmasi

Uc degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bire, ikiye ve iice pargalandigi veri setindeki
degiskenlerin pargalanmalarina diisen gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar
algoritmasi kullanilir. Baslangigta her bir degiskenin pargalanma sayis1 kadar K merkez
sayist belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler arasindaki uzakliklara gore merkez
etrafindaki en yakin gbzlemler parcalanmalara atanmaktadir. Secilen giris kiime merkezi
degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik (3.2.3) denkleminden hesaplanir. Burada her bir
grup ya da pargalanma i¢in gozlem degeri ile grup merkezi arasindaki uzakliklarin

toplami alinarak her bir gozlem degeri i¢in en uygun grup merkezi segcilir.

Ug degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bir, iki ve iige parcalandig veride K -ortalamalar
algoritmas1 uygulandiginda her bir degisken igin sirasiyla bir, iki ve ii¢ ayri kiime
merkezi belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum
olacak sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arasi mesafenin maksimum
(heterojenlik) ayni1 zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik) oldugu durum en

uygun pargalanma sayisini verir. K -ortalamalar algoritmasi kullanilarak verideki her bir
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degisken bir, iki ve iice parcalanmis ve her bir gozlemin diistiigli veri grubu

belirlenmistir.

Ug degiskenli veride k-ortalamalar algoritmas1 uygulandiginda Xl degiskeni icin tek
kiime, X2 degiskeni i¢in iki ayr1 kiime, X3 degiskeni i¢in li¢ ayr1 kiime merkezi

belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum olacak
sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler aras1 mesafenin maksimum (heterojenlik)
ayni zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik) oldugu durum optimum
pargalanma sayisini verir. K-ortalamalar algoritmasi kullanilarak verideki degiskenler
sirasiyla bir, iKi ve lige pargalanmig ve her bir gozlemin diistiigli veri grubu belirlenmistir.

Simiilasyon ile olusturulan ii¢ degiskenli veride her degiskendeki pargalanmalar k-

ortalamalar algoritmasi uygulanarak Xy X,ve X 3 degiskenleri i¢in sirasiyla k1 =1,
k2 =2 ve k3 = 3olarak elde edilir. X 1 degiskeninde pargalanma olmadigindan verinin
kendisi alinir, X, degiskenindeki par¢alanmalar Xo1r Xop VE X 3 degiskeninde X 31
: X32ve X33olarak gosterilsin. nx3 tipindeki veri matrisi X = [Xl X2 X3J

seklinde gosterilebilir. n elemanli X, degiskeni Xlz[Xd seklinde gosterilir, burada

1

n=n olarak degiskendeki eleman sayisini gosterir. n, elemanl X2 degiskeni

X
X2 =[ 21} seklinde gosterilir, burada X21 ve X22 sirasiyla Ny  VE N,y elemanl

X22
—_— . . XBl
olup Ny =Nyq +No olarak elde edilir. N elemanl X3 degiskeni X5 =| X4,
X33

seklinde gosterilir, burada X X32 ve X33 sirastyla N31:N39 V€ Ngq elemanli olup

31’

n= n31 + n32 + n33 olarak elde edilir.

Cok degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlere k-means algoritmasi
uygulandiktan sonra degiskenlerdeki segmentlere diisen gozlem sayilart Tablo 3.5.4 te

verilmistir.
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Tablo 3.5.4. Cok degiskenli veri setindeki degiskenler, degiskenlerin segmentleri ve
degiskenlerdeki parcalanmalara diisen gozlem sayilari.

Degiskenler X, X, X,
Degiskendeki

vg s Xl X21 XZZ X31 X32 X33
segmenler
Gozlem sayist n, =600 n, =329 n, =271 n, =179 n, =231 n,, =190
Toplam 600 600 600

3.5.3. Normal Karma Modellerde Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayah

Kiimelenme Merkez Sayisinin Ve Yapisinin Belirlenmesi

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki segmentler sirasiyla, k1 =1, k2 =2 ve k3 =3

olarak Tablo 3.5.1-3 te elde edilmistir. Normal karma modeldeki kiimelenme merkez
sayilar1 degiskenlerdeki segmentlere dayali olarak hesaplanir. Degiskenlerdeki
segmentlerin sayis1 kiimelenme merkez sayisini, segmentlere diisen gozlem degerleri
sirastyla, kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve biiyiikliigiini belirlemektedir [49].
Modeldeki degiskenlerin parcalanmalarinin olusturdugu maksimum ve minimum

kiimelenme merkezlerinin sayis1 Cpgx ve C ., p_olmak {izere K degerlerine

min'S=1-
bagli olarak (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinden verideki pargalanmalara karsilik gelen en

cok kiimelenme merkezi sayis1 Cpayx =K, K, K; =1.2.3=6 ve en az kiimelenme merkez

sayisi Cpyin =Max{ky ko, ke = max{1,2,3} =3 olarak elde edilir

ECIN

®
L
1

2

%4

Sekil 3.5.3. X1 degiskeninin homojen yapisi, X2 ve X3 degiskenleri {izerine

izdlisim almarak elde edilen iki degiskenli grafik ve olusabilecek
kiimelenme merkezlerinin numaralari.
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Sekil 3.5.3’de birinci kiimelenme merkezi, N, Ny Ve n31elemanh sirastyla X1 ,

X5y Ve X31 par¢alanmalarmin yer aldigi [X1X21X31J veri matrisi; ikinci kiimelenme

merkezi; Np, Ny, VE n31elemanh sirastyla Xl , X22 ve X31 pargalanmalarmin yer
aldig [xlxzzx?)ﬂ veri matrisi; {igiincii kiimelenme merkezi; ng, Ny, Ve Ng,

elemanli sirasiyla X1 Xopq Ve X32 pargalanmalarinin yer aldig [X1X21X32} veri

matrisi; dordiincii kiimelenme merkezi; Ny, Ny, VE n32 elemanli sirasiyla X X

10 Koo VE

X32 parcalanmalarinin yer aldigi [X1X22X32] veri matrisi; besinci kiimelenme

merkezi; Ny, Nyq Ve nBBelemanh sirastyla Xl , X21 ve X33 par¢alanmalarinin yer
aldigt [X1X21X33} veri matrisi; altinc1 kiimelenme merkezi; Ny, Ny, Ve n33 elemanli

sirastyla X, X, VE X33 parcalanmalarinin yer aldigi [X1X22X33J veri matrisi

tarafindan olusturulur.

3.5.4. Normal Karma Modellerde Toplam Model Sayis1 ve Modellerin Yapisinin

Belirlenmesi

Cok degiskenli veride Xl degiskeninde parcalanmanin bulunmadigr yani k1 =1 ve X2

ve X,degiskenlerinin sirasiyla k2 =2,k, =3 parcalanmalarina dayali olarak kiimelenme

3 3

merkezleri i¢in M ile gosterilen normal dagilimlarin karma modelleriyle

Toplam

olusturulabilecek toplam model sayis1 (3.2.6) denklemi kullanilarak

M = 2123 _1-25_1-63 olarak elde edilir. Burada ¢ikarilan 1 model varsayima

Toplam

uymayan kiimelenme merkezi bulunmayan bos modeldir. Bu veri seti igin
. n - -
olusturulabilecek model sayisi (rj ifadesi n toplam kiimelenme merkez sayist ve r

modeldeki kiimelenme merkez sayisini gostermek iizere r=3,...6 kiimelenme merkezli,
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6
olusturulabilecek normal dagilimlarin karma modellerinin sayis1 sirasiyla (1]=6,

6 6 6 6 6 .
=15, =20, =15, =6 ve =1 olarak elde edilir.
2 3 4 5 6

Toplam normal dagilimlarin karma modelleriyle olusturulabilecek model sayisi

6
ZGZ[ J—1= 63 olacak sekilde merkez sayilarina baglh olarak elde edilir[41].

k=1

3.5.5. Normal Karma Modellerde Uygun Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Ug degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezleri ve yine parcalanmalara bagli olarak toplam model sayis1 elde
edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her parcalanmaya en
az bir kiimelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gegerli veya uygun modellerin sayisi
arastirilmistir. Bu gegerli modeller Sekil 3.5.3 te gosterilen merkezler iizerinden kisaca
her boyutta en az bir kiimelenme merkezi bulunacak varsayimi ile anlatilabilir.
Varsayima uyan modellere Uygun Aday Model denilmektedir. Uygun aday model sayisi

degisken sayis1 ve degiskenlerdeki parcalanma sayisina bagli olarak hesaplanabilir.

Her boyutta en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi her bir
merkezin bulundugu boyuttaki konumuna gore kombinasyon hesabi ile elde edilebilir.
Hesaplama sonucunda ii¢ degiskenli veride olabilecek minimum kiimelenme merkez
sayist 3, maksimum kiimelenme merkez sayisi 6 igin merkez sayilari, merkezlerin
konumu, modellerin sayisi i¢in baginti ve uygun aday model sayilar1 Tablo 3.5.5 te

verilmistir.
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Tablo 3.5.5. Cok degiskenli veride degiskenlerde k =1, k,=2 ve k,=3

parcalanmalarina karsilik gelen merkezlerin konumu, model sayisi i¢in
bagint1 ve uygun aday model sayisi

Merkezlerin Modellerin Sayisi Uygun Aday
Merkez Sayist Konumu i¢cin Baginti Model Sayisi
, i 33
Ug merkezli 2.. ! 3 cklinde 2!1=6 6
siitunlara dagilan 201
Dort merkezli 3 1 seklinde 3\(3 21— 6
stitunlara dagilan 30 1) 19
2 2 seklinde 32,
, b 1'=6
siitunlara dagilan 21
Bes merkezli 3 P seklinde 3\(3 6
) 5 2!=6
situnlara dagilan 3/ 2
Alt1 merkezli 3 3 seklinde 3)(3),,_ 1
, - 11=1
siitunlara dagilan 3\ 3
Toplam model sayisi 2123 — 1 =163
Toplam Uygun model sayis1 0+0+6+12+6+1=25

Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki problem bir matris

yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve degiskenlerin par¢alanmalari

matrisin satir ve siitunlarina karsilik gelmektedir. n; i. satir ve j. siitundaki kiimelenme

merkezini gostermek tlizere, NXM tipindeki sifirlardan olusan bir kare matriste her satir ve
her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu baska bir ifade ile sifirdan farkli en az bir

elemanin bulundugu
n j(n) M j(m) 3 s (n—i)(m—j)(s—t
f(nmsk)= X (—D'[J > (—1)1(.j 2 (—1)t[ j(( m =X )j (35.1)
i—0  \Uj=o Jh=0 K
esitligi ile elde edilebilir. Burada N,mves sirastyla X, X,ve X, degiskenlerindeki

parcalanma sayisint gostermek {izere i, j,t=1,...,6 parcalanmalardaki kiimelenme

merkez sayisin1 ve kK modeldeki istenilen kiimelenme merkez sayisini gostermektedir.
Birinci degigskende veri yapist homojenlik gosterdiginden parcalanma sayist 1 olarak elde
edildiginden (3.5.1) numarali denklemdeki hesaplama iki boyutlu denklemlerle yapilan
hesaplamalar ile aynidir. Homojen yapidaki degiskenlerin modellerin olusturulmasinda
ve hesaplamalarda en iyt modelin belirlenmesinde etkisi olmadigi gosterilmistir.
Modellerin yapis1 ve aday modellerin sayisi veri setindeki heterojen degiskenlerden

kaynaklandigr i¢in degisken veri parcalanmadaki bilesenlerin heterojenliginin test
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edilmesi kiimelemede en 1iyi modelin bulunmasinda Onemli yer tutmaktadir.
Degiskenlerdeki segmentasyona dayali aday model sayisi ve modellerin dizi gésterimleri

Tablo 3.5.6 da verilmistir.

Tablo 3.5.6. Aday modellerin dizi gosterimleri, kiimelenmelere gore model sayilari,
modellerin uygun olup olmadiklar1 ve uygun model sayilari.

Kiimelenme Merkez Uygun Durum Aday M.(.)de“.e”.n Dizi
Sayist Durum sayis1 Sayist Gosteriml
123456
Bir Kiimelenme 6 0 i
Merkezli Modeller
Iki Kiimelenme 15 0 i
Merkezli Modeller
101001
100110
Ug Kiimelenme 20 6 011010
Merkezli Modeller 010110
011001
100101
111010
101110
101011
110101
. . 011101
e, s 2
011011
110110
100111
101101
111001
011111
101111
Bes Kiimelenme 6 6 110111
Merkezli Modeller 111011
111101
111110
Alt1 Kiimelenme
Merkezli Model 1 1 111111

Uc degiskenli veride Xl degiskeninde parcalanma olmadigindan X, Ve X3

degiskenlerindeki segmentlere dayali aday normal karma modeller olusturulmustur. Sekil

3.5.3 te X2 ve X3 degiskenlerinin diizlem iizerine izdiistimii ile olusan iki degiskenli

veride her bir degiskenin sirasiyla ikiye ve tlige parcalanmasi durumunda veride normal
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dagilimlarin karma modelleriyle olusturulabilecek ve M ile gosterilen aday

Muhtemel
modellerin grafikleri Sekil 3.5.4 -9 da gosterilmistir.

Ug kiimelenme merkezli modellerden varsayima uymayan modeller Sekil 3.5.4 te X

isareti ile belirtilen modellerdir.

X‘EI

1=)

Sekil 3.5.4. Xl homojen, X2 ve X3 degiskenlerinde sirastyla iki ve ii¢ par¢alanmanin

bulundugu karma normal modeller arasindan ii¢ kiimelenme merkezli
modeller.

Dort kiimelenme merkezli modellerden varsayima uymayan modeller Sekil 3.5.5 te X

isareti ile belirtilen modellerdir.
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X‘EI
140

Sekil 3.5.5. X1 homojen, X2 ve X3 degiskenlerinde sirasiyla iki ve ii¢ par¢alanmanin

bulundugu karma normal modeller arasindan dort kiimelenme merkezli
modeller.

Sekil 3.5.6. X1 homojen, X2 ve X3 degiskenlerinde sirastyla iki ve ii¢ parcalanmanin

bulundugu karma normal modeller arasindan bes kiimelenme merkezli
modeller.
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Sekil 3.5.7. Xl homojen, X2 ve X3 degiskenlerinde sirasiyla iki ve li¢ par¢alanmanin

bulundugu karma normal modeller arasindan alti kiimelenme merkezli
model.

Boylece iic degiskenli veride degiskenlerin bir, iki ve {lige par¢alanmasi durumunda
simiilasyon ile olusturulan sentetik veri seti i¢in toplamda normal dagilimlarin karma
modelleriyle olusturulabilecek uygun aday model sayis1 Sekil 3.5.4-7 deki grafiklere gore
25 model elde edilmistir.

3.5.6. Normal Karma Modellerde Degisken Veri Segmentasyonuna Dayali Aday

Modellerin Olusturulmasi ve Parametre Tahminleri

Cok degiskenli veride normal karma dagilim modelleri igin bilesen agirliklari, ortalama
vektorleri ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen degiskenlerdeki
parcalanmalar kullanilarak 6rnekleme dayali tahmin edilmektedir. Karma modeldeki her
bir merkezin olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisi
modeldeki olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek icin kullanilir. Tablo 3.5.6 da
uygun aday modellerin temsili gosterimleri modeldeki merkezlerin numaralarina gore
dizi gosterimi seklinde verilmistir. Modelin dizi gosteriminde kullanilan “0” ve “1”
elemanlart modeldeki karsilik gelen merkezde kiimelenme merkezinin olup olmadigini
gostermektedir. Eger uygun aday modelde herhangi bir merkezde kiimelenme varsa “1”

yoksa “0” ile gosterilmistir.
3.5.6.1. Normal Karma Modeller ve Parametre Tahminleri

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki pargalanmalara karsilim gelen kiimelenme
merkezlerini temsil eden ortalama vektorleri, varyans-kovaryans matrisleri ve korelasyon
katsayilar1 verinin pargcalanmalarinin ortalamalar1 ve standart sapmalarindan elde

edilmistir. Ug degiskenli verinin ortalama vektdri,
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l
Hj =\ Hoy ile temsil edilir. i=12,..,6 olmak iizere, aday modellerin varyans-
Hay
012 Pi%199x  Pjo193y |
kovaryans matrisleri % = PiT9y 01 02x2 pk02xa3y ile temsil edilir.
| Pj93y%1 Pk93y%2x 03y2 ]

Burada x=1,2 ve y=123 olacak sekilde swrastyla X,veX, degiskenlerindeki

parg¢alanmayi, pj = Corr(Xl, sz’ X3y) Pearson korelasyon katsayisin1 gostermektedir.

Bu merkezindeki veriler, N(X;ui,Zi) normal dagilimmna sahip olsun. Ug degiskenli

veride degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri ile normal
karma modeller olusturulurken olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-
kovaryans matrisleri kullanilmistir. Degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin varyans-kovaryans matrislerindeki bilesenler arasindaki
iligkinin yoniinii ve derecesini veren Pearson korelasyon katsayisi ii¢ bilesenli merkez
yapisi i¢in 3X3tipinde matris igindeki bilesenlerde alti adet bulunmaktadir. Varyans-
kovaryans matrisi simetrik matris yapisinda oldugundan her bir varyans-kovaryans
matrisinde {i¢ farkli korelasyon katsayisi bulunur. Modellerdeki farkli korelasyon

katsayilarinin sayist degiskenlerdeki parcalanmalar kullanilarak

k1k2+k1k3+k2k3 =12+13+23=11 (3.5.2)

seklinde elde edilir [76].

Toplam 25 uygun aday model icerisinden ii¢ bilesenli normal karma modele karsilik

gelen modeller u=1,...,6 ve i=1,2,3 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlar1

3
£ (. , ) £ W)y Elﬂi(u) f [x; yi(“),zi(“)] (3.5.3)
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar ﬂi(u) = ?:Z—i, 0 <7j <1 olmak tizere
> i

i=1
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f(x;0) :nlN(x;ul,Zl)+n3N(x;u3,Z3)+7r6N(x;p6,26)
f(x;0) :nlN(x;ul,):l)+n4N(x;p4,Z4)+7r5N(x;p5,25)
f(x;0) :nZN(x;pz,Zz)+7r3N(x;u3,23)+7r5N(x;p5,):5)
f(x;0) :nZN(X;uZ,EZ)+n4N(x;u4,Z4)+7r5N(x;u5,Z‘.5)
f(x;0) :nzN(x;pz,Z‘.z)+n3N(x;p3,Z3)+7r6N(x;u6,Z6)
f(x;0) :nlN(x;pl,):l)+n4N(x;p4,):4)+7r6N(x;u6,>:6)

alt1 normal karma model bulunur.

Dort bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller u=7,...,18ve i=1,...,4 i¢in

normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

4
W W £y iélﬁi(”) fi ) =) (35.4)
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar ﬂi(u) = 4ﬂ—i, 0 <7j <1 olmak tizere
> 7
i=1

f(x;0) :nlN(x;pl,):l)+7r2N(x;u2,):2)+n3N(x;u3,)23)+7r5N(x;p5,):5)
f(x;0) :nlN(x;pl,):l)+n3N(x;p3,23) +7r4N(x;u4,Z4)+7r5N(x;u5,):5)
f(x;0) =nlN(x;pl,Zl)+n3N(x;p3,Z3)+n5N(x;p5,Z5)+n6N(x;p6,26)
f(x;0):nlN(x;ul,Zl)+7r2N(x;u2,>:2)+n4N(x;u4,Z4) +n6N(x;u6,26)
f(x;0) =n2N(x;p2,):2)+7r3N(x;u3,):3)+n4N(x;p4,):4)+7r6N(x;u6,):6)
f(x;0) :nZN(x;pz,ZZ)+n4N(x;u4,24)+n5N(x;p5,25)+n6N(x;u6,Z6)
f(x;0) =nlN(x;pl,Zl)+n3N(x;p3,23)+7r4N(x;p4,)24)+n6N(x;p6,Z6)
f(x;0) :nlN(x;ul,Zl)+n2N(x;p2,22)+7r3N(x;u3,>:3)+7r6N(x;u6,Z6)
f(x;0) :nlN(x;ul,):l)+7r4N(x;p4,):4)+7r5N(x;p5,):5)+n6N(x;p6,):6)
f(x;0) :nlN(x;pl,Zl)+n2N(x;p2,22)+n4N(x;p4,24)+7r5N(x;u5,):5)
f(x;0) :nzN(x;uZ,ZZ)+7r3N(x;u3,):3)+n4N(x;p4,Z4)+7r5N(x;p5,Z‘.5)

f(x;0) :nZN(x;uZ,EZ)+7r3N(x;u3,):3)+7r5N(x;u5,):5)+n6N(x;u6,Z6)
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on iki normal karma model bulunur.

Bes bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller u=19,...,24ve i=1,...,5 i¢in

normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

5
£y , W) W)y -Zl”i(u) f [X; f‘i(u)’zi(u)] (3.5.5)
1=
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar ﬂi(u) = 5”—' 0< i < 1 olmak tizere
Y 7
i=1

FOGO) = NG, E )+ NGRS ES) + NG g, Bo) + 7, NG, 2 ) + 2N (X g, )
f(X;H):n'lN(X;pl,Zl)+7r2N(X;u2,22)+7r3N(X;p3,23)+7z'4N(X;|14,Z4)+7t6N(X;p6,Z6)
f(x;0):nlN(x;pl,Zl)+7r2N(x;p2,)22)+7r3N(x;p3,)23) +7r5N(x;p5,)25)+n6N(x;p6,Z6)
f(x;a):nlN(x;ul,Zl)+n2N(x;u2,22) +7r4N(x;u4,Z4)+n5N(x;u5,Z‘.5)+7r6N(x;u6,Z‘.6)
f(x;0)=7r1N(x;u1,21) +7r3N(x;u3,Z‘.3)+7r4N(x;u4,E4)+7r5N(x;p5,Z5)+n6N(x;u6,26)
f(x;0)=nzN(x;uz,Ez)+n3N(x;p3,Z3)+n4N(x;u4,Z4)+7r5N(x;u5,25)+7r6N(x;u6,):6)
altt normal karma model bulunur.

Alt1 bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller U=25 ve i=1,...,6 i¢in

normal bilesen yogunluk fonksiyonlar

O OB O él”i(u) f (@ =0 (3.5.6)

Seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar 7Z'i(u) = 6ﬂ—i’ 0< T < 1 olmak tizere

> i
i=1

f(x;ﬂ):nlN(x;pl,):l) +7r2N(x;u2,)22) + ngN(x;pS,ZS) +7r4N(x;u4,):4) +715N(x;p5,):5)+7r6N(x;p6,):6)

bir normal karma model bulunur.

(3.5.3)-(3.5.6) denklemlerindeki u =1,...,25 i¢in karma modellerin yapisina uyan

n.
modellerin olasilik agirliklarinin tahmini ﬁi(u) =X L x=1,2 ve y=12,3 olmak
2, N
I=1
W
X

(u)

lizere ortalama vektorleri 7 = Yélj() , varyans-kovaryans matrisleri

Y?E‘;)



133

i 2
OF GO Gy
s _ 2(‘)‘()1 Ws{u) (sgi)) z(‘j()sy S g‘;) \i=1.2.3 icin normal bilesen
(W) (W) () (u) (u)(u) ( (U))
3y1 S3y %L T3y 2x53y S2x 3y

yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir. Veri setindeki degiskenlerin

gbzlem degerlerinden elde edilen parametre tahminleri Tablo 3.5.7-8 de verilmistir.

Tablo 3.5.7. Degiskenlerdeki pargalanmalar arasindaki iliskinin yonii ve derecesini
gosteren Pearson korelasyon katsayisi

P = 0,077 Py = 0,011 Py = -0,059 Py = 0,012

Pg = —0,005 Pg = —0,050 Py = 0,209 Pg = 0,014

Pg = -0,016 Po= 0,033 P11~ -0,076

Tablo 3.5.8. Degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezlerinin

ortalama vektorii ve varyans-kovaryans parametrelerl tahmini.

29.5538 27762 -1.962 -0.393 29,5538 | 27762 0305 -0.393
iy =| 144367 |3, = | 1962 25120 0.824 py =| 446978 |, 3, =| 0305 26431 -1.897
77.1946 ~0393 0824 23227 | 77.1946 | ~0393 -1.897 23227
[29.5538 ] [27.762 -1.962 —1.291 | [29.5538 | [27.762 0305 -1.201
pg =| 144367 |, 55 = | 1962 25120 5221 py =|44.6978 |,3, =| 0305 26431 0.362
| 50.2912 | 1291 5221 24.940 | 50.2012 | 1291 0362 24.940
[29.5538 | [27.762 -1.962 0.289 | [29.5538] [27.762 0305 0289
ps = | 14.4367 |, 3¢ = | 1962 25120 -1.444 pg = | 44.6978 |, T = | 0305 26431 -0.116
| 96469 | 0280 —1.444 23.204 | 96469 | 0289 -0116 23.294

3.5.7. En lyi Kiimelenme Yapisim Veren Normal Dagiimlarin Karma Modelleri

I¢in Bilgi Kriterlerinin Hesaplanmasu.

Modele dayali kiimeleme yapmak icin iki degiskenli ve degiskenlerin bir, iki ve iige
parcalandig1 veri setindeki uygun aday modellerin normal karma modelleri belirlenmistir.
Normal karma modeller arasindan en 1yi modelin se¢imi i¢in her bir uygun aday modelin
cok degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood, AIC ve BIC degerleri elde

edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonu,
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i=12,..n ve j=12,..golmak iizere f (Xi 0, ) karma olasilik yogunluk fonksiyonunun

likelihood fonksiyonu ve logaritmasi alinmis likelihood fonksiyonu (3.2.13) ve (3.2.14)

denklemleri kullanilarak elde edilir.

Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak
Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve Akaike bilgi kriteri (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17) denklemleri
kullanilarak elde edilir.

Tablo 3.5.9. Ruspini verisinde normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi
i¢in log-l, AIC ve BIC degerleri.

No Merkez Model no log-1 AIC BIC Matris gosterimi
- Tek merkezli - - - -
- Iki merkezli - - - -
1 Ug Merkezli 1.model -7548.5 15155 15097 101001
2 Ug Merkezli 2.model -10401 20860 20802 100110
3 Ug Merkezli 3.model -14581 29220 29162 011010
4 Ug Merkezli 4.model -13765 27588 27530 010110
5 Ug Merkezli 5.model -10732 21521 21463 011001
6 Ug Merkezli 6.model -8671.6 17401 17343 100101
7 Dort Merkezli 1.model -11460 22999 22921 111010
8 Dort Merkezli 2.model -8792.4 17663 17585 101110
9 Dort Merkezli 3.model -7784.2 15646 15568 101011
10 Dort Merkezli 4. model -8904 17886 17808 110101
11 Dort Merkezli 5.model -9749.5 19577 19499 011101
12 Dort Merkezli 6.model -11675 23428 13350 011110
13 Dort Merkezli 7.model -6523.9 13126 13048 011011
14 Dort Merkezli 8. model -7737.4 15553 15475 110110
15 Dort Merkezli 9.model -8368.2 16814 16736 100111
16 Dort Merkezli 10.model -10631 21340 21262 101101
17 Dort Merkezli 11.model -12019 24116 24038 111001
18 Dort Merkezli 12.model -10970 22018 21940 011111
19 Bes Merkezli 1.model -8977.9 18054 17956 101111
20 Bes Merkezli 2.model -6710.9 13520 13422 110111
21 Bes Merkezli 3.model -7935.7 15969 15871 111011
22 Bes Merkezli 4. model -8556.4 17211 17113 111101
23 Bes Merkezli 5.model -6725.5 13529 13431 111110
24 Bes Merkezli 6.model -9943.6 19985 19887 111111
25 Alt1 Merkezli model -6885.4 13889 13771 101001
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3.5.8. Uc Degiskenli Veride Normal Karma Modellerin Modele Dayahl

Kiimelenmesi icin En Iyi Modelin Se¢imi

Modele dayali kiimeleme i¢in ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en iyi
modelin se¢imi modellerin log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak
belirlenmektedir. Cok degiskenli veri setlerinde normal karma modellerden uygun aday
modellerin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.5.9 da
verilmistir. Uygun aday modeller arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model log-
likelihood degeri en biiylik ayn1 zamanda AIC ve BIC degerleri en kiiciik olan modeldir.
Matlab programinda yazilan kod ile 25 uygun aday model modelin tamaminin log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis aralarindan en iyi model dort kiimelenme
merkezli on tiglinci model olarak belirlenmistir. Model sayisi ¢ok fazla oldugundan

sadece dort kiimelenme merkezli modeller tablo halinde gdsterilmistir.

t‘\

i
/’o‘:&\\\‘

(a) (b) (©)

Sekil 3.5.8.  Ug degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bir, iki ve iice boliindiigii normal
karma dagilimlar arasindan bilgi kriterlerine goére belirlenen en iyi modelin
(a) yogunluk fonksiyonunun yiizey grafigi (b) iki boyutlu sacilim grafigi
(c) Ui¢ boyutlu sagilim grafigi

3.6. Cok degiskenli Veride Modele Dayah Karma Kiimeleme ile En Iyi Model Secimi

Cok degiskenli veride verinin yapisina gore meydana gelebilecek kiime yapilart modele
dayali olarak belirlenebilir [11]. Bu kisimdaki ¢alismada ti¢ degiskenli sentetik veri
setinde degiskenlerdeki farkli sayidaki pargalanmalardan kaynaklanan veri yapisina gore
olusabilecek kiimelenme sayis1 ve bu kiimelenme sayilarindan olusan aday modeller

arasindan en iyi karma modelin belirlenmesi arastirilmistir.
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3.6.1. Cok Degiskenli Veride En Iyi Modelin Secimi icin Degiskenlerdeki

Parcalanmalarin Grafiksel ve Normal Karma Modellerin Kullanilmasi

Cok degiskenli veride her bir degiskendeki anlamli alt gruplarin ortaya c¢ikarilmasi
olusturulacak karma modellerin belirlenmesi i¢in kullanilmaktadir [41]. Cok degiskenli
veride her bir degiskende homojen veya heterojen yapidaki degiskenlerin belirlenmesi ve
buna baglh olarak toplam model sayilarinin elde edilmesi i¢in pargalanma sayilari
belirlenmistir. Degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olusabilecek model sayilar1 ve
parcalanmalardan elde edilen parametre degerleri ile modellerin yapilar1 belirlenmektedir.
Cok degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanma sayilar1 grafiksel yontemlerden ve tek

degiskenli normal karma modellerden faydalanarak tahmin edilebilir.

3.6.1.1. Cok Degiskenli Veride Degiskenlerdeki Parcalanmalarla En Iyi Modelin
Secimi Icin Aday Modellerin Ortaya Cikarllmasinda Grafiksel Yontemler

Bu c¢alismada daha onceki yapilan caligmalardan farkli olarak verideki degiskenlerin
heterojenligi test edilir. Degiskenlerde heterojenlik varsa degisken igerdigi alt grup sayisi
kadar pargalanir. Verideki degiskenlerdeki parcalanmalar verideki kiimelenme merkez

sayilarmi verir. s=1,...,p olmak tizere verideki her bir Xg degiskeninin heterojenligi

incelensin. Verideki degiskenler homojen ya da heterojen yapida olabilir. Heterojen
verideki degiskenlerin yapist verideki kiimelenmeyi belirlemektedir [41]. p -boyutlu
veride Xg degiskeninin yapisina gore parcalanmalarmin sayisi Kg =1 olsun. kg =1
olmasi degiskenin homojen yapida ve Kg >1 olmasi degiskenin heterojen yapida olmasi
anlamina gelir. Verideki her bir degisken igin kg degeri k-ortalamalar algoritmasi gibi bir
ayristirma algoritmast kullanilarak elde edilebilir. p -boyutlu heterojen verideki S.
degisken ve . gozlem arasindaki iliski XSj olarak gosterilebilir. Burada ij’ p-

boyutlu heterojen verideki S. degiskeninin . gézlemini ifade eder.
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X1 Degiskeni X2 Degiskeni X3 Degiskeni

(d) (e)

Sekil 3.6.1.  a,b,c grafikleri sirasiyla deegiskeninde homojen yapiyr X o Ve X3

degiskenindeki heterojen yapiyr gosteren histogram grafikleri. d,e ve f
grafikleri sirasiyla deegiskeninde homojen yapuiyi, X2 ve X3

degiskenindeki heterojen yapiy1 gosteren P-P grafikleri.

X, X, ve X, degiskenleri i¢in uygun parcalanmanmn belirlenmesinde histogram
grafigindeki tepelenme sayis1 ve P-P grafiginin normal dogrusu veya y = x dogrusu ile
verideki gozlem egrisinin kesistikleri nokta sayisina bakilarak degiskendeki pargalanma

sayist tahmin edilebilir. Sekil 3.6.1 de c¢ok degiskenli verideki Xl’ X2 ve X3
degiskenlerindeki parcalanmalar sirasiyla, klzl, k2 =2 ve k3:2 olarak tahmin

edilmistir.

3.6.1.2. Cok Degiskenli Veride Degiskenlerdeki Parcalanmalarimin Tek Degiskenli

Normal Karma Modellere Dayah Belirlenmesi

Iki degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmanin belirlenmesi tek degiskenli normal
karma dagilim modeli (3.2.1) ve (3.2.2) denklemelerindeki gibi hesaplanir. Degiskendeki
uygun parcalanma sayisinia gore tek degiskenli normal karma dagilimin olasilik

agirliklart 77, ortalama vektorii , Vve varyans-kovaryans matrisi o parametreleri

hesaplanir. Her bir degiskendeki parcalnmanin ortaya ¢ikarilmasi i¢in tek degiskenli
normal karma dagilimin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri modelin parametrelerinden

parcalanma sayisina bagl olarak hesaplanir. Tek degiskenli normal karma dagilimlardan
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elde edilen log-likelihood degerinin en biiyiik, AIC ve BIC degerlerinin en kii¢iik oldugu
parcalanma sayisi1 en uygun sayi olarak belirlenir Hesaplamalarda MATLAB programinin
istatistik  paketi kiitiiphanesinde yer alan gmdistribution.fit(data,k) fonksiyonu
kullanilmistir. Cok degiskenli veride heterojen yapinin ortaya ¢ikarilmasi i¢in her bir
degiskende optimum pargalanma sayisini belirlemek amaciyla grafiksel yontemlerden
tahmin edilen sayida k =1,... degerleri algoritmaya girilerek olusturulan karma normal
modeller i¢in log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve hesaplama

sonuclarina gore en uygun pargalanma sayisi belirlenmistir.

Tablo3.6.1. ki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek i¢in modellerdeki 7 ,,uveG2 parametrelerine bagli log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

Kk Log—L AlIC BIC
k=1 1128,4 2260,8 2268,2
k=2 1128,1 2266,2 2284,8
k=3 1126,7 2269,3 2298,9
Tablo 3.6.2. Iki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek i¢in modellerdeki 7, uve 0'2 parametrelerine bagli log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.
k Log —L AIC BIC
k=1 -1327,4 2658,9 2666,3
k=2 -1318,0 2646,0 2664,5
k=3 -1317,1 2650,2 2679,8
Tablo 3.6.3. Iki degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek i¢in modellerdeki 7, uve 02 parametrelerine bagh log-
likelithood, AIC ve BIC degerleri.
Kk Log—L AIC BIC
k=1 -1365.8 2735.6 2743.0
k=2 -1297.1 2604.2 2622.8
k=3 -1297.1 2610.2 2639.9

Hesaplama sonuglarina gore Xl’ X2 ve X3 heterojen degiskenleri i¢in log-likelihood

degerinin maksimum ayni1 zamanda AIC ve BIC degerlerinin minimum oldugu en uygun
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par¢alanma sayisini veren karma normal dagilim modeli X 1 degiskeni i¢in k1 =1, X 9

degiskeni igin k2 =2ve X 3 degiskeni i¢in k3 =2 olarak belirlenmistir.

3.6.2. Cok Degiskenli Veride K-Ortalamalar Algoritmasi ile Gozlem Degerlerinin

Degiskenlerdeki Parcalanmalara Atanmasi

Ug degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bire, ikiye ve ikiye parcalandigi veri setindeki
degiskenlerin pargalanmalarina diisen gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar
algoritmas1 kullanilir. Baslangigta her bir degiskenin pargalanma sayisi kadar kK merkez
sayist belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler arasindaki uzakliklara gére merkez
etrafindaki en yakin gozlemler par¢alanmalara atanmaktadir. Secilen giris kiime merkezi
degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik (3.2.3) denkleminden hesaplanir. Burada her bir
grup ya da parcalanma icin gozlem degeri ile grup merkezi arasindaki uzakliklarin

toplami alinarak her bir gbzlem degeri i¢in en uygun grup merkezi segilir.

Uc degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bire, ikiye ve ikiye pargalandigi veride K -
ortalamalar algoritmasi uygulandiginda her bir degisken i¢in sirasiyla bir, iki ve iki ayri
kiime merkezi belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe
minimum olacak sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arast mesafenin
maksimum (heterojenlik) ayni zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik)
oldugu durum en uygun pargalanma sayisin1 verir. K -ortalamalar algoritmasi
kullanilarak verideki her bir degisken bir, iki ve ikiye pargalanmis ve her bir gozlemin

diistiigii veri grubu Tablo 3.6.4 te verilmistir.

Uc degiskenli veride k-ortalamalar algoritmasi uygulandiginda Xl degiskeni icin tek
kiime, X2 degiskeni i¢in iki ayr1 kiime, X3 degiskeni i¢in iki ayr1 kiime merkezi

belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum olacak
sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arasi mesafenin maksimum (heterojenlik)
aynt zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik) oldugu durum optimum
parcalanma sayisin1 verir. K-ortalamalar algoritmasi kullanilarak verideki degiskenler

sirasiyla bir, iki ve ikiye parcalanmis ve her bir gdzlemin distiigii veri grubu
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belirlenmistir. Asagida X, , X,ve X3 i¢in sirastyla k; =1, k, =2 ve k3 =2 olarak

degiskenlerdeki par¢alanmalar elde edilmistir.

X1 degiskeninde parcalanma olmadigindan degisken tek kiime olarak alinir, X2
degiskenindeki pargalanmalar Xopr Xoo VE X3 degiskeninde X31 ve X?)2 olarak

gosterilsin. Nx 3 tipindeki veri matrisi X =[X,X,X,] seklinde gosterilebilir. ny

elemanl X, degiskeni X1=[X1} seklinde gosterilir, burada n=n olarak

X

X 21} seklinde

degiskendeki eleman sayisini gosterir. N, elemanlt X, degiskeni X2 =[
22

gosterilir, burada X21 ve Xoo sirastyla Nyy Ve Ny elemanli olup Ny =Ny, +0N,,

olarak elde edilir. n3 elemanli X

X
3 degiskeni X3 :{X?’l} seklinde gosterilir, burada

32

X31 ve X32 sirastyla Ny Ve Ny elemanli olup n= N3y +N3, olarak elde edilir.

Cok degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlere k-means algoritmasi
uygulandiktan sonra degiskenlerdeki pargalanmalara diisen gézlem sayilar1 Tablo 3.6.4 te

verilmistir.

Tablo3.6.4. 1ki degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diigen gozlem sayilari.

Degiskenler X X, X3
Degiskendeki X171 Xy Xy X31 X3z
parg¢alanmalar

Gozlem nyp =300 | ny; =211 | ny, =89 ns, =74 Nz, = 226
sayisl

Toplam 300 300 300

3.6.3. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Se¢imi I¢in
Normal Karma Modellerde Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayah

Kiimelenme Merkez Sayisinin Ve Yapisinin Belirlenmesi

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmalar sirasiyla, kl =1, k2 =2 ve k3 =2

olarak Tablo 3.6.1-3 te elde edilmistir. Normal karma modeldeki kiimelenme merkez
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sayilar1 degiskenlerdeki pargalanmalara dayali olarak hesaplanir. Degiskenlerdeki
parcalanmalarin sayis1 kiimelenme merkez sayisini, pargalanmalara diisen gozlem
degerleri sirastyla, kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve biyiikligiinii

belirlemektedir [49]. Modeldeki degiskenlerin par¢alanmalarinin olusturdugu maksimum

ve minimum kiimelenme merkezlerinin sayis1 Cppqy Ve Cmin ,$=1,..., p olmak iizere kS

degerlerine bagli olarak (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinden verideki pargalanmalara

karsilik gelen en cok kiimelenme merkezi sayis1 Cpax =K, .K,.k; =1.2.2=4 ve en az

kiimelenme merkez sayist Cpi, = max{kl, k2, ks} =max{1,2,2} =2 olarak elde edilir.

Sekil 3.6.2. Xl degiskeninde parcalanmanin olmadigi, X2 ve X3 degiskenleri

iizerine izdiisim alinarak elde edilen iki degigskenli model grafigi ve
olusabilecek merkez numaralari.

Sekil 3.6.2 de birinci kiimelenme merkezi; N, Nyq Ve Ngq elemanli sirasiyla Xl' X21
ve X 31 pargalanmalarimin yer aldigi [X1X21X31] veri matrisi ikinci kiimelenme
merkezi; Ny, Noo ve n31 elemanl sirasiyla Xl’ X22 ve X 31 par¢alanmalariin yer
aldigi [X1X22X31} veri matrisi ti¢lincti kiimelenme merkezi; Ny, Nyq Ve n32 elemanl:
srastyla X, X, Ve X32 parcalanmalarinin yer aldig [X1X21X32} veri matrisi
dordiincii kiimelenme merkezi; Ny, Ny, VE n32 elemanlt sirasiyla Xl’ X22 ve X32

parg¢alanmalarinin yer aldigi [X1X22X32} veri matrisi tarafindan olusturulur.
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3.6.4. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Secimi icin
Normal Karma Modellerde Toplam Model Sayis1i ve Modellerin Yapisinin

Belirlenmesi

Cok degiskenli veride Xl degiskeninde par¢alanmanin bulunmadigi yani k1 =1 ve X2

ve ngegiskenlerinin sirastyla k, =2,k, =2 parcalanmalarina dayali olarak kiimelenme

2 3

merkezleri i¢in M ile gosterilen normal dagilimlarin karma modelleriyle

Toplam
olusturulabilecek toplam model sayist (3.2.6) denkleminden
MTopIam = 2122 _1-2%_1-15 olarak elde edilir. Burada ¢ikarilan 1 model varsayima

uymayan kiimelenme merkezi bulunmayan bos modeldir. Bu veri seti ig¢in
. ny . .

olusturulabilecek model sayisi (J ifadesi n toplam kiimelenme merkez sayisini ve r

modeldeki kiimelenme merkez sayisin1 gostermek tizere r=1,...4 kiimelenme merkezli,

4
olusturulabilecek normal dagilimlarin karma modellerinin sayis1 sirasiyla [1j:4,

4 4 4
(2j=6, (3j=4 ve [4}21 olarak elde edilir. Toplamda normal dagilimlarin karma

4

4
modelleriyle olusturulabilecek model sayisi Z(kj—lzﬁ olacak sekilde merkez

k=1

sayilarina bagl olarak elde edilir.

3.6.5. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Secimi i¢in
Normal Karma Modellerde Uygun Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Uc degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezleri ve yine pargalanmalara bagli olarak toplam model sayisi elde
edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her par¢alanmaya en
az bir kiilmelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gecerli veya uygun modellerin sayisi
arastirilmistir. Bu gecerli modeller Sekil 3.6.2 de gosterilen merkezler tizerinden kisaca
her boyutta en az bir kiimelenme merkezi bulunacak varsayimi ile anlatilabilir.
Varsayima uyan modellere uygun aday model denilmektedir. Uygun aday model sayisi

degisken sayis1 ve degiskenlerdeki parcalanma sayisina bagli olarak hesaplanabilir.
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Her boyutta en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi her bir
merkezin bulundugu boyuttaki konumuna goére kombinasyon ile elde edilebilir.
Hesaplama sonucunda ii¢ degiskenli veride olabilecek minimum kiimelenme merkez
sayist 2, maksimum kiimelenme merkez sayisi 4 ig¢in merkez sayilari, merkezlerin
konumu, modellerin sayisi1 igin bagmti ve uygun aday model sayilar1 Tablo 3.6.5 te

verilmistir.

Tablo 3.6.5. Ug degiskenli veride degiskenlerde bir, iki ve iki par¢alanma durumunda
olusan toplam model sayis1 ve uygun aday model sayist

Merkezlerin Modellerin Sayisi Uygun Aday
Merkez Sayisi Konumu i¢cin Baginti Model Sayisi
Tek Merkezli 1 gekhnde slitunlara ) i
dagilan
. i 2\(1
iki merkezli |- 1~ scklinde 11=2 2
slitunlara dagilan 111
" i 2\(2
Ug merkezli 2.. 2 Vsekhnde 21=4 4
stitunlara dagilan 21
2)(2
Dort merkezli 11=1 1
2)\ 2
Toplam model sayisi 2122 -1=15
Toplam Uygun model sayisi 0+2+4+1=7

Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki problem bir matris
yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve degiskenlerin parcalanmalari

matrisin satir ve siitunlarina karsilik gelmektedir. n; i. satir ve j. siitundaki kiimelenme

merkezini gostermek tizere, NXM tipindeki sifirlardan olusan bir kare matriste her satir ve
her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu bagka bir ifade ile sifirdan farkli en az bir
elemanin bulundugu matrislerin sayisi1 (3.5.1) denkleminden hesaplanir. Birinci
degiskende veri yapisi homojenlik gosterdiginden parcalanma sayis1 1 olarak elde
edildiginden (3.5.1) numarali denklemdeki hesaplama iki boyutlu denklemlerle yapilan
hesaplamalar ile aynidir. Homojen yapidaki degiskenlerin modellerin olusturulmasinda
ve hesaplamalarda en iyl modelin belirlenmesinde etkisi olmadigi gosterilmistir.
Modellerin yapis1 ve aday modellerin sayisi veri setindeki heterojen degiskenlerden
kaynaklandig1r i¢in degisken veri parcalanmadaki bilesenlerin heterojenliginin test

edilmesi kiimelemede en 1yi modelin bulunmasinda O©nemli yer tutmaktadir.
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Degiskenlerdeki parcalanmalara dayali aday model sayis1 ve modellerin dizi gosterimleri

Tablo 3.6.6 da verilmistir.

Tablo 3.6.6. Modellerin temsili gosterimleri, kiimelenmelere gbére model sayilari,
modellerin uygun olup olmadiklar1 ve uygun model sayilari.

Uygun Durumlara
.. Karsilik Gelen
Kiimelenme Merkez Durum sayisi Uygun Durum Modelslerin Temsili
Sayisi Sayisi G . .
Osterimleri
1234
Bir Kiimelenme 4 i )
Merkezli Modeller
ki Kiimelenme 5 5 1001
Merkezli Modeller 0110
1110
Ug Kiimelenme 4 4 1101
Merkezli Modeller 1011
0111
Dort Kiimelenme
Merkezli Modeller 1 1 1111

Uc degiskenli veride Xl degiskeninde parcalanma olmadigindan X2 ve X3

degiskenlerindeki parcalanmalara dayali aday normal karma modeller olusturulmustur.

Sekil 3.6.2 de X o Ve X3 degiskenlerinin diizlem tizerine izdiisimii ile olusan iki

degiskenli veride her bir degiskenin sirasiyla ikiye pargalanmasi durumunda veride

normal dagilimlarin karma modelleriyle olusturulabilecek ve M ile gosterilen

Muhtemel
aday modellerin grafikleri Sekil 3.6.3 -5’te gosterilmistir.

Sekil 3.6.3.  Iki degiskenli veride normal karma dagilim modelleriyle olusturulabilecek
iki kiimelenme merkezli (a) birinci uygun aday model (b) ikinci uygun
aday model grafigi.
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X22 X22
X21 le
X1
X X2
X X5,
X1
X X12
—© @

Sekil 3.6.4. ki degiskenli veride normal karma dagilim modelleriyle olusturulabilecek
ii¢c kiilmelenme merkezli (a) tiglincii uygun aday model (b) dordiincii uygun
aday model (c) besinci uygun aday model (d) altinci uygun aday model
grafigi.

X22
XZl
X1
Sekil 3.6.5. Dort kiimelenme merkezli. Normal dagilimlarin karma modelleriyle

olusturulabilecek dort kiimelenme merkezli bir muhtemel modelin

kiimelenme merkezleri.

Boylece ii¢ degiskenli veride degiskenlerin bir, iki ve ikiye par¢alanmasi durumunda

simiilasyon ile olusturulan sentetik veri seti i¢in toplamda normal dagilimlarin karma

modelleriyle olusturulabilecek uygun aday model sayist Sekil 3.6.3-5 teki grafiklerde

gosterilen 7 aday modeldir.
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3.6.6. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Secimi icin
Normal Karma Modellerde Uygun Aday Modellerin Olusturulmasi ve

Parametre Tahminleri

Uc degiskenli normal karma dagilim modelleri i¢in bilesen agirliklari, ortalama vektorleri
ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen degiskenlerdeki pargalanmalar
kullanilarak 6rnekleme dayali tahmin edilmektedir. Karma modeldeki her bir merkezin
olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisi modeldeki olasilik
yogunluk fonksiyonunu elde etmek i¢in kullanilir. Tablo 3.6.6 da uygun aday modellerin
temsili gosterimleri modeldeki merkezlerin numaralarina gore dizi gosterimi seklinde
verilmistir. Modelin dizi gosteriminde kullanilan “0” ve “1” elemanlari modeldeki
karsilik gelen merkezde yigilmanin olup olmadigini géstermektedir. Eger uygun aday

modelde herhangi bir merkezde kiimlenme varsa “1” yoksa “0” ile gosterilmistir.

3.6.6.1. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Se¢imi

icin Normal Karma Modeller ve Parametre Tahminleri

Uc degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen kiimelenme
merkezlerini temsil eden ortalama vektorleri, varyans-kovaryans matrisleri ve korelasyon
katsayilar1 verinin par¢alanmalarinin ortalamalar1 ve standart sapmalarindan elde

edilmistir. Ug degiskenli verinin ortalama vektori,

Hj = ,:21. ile temsil edilir. i=1,2 olmak {izere, aday modellerin varyans-kovaryans
Hay
I 0'12 Pi010%e  PjO103 |
matrisleri % = Pi02401 02.2 PrT2e034 |1 ile temsil edilir. Burada e:X,
| Pj93:71 Pk93+726 o3, |

degiskenindeki 1,2 parcalanmayi, *:X, degiskenindeki 1,2 pargalanmayr ve

p= Corr(Xl, X2., X3 ,.) Pearson korelasyon katsayisini gostermektedir.
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Bu merkezindeki veriler, N(X;ui,zi) normal dagilimma sahip olsun. Ug degiskenli

veride degiskenlerdeki par¢alanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri ile normal
karma modeller olusturulurken olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-
kovaryans matrisleri kullanilmigtir. Degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin varyans-kovaryans matrislerindeki bilesenler arasindaki
iliskinin yoniinii ve derecesini veren Pearson korelasyon katsayisi ii¢ bilesenli merkez
yapist igin 3X3tipinde matris i¢indeki bilesenlerde alti adet bulunmaktadir. Varyans-
kovaryans matrisi simetrik matris yapisinda oldugundan her bir varyans-kovaryans
matrisinde li¢ farkli Pearson korelasyon katsayisi bulunur. Modellerdeki farkli korelasyon
katsayilarinin sayisi; degiskenlerdeki parcalanmalar kullanilarak (3.5.2) denkleminden

elde edilir.
Toplam 7 uygun aday model igerisinden:

Iki bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller u=1,2ve i=12 icin normal

bilesen yogunluk fonksiyonlar

2
£ ) (. , @) 5y _ igl,,i(u) f [X; ”i(u)’zi(u)j (3.6.1)
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar 7Z'i(u) = 2”—i, 0 <mj <1 olmak tizere
S 7
i=1

iki normal karma model bulunur.

Ug bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller u=3,...,6ve i=1,...,3 icin

normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

3
O ORC gl;zi(”) fi () =) (3.6.2)
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar ﬂi(u) = 37T—i, 0 <7j <1 olmak tizere
> i

i=1
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f(x;0) :nlN(x;pl,Zl)+7r2N(x;u2,):2)+7r3N(x;u3,):3)
f(x;0) =nlN(x;pl,):l)+7r2N(x;p2,):2)+7r4N(x;u4,E4)
f(x;0) :nlN(x;pl,):l)+n3N(x;p3,23)+n4N(x;u4,Z4)
f(x;0) =nZN(X;pZ,ZZ)+n3N(x;p3,)23)+7r4N(x;p4,):4)

dort normal karma model bulunur.

Daort bilesenli normal karma modele karsilik gelen model U=7ve i=1,...,4 i¢in normal

bilesen yogunluk fonksiyonu

£ (. , W) W)y él”i(U) f [X; ”i(u)’zi(u)] (3.6.3)

seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar 7Z'i(u) = 4”—i, 0< Ty < 1 olmak tizere
S 7
i=1

bir normal karma model bulunur.

(3.6.1)-(3.6.3) denklemlerindeki u =1,...,7 igin karma modellerin yapisina uyan

n.
modellerin, olasilik agirliklarinin tahmini ﬁ(u) = 20 =12 ve 3x=12 olmak

I k—
2"
_ 71(‘1)_
tizere ortalama vektorleri ﬁi(u) = Yéf) , varyans-kovaryans matrisleri
kd
_ (S{U))Z (u).sl(u)sgi) (ulsfu) (u) |
ii(U) - 2(8)1 gi)si(u) (Sgi)) Z(E)C%y gi) gi) ,1=1,2 i¢in normal bilesen

G 8 (4]
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yogunluk fonksiyonlarinin bilinmeyen parametreleridir. Veri setindeki degiskenlerin

gbzlem degerlerinden elde edilen parametre tahminleri Tablo 3.6.7 de verilmistir.

Tablo 3.6.7. Degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezlerinin
ortalama vektorii ve varyans-kovaryans parametreleri tahmini.

U 2
30.1168 30.1168
4y =| 235331, 11, =| 67.3698 |,
20.1245 20.1245
108.641 -5.744 —11.069 108.641 16.330 —11.069
3 =| 5744 92963 18.051 5,=| 16330 108.335 -2.386
~11.069 18.051 136.873 _11.069 -2.386 136.873
30.1168 30.1168
p1y =| 235331, 4, =| 67.3698 |,
68.5173 68.5173
108.641 —5.744 0.382 108.641 16.330 0.382
Zg=| 29.f44 92963 6.761 5,=| 16330 108.335 15303
0382 6.761 80.099 0.382 15393 80.099

3.6.7. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Secimi icin

Normal Dagihimlarin Karma Modelleri ile Bilgi Kriterlerinin Hesaplanmasi.
Modele dayali kiimeleme yapmak i¢in iki degiskenli ve degiskenlerin bir, iki ve ikiye
parcalandig1 veri setindeki uygun aday modellerin normal karma modelleri belirlenmistir.
Normal karma modeller arasindan en iyi modelin se¢imi i¢in her bir uygun aday modelin

cok degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood, AIC ve BIC degerleri elde
edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonu,

i=12,..n ve j=1,2,..golmak iizere f (Xi X Hj ) karma olasilik yogunluk fonksiyonunun

likelihood fonksiyonu ve logaritmasi alinmis likelihood fonksiyonu (3.2.13) ve (3.2.14)

denklemeleri kullanilarak elde edilir.

cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak

Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve

Akaike bilgi kriteri (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17) denklemeleri kullanilarak elde edilir.
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Tablo 3.6.8. Ucg degiskenli sentetik veri setinde en iyi modelin elde edilmesi icin
kullanilan log-likelihood, AIC ve BIC degerlerinin hesaplanmasi igin
Matlab kodu.

a=load('urgxl.txt")
b=load ('urgx2l.txt');
c=load ('urgx22.txt");
d=load('urgx31l.txt");
e=load ('urgx32.txt"');
pil=(size(a)+size (b) )
ize (e)+size (a)+size (c)+size (e
pi3=(size(a)+size(b)+size(e))
ize(e)+size (a)+size(c)+size (e
)
e

+size (d) (size(a)+size (b)+tsize(d)+size (a)+size(b) +s

(size(a)+size (b)tsize(d)+size (a)+size(b) +s

/
)
/ (size (a)+size (b)+size(d)+size(a)+size (b)+s
)
pid=(size(a)+size(c)+size(e))/
)

ize (e)+size (a)+size(c) +size(

(
x(1l,:)=load ('urgxl.txt');
x(2,:)=load ('urgx2.txt');
x(3,:)=load ('urgx3.txt');
mu( :)=mean (a);
mu( :)=mean (b) ;
mu ( :)=mean (d) ;

51gma [108.641 -5.744 -11.069 ; -5.744 92.963 18.051;-11.069 18.051
136.873];

for i=l:length(x(1,:))

pdfl (i)=(1/(2*pi)"(3/2))*(1/((det(sigma))”(1/2))) *exp((-0.5)* (x(:,1)-
mu) '*inv(sigma) * (x(:, 1) —mu)) ;

end

mu(l, :)=mean(a);
mu (2, :)=mean (b) ;
mu (3, :)=mean (e) ;

sigma=[108.641 -5.744 0.382;-5.744 92.963 6.761;0.382 6.761 80.099];
for i=l:length(x(1,:))

pdf3 (1) =(1/(2*pi)~(3/2))*(1/ ((det(sigma))~(1/2))) *exp ((-0.5)* (x(:,1)-
mu) '*inv (sigma) * (x(:, 1) —mu)) ;

end
:)=mean (a) ;
( :)=mean(c);
u (3, :)=mean (e) ;
51gma [108.641 16.330 0.382; 16.330 108.335 15.393; 0.382 15.393
80.0997;

for i=l:length(x(1,:))
pdfd (1)=(1/(2*pi)~(3/2))* (1/ ((det (sigma)) " (1/2))) *exp ((-0.5) *(x(:,1)~-
mu) '*inv (sigma) * (x(:,1i) -mu)) ;
end
oyfl=pil*pdfl+pi3*pdf3+pid*pdfd;
Inl= -29*log(length (oyfl))+
sum (log (pil*pdfl (:) +pi3*pdf3 (:) +pid*pdfd (:)));
1nl
$AIC bilgi kriteri
aic=-2*1nl+2*29;
aic
$BIC bilgi kriteri
bic=-2*1nl+29*log(length(1lnl));
bic
end

Tablo 3.6.9. Cok degiskenli veride normal karma dagilimlarin modele dayali
kiimelenmesi i¢in log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.
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Model no log-I AIC BIC Matris gosterimi
1 -4863.6 9765.3 9727.3 1001
2 -4636.1 9310.1 9272.1 0110
3 -4357.5 8772.9 8714.9 1110
4 -5001.9 10062 10004 1101
5 -3842.9 7743.8 7685.8 1011
6 -4261.3 8580.6 8522.6 0111
7 -3942.7 7973.3 7895.3 1111

Model seciminde Log-likelihood degeri en biiyiik ve AIC ile BIC degerlerinin en kiiglik
oldugu 5. model elde edilen degerlere gore tiim uygun aday modeller arasindaki en iyi

model olarak se¢ilmistir.

3.6.8. Cok Degiskenli Veride Aday Modeller Arasindan En Iyi Modelin Secimi icin
Normal Karma Modellerin Modele Dayah Kiimelenmesi ile En Iyi Modelin

Secimi

Modele dayali kiimeleme igin ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en iyi
modelin se¢imi modellerin log-l, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Uc degiskenli veri setinde normal karma modellerden uygun aday modellerin log-I, AIC
ve BIC degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.6.9 da verilmistir. Uygun aday modeller
arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model log-likelihood deger en biiyiik ayni
zamanda AIC ve BIC degerleri en kii¢iik olan modeldir. Bu degerlere gore ii¢ kiimelenme

merkezli besinci uygun aday model en 1yi model olark belirlenmistir.

vvvvvvvvvv

(b)

Sekil 3.6.6.  Ug degiskenli ve degiskenlerin sirasiyla bir, iki ve ikiye boliindiigii normal
karma dagilimlar arasindan bilgi kriterlerine gore belirlenen en iyi modelin
(a) yogunluk fonksiyonunun yiizey grafigi (b) iki boyutlu sa¢ilim grafigi
(c) li¢ boyutlu sagilim grafigi
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3.7. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Modele Dayali Karma Kiimeleme ile En iyi
Modelin Secimi icin Yeni Bir Veri Madenciligi Yaklasimi

Cok degiskenli veride modele dayali kiimeleme yapmak i¢in verideki her bir degiskenin
anlamli alt gruplara ayrilmasi gerekmektedir. Normal karma modellerdeki bilesenler
degiskenlerdeki alt gruplardan olugsmaktadir. Normal karma modellerdeki her bilesene bir
kiimelenme karsilik gelir. Dolayisiyla modeldeki bilesen sayisinin  belirlenmesi
kiimeleme analizindeki en zor problemlerdendir [5]. Bu kisimdaki ¢aligmada biiyiik veri
tizerinde kiimelenme arastirllmistir. Biiyiik veri ister ¢ok fazla degisken (yatay biiyilik
veri), ister her bir degiskende ¢ok fazla gbzlem ihtiva etsin (dikey biiyiik veri) gelistirilen
genetik algoritma ile degiskenlerdeki dagilimlara gore en iyi kiimelenme
belirlenmektedir. Verinin ¢ok fazla degisken igcermesi iterasyonla parametre belirleyen
algoritmalarda islem karmasikligina sebep olmaktadir. Gelistirilen genetik algoritma
parametre tahmini ve model se¢iminde iterasyonla (EM algoritmasi gibi) islem
yapmadigindan islem karmasikligi meydana gelmemektedir. Gelistirilen veri madenciligi
genetik algoritmasi ile on bes degiskenli veri setinde degiskenlerdeki pargalanma sayilari
ile parcalanma sayilarina bagli olusabilecek kiime yapilar1 ve en iyi kiimelenmenin
oldugu normal karma model ortaya cikarilmistir. Veri setindeki homojen degiskenler

elenip heterojen yapidaki degiskenler ile kiime yapis1 ve sayist belirlenmistir.

3.7.1. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Normal Karma Modellerin Modele Dayal
Kiimelenmesi i¢in Degiskenlerdeki Parcalanmanin Grafiksel ve Tek

Degiskenli Normal Karma Modeller ile Tahmini

Simiilasyon ile iiretilen ¢cok degiskenli sentetik veride degiskenlerdeki pargalanmalarin
belirlenmesi i¢in ¢esitli  yontemlerden faydalanilabilir. Her bir degiskendeki
parcalanmalar  degiskenlerin alt gruplar1 olarak adlandirilir.  Degiskenlerdeki
parcalanmalar1 belirlemek ve bu pargalanmalar1 anlamli alt gruplara doniistiirmek i¢in
istatistiksel grafiksel yontemler ve normal karma modeller kullanilir. Her bir
degiskendeki anlamli parcalanma sayist histogram grafigindeki tepelenme sayis1 ve P-P

grafiginde gozlemlerin normal dogrusunu kesme sayisina gore tahmin edilebilir.
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3.7.1.1. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Normal Karma Modellerin Modele Dayah
Kiimelenmesi i¢cin Degiskenlerdeki Parcalanmanin Grafiksel Yontemlerle

Tahmini.

Cok degiskenli veri setinde her bir degiskendeki parcalanmalar degiskenin heterojen olup
olmadigmi test etmek i¢cin Snemlidir. Veri setindeki degiskenler tek tek ele almip
parcalanmalarin varlig1 arastiilir. s=1,..,p olmak tlizere verideki her bir Xg
degiskeninin heterojenligi incelensin. Verideki degiskenler homojen ya da heterojen
yapida olabilir. Heterojen verideki degiskenlerin yapist verideki kiimelenmeyi

belirlemektedir [41]. p -boyutlu veride Xg degiskeninin yapisina gore par¢alanmalarinin
sayist Kg =1 olsun. kg =1 durumu degiskenin homojen yapida ve kg >1 durumu

degiskenin heterojen yapida olmasi anlamina gelir. Histogram ve P-P grafikleri gibi
istatistiksel grafiksel yontemlerle degiskenlerde parcalanmalarin varligt belirlenebilir.
Sekil 3.7.1 de veri setindeki her bir degiskenin diger degiskenler ile olusturdugu sacilim

grafigi ve Histogram grafikleri verilmistir.
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Sekil 3.7.1.  On bes degiskenli bliylik veride degiskenindeki parcalanmay1 gosteren
Histogram ve sagilim grafigi.

Sekil 3.7.1 de on bes degiskenin birbiri ile karsilastirmali histogram ve sagilim grafikleri
verilmistir. Grafikte kdsegen iizerinde sirasiyla p=1,...,15 degiskenin histogram grafigi
ve satirlarda degiskenlerin karsilikli sagilim grafigi gosterilmistir. Elde edilen grafikten

X,ve X, degiskenlerinin her birinde iki pargalanma yani k, =2 ve k, =2 bulundugu
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tahmin edilmistir. Diger degiskenlerde parcalanma gozlenememektedir. Yani

X5, X,,..., X5 degiskenlerinin her birinde homojen yap1 oldugu tahmin edilmistir.

3.7.1.2. Cok Degiskenli Heterojen Biiyiik Veride Normal Karma Modellerin Modele
Dayah Kiimelenmesi i¢cin Degiskenlerdeki Parcalanmanin Tek Degiskenli

Normal Karmalara Dayal Belirlenmesi.

Cok degiskenli veride degiskenlerdeki parcalanmanin belirlenmesi tek degiskenli normal
karma dagilim modeli (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri kullanilarak elde edilebilir.
Degiskendeki uygun parcalanma sayisina gore tek degiskenli normal karma dagilimin

olasilik agirliklar1 7 , ortalama vektorii 4 ve varyansi o parametreleri hesaplanir. Her

bir degiskendeki parcalanmanin ortaya cikarilmasi i¢in tek degiskenli normal karma
modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri modelin parametrelerinden pargalanma
sayisina bagli olarak hesaplanir. Tek degiskenli normal karma dagilimlardan elde edilen
log-likelihood degerinin en biiyiik, AIC ve BIC degerlerinin en kii¢iik oldugu pargalanma
saylst en uygun parcalanma sayisi olarak belirlenir. Hesaplamalarda MATLAB
programinin istatistik paketi kiitliphanesinde yer alan gmdistribution.fit(data,k)
fonksiyonu kullanilmigtir. Cok degiskenli veride heterojen yapinin ortaya gikarilmasi i¢in
her bir degiskende optimum parcalanma sayisin1 belirlemek amaciyla grafiksel

yontemlerden tahmin edilen sayida k =1,...n degerleri algoritmaya girilerek olusturulan

karma normal modeller icin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve

hesaplama sonuglarina gére en uygun parcalanma sayisi belirlenmistir.

Tablo 3.7.1. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagl log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1753.4 3510.7 3510.8

2 -1704.7 3419.4 3439.4

3 -1702.3 3420.6 3452.5

Tablo 3.7.2. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1775.8 3555.7 3563.7
2 -1693 3369 3416

3 -1693 3402 3433.9
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Tablo 3.7.3. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1485.9 2975.9 2983.8

2 -1485.8 2981.5 3001.5

3 -1485.4 2986.7 3018.6

Tablo 3.7.4. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1471.2 2948.3 2956.3

2 -1471.7 2953.4 2973.4

3 -1471.8 2959.6 2991.5

Tablo 3.7.5. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1482.6 2969.3 2977.3

2 -1482.6 2975.3 2995.3

3 -1480 2977 3009

Tablo 3.7.6. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelithood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1489.4 2982.8 2990.7

2 -1488.5 2986.9 3006.9

3 -1486.6 2989.2 3021.2

Tablo 3.7.7. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1495 2993.9 3001.9
2 -1495 2999.9 3019.9
3 -1494 3003.9 3035.9
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Tablo 3.7.8. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1491.4 2986.8 2994.8

2 -1490.7 2991.3 3011.3

3 -1490.4 2996.7 3028.7

Tablo 3.7.9. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki pargalanma sayisini
belirlemek i¢in modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagl log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1500.6 3005.2 3013.1

2 -1500.5 3010.9 3030.9

3 -1500.5 3017 3048.9

Tablo 3.7.10. Cok degiskenli veri setinde X,, degiskenindeki pargalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1499.8 3003.7 3011.7

2 -1499.9 3009.8 3029.7

3 -1499.8 3015.6 3047.6

Tablo 3.7.11. Cok degiskenli veri setinde X,; degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagl log-
likelithood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1490.6 2985.2 2993.2

2 -1490.6 2991.2 3011.2

3 -1490.3 2996.6 3028.6

Tablo 3.7.12. Cok degiskenli veri setinde X,, degiskenindeki pargalanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1468.8 29415 2949.5
2 -1466.3 2942.6 2962.6
3 -1460 2948.1 2980
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Tablo 3.7.13. Cok degiskenli veri setinde X,, degiskenindeki pargalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1488.2 2980.4 2988.4

2 -1487.1 2984.2 3004.2

3 -1487 2989.9 3021.9

Tablo 3.7.14. Cok degiskenli veri setinde X,, degiskenindeki parcalanma sayisini
belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine bagh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1478.6 2961.2 2969.2

2 -1478.6 2967.3 2987.2

3 -1475.4 2965.1 2997

Tablo 3.7.15. Cok degiskenli veri setinde X, degiskenindeki par¢alanma sayisini

belirlemek icin modellerdeki 7,uvec® parametrelerine baglh log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-likelihood AIC BIC

1 -1475.3 2954.5 2962.5
2 -1476.6 2959.3 2979.2
3 -1471.5 2959 2991,

Cok degiskenli biiyiik veri setindeki her bir degiskendeki parcalanma sayisi tek
degiskenli normal karma modellerin Log-likelihood, AIC ve BIC degerlerine bakilarak
elde edilir. On bes degiskenin her birisinde log-likelihood degerinin en biiyiik ayni
zamanda AIC ve BIC degerinin en kii¢iik oldugu par¢alanma sayisi en uygun par¢alanma

sayist olarak belirlenmistir. Her bir de8isken icin elde edilen degerlere bakilarak

X, ve X, degiskenleri igin uygun pargalanma sayist K, =2 ve K, =2 olarak elde edilmis,

X4, X4y Xys degiskenleri igin i=3,...,15 olmak iizere k=1 yani par¢alanmanin

bulunmadig1 homojen yap1 gozlenmistir.

3.7.2. Cok Degiskenli Biiyiik Veride K-Ortalamalar Algoritmasi ile Gézlem
Degerlerinin Degiskenlerdeki Parcalanmalara Atanmasi

Cok degiskenli X, ve X, degiskenlerinin her birinde 2 geriye kalan on ii¢ degiskende

parcalanmanin bulunmadigt veri setindeki degiskenlerin parcalanmalarina diisen

gozlemlerin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar algoritmasi kullanilir. Baglangigta her bir
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degiskenin parcalanma sayis1 K kadar merkez sayisi belirlenerek adimsal islemlerle
gozlemler arasindaki uzakliklara gore merkez etrafindaki en yakin gozlemler
parcalanmalara atanmaktadir. Secilen girig kiime merkezi degeri ile gozlemler arasindaki
uzaklik (3.2.3) denkleminden hesaplanir. Burada her bir grup ya da pargalanma i¢in
gozlem degeri ile grup merkezi arasindaki uzakliklarin toplami alinarak her bir gozlem

degeri i¢in en uygun grup merkezi segilir.
Cok degiskenli ve X, ve X, degiskenlerinin her birinde 2 par¢alanmanin oldugu veride

k -ortalamalar algoritmasi uygulandiginda her bir degisken i¢in iki ayr1 kiime merkezi
belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum olacak
sekilde gozlem degerleri atanmistir. Kiimeler arasi mesafenin maksimum (heterojenlik)
aynt zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik) oldugu durum en uygun
parcalanma sayisin1 verir. K -ortalamalar algoritmasi kullanilarak verideki gdzlemlerin

parcalanmanin bulundugu degiskenlerdeki alt gruplara diistiigii veri grubu belirlenmistir.

Cok degiskenli veride k-ortalamalar algoritmasi uygulandiginda X 1 Ve X 9 degiskenleri

icin iki ayr1 kilme merkezi belirlenmis ve her bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki
mesafe minimum olacak sekilde gézlem degerleri atanmistir. Kiimeler arast mesafenin
maksimum (heterojenlik) ayn1 zamanda kiime i¢i mesafenin minimum (homojenlik)
oldugu durum optimum pargalanma sayisini verir. K-ortalamalar algoritmasi kullanilarak
verideki her bir degiskende iki parcalana ve her bir gozlemin diistiigii veri grubu
belirlenmigtir. Simiilasyon ile olusturulan c¢ok degiskenli veride her degiskendeki

parcalanmalar k-ortalamalar algoritmasi uygulanarak Xl ve X2 degiskenleri i¢in

sirastyla k1=2 ve k, =2 olarak elde edilir. X, degiskenindeki pargalanmalar Xll’

5=
X12 ve X2 degiskenindeki parcalanmalar X21, X22 olarak gosterilsin. Nx15
tipindeki veri setinde degisken veri parcalama ve parcalanmalarin bulundugu

degiskenlere k-ortalamalar algoritmasi uygulanarak degiskenlerdeki heterojenlik

incelenmistir. Cok degiskenli veri setinde Xl ve X2 degiskenlerinde parcalanma

oldugundan veri iki degiskenli Nx2 formundadir. 1ki degiskenli veri matrisi

X
X =[X; X, | seklinde gsterilebilir. n; elemanh X; degiskeni X; = 11| seklinde

X12
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gosterilir, burada Xll ve X12 sirastyla Ny, ve Iy, elemanli olup n=n,+n, olarak

X
X

21

seklinde gosterilir, burada X ,, ve
99 21

elde edilir. n, elemanli X, degiskeni X2 :{

X5 sirasiyla Nyq Ve Ny, elemanli olup Ny =Nyq +Nyp olarak elde edilir.  Cok

degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlere k-means algoritmasi uygulandiktan

sonra degiskenlerdeki parcalamalara diisen gézlem sayilar1 Tablo 3.7.16 da verilmistir.

Tablo 3.7.16. On bes degiskenli veri setindeki degiskenler ve degiskenlerdeki
parcalanmalara diisen gbzlem sayilari.

Degisken X, X, X, X, X
DegiSken Xl.l Xl.Z XZ.l X2.2 X3 X4 XS
pargalari

Gozlem | n,=120| n, =280 n,, =150 | n,, =250 | n, =400| n, =400| n, =400
sayist

Toplam 400 400 400 400 400
Degisken X, X, X, X, X1 Xu | Xp
Degisken X X, X Xy X1 Xu X

parcalari

Gozlem | n =400 | n, =400 | n,=400 | n,=400 | n,=400 n, =400 n, =400
sayisl

Toplam 400 400 400 400 400 400 400
Degisken X X X5
Degisken X3 X X5
parcalari

Gozlem n, =400 n, =400 n, =400
sayist

Toplam 400 400 400

3.7.3. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Normal Karma Modellerde Degiskenlerdeki
Parcalanmalara Dayalh Kiimelenme Merkez Sayisimin ve Yapisinin

Belirlenmesi

On bes degiskenli X;, X, degiskenin ikiye bolindigi ve diger degiskenlerde
parcalanmanin olmadig1 veri setinde modeldeki kiimelenme merkez sayilari
degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak hesaplanir. Degiskenlerdeki par¢alanmalarin
sayis1 kiimelenme merkez sayisini, parcalanmalara diigen gozlem degerleri ve sirastyla,

kiimelenme merkezlerinin yerini, seklini ve biyiikligini belirlemektedir [49].
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Modeldeki degiskenlerin pargalanmalarinin olusturdugu maksimum ve minimum

kiimelenme merkezlerinin sayist1 Cpgx Ve Chin's=1-.p olmak {izere kS degerlerine

baglh olarak (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinden verideki parcalanmalara karsilik gelen en

cok kiimelenme merkezi sayist Cpgx =K K,..k;=2.2.1..1=4 ve en az kiimelenme

merkez sayist Ci = max{kl, k2,..., k15} =max{2,2,1...,.1} = 2 olarak elde edilir.

Sekil 3.7.2.  On bes degiskenli biiyiik veride X, ve X, degiskeninin ikiye parcalandigi
diger degiskenlerde pargalanmanin olmadigi normal karma modelde
X, ve X, degiskenleri {lizerine iz disim grafigi, degiskenlerdeki
parc¢alanmalar ve merkezlerin numaralart.

Sekil 3.7.2 de birinci kiimelenme merkezi; nll ve Nyq elemanl sirasiyla )(1:L ve X21

par¢alanmalarinin yer aldigi [Xll X 21] veri matrisi; ikinci kiimelenme merkezi; N5

ve n,, elemanli X12 ve X, parcalanmalariin yer aldigi [X12 XZ:J veri matrisi;
ticiincli kiimelenme merkezi; N1 Ve Ny elemanl Xll ve X22 parcalanmalarinin yer

aldig [Xll XZZ} veri matrisi; dordiincli kiimelenme merkezi; N5, Ve n,, elemanl

X12 ve X,, pargalanmalarmmn yer aldigi [X12 XZZJ veri matrisi tarafindan

olusturulur.

3.7.4. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Normal Karma Modellerde Toplam Model

Sayis1 ve Modellerin Yapisinin Belirlenmesi

On bes degiskenli X, X, degiskenin ikiye bolindiigi ve diger degiskenlerde

parcalanmanin olmadigi durumda kiimelenme merkezleri icin M ile gosterilen

toplam
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olusabilecek tiim modellerin sayisi degiskenlerdeki parcalanmalara bagli olarak elde

edilir. On bes degiskenli normal karma modellerin toplam sayist (3.2.6) denkleminden

M =2221.1_1_2%4_1-15 olarak elde edilir. Burada cikarilan 1 model

Toplam

varsayima uymayan kiimelenme merkezi bulunmayan bos modeldir. Bu veri seti i¢in
. n - - .o

olusturulabilecek model sayisi ; ifadesi n toplam kiimelenme merkez sayist ve r

modeldeki kiimelenme merkez sayisim1 gostermek ilizere r=1,...,4 kiimelenme merkezli,

olusturulabilecek normal dagilimlarin karma modellerinin sayisi sirasiyla; [1]:4,

4 4 4 L
=6, =4 ve =1 olarak elde edilir.
2 3 4

Toplam normal dagilimlarin karma modelleriyle olusturulabilecek model sayisi

4 -
i[kJ—l:lS olacak sekilde merkez sayilarina bagli olarak elde edilir.

k=1

3.7.5. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Degiskenlerdeki Parcalanmaya Dayali Normal
Karma Modellerde Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Cok degiskenli normal karma modellerde degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezleri ve yine parcalanmalara bagli olarak toplam model sayisi elde
edilmistir. Normal karma modeller olusturulurken degiskenlerdeki her parcalanmaya en
az bir kiimelenme merkezi karsilik gelecek sekildeki gecerli veya uygun modellerin sayisi
aragtirtlmistir. Bu gegerli modeller Sekil 3.7.2 de gosterilen merkezler {izerinden kisaca
her satir ve her siitunda en az bir kiimelenme merkezi bulunacak varsaymmi ile
anlatilabilir. Varsayima uyan modellere uygun aday model denilmektedir. Uygun aday
model sayist degisken sayis1t ve degiskenlerdeki pargalanma sayisina bagli olarak

hesaplanabilir.

Her satir ve siitunda en az bir merkezin bulundugu varsayimina uyan modellerin sayisi
her bir merkezin bulundugu satir ve siitundaki konumuna gore kombinasyon hesabi ile
elde edilebilir. Hesaplama sonucunda on bes degiskenli veride her degiskenin ikiye

boliindiigli durumda veride olabilecek minimum kiimelenme merkez sayis1 2, maksimum
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kiimelenme merkez sayisi 4 i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model sayisi

i¢in bagintilar ve model sayilar1 Tablo 3.7.17. de verilmistir.

Tablo 3.7.17. On bes degiskenli X,,X, degiskenin ikiye parcalandigi ve diger

degiskenlerde pargalanmanin olmadigi normal karma modellerde uygun
aday modeller i¢in merkez sayilari, merkezlerin konumlari, model sayist
icin bagintilar ve model sayilari.

Merkez Sayisi Merkezlerin Movdellerln Sayis1  Igin Model Sayisi
Konumu Baginti
. ' 2\(1
iki merkezli L 1 seklinde =21=2 2
stitunlara dagilan 11
- . 2 1 seklinde 2 I_99_
Ug merkezli siitunlara dagilan (J 21=2.2=4 4
; 4
Doért merkezli 2.. 2 si:khnde =1 1
stitunlara dagilan 4
Toplam model sayisi 22 -1=15
Toplam Uygun model sayis1 0+0+2+4+1=7
Tek merkezli toplam model sayisi (11}) = (4+!)|1| = 4 adettir. Ancak modellerin higbiri

varsayima uymadigindan uygun aday model yoktur.

4l
T (@a-2).2!

Iki merkezli toplam model sayist 4 = 6 adettir. Ancak varsayima uyan
2 y Yy

uygun aday model sayis1 yukarida hesaplandigi gibi 2 adettir.

Uc merkezli toplam model sayisi (g) = (4_?)'3' = 4 adettir. Ug kiimelenme merkezli

modellerin hepsi varsayima uyan uygun aday modeldir.

41
T (4—4)4!

Dort merkezli toplam model sayisi (i) = 1 adettir. Dort kiimelenme merkezli

model varsayima uyan uygun aday modeldir. Toplamda 2+4+1=7 uygun aday model

bulunmaktadir.

Varsayim altindaki uygun aday model sayisinin hesaplanmasindaki problem bir matris

yapisina karsilik gelmektedir. Varsayimdaki degiskenler ve degiskenlerin pargcalanmalari

matrisin satir ve siitunlarina karsilik gelmektedir. n; i. satir ve j. siitundaki kiimelenme

merkezini gostermek iizere, NXM tipindeki sifirlardan olusan bir kare matriste her satir ve
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her siitunda en az bir kiimelenmenin oldugu baska bir ifade ile sifirdan farkli en az bir

elemanin bulundugu n>3 alindiginda aday modellerin temsil eden matrislerin sayisi

f(nyenik) = > (—1)il(r.‘l).--.% (-’ [hfj((”l_il)'i;(”f_if)] (3.7.5)

seklinde hesaplanir [75].

Burada n, degiskenlerdeki veya matrisin boyutlarina karsilik gelen parcalanmalari, i

r

parcalanmalardai kiime sayisini ve K karma modeldeki kiime sayis1 gostermektedir.

Bu yedi uygun duruma karsilik gelen kiimelenme yapilarinin modelleri Tablo 3.7.18 de

verilmistir.

Tablo 3.7.18. On bes degiskenli X, ve X, degiskenin ikiye bolindigi ve diger

degiskenlerde parg¢alanmanin olmadigr normal karma modeller arasindan
varsayima uyan iki, li¢ ve dort kiimelenme merkezli toplam model sayisi,
uygun aday modellerin sayisi, karsilik gelen kiimelenme yapilarinin
temsili dizi gosterimleri.

Uygun Durumlara Karsilik
Kiimelenme Durum Sayist Uygun Durum Gelen Modellerin Temsili
Merkez Say1s1 Sayisi Gosterimleri
1234
Bir Kiimelenme
Merkezli 4 - -
Modeller
Iki Kiimelenme 1001
Merkezli 6 2
Modeller 0110
Ug Kiimelenme 1110
Merkezli 4 4 iéﬁ
Modeller YER
Dort Kiimelenme
Merkezli 1 1 1111
Modeller

Cok degiskenli biiyiik veride degiskenlerdeki heterojenlik, her bir degiskene tek
degiskenli normal karma model uygulanarak degisken veri parcalama metodu ile ortaya
cikarilmigtir. On bes degiskenli veri setinde Tablo 3.7.1-15 deki degerlere bakilarak

X,ve X, degiskenlerinde k =2 ve k,=2 pargalanma belirlenmis diger X,,..., X
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degiskenlerinde pargalanmanin bulunmadigi yani homojenlik tespit edilmistir. Veri
setindeki homojen degiskenler model olusturmada etkisi olmadigindan elenmistir. Veri
setindeki model olusturmada etkisi bulunmayan degiskenlerin elenmesi degisken se¢imi
(variable selection) olarak adlandirilir. Cok degiskenli veri setinde degisken segimi
yapilinca boyut indirgeme (dimension reduction) islemi yapilmistir [76]. Boyut
indirgenince iki degiskenli veri setinde her bir degiskenin ikiye parcalandiglr yapi
olusmustur. iki degiskenli ve her bir degiskenin ikiye pargalandigi veri setinde iki, ii¢ ve

dort kiimelenme merkezli aday modellerin grafikleri Sekil 3.7.3 te gosterilmistir.

Sekil 3.7.3.  1ki degiskenli ve her degiskenin ikiye parcalandig1 veri setinde (a) ve (b)
iki merkezli, (c), (d),(e) ve (f) lic merkezli ve (g) dort kiimelenme merkezli
uygun aday modellerin diizlemsel grafiklerini gostermektedir.
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3.7.6. Cok Degiskenli Biiyiik Veride Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayah
Normal Karma Modellerde Uygun Aday Modellerin Olusturulmasi ve

Parametre Tahminleri

On bes degiskenli veri seti, heterojenlige dayali degisken secimi ve boyut indirgeme
islemlerinden sonra iki boyutlu yani p=2 olacak sekilde iki degiskenli X, , X,
degiskenlerin ikiye boliindiigii yapiya doniismiistiir. Iki degiskenli veride degiskenlerdeki
pargalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezlerini temsil eden ortalama vektorleri,
varyans-kovaryans matrisleri ve korelasyon katsayilar1 verinin pargalanmalarmin

ortalamalar1 ve standart sapmalarindan elde edilmistir. On bes degiskenli verinin ortalama

vektori,
He
/’12*
B =| Mg olarak elde edilmis ve boyut indirgeme isleminden sonra iki degiskenli veri
| 445 |

. A x L
setinin ortalama vektori s = p olarak elde edilmistir. i =1,2 olmak {izere, on bes
2y

degiskenli ~ veri  setinin aday  modellerin  varyans-kovaryans  matrisleri

2

O, P00, = P01,015
2
Py 0.0, o, o P00 o .
L= = - . o olarak elde edilmis ve boyut indirgeme
2
PxO1501.  P0150,, °° Oy5

isleminden sonra iki degiskenli veri setinin  varyans-kovaryans — matrisi

2
“1x Pi%1x%2y o .. . .
% = ’ olarak elde edilmistir. Burada x: X, degiskenindeki 2
Pi%y%x %2y
parcalanmayi, y: X, degiskenindeki 2 pargalanmay1 ve p:Corr(Xlx, XZy) Pearson

korelasyon katsayisin1 gostermektedir.

Bu merkezindeki veriler, N(X;ui,):i) normal dagilimma sahip olsun. Iki degiskenli

veride degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri ile normal
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karma modeller olusturulurken olasilik agirliklari, ortalama vektorleri ve varyans-
kovaryans matrisleri kullanilmistir. Degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin varyans-kovaryans matrislerindeki bilesenler arasindaki
iligkinin yoniinii ve derecesini veren Pearson korelasyon katsayisi iki bilesenli merkez
yapist i¢in 2X2tipinde matris i¢indeki bilesenlerde 4 adet bulunmaktadir. Varyans-
kovaryans matrisi simetrik matris yapisinda oldugundan her bir varyans-kovaryans
matrisinde {i¢ farkli Pearson korelasyon katsayis1 bulunur. Toplam 7 uygun aday model

igerisinden iki bilesenli normal karma modele karsilik gelen modeller u=1,2ve i=1,2

i¢cin normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

2
£ (. , W) W)y _ iglﬂi(U) f [X; ”i(u)’zi(u)] (3.7.2)
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklari 7Z'i(u) = 27[—i, 0< Ty < 1 olmak lizere
> 7
i=1

iki normal karma model bulunur. Ug bilesenli normal karma modele karsilik gelen

modeller u=3,...,6ve i=1,...,3 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonlari

3
§ (@) (x ﬂ(u),z(u)) _ _Zlﬂi(u) f [X; ﬂi(u),zi(u)] (3.7.3)
1=
seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklar ﬂi(u) = ?’ﬂ—i, 0 <7j <1 olmak tizere
> i
i=1

f(x;0) :nlN(x;pl,Zl)+7r2N(x;u2,):2)+7r3N(x;u3,):3)
f(x;0) =nlN(x;pl,):l)+7r2N(x;p2,):2)+7r4N(x;u4,E4)
f(x;0) :nlN(x;pl,):l)+n3N(x;p3,23)+n4N(x;u4,Z4)
f(x;0) =nzN(x;pZ,Zz)+7r3N(x;p3,23)+7r4N(x;p4,):4)

dort normal karma model bulunur. Dort bilesenli normal karma modele karsilik gelen

model U=7ve i=1,...,4 i¢in normal bilesen yogunluk fonksiyonu

£ (x; W) W)y él;zi(”) f (x;yi(“),zi(“)] (3.7.4)
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seklinde ifade edilir. Olasilik agirliklart ﬂi(u) = f—i, 0 <7j <1 olmak tizere

> i
i=1
f(x;0) :nlN(x;ul,Z‘.l)+n2N(x;u2,Z‘.2)+n3N(x;p3,Z‘.3)+7r4N(x;p4,>24)

bir normal karma model bulunur. (3.7.2)-(2.7.4) denklemlerindeki u=1,...,7 i¢in karma

n-:
modellerin yapisina uyan modellerin olasilik agirliklarinin  tahmini ﬁi(u) = kl :
2, N
=1
0
1x=1,2 ve 2y =12 olmak iizere, ortalama vektorleri ﬁi(u) _| X , varyans-kovaryans
(U)
2y
2
(u) RORORO)
() X Xx2y"Ix "2y | . :
matrisleri X3/ = ) ,i=1..4 i¢in normal bilesen
RORRONO A0
2y 1x72y “1x 2y

yogunluk fonksiyonlarmin bilinmeyen parametreleridir. Veri setindeki degiskenlerin
gozlem degerlerinden elde edilen ortalama vektoriiniin parametre tahminleri Tablo 3.7.7

de verilmistir.

Tablo 3.7.19. On bes degiskenli biiyilk veri setindeki kiimelenme merkezlerine ait
ortalama vektorleri.

Parametre i
[ 21,3411 | 57,1664 | [ 21,3411 ] 57,1664 |
21,4425 21,4425 61,1944 61,1944
27,5768 27,5768 27,5768 27,5768
32,3862 32,3862 32,3862 32,3862
18,8737 18,8737 18,8737 18,8737
23,5194 23,5194 23,5194 23,5194
30,3363 30,3363 30,3363 30,3363
No = 56,8775 ny - 56,8775 g - 56,8775 = 56,8775
64,3351 64,3351 64,3351 64,3351
20,7174 20,7174 20,7174 20,7174
44,3828 44,3828 44,3828 44,3828
39,1720 39,1720 39,1720 39,1720
36,2523 36,2523 36,2523 36,2523
28,1805 28,1805 28,1805 28,1805
50,1940 50,1940 50,1940 50,1940
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3.7.7. Cok Degiskenli Biiyiik Veri Setinde Normal Karma Modellerin Log-
likelihood, AIC ve BIC degerleri

Modele dayali kiimeleme yapmak igin on bes degiskenli veride homojen degiskenler
degisken segimi ile elenip veride boyut indirgeme isleminden sonra iki degiskenli ve her
bir degiskenin ikiye pargalandigi veri setindeki uygun aday modellerin normal karma
modelleri belirlenmistir. Normal karma modeller arasindan en iyi modelin se¢imi i¢in her
bir uygun aday modelin ¢ok degiskenli normal karma dagilimlardan log-likelihood, AIC
ve BIC degerleri elde edilmistir. Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood

fonksiyonu, i=12,..n ve j=1,2,..golmak iizere f(Xi;Oj) karma olasilik yogunluk

fonksiyonunun likelihood fonksiyonu ve logaritmast alinmis likelihood fonksiyonu
(3.2.13) ve (3.2.14) denklemeleri kullanilarak elde edilir 73].

Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak
Bayesci bilgi kriteri (BIC) ve Akaike bilgi kriteri (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17) denklemeleri
kullanilarak elde edilir.

On bes degiskenli biiyiik veride degisken se¢imi (Variable selection) yapilarak homojen
yapidaki degiskenler c¢ikarildiktan sonra ilk iki degiskendeki ikiser pargalanmadan
kaynaklanan kiimelenme merkezlerine gore uygun aday modellerin log-likelihood, AIC

ve BIC degerlerinin hesaplandigi degerler Tablo 3.7.20 de verilmistir.

Tablo 3.7.20. Iki degiskenli normal karma dagilimlarin modele dayali kiimelenmesi igin
birinci veri setinden log-1, AIC ve BIC degerleri.

Model
- log L(\W) AIC =-2InL(¥)+2d | BIC=-2InL(¥)+dlogn | d
1. -3979 7980 7958 11
2. -4544.6 9111.1 9089.1 11
3. -4091.8 8217.6 8183.6 17
4. -4103.8 8241.5 8207.5 17
5. -3466.5 6967 6933 17
6. -4050.2 8134.5 8100.5 17
7. -3550.9 7147.9 7101.9 23
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3.7.8. Iki Degiskenli Her Degiskenin Ikiye Béliindiigii Normal Karma Modellerin
Modele Dayah Kiimelenmesi icin En Iyi Modelin Secimi

Modele dayali kiimeleme igin ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en iyi
modelin se¢cimi modellerin log-l, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Cok degiskenli veri setinde normal karma modellerden uygun aday modellerin log-I, AIC
ve BIC degerleri hesaplanmis ve Tablo 3.7.20. de verilmistir. Uygun aday modeller
arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model log-likelihood deger en biiyiik ayni
zamanda AIC ve BIC degerleri en kiigiik olan modeldir. Bu degerlere gore ii¢ kiimelenme

merkezli besinci uygun aday model en iyi model olarak belirlenmistir.

.
iy

[ i
i A

@ )

Sekil 3.7.4.  On bes degiskenli biiyiikk verideki X,, X, degiskenlerindeki

parcalanmalardan olugan modeller arasindan en iyi modelin (a) yogunluk
fonksiyonunun yiizey grafigi (b) sagilim grafigi.

3.8. Uzaktan Algilanmis Cok Banth Uydu Goriintii Verisi icin Karma Model

Kiimelemeye Dayah Yeni bir Yari-Denetimli Siniflandirma Metodu

Bu calismada uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisi i¢in yeni bir yari-
denetimli siniflandirma (semi-supervised classification) metodu gelistirilmistir [78].
Gelistirilen bu yari-denetimli siniflandirma metodunda uydu goriintii verisin alindigi
banlardaki dalga boyundaki veriye uyan egri (spectral response curves) veya dalga boyu
izleri (spectral signature) kullanilarak verideki kiimeler, egitimsiz kiimeleme
(unsupervised clustering) ve egitimli siiflandirmalardan (supervised classification)
meydana gelmektedir. Model se¢imine dayali karma model kiimelemede, uzaktan
algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinde spectral bantlardaki (degiskenlerdeki)
heterojen yapilarin, parcalanmalarinin verideki kiimelenme sayisini ve yapisini belirledigi

ve sekillendirdigi varsayillmis ve gosterilmistir. Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu
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gorintii  verisinde degiskenlerde pargalanma olup olmadigi durum incelenmistir.
Degiskenlerdeki parcalanmalara gore veride olabilecek tiim kiimelenme merkez sayilari
belirlenmigtir. Tiim kiimelenme merkez sayilart arasinda bazilar1t varsayimlari
saglamadigr icin ¢ikarilmistir. Geriye kalan kiimelenme merkez sayilari miimkiin
kiimelenme merkezlerini verir ve bunlar varsayimlar1 saglar. Uzaktan algilanmis ¢ok
bantli uydu goriintii verisinde miimkiin kiimelenme merkezleri i¢in kiimelenme sayisini
ve yapisini belirlemek amaciyla normal dagilimlarin karma modelleri kullanilarak aday
modeller olusturulmustur. Olusturulan normal dagilimlarin karma modelleri arasindan en

iyisi bilgi kriterleri kullanilarak segilmistir.

Verideki kiimeler, dalga boyu izleri (spectral signature) kullanilarak smniflandirilir.
Egitimli siniflandirma metodu icin ayirt edici fonksiyon olarak Oklid uzaklig1 (Euclidean
distance) kullanilir. Oklid uzakhg degerleri egitimli siniflandirma metodu igin karar
kural1 olarak kullanilir. En iyi olarak secilen normal dagilimlarin karma modeli verideki
kiimelenme sayisin1 ve yapisini belirler. En iyi normal dagilimlarin karma modelindeki
bilesen sayist uydu goriintii verisindeki kiimelenme sayisina karsilik gelir. En iyi normal
dagilimlarin karma modelindeki bilesenlerin oranlari, ortalama vektorleri ve varyans —
kovaryans matrisleri uzaktan algilanmis ¢ok bantlh uydu goriintii verisindeki

kiimelenmelerin sirastyla biiyiikliigline, konumuna ve yapisina karsilik gelir.
3.8.1. Uzaktan Algilanmis Uydu goriintii Verisi

Onerilen modele dayali karma model kiimeleme metodu, bir tarimsal bdlgesinin uzaktan
algilanmis Landsat Thematic Mapper (Landsat TM) goriintii verisine uygulanmistir. Cok
bantl goriintii verisi olarak Adana ili Seyhan ilgesinde (=37  kuzey ve 36 dogu) bir
bolgeye ait 27.03.1992 tarihli, yoriinge 175- satir 34 numarast olan Landsat TM
uydusunun 3., 4. ve 5. bantlarindaki 198x200 (toplamda 39600) piksel degerleri
kullanilmigtir [79]. Landsat TM uydusunun 7 bandindan yukarida belirtilen {i¢ bandin
kullanilmasinin nedeni bitki ortiisii, su ve topragin bu bantlardan alinan dalga boyuna
gore daha 1yi belirlenmesidir. Landsat TM uydusunun 7 bandinin veri topladiklar1 dalga

boylar1 ve ¢oziiniirliikleri Tablo 3.8.1 de verilmistir.



171

Tablo 3.8.1. Landsat 4 ve 5 uydusunun Thematic Mapper (TM) algilayicisinin bantlari,
veri topladiklar1 dalga boylar1 ve ¢oziiniirliikleri.
Veri Topladig1 Dalga
Uydu Bant Coziintirlik(metre)
Boyu

Bant 1 0.45-0.52 30

Bant 2 0.52-0.60 30

Bant 3 0.63-0.69 30
Landsat TM Bant 4 0.75-0.90 30

Bant 5 1.55-1.75 30

Bant 6 10.40-12.5 120

Bant 7 2.08-2.35 30

Landsat TM bantlar1 farkli tiirde yerylizii kaynaklarini belirlemede kullanilir. Kullanilan

bantlarin algilayicilarinin temsil ettigi renklerin 6zelliklerine gore mesela, 4. bant kirmizi

rengi temsil eder ve parlak kirmizi renk yetisen bitki Ortiisiinii gosterir. Toprak ya da

seyrek bitki Ortiilii alanlar nem ve organik madde ihtiva oranina bagl olarak beyazdan

yesile ya da kahverengiye kadar renk birlesimleri ile temsil edilir.

Olgiim prensipleri algilayici tipine gore degisir. On islemden gegen 6lciim tiirleri arazide

bir bolgeye karsilik gelir ve goriintiide bir piksel ile temsil edilir. Bolgeler arasi uzaklik

bitisik gorlintii pikselleri arasindaki uzaklik ile belirlenir. Bu uzakhik bir goriintii

algilayicisinin uzaysal ¢oziiniirligiinii belirler. Landsat TM Uydusunun bantlar1 ve veri

topladigi dalga boylar1 Sekil 3.8.1 de verilmistir.

Generalised reflectance spectra of some earth surface materials: Landsat TM
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|
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Sekil 3.8.1.

Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinin alindigt LANDSAT
TM Uydusunun bantlar1 (degiskenleri) ve veri topladig1 dalga boylari.
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Landsat TM 3., 4., ve 5. bantlari modele dayali kiimeleme i¢in kullanilir. Tarimsal bolge
tizerinde ¢alisilan uydu goriintii verisinin belirttigi alanin uydu goriintiisii Sekil 3.8.2 de

gosterilmistir.

Sekil 3.8.2.  Seyhan Ovasi Adana - Tiirkiye (#37°Kuzey, 36°Dogu) bdlgesinde yer alan
tarimsal bdlgenin 27 Mart 1992 tarihli (Yoriinge 175 - Satir 34) 198 satir
ve 200 siitundan olusan Landsat TM uydu goriintiisii

3.8.2. Cok Banth Uydu Goriintii Verisindeki Heterojen Degiskenler icin Uygun

Parcalanma Sayisinin Belirlenmesi

Uzaktan algilanmig ¢ok banthi uydu gorilintlisiiniin sayisallastirilmis verisindeki 3.bant,

4.bant ve 5.bant degerleri bu ¢calismada degisken degerleri olarak alinmistir. Veride X,
degiskeni 3.banttaki 198x200=39600, X, degiskeni 4.banttaki 198%200=39600 ve X,

degiskeni 5.banttaki 198x200=39600 gozlem degerinden olusmaktadir. Veride toplam
39600x3=118800 gdzlem degeri bulunmaktadir. Oncelikle bu ii¢ degiskendeki verilerin
homojen mi? yani dagiliminin normal mi? ya da heterojen mi? yani dagiliminin normal
dagilimlarin karmasit m1? oldugu arastirilir. Veri setindeki her bir bant bir degiskeni
temsil ettiginden modeller olusturulurken bu bantlardan elde edilen degiskenlerin yapilari
ya da pargalanmalar1 kullanilmistir [78]. Degiskenlerdeki homojen ve heterojen yapilar,
yani parcalanmalar belirlenirken hem hesaplama yontemi hem de grafiksel yontemler
kullanilmistir. Verideki her bir degiskenin histogram ve P-P grafiklerine bakilarak da
degiskendeki parcalanma sayist kontrol edilerek belirlenmistir. Cok bantli uydu goriintii
verisinin (3.bant) X, degiskenindeki, (4.bant) X, degiskenindeki ve (5.bant) X,
degiskenindeki pargalanmalar once histogram ve P-P grafikleri kullanilarak grafiksel

yontemlerle incelenmistir. Bu durum Sekil 3.8.3 te gosterilmistir. Cok bantli uydu
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goriintii verisindeki (3.bant) X, degiskeni, (4.bant) X, degiskeni ve (5.bant) X,
degiskeni histogram ve P-P grafikleri kullanilarak grafiksel yontemlerle inceleme
sonucunda heterojen yapida olduklar1 ve bu degiskenlerdeki parcalanmalarin ii¢ oldugu
belirlenmistir. Ug¢ degiskenli uydu goriintii verisinde degiskenlerdeki parcalanma
sayilarinin belirlenmesi i¢in hesaplama yonteminde her bir degisken icin tek degiskenli
normal karma model kullanilarak belirlenmistir [79]. Tek degiskenli normal dagilimlarin

karmalari,
K
f(x;0)= iglnifi (x; 4, 0¢) (38.1)

formundadir. Burada f (x) normal karma modelin olasilik yogunluk fonksiyonunu, k

karma normal modeldeki bilesen (pargalanma) sayisini, m; bilesen agirhgim gosterir.

fi (X; U, 0, ) bilesenin olasilik yogunluk fonksiyonunu gostermek iizere

2
fi(X;ﬂi’Ui)=LeXIO —l[x_”iJ (3.8.2)

seklinde ifade edilir. Burada g bilesen ortalamasimi, o; bilesen standart sapmasin

gostermektedir. Tek degiskenli normal karma model degiskendeki uygun parcalanma

sayisina gore tek degiskenli normal karma modeldeki karma agirliklart 7, ortalamalar

ve varyanslar ¢® tahmin edilir. Her bir degiskendeki pargalanmanin ortaya ¢ikarilmasi
icin tek degiskenli normal karma modelin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri modelin
parametrelerinden par¢alanma sayisina bagli olarak hesaplanir. Tek degiskenli normal
karma modelden elde edilen log-likelihood degerinin en biiyiik, AIC ve BIC degerlerinin

en kiiclik oldugu parcalanma sayisi en uygun parcalanma sayisi olarak belirlenir.
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(b)

X, X, P ﬂy{w
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Xy X, ?
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Sekil 3.8.3.  Cok banthi uydu goriintii verisinin (3.bant) X, degiskeni, (4.bant) X,
degiskeni ve (5.bant) X, degiskeni i¢in sirasiyla (a) histogram ve (b) P-P
grafikleri.

Cok bantli uydu goriintii verisindeki X, degiskeni igin veri degerleri kullanilarak uygun
parcalanma sayisini belirlemek amaciyla modeldeki karma agirliklar 7, ortalamalar .

ve varyanslar o i¢in tahmin degerlerine dayali olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve
BIC degerleri Tablo 3.8.2 de verilmistir.

Tablo 3.8.2. Cok bantli uydu goriintii verisinde X, degiskeni i¢in uygun pargalanma
sayisini belirlemek amaciyla, modeldeki karma agirhiklar 7, ortalama
vektorler x4 ve varyanslar o® igin parametrelerin tahmin degerlerine
dayal1 olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-L AIC BIC

k=1 -13947 27895 27897
k=2 -13767 27534 27538
k=3* -13567 27235 27242
k=4 -13617 27236 27246
k=5 -13617 27237 27249
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Tablo 3.8.2 deki sonuglara gore X, degiskeni igin uygun pargalanma sayisi iictiir. Cok

bantli uydu goriintii verisindeki X, degiskeni i¢in veri degerleri kullanilarak uygun

parcalanma sayisini belirlemek amaciyla modeldeki karma agirliklar 7, ortalamalar

ve varyanslar o i¢in tahmin degerlerine dayali olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve
BIC degerleri Tablo 3.8.3 de verilmistir.

Tablo 3.8.3. Cok bantli uydu goriintii verisinde X, degiskeni i¢in uygun parcalanma
sayisint belirlemek amaciyla, modeldeki karma agirliklar 7, ortalama
vektorler 4 ve varyanslar o° igin parametrelerin tahmin degerlerine
dayal1 olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-L AIC BIC

k=1 -16418 32837 32838

k=2 -15912 31825 31829

k=3* -15858 31717 31724

k=4 -15857 31715 31725

k=5 -15857 31716 31728

Tablo 3.8.3 teki sonuglara gére X, degiskeni i¢in uygun pargalanma sayisi Ggtiir. Cok

bantl uydu goriintii verisindeki X, degiskeni i¢in veri degerleri kullanilarak uygun

parcalanma sayisini belirlemek amaciyla modeldeki karma agirliklar 7, ortalamalar .

ve varyanslar o i¢in tahmin degerlerine dayali olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve
BIC degerleri Tablo 3.8.1 de verilmistir.

Tablo 3.8.4. Cok bantli uydu goriintii verisinde X, degiskeni i¢in uygun pargalanma
sayisini belirlemek amaciyla, modeldeki karma agirliklar 7, ortalama
vektorler x4 ve varyanslar o® igin parametrelerin tahmin degerlerine
dayali olarak hesaplanan log-likelihood, AIC ve BIC degerleri.

K Log-L AIC BIC

k=1 -16664 33329 33331

k=2 -16169 32340 32344

k=3* -16126 32254 32261

k=4 -16134 32330 32339

k=5 -16138 32340 32352

Tablo 3.8.4 teki sonuglara gére X, degiskeni i¢in uygun pargalanma sayist tgtiir.

Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisindeki Xl’ X2 ve X3 degiskenleri

icin log-likelihood fonksiyon degerinin maksimumu, ayni zamanda AIC ve BIC
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degerlerinin minimumu kullanilarak uygun parg¢alanma sayisini veren karma normal
model: X1 degiskeni igin k=3, X2 degiskeni icin k=3 ve X3 degiskeni igin k=3

olarak belirlenmistir.

3.8.3. Cok Banth Uydu Goriintii Verisinde Degiskendeki Uygun Parcalanmalarin

Belirlenmesi

Ug degiskenli ve degiskenlerin her birinin {ice parcalandig1 veri setindeki degiskenlerin
anlamli alt gruplarina diisen gozlem degerlerinin belirlenmesi i¢in K -ortalamalar
algoritmas1 kullanilmigtir. Baslangigta her bir degiskenin pargalanma sayisi kadar K
merkez sayist belirlenerek adimsal islemlerle gozlemler arasindaki uzakliklara gore
merkez etrafindaki en yakin gozlemler parcalanmalara atanmaktadir. Secilen giris kiime
merkezi degeri ile gozlemler arasindaki uzaklik (3.2.3) denklemi kullanilarak hesaplanir.
Burada her bir grup ya da par¢alanma i¢in goézlem degeri ile grup merkezi arasindaki
uzakliklarin toplami alinarak her bir gdzlem degeri igin en uygun grup merkezi segilir. Ug
degiskenli ve degiskenlerin her birinde ii¢ anlamli alt grup bulunan veride K -ortalamalar
algoritmas1 uygulandiginda her bir degisken icin ii¢ ayr1 kiime merkezi belirlenmis ve her
bir kiime merkezinin etrafina aralarindaki mesafe minimum olacak sekilde gozlem
degerleri atanmistir. Kiimeler aras1 mesafenin maksimum (heterojen) ayni zamanda kiime
i¢i mesafenin minimum (homojen) oldugu durum en uygun pargalanma sayisini verir. K -
ortalamalar algoritmas1 kullanilarak verideki her bir degisken {ice parcalanmis ve her bir

gdzlemin diistiigii anlamli alt grup belirlenmistir. Ug degiskenli veride k-ortalamalar

algoritmas1 uygulandiginda Xl’ X2 ve X3 degiskenleri icin parcalanma sayilari
sirasiyla k1:3, k2 =3 ve k3 =3 olarak elde edilmistir. X, degiskenindeki
parcalanmalar: Xll’ X12 ve X13; X2 degiskenindeki pargalanmalar: X21, X22 ve
X23; ve X3 degiskeninde parcalanmalar: X31, X32 ve X33 olarak tanimlanir ve

alinir. Degiskenlerdeki par¢alanmalarin gozlem sayilar1 Tablo 3.8.5 te verilmistir.
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Tablo 3.8.5. Ucg degiskenli uydu goriintii verisinde degiskenlerdeki pargalanmalara
diisen gozlem sayilari.

Degisken Xq X9 X3
Degisken

Xiu | %2 | %13 | %o | K22 | Xz | K31 | Xs2 | X33
parcalanmalar1
Pargalanmadaki

4291 | 17241 | 18068 | 10279 | 12697 | 16624 | 17929 | 4999 | 16672
Gozlem sayist
Toplam 39600 39600 39600

3.8.4. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinde Degiskenlerdeki Uygun Parcalanmalara

Dayah Kiimelenme Merkez Sayillarinin Ve Yapilarinin Belirlenmesi

Uzaktan algilanmis c¢ok banth

degiskenlerindeki parcalanmalar sirasiyla

uydu goriintii  verisindeki

X

1’

X

2

ve

X3

k=3, k,=3 ve ky=3 olarak elde

edilmistir. Cok degiskenli verideki degisken (bant) sayis1 p =3 alinmustir. Ug degiskenli

veri seti i¢in C

min

ve Cmak ile gosterilen degiskenlerdeki par¢alanmalarin olusturdugu

kiimelenme merkezlerinin sirasiyla minimum ve maksimum sayisi, [41] tarafindan

Onerilen (3.2.4) ve (3.2.5) denklemeleri kullanilarak hesaplanir. Burada p, verideki

degisken sayisin1 ve kg, Xg degiskenindeki par¢alanma sayisini gostermektedir. nx3

tipindeki X veri matrisi X =[X, X,

X,] seklinde matris formunda gosterilebilir.

X11

N1 elemanh X1 degiskenindeki parcalanma Xlz X12 | seklinde olur. Burada Xll’

X13

X12 ve X13 sirastyla nll’ n21 ve n13 elemanlhidir. Yani n,, Xl degiskenindeki

eleman sayisi olmak tizere, Ny =Ny, +N,+MN4 dir. no elemanl X, degiskenindeki

pargalanma X 2

X21

X22 | seklinde olur. Burada X21’ X22 ve X23 sirastyla Nyqs

X23

Noy VE Nog elemanlidir. Yani Y X2 degiskenindeki eleman sayist olmak {izere,
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X
31
Ny =Noq +Noy +Nog dir. n3 elemanl )(3 degiskenindeki pargalanma X3 = X32

X33

seklinde olur. Burada X31, X32 ve X33 sirastyla n31, n32 ve n33 elemanlidir. Yani

Na, X 3 degiskenindeki eleman sayis1 olmak tizere Ny =Ngq +N3y +Ngq dir.

Bu durumda ii¢ degiskendeki pargalanmalarin olusturdugu kiimelenme merkezlerinin

minimum ve maksimum sayist (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerii kullanilarak
Conin = M| kg s} =max (3,33} =3 ve €y =kjkoky =3:3:3=27 olarak elde
edilir. Ug degiskenli uzaktan algilanmis gok bantli uydu goriintii verisinde Xq0 X, ve
X3 degiskenlerindeki sirasiyla Xll’ X12 ve X13; Xopr Xop VE X23; X31, X32
ve X33 parcalanmalara karsilik gelen Cmak ile hesaplanan 27 kiimelenme merkezi ve

bu merkezleri meydana getiren degiskenlerdeki bilesenler Sekil 3.8.4 ve Tablo 3.8.6 da

verilmistir.

Sekil 3.8.4.  Cok banth uydu goriintii verisinin X,, X, ve X, degiskenlerindeki
parcalanmalar ve bu pargalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri
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Tablo 3.8.6. Ug degiskenli uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinde X1,
X, ve X3 degiskenlerindeki sirasiyla Xll’ X12 ve X13; Xo1: X9
ve X 23’ X31, X32 ve X33 parcalanmalara karsilik gelen Cmak ile

hesaplanan 27 kiimelenme merkezi ve bu merkezleri meydana getiren
degiskenlerdeki bilesenler.

Merkez Merkez Merkez Merkez Merkez Merkez
No Bilesenleri No Bilesenleri No Bilesenleri
1. (Xip X0, X5 ) | 10. (Xyp X0, X5) | 19 (Xip X1, X3)
2. (X0 X0 Xgp) | 11 (X0 X X5) | 20 (X0 X0, Xg3)
3. (X X0, Xgy) | 122 (X X0y Xgp) | 21 (Xigr X1y X33)
4. (Xi X0 X5y) | 13. (Xips Xp00 X5 ) | 22. (X11, X0 X35)
5. (Xi2s X, Xgp) | 14 (X0 X, X3p) | 23. (X120 X0 X33)
6. (X X0, X)) | 15 (Xiss X0, X5p) | 24 (Xizs X g0, X33)
7. (Xip X0 X51) | 16 (Xyp, X0 Xgp) | 25 (Xy1, X0 X35)
8. (Xpo X5, Xy ) | 17 (Xi2s X5, X55) | 26. (Xi2s X3, X33)
9. (Xpgr Xpgr Xqp) | 18 (Xizs Xog X5p) | 27 (Xyz0 Xpz0 Xg3)

Uc degiskenli normal dagilimlarin karma modelleri kullanilarak elde edilen modele
dayali kiimelemede bu merkezler ve merkezlerden elde edilen modeller arastirilacaktir.
Her bir merkezi meydana getiren degiskenlerin pargalanmalari, modellerin

hesaplamalarinda kullanilacak parametrelerin elde edilmesinde kullanilmigtir.

3.8.5. Cok Banth Uydu Goriintii Verisinde Toplam Model Sayis1 ve Modellerin

Yapisinin Belirlenmesi

Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisindeki Xl’ X2 ve X3

degiskenlerindeki pargcalanmalarin olusturdugu kiimelenme merkezleri icin M Toplam ile

gosterilen ii¢ degiskenli normal dagilimlarin karma modelleriyle olusturulabilecek toplam

model sayisi (3.2.6) denklemi kullanilarak elde edilir [41]. Uzaktan algilanmis ¢ok bantli
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P 5333 4027 4 ili
uydu goriintii verisi igin MTopIam =2 1=2°"-1=134.217.727 olarak elde edilir.

Burada ¢ikarilan 1 model, sabit modeldir.

3.8.6. Cok Banth Uydu Goriintii Verisinde Degiskenlerdeki Parcalanmalara Dayah
Uygun Aday Model Sayisinin Hesaplanmasi

Uc degiskenli uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisi i¢in normal karma
modellerde degiskenlerdeki pargalanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri ve
parcalanmalara bagli olarak toplam model sayisi elde edilmistir. Normal karma modeller
olusturulurken degiskenlerdeki her pargalanmaya en az bir kiimelenme merkezi karsilik
gelecek sekildeki gegerli veya uygun modellerin sayisi aragtirllmistir. Bu aday modeller
Tablo 3.8.6 da belirtilen 27 merkez iizerinden her boyutta en az bir kiimelenme

bulunacak varsayimui ile elde edilmistir. Tablo 3.8.6 daki degiskenlerin pargalanmalarinin

olusturdugu kiimelenme merkezleri Cmi ve Cmak esitliklerinden elde edilen en az 3 ve

n
en fazla 27 kiimelenmenin oldugu varsayimi yapilmistir. Varsayima uyan modellere
uygun aday model denilmektedir. Uygun aday model sayisi degisken sayisi ve
degiskenlerdeki parcalanma sayisina bagli olarak hesaplanmistir. Her boyutta (bantta) en
az bir merkezin bulundugu varsayimima uyan modellerin sayisi, her bir merkezin
bulundugu boyuttaki konumuna gore kombinasyon ile elde edilebilir. Uzaktan algilanmig
cok banth uydu goriintii verisindeki degisken sayis1 ve degiskendeki gézlem sayis1 biiylik
veri oldugundan hesaplama gelistirilen algoritma ile elde edilmistir. Uzaktan algilanmig
¢ok bantli uydu goriintii verisindeki her bir degisken ve degiskenlerdeki parcalanmalara
dayali aday modellerin sayis1 hesaplanmistir. Degiskenlerin par¢alanmasindan sonra
olusan merkez sayisi, toplam model sayist ve uygun aday model sayisin1 veren MATLAB

kodu Tablo 3.8.7 de ve modeller Tablo 3.8.8 de verilmistir.



Tablo 3.8.7. Cok bantli uzaktan algilanmis uydu goriintii verisinde uygun

modellerin sayisini1 veren Matlab kodu.
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aday

% cozum uzayi boyutlar1 ve degisken sayisi

cozum_uzayi = [3 3 3]; degisken_sayisi = 3; nokta_sayisi = 1;

for i = 1:1:size(cozum_uzayi,2)
nokta_sayisi = nokta_sayisi * cozum_uzayi(i);
end
%% tum ihtimalleri olustur
baslangic = power(2, degisken_sayisi) - 1;
bitis = 0;
for i = 1:1:degisken_sayisi
bitis = bitis + power(2, nokta_sayisi + 1 - i);
end
bitis = power(2, nokta_sayisi);
for i = baslangic:1:bitis
temp = dec2base(i,2); temp_length = length(temp);
for temp_zero = 1:1:nokta_sayisi - temp_length
temp = strcat('0’, temp);
end

if(gecerli_kontrol(temp))

dimwrite(strcat('gecerli_333_',int2str(length(strfind(temp,'1"))),".csv’),temp,'delimiter’," ','-

append’);
end

end
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Tablo 3.8.8. Cok bantli uydu goriintii verisindeki degiskenlerin par¢calanmalarina dayali
olusan merkez sayisi, toplam model sayisi ve uygun aday model sayisi.

Merkez Sayisi Toplam Model Sayisi Uygun Aday Model Sayisi

1 27 0
2 351 0
3 2925 36
4 17550 1890
5 80730 24300
6 296010 153828
7 888030 623106
8 2220075 1839672
9 4686825 4255194
10 8436285 8044245
11 13037895 12751803
12 17383860 17216811
13 20058300 19981143
14 20058300 20030760
15 17383860 17376516
16 13037895 13036518
18 8436285 8436123
18 4686825 4686816
19 2220075 2220075
20 888030 888030
21 296010 296010
22 80730 80730
23 17550 17550
24 2925 2925
25 351 351
26 27 27
27 1 1

Toplam 134217728 131964460
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Uygun aday modellerin sayis1 Tablo 3.8.8 de bilgisayar bilimleri yontemiyle
hesaplandig1

oonms e (n)(m(s)((h—) (m-j) s-t
e A ) 1 S IS

Burada n, m ve S sirasiyla degiskenlerdeki par¢alanma sayilarini gostermektedir. i, j

ve t sirastyla degiskenlerdeki parcalanmalardan kaynaklanan kiimelenme merkez

sayilarini ve k modeldeki kiimelenme merkez sayisin1 gostermektedir.

3.8.7. Cok Banth Uydu Goriintii Verisindeki Degiskenlerin Parcalanmalarina

Dayali Uygun Durumlar icin Aday Normal Karma Modellerin Olusturulmasi

Cok bantli uydu goriintii verisindeki degiskenlerde, pargalanmalardan olusan
kiimelenmeler i¢in uygun durumlarda ortaya ¢ikan aday normal karma modellerin bilesen
agirliklar, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisleri verideki heterojen
degiskenlerdeki parcalanmalar kullanilarak ornekleme dayali tahmin edilmektedir [49].
Heterojen degiskenlerin parcalanmalariyla olusan her bir kiimelenme merkezi i¢in aday
normal karma modellerin bilesenlerinin karma agirliklarinin, ortalama vektorlerinin ve
varyans-kovaryans matrislerinin tahminleri Tablo 3.8.8 deki uygun aday modellerin

karma olasilik yogunluk fonksiyonlarini elde etmek i¢in kullanilir.

Tablo 3.8.8 de uygun aday modeller i¢in merkez sayilar1 kullanilarak, 0 ve/veya 1 lerden
olusan ve 27 karakterden olugsan modellerin dizi (string) gosterimleri yapilir. Bu dizi
gosterimlerinde model olusturulurken kiimelenmenin oldugu merkeze karsilik olarak “1”,
kiimelenmenin olmadig1 merkeze karsilik olarak “0” yazilir. Uygun modeller i¢in temsili

dizi gosterimler, uygun modeller igin hesaplamalarda kullanilmastir.

Aday karma modellerin her bir dizi gosterimi 131964460 uygun karma modelden birine

karsilik gelmektedir. K bilesenli normal karma model u =1,...,131964460 i¢in
k
£ (W W =Wy _zl;zi(“) £ 06 W, 2 (W) (3.8.4)
1=

seklinde elde edilir. Normal yogunluk fonksiyonlarinin bilesenleri i¢in olasilik agirliklar:

u=1,...,131964460 ve | =1,2...,k olacak sekilde
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L (3.8.5)

27
I=1

elde edilir. Normal yogunluk fonksiyonlarinin bilesenleri igin ortalama vektori
=1,...,131964460 Ve p,q,r =1,2,3 olmak iizere,

)
Hip

i =| ) (3.8.6)

1
(u)
:u3r

elde edilir. Normal yogunluk fonksiyonlarinin bilesenleri i¢in varyans-kovaryans matrisi
=1,...,,131964460 ve p,q,r =1,2,3 olmak iizere,

(o{W)2 plU) U)oU) () (u) ]
1p 1p, q 1p 2q 1p 3r 1p 3r
N e R e e L 67
o) U (U) oY) (U) (U) (U2
3r1p 3r P3r 2q 3r |

seklinde ifade edilir.

Tablo 3.8.9. Uygun aday modeller i¢in merkez sayilar1 kullanilarak, 0 ve/veya 1
elemanlarindan ve 27 karakterden olusan tam modelin dizi (string)

gosterimi
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 1 1 1 1 1 1 1 1
19 20 21 22 23 24 25 26 27
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3.8.8. Cok Banth Uydu Goriintii Verisindeki Degiskenlerin Parcalanmalarina
Dayali Uygun Durumlar I¢in Aday Normal Karma Modellerdeki

Parametrelerin Tahmini

Veride degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen merkezlerdeki kiimelenmeler igin
karma oranlari, ortalama vektorleri ve varyans-kovaryans matrisleri, 6rneklemden tahmin

edilmistir. Ug degiskenli veride i=1,2,...,27 icin olasilik agirliklari, ortalama vektorleri
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ve varyans-kovaryans matrisleri u=1,...,131964460ve | =1,2...,k olmak tlizere sirasiyla,

<(U)]
*1p
n.
ﬁi(‘”: o+ U=1.,131964460ve p,q,r=1,2,30lmak iizere ﬁi(u): 7%) ve
& Gy
L 73r

SR sy sy

- o

WA D

ile temsil edilir. Burada p: X, degiskenindeki 1,2,3 parcalanmayi, q: X, degiskenindeki
1,2,3 pargalanmayr ve r:X, degiskenindeki 1,2,3 pargalanmay1r gdstermektedir.

P =Corr(X1®,X2.,X3*) Pearson korelasyon katsayilarini gostermektedir. Her bir

kiimelenme merkezindeki wveriler, N(X;ui,zi) normal dagilimma sahip olsun. Ug

degiskenli veride degiskenlerdeki par¢alanmalara karsilik gelen kiimelenme merkezleri
ile normal karma modeller olusturulurken karma agirliklari, ortalama vektorleri ve
varyans-kovaryans matrisleri kullanilir. Degiskenlerdeki parcalanmalara karsilik gelen
kiimelenme merkezlerinin varyans-kovaryans matrislerindeki bilesenler arasindaki
iliskinin yOniinii ve derecesini veren Pearson korelasyon katsayisi {i¢ bilesenli merkez
yapist i¢in 3X3X3 tipinde matris igindeki bilesenlerde dokuz adet bulunmaktadir.
Varyans-kovaryans matrisi simetrik matris yapisinda oldugundan her bir varyans-
kovaryans matrisinde ii¢ farkli Pearson korelasyon katsayis1 bulunur. Modellerdeki farkli
korelasyon katsayilarinin sayisi degiskenlerdeki parcalanmalar kullanilarak (3.5.2)

denkleminden elde edilir.

Cok banthh uydu gorintii verisindeki i1=1,...,27 olmak {izere 7%i(u),,[z-(u)ve2i

parametrelerinin 6rnekleme dayali tahminleri Tablo 3.8.10 da verilmistir.
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Tablo 3.8.10. Cok bantli uydu goriintii verisindeki degiskenlerde pargalanmalara karsilik
gelen 27 kiimenin ortalama vektorii ve varyans-kovaryans matrislerinin
parametre tahmini.

|

52,90 29,17 39,25
= 75,96 M, =| 75,96 Uy =| 75,96
56,23 | 56,23 | 56,23
(19,156 -,594 -,790 | (10,692 ,158 ,719 | (9,691 -282 -393 |
z, =|-594 34,965,437 X, =|,158 34,965 ,437 X, =|-282 34,965,437
|- 790 ,437 29,263 1,719,437 29,263 | | -393 437 29,263
52,90 29,17 39,25
u, =|40,31 s =| 40,31 U; =| 40,31
56,23 56,23 56,23
(19,156 ,114 -,790 | (10,692 -,080 ,719 (9,691 ,906 -,393 |
z,=|,114 20,095 -,197 %, =|-080 20,095 -,197 >, =|,906 20,095 -,197
|-790 -,197 29,263 | 1,719 -197 29,263 393 -,197 29,263 |
52,90 (29,17 39,25
M, =|58,13 U =1 58,13 Uy =| 58,13
56,23 56,23 56,23
(19,156 ,373  -,790 | 10,692 545 719 | 9,691 -,083 -,393 |
X, =(,373 26,399,672 g =|,545 26,399,672 2, =|-083 26,399,672
|- 790 672 29,263 1,719 672 29,263 |-393 672 29,263
52,90 29,17 39,25
M, =| 75,96 M, =1 75,96 L, =| 75,96
1102,42 102,42 102,42
(19,156 -,594 1,164 (10,692 ,158 -2,117 9,691 -,282 -216
Zo=|-594 34,9653,192 | X, =|,158 34,9653,192 ||X,=|-282 34,9653,192
11,164 3,192 109,734 |-2,117 3,192 109,734 -216 3,192 109,734
52,90 29,17 39,25
M, =|40,31 u, =|40,31 s =| 40,31
1102,42 1102,42 1102,42
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(19,156 ,114 1,164 (10,692 -,080 -2,117 (9,691 ,906 -,216
>,=|,114 20,095,740 |[z,=|-080 20,095,740 |[Z.=|,906 20,095,740
1,164 ,740 109,734 |-2,117 ,740 109,734 |-216 740 109,734
52,90 (29,17 (39,25
1 =| 58,13 1, = 58,13 L, =| 58,13
102,42 102,42 102,42
(19,156 ,373 1,164 10,692 545 -2,117 (9,691 -,083 -216
Y =[,373 26,399-2,438 | [x,, =|,545 26,399-2,438 | [2,, =|-,083 26,399 -2,438
11,164 -2,438 109,734 |-2,117 -2,438 109,734 |-216 -2,438 109,734
52,90 2917 39,25
Lo =| 75,96 Ly, =| 75,96 L, =| 75,96
| 73,05 73,05 173,05
(19,156 -,594 - 475 | (10,692 ,158 541 (9,601 -282 -129 |
Y, =|-594 34,9651,046 | X, =|,158 34,9651,046 | X, =|-282 34,9651,046
475 1,046 37,488 | 541 1,046 37,488 |-129 1,046 37,488
52,90 29,17 139,25
U, =| 40,31 Uy =| 40,31 yy = 40,31
73,05 73,05 | 73,05
(19,156 114 -475 | 10,692 -,080 ,541 (9691 ,906 -,129 |
>, =|,114 20,0951,193 || X, =|-080 20,0951,193 || =, =(,906 20,0951,193
475 1,193 37,488 541 1,193 37,488 -129 1,193 37,488
52,90 29,17 39,25
s =| 58,13 s =| 58,13 My, =| 58,13
| 73,05 73,05 73,05
(19,156 ,373 -,475 | (10,692 545 541 (9,691 -,083 -129 |
Y. =|,373 26,399,376 | X, =|,545 26,399,376 | X, =|-083 26,399,376
|-475 376 37,488 | 541 376 37,488 -129 376 37,488

|

|
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3.8.9. Cok Banth Uydu Goriintii Verisindeki Degiskenlerin Parcalanmalarina
Dayali Uygun Durumlar igin Aday Normal Karma Modellerin Log-
Likelihood, AIC ve BIC Degerleri

Heterojen veride en iyi kiimelenme yapisim1i normal dagilimlarin karma modellerini
kullanarak modele dayal1 belirlemek amaciyla her uygun model i¢in birinci kriter olarak
log-likelihood fonksiyonu degeri hesaplanir. Uygun modeller igin log-likelihood
fonksiyonlarin degerleri en iyi modeli segcmek i¢in bir kriter olarak kullanilmistir. Cok

degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonu,
i=12,..n ve j=1,2,..golmak iizere f (Xi ; 9]-) karma olasilik yogunluk fonksiyonu ve

logaritmasi alinmis likelihood fonksiyonu (3.2.13) ve (3.2.14) denklmeleri kullanilarak

elde edilir.

Cok degiskenli normal karma modellerin log-likelihood fonksiyonuna bagli olarak
Bayesci bilgi kritri (BIC) ve Akaike bilgi kriteride (AIC) (3.2.15) ve (3.2.17)

denklemeleri kullanilarak elde edilir.

Tablo 3.8.11. Cok bantli uydu goriintii verisinde normal karma dagilimlarin modele
dayal1 kiimelenmesi i¢in log-1, AIC ve BIC degerleri.

Log-I AlC BIC Matris gosterimi

-105752585,4 211505668,8433 | 211507806,9028 | 110111111111101111111111111

Cok bantli uydu goriintii verisindeki degiskenlerdeki parcalanmalardaki karsilik
kiimelenme merkezlerinin sayist ve yerlerine gore belirlenene ve Tablo 3.8.8 de sayist
verilen aday modellerin Tablo 3.8.9 daki dizi gosterimi olarak kaydedilmistir.
131964460 aday modelin her birinin dizi gosterimini modeldeki kiimelenmenin
bulundugu bilesenlere gore okuyan, hesaplayan Matlab kodu yazilmig ve Tablo 3.8.12 de

verilmistir.
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Tablo 3.8.12. Cok bantli uydu goriinti verisinde normal karma dagilimlarin modele
dayali kiimelenmesi i¢in log-l1, AIC ve BIC degerlerini veriden okutup
hesaplatan Matlab kodu.

% Verinin dosyadan okutulmasi
DELIMITER ="' ;HEADERLINES =0;
fileToReadl = 'D:\gegerli 3_boyut uydu\gecerli_333_3_cift.csv';
% Verinin Matlab dosyasina yazdirilmasi
rawDatal = importdata(fileToReadl, DELIMITER, HEADERLINES);
[~,name] = fileparts(fileToRead1);newDatal.(genvarname(name)) = rawDatal;
% Create new variables in the base workspace from those fields.
vars = fieldnames(newDatal);for i = 1:length(vars)
assignin(‘base’, vars{i}, newDatal.(vars{i}));
end
% parcalanma degiskenleri
a=load('tamv11l.ixt");b=load(‘tamv12.txt");c=load(‘tamv13.txt");d=load(‘tamv21.txt");e=load(‘tamv22.txt");f=I
oad(‘tamv23.txt");g=load(‘tamv3L1.txt);h=load(‘tamv32.txt");I=load(‘tamv33.txt");
size_p(1) = length(a) + length(d)+ length(g);size_p(2) = length(b) + length(d)+ length(g);size p(3) =
length(c) + length(d)+ length(g);size_p(4) = length(a) + length(e)+ length(g);size_p(5) = length(b) +
length(e)+ length(g);size_p(6) = length(c) + length(e)+ length(g);size_p(7) = length(a) + length(f)+

length(g);size_p(8) = length(b) + Ilength(f)+ length(g);size_p(9) = length(c) + length(f)+
length(g);size_p(10) = length(a) + length(d)+ length(h);size p(11) = length(b) + length(d)+
length(h);size_p(12) = length(c) + length(d)+ length(h);size_p(13) = length(d) + length(e)+
length(h);size_p(14) = length(b) + length(e)+ length(h);size_p(15) = length(c) + length(e)+
length(h);size_p(16) = length(a) + length(f)+ length(h);size_p(17) = length(b) + length(f)+
length(h);size_p(18) = length(c) + length(f)+ length(h);size_p(19) = length(a) + length(d)+
length(l);size_p(20) = length(b) + length(d)+ length(l);size_p(21) = length(c) + length(d)+
length(l);size_p(22) = length(a) + length(e)+ length(l);size_p(23) = length(b) + length(e)+

length(l);size_p(24) length(c) + length(e)+ length(l);size_p(25) = length(a) + length(f)+
length(l);size_p(26) = length(b) + length(f)+ length(l);size_p(27) = length(c) + length(f)+ length(l);
X(1,:)=load(‘tamv1.ixt");x(2,:)=load(‘tamv2.txt");x(3,:)=load(‘tamv3.txt");size_x = size(x,1);

% ortalama vektorleri

mu(:,1) = [mean(a) mean(d) mean(g)];mu(:,2) = [mean(b) mean(d) mean(g)];mu(:,3) = [mean(c) mean(d)
mean(g)];mu(:,4) = [mean(a) mean(e) mean(g)];mu(:,5) = [mean(b) mean(e) mean(g)];mu(:,6) = [mean(c)
mean(e) mean(g)];mu(:,7) = [mean(a) mean(f) mean(g)];mu(:,8) = [mean(b) mean(f) mean(g)];mu(:,9) =
[mean(c) mean(f) mean(g)];mu(;,10) = [mean(a) mean(d) mean(h)];mu(;,11) = [mean(b) mean(d)
mean(h)];mu(:,12) = [mean(c) mean(d) mean(h)];mu(;,13) = [mean(a) mean(e) mean(h)];mu(;,14) =
[mean(b) mean(e) mean(h)];mu(;,15) = [mean(c) mean(e) mean(h)];mu(:;,16) = [mean(a) mean(f)
mean(h)];mu(:,17) = [mean(b) mean(f) mean(h)];mu(:,18) = [mean(c) mean(f) mean(h)];mu(:,19) =
[mean(a) mean(d) mean(l)];mu(;,20) = [mean(b) mean(d) mean(l)];mu(;,21) = [mean(c) mean(d)
mean(l)];mu(:,22) = [mean(a) mean(e) mean(l)];mu(:,23) = [mean(b) mean(e) mean(l)];mu(:,24) = [mean(c)
mean(e) mean(l)];mu(:,25) = [mean(a) mean(f) mean(l)];mu(:,26) = [mean(b) mean(f) mean(l)];mu(:,27) =
[mean(c) mean(f) mean(l)];

%Varyans-kuvaryans matrisleri

sigma_p(1,:,;:)) = [ 19.156 -0.594 -0.790;-0.594 34.965 0.437;-0.790 0.437 29.263 ];sigma_p(2,:,:) = [
10.962 0.158 0.719;0.158 34.965 0.437;0.719 0.437 29.263 ];sigma_p(3,:,:) = [ 9.691 -0.282 -0.393;-0.282
34.965 0.437;-0.393 0.437 29.263 ];sigma_p(4,:,:) = [ 19.156 0.114 -0.790; 0.114 20.095 -0.197; 0.719 -
0.197 29.263 ];sigma_p(5,:,:) = [ 10.962 -0.080 0.719;-0.080 20.095 -0.197; 0.719 -0.197 29.263 ];
sigma_p(6,:,:) = [ 9.691 0.906 -0.393; 0.906 20.095 -0.197;-0.393 -0.197 29.263 ];sigma_p(7,:,;:) = [
19.156 0.373 -0.790; 0.373 26.399 0.672;-0.790 0.672 29.263 ];sigma_p(8,:,:) = [ 10.962 0.545 0.719;
0.545 26.399 0.672; 0.719 0.672 29.263 ];sigma_p(9,:,:) = [ 9.691 -0.083 -0.393;-0.083 26.399 0.672;-
0.393 0.672 29.263 ];sigma_p(10,:,:) = [ 19.156 -0.594 1.164;-0.594 34.965 3.192;1.164 3.192 109.734 ];
sigma_p(11,:;:) = [ 10.962 0.158 -2.117;0.158 34.965 3.192;-2.117 3.192 109.734 ];sigma_p(12,:,}) = [
9.691 -0.282 -0.216;-0.282 34.965 3.192;-0.216 3.192 109.734 ];sigma_p(13,:,;:) = [ 19.156 0.114 1.164;
0.114 20.095 0.740; 1.164 0.740 109.734 ];sigma_p(14,:,:) = [ 10.962 -0.080 -2.117;-0.080 20.095 0.740;
-2.117 0.740 109.734 ];sigma_p(15,:,:) = [ 9.691 0.906 -0.216; 0.906 20.095 0.740;-0.216 0.740 109.734
];sigma_p(16,:,:) = [ 19.156 0.373 1.164; 0.373 26.399 -2.438;1.164 -2.438 109.734 ];sigma_p(17,:,:) = [
10.962 0.545 -2.117; 0.545 26.399 -2.438; -2.117 -2.438 109.734 ];sigma_p(18,:,:) = [ 9.691 -0.083 -
0.216;-0.083 26.399 -2.438;-0.216 -2.438 109.734 ];sigma_p(19,:,:) = [ 19.156 -0.594 -0.475;-0.594 34.965
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1.046;-0.475 1.046 37.488 ];sigma_p(20,:;:) = [ 10.962 0.158 0.541 ;0.158 34.965 1.046;0.541 1.046
37.488 ];sigma_p(21,:,:) = 9.691 -0.282 -0.129;-0.282 34.965 1.046;-0.129 1.046 37.488 ];sigma_p(22,:,:)
= [ 19.156 0.114 -0.475; 0.114 20.095 1.193; -0.475 1.193 37.488 ];sigma_p(23,:,;:) = [ 10.962 -0.080
0.541;-0.080 20.095 1.193; 0.541 1.193 37.488 ];sigma_p(24,:,:) = [ 9.691 0.906 -0.129; 0.906 20.095
1.193;-0.129 1.193 37.488 ];sigma_p(25,:,:) = [ 19.156 0.373 -0.475; 0.373 26.399 0.376;-0.475 0.376
37.488 J;sigma_p(26,:;,;:) = [ 10.962 0.545 0.541; 0.545 26.399 0.376; 0.541 0.376 37.488
1;sigma_p(27,:,:) = [9.691 -0.083 -0.129;-0.083 26.399 0.376;-0.129 0.376 37.488 1;
% sadece gecerli olan modeller
ihtimal = rawDatal;
for i = 1:1:length(ihtimal(:,1))
% pdf ve top size hesapla
top_size = 0;
clear pdf; m=1,
for j = 1:1:length(ihtimal(1,:))
if(1 == ihtimal(i,j))
for k=1:length(x(1,:))
clear sigma_p_temp;

Cioma b oM = sigma pGi): pdf(m,k)=(1/(2%pi))...
*(1/((det(sigma_p_temp))(1/2)))... *exp((-0.5)*(x(:,k)-mu(:,j))"...
*inv(sigma_p_temp)... *(x(K)-muC.D));
end
m=m+1: top_size = top_size + size_p(j);
end

end

size_pdf = size(pdf,1);
% p hesapla

clearp; m=1;

forj=1:1:27
if(1 == ihtimal(i,j)) p(m) = size_p(j)/top_size; m=m+1,
end

end

% loglikelihood AIC ve BIC hesapla

clear Inl_mul; for j = 1:1:length(p(1,:)) Inl_mul(j,:) = p(j).*pdf(j,:);

end

Inl(i) = -(log(size(pdf,2)) * ((size_pdf - 1) + (size_pdf * size_x) + (size_pdf * (size_x * ((size_ x + 1) /
2)+...

((size_pdf - 1) + (size_pdf * size x) + (size_pdf * (size x * ((sizex + 1) /

2))))*sum(log(sum(Inl_mul)));

aic(i) = (-2 * Inl(i)) + (2 * ((size_pdf - 1) + (size_pdf * size_x) + (size_pdf * (size_x * ((size_ x + 1) /
2)));

bic(i) = (-2 * Inl(i)) + (log(size(pdf,2)) * ((size_pdf - 1) + (size_pdf * size_x) + (size_pdf * (size_x *
((size_x+1)/2)))));
end

3.8.10. Cok Banthh Uydu Goriintii Verisinin Normal Karma Modellerin Modele

Dayah Kiimelenmesi i¢cin En Iyi Modelin Se¢imi

Modele dayali kiimeleme igin ¢ok degiskenli normal karma modeller arasindan en 1iyi
modelin se¢imi modellerin log-1, AIC ve BIC degerlerine dayali olarak belirlenmektedir.
Ug degiskenli veride normal karma modellerden uygun aday modellerin log-I, AIC ve
BIC degerleri biiyiik veriden algoritma yarimi ile 131.964.460 uygun model arasindan

hesaplanmis ve Tablo 3.8.11 de verilmistir.
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Uygun aday modeller arasindan modele dayali kiimelemede en iyi model log-likelihood
deger en biiyiik ayn1 zamanda AIC ve BIC degerleri en kiigiik olan modeldir. Uygun aday
model modelin tamaminin log-likelihood, AIC ve BIC degerleri hesaplanmig aralarindan
en iyi model yirmi bes merkezli modeller arasindan 60. Siradaki
“I10111111111101111111111111”  temsili  dizi gosterime sahip model olarak

belirlenmistir.
3.8.11. Spectral Signatures Kullanarak Egitimli Siniflandirma

Cok bantli uydu goriinti verisindeki kiimeler spektral signatures kullanilarak
smiflandirilir  [81]. Oklid uzakhigi egitimli smiflandirma metodunda ayristirma
fonksiyonu olarak kullanilir [82]. Oklid uzakhiginin degerleri egitimli smiflandirmada
karar kurali olarak kullanilir. En iyi modeldeki kiimelerin siniflandirma hata matrisi veya

olasilik degerleri Tablo 3.8.13 de verilmistir.

Tablo 3.8.13. Siniflandirma hata matrisi veya olasilik degerleri

Tahil Patates | Bostan Narenciye | Toprak | Toplam Ku{lamci
Dogrulugu

Tahil 12989 235 33 0 273 13530 0,96
Patates 502 3724 79 24 312 4641 0,80
Bostan 0 27 11194 0 86 11307 0,99
Narenciye | 188 0 0 1379 0 1567 0,88
Toprak 191 0 151 0 8213 | 8555 0,96
Toplam 13870 3986 11457 1403 8884 | 39600

Uretici

Dogrulugu | 0,94 0,93 0,98 0,98 0,92 0,95

Toplam dogruluk diizeyi, Tablo 3.8.13 den 0.95 olarak elde edilir. Cok bantli uydu
goriintli  verisinin siniflandirilmast i¢cin karma model kiimelemeye dayali egitimli

siniflandirma igin 0.95 olarak elde edilmistir.

Verideki heterojen degiskenlerin pargalanmalart kullanilarak uzaktan algilanmis g¢ok
bantli uydu goriintii verisinin karma normal modele dayali kiimelenmesinden sonra
olusan herbir kiimenin icerigi egitimli smiflandirma yontemiyle gerceklestirilmistir.
Egitimli smiflandirmada [81] tarafindan ¢alisilan kontrol smiflari kullanilmistir.
Siniflandirma sonucunda %95 lik bir siniflandirma dogruluk yiizdesi elde edilmistir.

Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinin kiimelenmesinden sonra
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siiflandirma sonucu renklendirilmis haritas1 ve her rengin temsil ettigi kategoriler Sekil

3.8.5 te gosterilmistir.

TAHIL

I PATATES
I 05T

I el
] ToPRAK
» e

Sekil 3.8.5.  Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinin kiimelenmesinden
sonra siniflandirma sonucu renklendirilmis haritas1 ve her rengin temsil
ettigi kategoriler.




4. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Cok degiskenli normal karma modellerin modele dayali olarak ayristirilmasi,
smiflandirilmasi ve kiimelenmesi {izerine yazilan bu tez c¢alismasi dort bolimden
meydana gelmektedir. Birinci bolimde karma dagilim modelinin uygulama alanlari, ¢ok
degiskenli kiimeleme analizi ve karma kiimeleme analizi ile ilgili literatiirde yer alan
onceki calismalar ve ¢ok degiskenli kiimeleme analizinde temel kavramlar, tanimlar,

gosterimler ve yontemler anlatilmistir.

Ikinci bolimde cok degiskenli karma normal dagilim modeline dayali kiimeleme
analizinde kullanilan yontemler verilmistir. Ayrica sonlu karma dagilimlar ve modele
dayali kiimeleme yontemleri anlatilmis bu yontemlerle ilgili genel tanimlar, kavramlar,
teoremler ve ispatlarina yer verilmistir. Tezin ilk iki boliimiinde modele dayali karma
normal kiimeleme analizi i¢in 6nemli olan ¢aligmalara ve genel kavramlara yer verilmis

ve bu verilen kavramlar tezdeki ¢alismalarda kullanilmistir.

Tezin liglincli boliimiinde yapilan ¢alismalar sekiz alt boliimde anlatilmis ve bulgular
verilmistir. Kesim 3.1 de modele dayali karma normal kiimeleme analizi i¢in gelistirilen
genetik algoritma ve genetik algoritmanin adimlart tanmitilmigtir. Kesim 3.2 de gelistirilen
modele dayali kiimeleme analizinde en iyi modelin se¢imi i¢in temel sayilan baz ¢alisma
anlatilmistir. Bu ¢alismada ti¢ farkli sentetik veri seti elde edilmis ve algoritma bu ii¢ veri
seti lizerinde uygulanmustir. 11k veri seti iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii
durumdur. Bu veri setinde en iyi model iki bilesenli model olarak elde edilmistir. Ikinci
veri seti iki degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii durumda en iyi modelin ii¢
bilesenli model olarak belirlendigi veri setidir. Ugiincii veri seti ilk iki veri seti gibi iki
degiskenli ve her degiskenin ikiye boliindiigii ve en iyi modelin dort bilesenli model

olarak belirlendigi veri setidir. Gelistirilen kiimeleme analizi yontemi i¢in yapilan ve
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farkl1 veri setlerinde uygulanan ilk c¢alisma veri setlerindeki degisken yapisini ve

kiimelenmeleri en iyi sekilde ortaya ¢ikarmuistir.

Kesim 3.3 de farkli ve oncekinden biraz daha kompleks bir veri seti simiilasyon ile
iiretilmigtir. Iki degiskenli ve her degiskenin iice parcalandigi veri setinde en iyi
kiimelenmenin oldugu model ii¢ bilesenli model olarak belirlenmistir. Kesim 3.4 de
gercek veri seti lizerinde verideki par¢alanmalara dayali karma model kiimeleme yontemi
uygulanmistir. Literatiirde Ruspini verisi olarak bilinen iki degiskenli ve her degiskenin
dorde pargalandigi veri setinde en iyi kiimelenmenin oldugu model dort bilesenli model
olarak belirlenmistir. Literatiirde Ruspini verisi iizerine yapilan kiimeleme calismalari ile
ayni kiimelenme yapisini elde eden yontem diger ¢aligmalara gore daha hizli ve daha az
islem karmasikligi ile sonug almaktadir. Kesim 3.5°de ilk {i¢ veri setinden farkli olarak ii¢
degiskenli veri seti lizerinde yontem uygulanmistir. Degiskenlerde sirastyla bir, iki ve ii¢
par¢alanmanin belirlendigi veri setinde ¢cok degiskenli normal karma modeller icerisinden
en iyi modelin bilgi kriterlerine gére belirlenmesi saglanmistir. Ug degiskenli veri setinde
degisken se¢imi ve boyut indirgeme islemleri yapilmis ve en iyi model ii¢ bilesenli model
olarak elde edilmistir. Kesim 3.6 da ii¢ degiskenli ve degiskenlerde bir, iki ve iki
pargalanmanin bulundugu veri seti kullanmilmistir. Bu calismada degisken se¢imi
yapildiktan sonra metodun uygulanmasi ile veri setinin Kesim 3.2 deki veri seti igin
uygulanan yontem ile aym oldugu belirlenmistir. Yani degisken secimi ve boyut

indirgeme ile degiskenlerin heterojen yapisinin kiimelenmeyi belirledigi gosterilmistir.

Kesim 3.7 de gelistirilen kiimeleme yonteminin veri madenciliginde biiyiik veri igin
uygulamas1 gosterilmistir. On bes degiskenli veri setinde heterojen degiskenlere dayali
modeller arasindan en iyi kiime yapisi ve model belirlenmistir. Ugiincii bdliimiin son
uygulamasi olarak gercek veri seti lizerinde genetik algoritma uygulanmistir. Uzaktan
algilanmis uydu goriintii verisinin yar1 egitimli siniflandirilmast normal karma modellere
gbre model secimi yontemi ile anlatilmis ve daha onceki caligsmalara gore yiiksek basari
elde edilmistir. Karma kiimeleme analizine dayali olarak elde edilen genel siniflandirma

dogruluk yiizdesi %95 olarak elde edilmistir.

Cok degiskenli normal karma modellerde modele dayali kiimeleme analizinde gelistirilen

yontem daha farkli ve biiyiik boyutlardaki veri setleri i¢in genellestirilebilir.

Dordiincii boliim olan son boliimde sonug ve Oneriler verilmistir.
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