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OZET
GRAFLARDA ZEDELENEBILIRLIK
KAVRAMI
BUYUKKUSCU, ilknur
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Alpay KIRLANGIC
Ocak 2005, 29 sayfa

Bu tezin  Dbirinci bolimiinde, iletisim aglarindaki
zedelenebilirlik kavrami incelenmis ve bir zedelenebilirlik Slgtimii
olan biitiinliik kavramumn tamumi verilmistir. Ardindan, biitiinliik
Olgtimil icin bugiine degin elde edilen baz1 teoremler ve sonuglar

verilmisgtir.

Ikinci boliimde, binomial aga¢ graf ve double vertex graf
tanimlar1 verildikten sonra B,, B3, B4 binomial aga¢ graflarinin double
vertex graflarinn biitiinliik degerleri bulunmugtur.

Anahtar Sozciikler : Zedelenebilirlik, biitlinliik.
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ABSTRACT
THE CONCEPT OF GRAPHS VULNERABILITY
BUYUKKUSCU, {lknur
MsC in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC

January 2005, 29 pages

In first part of this thesis, the concept of vulnerability has been
studied and integrity —a measurement of vulnerability- has been
defined. After this definition some results and theorems releated with
integrity has been given.

In second part of this thesis, the concept of binomial tree
graphs and double vertex has been defined. The Integrity of double
vertex of binomial tree graphs, B,, B3, B4 are calculated.

Keywords: Vulnerability, Integrity
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1. GIRIS

1.1 Tletisim Aglarinda Zedelenebilirlik

Bir iletisim a1, merkezler ile bu merkezleri birbirine baglayan iletisim
yollarinin olusturdugu ve bir bilgi akigim saglayan sistemdir. Iletisim aglan igin ilk
akla gelen Ornek bilgisayarlarin olusturdugu aglar (network) dir. Bir network
birbirlerine kablolar ile baglanmis bilgisayarlar, yazicilar ve modem gibi bir ¢ok
haberlesme ekipmanindan olugmaktadir.

Giiniimiizde, aglar iizerinden veri aktarimi yapilarak, giinliik yasantimiz bir
hayli kolaylagmaktadir. Ornegin internet bankacilig1 sayesinde bankadaki bir ¢ok
isimizi herhangi bir subeye gitmeksizin, ag tizerindeki veri akigim kullanarak
kolayca yapabilmekteyiz. Yine, aglar tizerindeki veri akismi kullanarak,
faturalarmiz1 igyerimizdeki veya evimizdeki bilgisayar yardimiyla deyebiliriz.

Iletisim aglarmna degisik bir &rnek olarak, bir sehirdeki farkli semtlerde

subeleri olan bir pizzaci verilebilir. Sehirdeki yollar vasitasiyla birbirine baglanmig

Pizzac1 subeleri ve pizzalarin dagitildig: evler yine bir iletisim ag1 olugturmaktadir.

Su sebekeleri, dogalgaz hatlari, elektrik sebekeleri ve telefon hatlar1 birer

ooooo

olusturdugu TTNET iletisim aguun kii¢iik bir 6rnegi yer almaktadir.



Sekil 1.1.1. TTNET lletisim Az

Giinliik yasantimiza bu denli girmis olan iletisim aglarindan en verimli
sekilde yararlanmak igin bu aglarin oldukg¢a saglikli caligmasi gereklidir. Ne yazik
ki, bir iletisim agina giren bir virlis pek ¢ok bilgisayar1 iglemez hale getirebilir.
Yine bir yada birka¢ merkezde olugan bir ariza bilyiik bir agin ¢aligmasim ¢okertip,
merkezler arasindaki iletisimin kesilmesine neden olabilir. Yada pizzacinn,
pizzasm ulastirmaya g¢aligtifi yoldaki bir onarim (eger bagka bir ulasim yolu
yoksa) pizzalarin yerine ulagmamasina yani iletigimin kopmasina neden olabilir.
Kisacasi, merkezlerin birbiriyle haberlesmesine engel olan viriisler, dogal afetler,
bozukluklar gibi etkenler iletisim aglarinin zedelenmesine ve ag yapisinin

degismesine neden olurlar.

Bir iletisim agindaki herhangi bir zedelenmenin olusturdugu zarar, iletigim
aginin yapisina, boyutuna ve agin giinliik yagamdaki kullanim sahasina baglhdir.
Diger bir deyisle, zedelenebilirlik degeri goreceli bir kavramdir.

Ornegin, iki kisilik oyun amagh kurulan bir iletisim ag igin iki

bilgisayardan birinin bozulmas1 durumunda olusan zarar, sadece oyunun bilgisayar



onarilincaya kadar oynanmamasi olup bu zarar ¢ok onemli degildir. Ancak daha
biiyiik zararlarin olustugu Srneklerde verilebilir. Ornegin, diinyada iki tane hava
alan1 olan sehirlerden biri olan Shangaydaki ugus seferlerini ele alalim. Buradaki
Pudong Uluslararas1 Havaalan1 ve Honggiao Uluslararas1 Havaalanindaki iki kuleyi
diistinelim. Kuleler kapsama alanlar1 igindeki u¢aklarin hava alanina inisi uygunsa
(orada kalkmaya hazirlanan bir bagka ucak yoksa) ucagin ne zaman, nereye ve
hangi kosullarda saglikli bir sekilde inebilecegi ile ilgili bilgi verirler. Varsayalim
ki Shangay’a dogru yaklasan ugak bilinmeyen nedenlerle bozuluyor ve acil inig
yapmak istiyor. Oncelikle en yakindaki Pudong hava alanindaki kuleyle inis igin
irtibata geg¢iyor. Pilot inis i¢in gerekli direktifleri alirken kulede yasanan bir
sorundan dolay1 kule ile ugak arasindaki iletisim kopuyor. Eger ugcak Honggiao
hava alanindaki kulenin kapsama alamina girebilirse yani bir iletisim yoluyla
Honggiao hava alanindaki kuleye baglanabilirse bu kuledekilerin verdigi emirler
dogrultusunda saglikli bir inis yapabilir. Ama Honggiao hava alaninda kuledekiler
bu ugak ile veri aligverisi yapamiyor ise¢ ugagin pilotu kendi gabalar1 ile inmeye
caligacaktir. Bu durumda hava alaninda heniiz havalanmakta olan bir bagka ugak ile
carpigabilir yada sans eseri saglikhi bir inig yapabilir. Burada bir bagka ugcak ile
carpisma durumunda Gliim gibi geri donilisli olmayan bir bedel demek sz

konusudur.

Goriildiigl gibi, zedelenme iletigim agimin kullanim alanina ve sartlara bagl
olarak 6nemsiz sorunlara neden olabilecedi gibi bazen de 6liimciil sorunlara neden

olabilir.

[letisim aglartm modellemek igin graflar kullamlir. fletisim agim olusturan
her bir merkeze “grafin tepesi” ve bu merkezler arasindaki baglantilara da
“grafin ayrit1” denir. Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) ve ayntlar kiimesi E(G)
olmak tizere, bir G grafi G = (V,E) seklinde gosterilir.



Tanim 1.1.1: Zedelenebilirlik , bir iletisim aginda bazt merkezlerin veya
baglant1 hatlarinin bozulmasiyla iletisim kesilene kadar agin gdsterdigi dayanma
giictidiir.

Bir iletisim agmin bazi merkezleri veya baglanti hatlar1 ¢egitli nedenlerle
zarara ugradifinda, olusan zararin belirlenebilmesi i¢in asagidaki sorularn yamti

aranir (Bagka sorular da olabilir).

1) Ag lizerinde iletisimin kopmas: i¢in bozulmasi gereken en az eleman sayisi

kag tanedir?
2) Ag kag tane alt pargaya ayrilmigtir?
3) Iletisimin devam ettigi alt aglarin merkez sayis1 nedir?
4) En ¢ok merkeze sahip alt agin merkez sayis1 nedir?

5) lletisimin devam ettigi alt aglardaki merkezleri birbirine baglayan yollarin

say1s1 nedir?

Bu sorularin yanitlarim aragtirmak igin iletisim ag1 bir graf ile modellenir ve
graflar i¢in tanimlanmig zedelenebilirlik Sl¢timleri kullanilir. Bu konuda bilinen en
eski 6lglim bir G grafinin baglantihilik (connectivity) sayisidir.

Tanmm 1.1.2. Baglantihbik (Connectivity): Birlestirilmis bir G grafim
baglantisiz bir graf yada izole tepelerden olusan bir graf haline getirmek i¢in
graftan ¢ikarilmasi gereken en az tepe sayisina grafin baglantililik sayis1 denir ve

k (G) ile gosterilir.

Zedelenebilirlik igcin bir Ol¢lim olan baglantiliik sayist bir G grafinin
dolayistyla da bir agin zedelenebilirlik degerini tam olarak ortaya koymamaktadir.
Bunun nedenini aragtirmak igin Sekil 1.1.2 deki graflari ele alalim. Bu graflarin
baglantililik sayilari ikidir.
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Sekil 1.1.2, Baglantililik sayilari 2 olan G, ve G, graflart

G, grafinda 3 ve 8 numarali tepeler, G, grafinda ise 3 ve 5 numarali tepeler
graflar1 baglantisiz yapan tepelerdir. Bu iki grafin, baglantililik sayilan esit
olmasimna ragmen, atilan tepelerin kalan graftaki etkileri farklidir. G; grafi i¢in, 3 ve
8 numarali tepeler gikarildiginda geriye kalan alt graflar 2 tepeli yol ve 4 tepeli tam
grafdir. G, grafinda ise, 3 ve 5 numaral1 tepeler ¢ikarildifinda geriye kalan graf bir
tek tepe ve 5 tepeli yol graf igermektedir. Burada, her iki grafinda baglantihilik
sayist olan 2 degeri, her iki grafinda 2 adet tepesinin atilmasiyla geriye kalan
graflanin baglantisiz oldugunu belirtmekte, ancak bilesenlerin eleman sayilan
hakkinda bir bilgi vermemektedir. O halde, baglantililik sayisi bir G grafimin
zedelenebilirlik degeri hakkinda tam bir bilgi ortaya koymamaktadir. Diger bir
deyisle, yukaridaki sorularimizin goguna baglantililik Sl¢timili yanit vermemekte
olup, diger merkezlerin ne oranda etkilendigi, iletisimin baz1 alt aglarda devam edip

etmedigi, alt aglarin sayist ve bu alt aglarin eleman sayisi ortaya konulamaz. O



halde yukaridaki sorularin yamtlarini daha iyi bir sekilde verebilmek i¢in bagka bir

Olgtim gereklidir.

1.2 Bir G Grafinin Biitiinliik Ol¢iimii

Bir iletisim agimuin zedelenebilirliginin incelenmesinde, genellikle, agagidaki
iki sorunun yanit1 aranar.
1) Bozulmug merkezlerin sayist nedir?
2) Haberlesmenin halen siirdiigii en ¢ok merkeze sahip alt agin eleman sayist
nedir?
Ozellikle, bu iki sorunun yamtimin eszamanl olarak kii¢lik olmasi istenir.
Bu anlamda, bir G grafinin zedelenebilirlik degerini Olgmek igin Biitiinliik
kavrami Entringer, Barefoot ve Swart tarafindan 1987 de tanimlanmugtr.

Tammm 1.2.1: (Entringer et al., 1987) G bir graf ve G nin tepelerinin
herhangi bir alt kiimesi S olsun. G-S grafinin en biiyiikk boyutlu bileseninin tepe
sayist m(G-S) olmak flizere; G grafinin tepe biitlinlik degeri (yada kisaca
biitlinliigi)

1(G)= min {| S [+m(G~S)} dir.

Biitiinliik lizerine elde edilen baz1 sonuglar asagida verilmistir.

Teorem 1.2.1 (Goddard and Swart, 1988; Bagga et al., 1992)

a)ntepeli X, tam grafi i¢in I(K,) =n,

b) K, , yildiz grafi i¢in I(Ky,n) =2,

c) ntepeli P, yol grafi i¢in I(Pn)= [ZV n+ 11 -2,



d) ntepeli C, gevre grafi igin I(Cy)= |-2\/; -| -1,

¢) m+n tepeli, iki pargali tam graf igin I(Ky n)=1+min{m,n}.
Teorem 1.2.2 (Goddard and Swart, 1990) G, n tepeli bir graf olsun.
a) I(G)=1 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul G nin null (bos) graf olmasidir.

b) I(G)=2 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin tlim bilesenlerinin tepeler
olmas! yada G nin bir y1ldiz graf olmasidir.

¢) I(G)= n-1 olmas: igin gerek ve yeter kosul G nin tam graf olmamasi ve G
nin tiimleyen grafinin en az 5 kusakli olmasidir.

d) I(G) = n olmast i¢in gerek ve yeter kosul G nin tam graf olmasidur.

Bir G grafinin biitiinliik degerini saglayan S kiimesi, I-set ile g&sterilir ve
bu durumda [S[+m(G-S) =I(G) dir.

Tanmm 1.2.2: Bir G grafinin bazi tepelerini graftan ¢ikardiimizda grafin
bilesenlerinin sayis1 azaliyorsa bu kiimeye grafin kesim kiimesi denir.

Teorem 1.2.3 (Entringer et al., 1987) S kiimesi bir [-set olsun. Bu durumda,
a) I(G-S)=m(G-S)

b) G tam graf degilse, S kiimesi kesim kiimedir.



1.2.1 Biitiinliik ve Graf Parametreleri

Bir G grafinin biitlinliikk degerinin alt veya {ist sinirlarin1 bulmak i¢in bazi
graf parametreleri kullanilir. Ornegin, tam olmayan bir graftaki bir minimal I-set bir
kesim kiime oldugundan herhangi bir G grafinin biitiinliik degerinin baglantililik
sayisindan en az 1 fazla oldugunu s6yleyebiliriz. Burada diger graf parametrelerini

kullanmadan 6nce bu parametrelerin tanimini verelim:

Tammm 1.2.3: Bir G grafinin herhangi bir v tepesine bitisik olan aynitlarin
sayisia v fepesinin derecesi denir. Bir G grafinin en kiigiik tepe derecesi 6(G) ile,

en biiyiik tepe derecesi ise A(G) ile gsterilir.

Tanmm 1.2.4: Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) olmak lizere S <V (G)
olsun. G grafinin her bir ayritinin en az bir ug noktas: S kiimesinde ise bu kiimeye G
grafinin ortii kiimesi (covering set) denir. Bir G grafinin birden fazla 6rtii kiimesi
olabilir. Bu kiimeler igerisinde en az elemanli kiimenin eleman sayisina G

grafinn értii sayist (covering number) denir ve a(G) ile gosterilir.

Tanim 1.2.5: Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) olmak tizere S cV(G)
olsun. S kiimesinin herhangi iki tepe ¢ifti arasinda bir ayrit yoksa, bu kiimeye G
grafinin bagimsiz kiimesi (independent set) denir. Bir G grafimn birden fazla
bagimsiz kiimesi olabilir. Bu kiimeler igerisinde en ¢ok elemanli kiimenin eleman

sayismna G grafinin bagimsizlik sayisi (independent number) denir ve B(G)ile
gosterilir.
Bu parametrelerden faydalanarak Goddard ve Swart asagidaki teoremi

ispatlamiglardir.

Teorem 1.2.4 : (Goddard and Swart, 1990) n tepeli herhangi bir G grafi

igin,



a) I(G) <a(G)+1
b) 1(G)26(G)+1

¢) I(G) 2 (n—x(G))/ B(G) +x(G)

d) 1(G) =k (G)+1 eger ve yalmz eger k(G) = a(G)ise.
1.2.2 Tekli Graf islemleri

Bu kisimda, bir G grafi i¢in tiimleyen (complement) ve gii¢c (power) tekli

islemleri kullanilarak elde edilen baz1 sonuglar verilecektir.

Tanm 1.2.6 : Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) ile G de olmayan

ayritlarin olusturdugu yeni grafa G nin tiimleyeni denir ve G ile gosterilir.

Asagidaki teorem bir grafin ve onun tiimleyeninin biitiinliik degeri igin bir

alt smur verir,

Teorem 1.2.5: (Goddard and Swart, 1988) n tepeli herhangi bir G grafi i¢in
a) [(G)+(G )2 n+l

b) (G)*I(G)2 n

Tanm 1.2.7: Bir G grafinm kX’ 1nc1 giicti, G* ile gdsterilir ve G* grafimin
tepeler kiimesi V(G) ve ayrit kiimesi de E(G* )={uv:dg(u,v) £k} dir.

Bu tanimdan ve biitlinliik tanimindan, herhangi bir G grafi ve k pozitif
tamsayis1 i¢in I(G)<I(G?) <I(G’) <...<I(G") oldugu kolayca gorilebilir
(Entringer et al., 1987).
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Teorem 1.2.6: (Entringer et al., 1987) 1<k <n/2 i¢in

s=[ nlk+1/4 +%] olsun. Bu durumda,

I(Cky=k(s-1)y+[n/s] dir.

1.2.3 ikili Graf islemleri
Bu kisimda, iki graf arasinda birlesim, toplama ve ¢arpim islemleri
uygulandiginda elde edilen yeni graflarin biitlinliik degerleri igin elde edilen bazi

sonuglar verilecektir.

Tanm 1.2.8: Gy, Gy, ..., G graflarinin birlesimi G; UG uUGs U UGk
bigiminde gdsterilir. Bu yeni grafin tepeler kiimesi U, V(G;) ve aynt kiimesi

Uk E(G;j) dir.

i=1

Bir G grafi, Gy, Ga, ..., Gx graflarinin birlesimi ise m(G)=max(G;) oldugu
kolayca goriilebilir.
Teorem 1.2.7: (Goddard and Swart, 1988) Eger G=| . G, ise,
k
max I(G,) SIG<Y, I(G)~k+]1 dir.

i=1
Tamm 1.2.9: G ve H graflarinin tepe kiimeleri sirasiyla V(G) ve V(H)
olsun. V(G) deki her bir tepenin V(H) deki her bir tepe ile birlestirilmesine iki

grafin toplami denir ve G + H ile gosterilir.

Teorem 1.2.8: (Goddard and Swart, 1988) Herhangi iki G ve H grafi i¢in

I[(G+H) = min{I(G)+ [H], [H)+|G]} dur.
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Tanmm 1.2.10 : G; ve G, graflarinin kartezyen ¢arpiminin tepeler kiimesi
V(Gy) x V(Gy) olup, (u;, up) tepesi (vi, v2,) tepesine ya u; = vy iken up, v» ’ye
bagliysa yada u, = v, iken uy, v; *ye bagliysa bir ayrit ile birlestirilmistir.

Teorem 1.2.9: (Atici and Kirlangig, 2000) n23, a= I_«/n—-l-_l_l alt sinir ve

b= I 2Jn+1 I iist smir olsun. Bu durumda

1
2I(P) -1, b-—a--),
1Ky x Py)= ) n+l<alb—a 2)

21(P,), diger durumda

Teorem 1.2.10: (Atici and Kirlangig, 2000) n23, a= L\/ZJ alt siir1 ve

b=| 2Jn l tist sinir olsun. Bu durumda

1

2I(C)), diger durumda
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2. BINOMIAL AGAC GRAFLARIN DOUBLE VERTEX
GRAFLARININ BUTONLUK DEGERLERI

2.1 Binomial Aga¢ Graflar ve Double vertex Graflar

Bu bdliimde, B, B3, B4 binomial aga¢ graflarimn double-vertex grafi elde
edilerek, bu graflanin biitlinliik degerleri hesaplanacaktir. Bu amagla, asagida
binomial aga¢ graflarin ve double vertex graflarin tamimu verilmistir.

Tammm 2.1.1: n > 0 dereceli, R koklii binomial aga¢ B, ile gosterilir.
Burada R tek bir tepeyi ifade etmektedir. Eger n=0 ise, B,= Bo= {R}’dir. Yani, 0
dereceli binomial agag sadece bir tek tepeden olusur. Eger n>0 ise, B,={R, By, B1,
«..» Bp.1} olup n>0 dereceli binomial aga¢ n tane By , By, ..., By.; binomial alt
agaclarindan olusur.

Bir binomial agag grafin tepe sayis1 [V(By)| =2" ve aynt sayisi |[E(Bp)| =
2" -1dir.

Sekil 2.1.1. By, By, B,, B;, B, Binomial Agaglari
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n dereceli bir binomial agac 2 tane n-1. dereceli binomial agacin koklerinin

bir ayritla birlestirilmesinden olusur.

Herhangi bir G grafinin double-vertex grafi Y. Alavi, M. Behzad, P. Erdos
ve D.R. Lick tarafindan tanimlanmistir (Alavi et al., 1991).

Tanmm 2.1.2: G = (V,E) en az iki tepeli bir graf olsun. Bir G grafinin
double-vertex grafi Uy(G) seklinde gosterilir ve grafin tepeler kiimesi V nin iki
elemanli tlim alt ktimelerinden olusur. U,(G) grafinin herhangi iki tepesi {x,y} ve
{u,v} ise bu iki tepenin bir ayritla birlestirilmesi i¢in gerek ve yeter kosul x=u ve

{x,y} N {u,v}=1 olmasidir. Bu durumda y ve v tepeleri G grafinda bitigiktir.

Bir binomial aga¢ grafin double vertex grafimin tepelerinin sayisi
V(Ua(Bo))= 27" *(2"-1) ve aynt sayist E(Ua(By)) = (2"-1)* (2"-2) dir.

Asagidaki sekilde bir G grafi ve bu grafin double-vertex grafi verilmistir
(Sekil 2.1.2).

Sekil 2.1.2. G Grafi ve Uy(G) grafi
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2.2 Binomial Aga¢ Graflarin Double Vertex Graflarinin Tepe
Biitiinliik Degerinin Bulunmasi

Teorem 2.2.1: B, binomial aga¢ grafinin double vertex grafi U,(B,) ise, B,
binomial aga¢ grafinin double vertex grafinin biitiinliik degeri I(Ux(By))= 3 diir.

Kamit: ki tane B; grafimin bir ayntla birlestirilmesiyle B, grafi olusur
(Sekil 2.2.1). B, grafinin tepelerini asagidaki gibi numaralandiralim.

Sekil 2.2.1. B, grafi

Bu durumda , B, grafinin double vertex grafi asagidaki gibidir.
1,4

1.2 iy

Sekil 2.2.2. B, binomial aga¢ grafinin double vertex grafi

Biitiinliik tanimina gore, burada S kiimesi se¢ilirken amacimiz |S[H+m(G-S)
toplamimi minumum yapan degeri bulmaktir ve tlim S kiimeleri denendiginde
goriilmektedir ki en uygun S kimesi (1,4) ve (2,3) tepelerinden olusmaktadir.
Bunun nedeni, B, grafin1 olusturmak i¢in iki tane B; grafin1 birlestiren (2,4)
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ayritinin  Up(B,) de olusturdugu ayritlarin ug noktalarimin en ¢ok dereceli olan
tepelerinin atilmasiyla grafin daha ¢ok parcaya ayrilmasidir.

U,(B,) grafinin ayritlarinin olusumu ve S kiimesinin tepelerinin seg¢imi
tablo 2.2.1 de gosterilmistirr Bu tablo, double vertex grafin tanimindan
faydalanilarak, B, binomial aga¢ grafin double vertex grafimin tepelerinin elde

ediligini g&stermektedir.

Uz(B3) grafinin ayritlarmin olusumu:

B, grafinm E(1,2) ayrit1 i¢in: (1,3;2,3) (1,4;2,4)
B, grafinin E(2,4) ayrit1 i¢in: (1,2; 1,4) 2,3;3,4)
B, grafinin E(3,4) ayrit: i¢in: (1,3; 1,4) (2,3; 2,4)

Tablo 2.2.1 Ux(B,) grafinin ayritlart

Bu durumda, S kiimesi asagidaki sekilde iki bi¢imde segilebilir.
1) S={(1,4),(2,3)} ise m( Ux(B> )-S)=1 olup I(Ux(B,))=2+1=3 olur.

2) S kiimesi S={(1,4),(2,3)}d1sinda ne segilirse sec¢ilsin m( U(B; )-S)>1

olup I(U,(B,))=>3 diir.
Sonug olarak I(Us(B3))=2+1=3 dir.

Teorem 2.2.2: B3 binomial aga¢ grafinin double vertex grafi U,(B;) ise, B3
binomial agag¢ grafinin double vertex grafinin biitlinliik degeri I(U>(B3)) = 12 dir.

Kamit: iki tane B, grafimin bir ayritla birlestirilmesiyle B; grafi olusur
(Sekil 2.2.3). Bs grafinin tepelerini agagidaki gibi numaralandiralim. Bu graftan
elde edilen U,(B3) grafi ise Sekil 2.2.4 de verilmistir.
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e

Sekil 2.2.3. B; binomial agag grafi

12— 14 18 18
1,5 1.
B
2.5 2,;‘
3.6 3.8
L
35 3,?
/ﬁ.

4, 4,

1,3 rd

58%

Sekil 2.2.4. B; grafinin double vertex grafi U,(Bs)
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Burada, amag¢ [SHm(G-S) toplamininin minumum degerini bulmak ve

bunun i¢in tiim S kiimelerini ele almakir:

Uy(B3) grafim miimkiin oldugunca ¢ok pargaya ayirabilmek i¢in Bj
grafindaki (2,6) ayrntimn kullanilmasiyla U,(B3) de olusan (1,2;1,6), (2,3;3,6),
(2,4;4,6), (2,5;5,6), (2,7;6,7), (2,8;6,8) ayritlarmin u¢ noktalarindan en g¢ok
dereceli olanin atilmasi gereklidir.

1) S kiimesi S={(1,6) , (3,6), (4,6), (2,5), (2,7), (2,8)} olsun. Simdi, (2,7)
ve (3,6) tepelerinden baslayarak adim adim S kiimesindeki tepeleri graftan
¢ikartalim.

1.2, 1.4 18
1.3 1,5 1,
4 B {428
23 . 25 &23
36 a8
35 2

Sekil 2.2.5. Ux(B;) grafindan (2,7) ve (3,6) tepelerinin atilmasiyla elde edilen graf
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Simdi de (2,8) ve (4,6) tepelerini de g¢ikartarak kalan grafi inceleyelim.
Sekil 2.2.6 da goriildiigii gibi, kalan graf birlestirilmemis graftir.

Sekil 2.2.6. U,(Bs) grafindan (2,7), (2,8), (3,6) ve (4,6) tepelerinin

¢ikarilmasiyla olugan graf
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Sekil 2.2.6 daki graf simetrikligin g6riilmesi i¢in agagidaki gekilde de

cizilebilir.

Sekil 2.2.7. Sekil 2.2.6 nin daha agik ¢izilmis hali.

Son olarak S kiimesinin (1,6) ve (2,5) tepelerini gikarttigimizda geriye yedi
pargaya ayrilmig asagidaki gibi bir graf kalir.

Sekil 2.2.8. U,(B;) grafindan (1,6), (3.6), (4,6), (2,5), (2,7) ve (2,8) tepelerinin ¢ikariimasiyla
olusan graf
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Daha fazla tepe ¢ikarmaya ¢alistigimizda elde edilen biitiinliik degeri
artmaya baglar.
Bu durumda, m(U,(B3 )-S)=6 olup
I(Uy(B3))=6+6=12 olur.

2) S kimesi S={(1,6), (3,6), (4,6), (2,5), (2,7), (2,8)} disinda ne segilirse
segilsin m(U(B3 )-S)26 olup I(Ux(B3))=12 dir.

Sonug olarak,

I(Ux(B3))=6+t6=12 dir
Teorem 2.2.3: B4 binomial aga¢ grafinin double vertex grafi Ux(By) ise, Bs
binomial aga¢ grafinin double vertex grafinin biitiinlik degeri I(Ux(B4))= 38 dir.

Kamt: Iki tane B; grafinin bir ayntla birlestirilmesiyle B4 grafi olusur
(Sekil 2.2.9). B4 grafinin tepelerini asagidaki gibi numaralandiralim.

5
1 1

Sekil 2.2.9. B, binomial aga¢ grafi
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Bu durumda , B4 grafinin double vertex grafi U,(B4) grafi Sekil 2.2.10 da

goriilmektedir.
1, A
1, 1,
rl
2, &2
3
a
4,

5 =] 1,1 14 1,16
.1 1! 3 ] I‘|
B 08 ; " 12 %15
27 2, 2,1 2,1 21
i_fﬂ =5 ka-—-'ﬂ P 4 1B
j*ﬁ g Bt ?3 wlVEY
L — \
4E L33 4,90 11-d,1z q,14 4116
a5 s afil | a5 !
s 5.8 5 i 12 5,14 15
"5, . 5,1 A3 5,1
5 4/ : 5, 12 A5
67 B,‘H',.I 8,1 5,15 \
7a 10 712 FAL] AL
7, lqt 7,12 'f’\/‘
0 8,112 RERNE W R
B, 8,11 5, 3,18
s.;l_qﬁ-——f C 914 ]
8,111 K| 15
12

Sekil 2.2.10. Ux(B,) grafi
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Burada, amag [S[+m(G-S) toplamininin minumum degerini bulmak ve tiim
S kiimelerini ele almaktir:

Uy(Bs) grafim1 miimkiin oldugunca ¢ok pargaya ayirabilmek i¢in By
grafindaki iki tane B3 grafim birlestiren (6,10) ayrittmin kullanilmasiyla U,(B,4) de
olusan ayritlarin ug¢ noktalarindan en biiylik dereceli olan tepelerin atilmasi

gereklidir.

Bu durumda graftan  {(1,10), (2,10), (3,10),(4,10), (5,10), (7,10), (8,10),
(6,9), (6,11), (6,12), (6,13), (6,14), (6,15), (6,16)} tepelerini ¢ikarirsak, geriye kalan
graf 2 tane Uy(B3) grafinin double vertex’ini ve asagidaki alt graflari igermektedir
(Sekil 2.2.11).
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E 10, g8

?5 811® B13EB§§ %Q

Sekil 2.2.11. Ux(B,) grafindan (6,10) ayritinin kullanilmasiyla olusan ayritlarin ug
noktalarindan en bilyiik dereceli olan tepelerin atilmasi
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Bu kezde graftan {(1,6), (3,6), (4,6), (2,5), (2,7), (2,8), (9,14), (10,13),
(10,15), (10,16), (11,14), (12,14), (2,13), (2,14), (4,15), (4,16)} tepelerini
cikarirsak (Sekil 2.2.12) deki graf elde edilir.

8,10, 2,05

iy

9,11E§ g;\E:,‘L’:-"g E‘% B'%

71054 12 1 18

i,

14,16

Fandrare NS,

et pn LSRN 0 S o

Sekil 2.2.12, Biitiinlitk degerini minumum yapan tiim tepelerin atiimasi
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B4 grafinin double vertex grafinin biitiinltik degerini bulmak i¢in yaptigimiz

adimlar1 6zetlersek,

e IIk olarak B4 grafinin double vertex grafindan, B4 grafindaki iki tane B;
grafin1 birlestiren (6,10) ayntimn kullanilmasiyla U,(B4) de olusan
ayritlarin u¢ noktalarindan en biiylik dereceli tepeler atilir. Bu tepeler
{(1,10), (2,10), (3,10),(4,10), (5,10), (7,10), (8,10), (6,9), (6,11), (6,12),
(6,13), (6,14), (6,15), (6,16)} tepeleri olup 14 tanedir. Béylece geriye iki
tane Bj alt grafi ve 16 tepeli bir alt graf kalir.

o ki tane B; grafi i¢in sanki tek basma B; grafimin double vertex’i
bulunuyormus gibi 6 sar tane ve yerleri simetrik tepeler olan {(1,6),
(3,6), (4,6), (2,5), 2,7), (2,8)} ve {(9,14), (10,13), (10,15), (10,16),
(11,14), (12,14)} ¢ikarilir.

e Son olarak 16 elemanli (geriye kalan alt graflar arasinda en g¢ok
elemanli) graftan 4 tane {(2,13), (2,14), (4,15), (4,16)} tepeleri ¢ikarilar.

e Geriye kalan grafta en ¢ok elemanl alt grafin eleman sayisi1 8 olur.

Sonug olarak,
1) S kiimesi,

S= {(1,10), (2,10), (3,10), (4,10), (5,10), (7,10), (8,10), (6,9), (6,11),
(6,12), (6,12), (6,13), (6,14), (6,15), (6,16), (1,6), (3,6), (4,6), (2,5), (2,7),
(2,8), (9,14), (10,13), (10,15), (10,16), (11,14), (12,14), (2,13), (2,14),
(4,15), (4,16)}

seklinde secilirse m(Ux(B4)-S) = 8 olup

I(Ux(B4))= 38 dir.
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2) S kiimesi,

S= {(1,10), (2,10), (3,10), (4,10), (5,10), (7,10), (8,10), (6,9), (6,11),
(6,12), (6,12), (6,13), (6,14), (6,15), (6,16), (1,6), (3,6), (4,6), (2,5), (2,7),
2,8, (9,14), (10,13), (10,15), (10,16), (11,14), (12,14), (2,13), (2,14),
(4,15), (4,16)}

disinda ne segilirse se¢ilsin m(U,(B4)-S)= 8 olup
I(Ux(B4)) =38 dir.
Bu durumda,

I(Ux(By))= 8+30= 38 dir
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3. SONUC

Bir zedelenebilirlik Ol¢limii olan biitiinliik B,, B3, Bs binomial agag
graflarin double vertex graflarinda uygulanmusgtir.

B, binomial aga¢ grafinin double vertex grafinda uygulandiinda, biitiinliik
degerini minimum yapmak i¢in segilen tepelerin B, binomial agag grafi i¢indeki iki
tane B; grafim birlestiren aymntla ilgili oldugu gériilmektedir. Double vertex
tanimindan faydalanilarak bu ayrit icin B, binomial aga¢ grafimin double vertex
grafinda olusturulan ayritlarin en ¢ok dereceli tepeleri B, binomial aga¢ grafinin
double vertex grafindan ¢ikarildiginda biitiinlik degeri minimum olmaktadir. B3
grafinin double vertex grafinda da tamamen ayni sonug elde edilmistir.

B4 binomial agaglarin double vertex grafinda biitlinliik Slgtimi yapildigimda
biitlinliik degerini minimum yapmak igin secilen tepelerin B4 binomial agag
grafindaki i¢indeki iki tane B3 grafini birlestiren ayritla ilgili oldugu gériilmektedir.
Double vertex tammindan faydalanilarak bu ayrit i¢in B4 binomial aga¢ grafimn
double vertex grafinda olugturulan ayritlarin en g¢ok dereceli tepeleri B4 binomial
aga¢ grafinin double vertex grafindan c¢ikarlmasi gerckmektedir. Fakat By
binomial aga¢ grafinda, B;, B; binomial aga¢ grafindan farkli olarak sadece bu
tepelerin c¢ikartilmas: yeterli degildir. Bu tepeler ¢ikarildiginda geriye 2 tane B;
binomial aga¢ grafi kalmaktadir. Burada her bir B; binomial aga¢ grafi i¢in aym
islemler yukarda bahsedildigi gibi tekrarlamir. En son olarak geriye kalan
altgraflardan en ¢ok tepeli olan yine simetrik yapidaki alt graftan 4 tepe daha

cikarilir.

B,, B3, B4 binomial agaglar1 igin yapilan bu islemlerin bir dereceye kadar
diizenlilik igerdii goriilmekte olup n>4 i¢in binomial agaglarin double vertex
graflarimin biitiinlikk degerlerinin de bir bagka arastirmada incelenmesinin faydali

olacagi inancindayim.
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