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ONSOZ

Harmonik analiz; matematigin, fizigin ve teknik bilimlerin ortak dilidir ve sin-
gular integral operatorler, ozellikle de potansiyeller, bu alanin en Snemli teknik
araglaridir.

Riesz ve Bessel potansiyelleri diye adlandirilan 6zel girigim tipli operatdrler, A,
Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, sirasiyla, (—A) ve (I — A) diferansi-
yel operatdrlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlamrlar. Yine benzer ola-
rak, 151 gegirme operatdrleri olarak bilinen (—A + 2 ve (I — A + £) differansiyel
operatorlerinin negatif kesir kuvvetleri de parabolik-Riesz ve parabolik-Bessel po-
tansiyelleri(klasik parabolik potansiyeller) olarak adlandiriimaktadir. Bu konuda ilk
caligma B.F. Jones(1968) tarafindan yapilmmg ve daha sonralari C.H. Sampson, R.
Bagby, S. Chanillo, V.R. Gopala-Rao, V.A. Nogin, B. Rubin ve daha bagka mate-
matikgiler tarafindan bu alanda ¢ok ydnlii incelemeler ve uygulamalar yapilmigtir.

Daha sonralari ”Potansiyel Uzaylar’” kavram onem kazanmg ve yukarida
soziinil ettigimiz tlim potansiyeller igin bu kavram tammlanarak, bir fonksiyonun
s6zil edilen potansiyel uzaya ait olmas: igin gegitli ” gerek ve yeter ” kogullar elde
edilmistir. Yukerida séz ettigimiz matematikgilerin yamsira; N. Aronszajn, K.T.
Smith, A.P. Calderon, E. Stein, F. Mulla, P. Szeptycki, R. Adams, P. Lizorkin, T.
Flett, S.G. Samko gibi matematikgilerin de Klasik Riesz ve Bessel potansiyelleri ve

uygun potansiyel uzaylan konusunda gok yonlil aragtirmalar vardir.

Fourier doniiglimii vasitasiyla tammlanan potansiyeller klasik kayma dedigimiz
» Oklid kaymast” vasitasiyla olugturulan girigim tipli integral operatérler olarak bili-
nirler.Benzer olarak, Fourier déniigiimii yerine Fourier-Bessel doniigiimii, A-Laplace
operatorii yerine A, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii alinarak olugturulan po-
tansiyeller de Genellesmis kayma operatdrinin dogurdugu potansiyeller olarak bi-

linirler.

Genellesmig kayma operatdrii (IT%7) vasitasiyla olugturulan parabolik-Riesz ve
parabolik-Bessel potansiyelleri ilk olarak I.A. Aliyev tarafindan tamimlanmig ve ” B-
parabolik potansiyeller ” olarak adlandintmigtir. Ayrica; yine I.A. Aliyev tarafindan
agirhkh L, uzaylarinda B-parabolik potansiyellerin tersleri belirlenmistir.
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Bu tez galiymasinin amaci, potansiyel uzaylan kategorisinde yerini alacak olan,
? B-parabolik potansiyeller uzay: ” m tanimlanmak ve bu potansiyeller uzaymi ni-
telendiren Gzellikleri belirlemektir. Bu amag¢ dogrultusunda, ilkdnce tezin onbilgi-
ler kisminda klasik Fourier harmonik analizi ve Bessel harmonik analizinden baz
temel bilgiler hatirlatilmig, ayrica, Genellegmig kayma operatédrii ve Fourier-Bessel
diferansiyel operatdrii tamimlanarak bu operatorlerin temel Ozelliklerine yer ve-
rilmigtir. Daha sonraki {giincti bolimde ise, Genellegmig kayma operatérii (T¥'7)
vasitasiyla olugturulan parabolik Bessel potansiyelinin tanimi ile B-parabolik po-
tansiyeller uzayinin tanimi verilerek, uzayin karakterizasyonu i¢in baz1 6n hazirhklar

yapumigtir.

Son olarak, ddrdincii bdlimde ise, esas sonug olan B-parabolik potansiyeller

uzayim nitelendiren bir ozellik elde edilmigtir.

Bu tez galigmasimin hazirlanmasmda gok emegi gegen, benden bilgi ve destegini
hi¢ esirgemeyen ve her zaman yardimci-yolgSsterici saygideger damgman hocam
Prof. Dr. Ilham ALIYEV’ e (Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi) sonsuz

e tesekkiirlerimi sunanm. Ayrica, bu tezi TUBITAK-BAYG gergevesinde destekleyen

TUBITAK ’a tegekkiir ederim.
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1. GIRIS

Harmonik analizin esas amaglarindan birisi de, girigim tipli (integral) operatdrleri
incelemektir. Klasik parabolik potansiyeller (parabolik Riesz ve parabolik Bessel)
bu tiir operatérler arasinda yer ahrlar. Fourier garpanlan (multlphers) dilinde,
sirasiyla
(H*0)"(2) = (lal* - it)"’*"soA(w) (a>0)
(M) (z) = (L + |af* —t) %" (2) - (@ >0)

egitlikleri ile tanimlanan parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyelleri; A-
Laplace diferansiyel operatorii ve {-zaman parametresi olmak tizere, (-A + %)
ve (I — A+ 2) diferansiyel operatérlerinin negatif kesir kuvvetleri olarak yo-
rumlanirlar. Genel olarak tiim potansiyeller igin galigilmmg olan ”bir potansiye-
lin gesitli uzaylardaki etkilerini inceleme ve terslerini belirleyen formiilleri elde
etme” problemi parabolik potansiyeller icin de incelenmis olup, yine bu potansi-
yeller vasitasiyla yeni tlirde uzaylar tammlanmigtir. Bu uzaylar arasinda yer alan
” potansiyel uzaylan” nmin dnemi biiyliktiir. Ciinkii, bu tiir uzaylar sayesinde ilgili

Lebesque uzaylarin zellikleri incelenerek dnemli sonuclar elde edilmigtir.

Tlk olarak B.F. Jones tarafinden tammlanmig olan H®*parabolik Bessel po-
tansiyelleri vasitasiyla olugturulan ve ” parabolik Bessel potansiyelleri uzay:” olarak
bilinen uzay;

HYLy)={f:f=H%0, pe L(R"xR)}, a>0,1<p<oo
olarak tammlanmyor.Uygun bir T'7- operatorler ailesi igin
ML) = {f: f€ Ly, sup|T8flp <oo}, 1<p<o0, a>0
egitligi #*(Ly)- parabolik Bessel potansiyelleri uzay: igin gok Gnemli bir karakte-
rizasyondur.(Nogin, Rubin 1985) Klasik potansiyeller, Fourier doniigiimi ve kla-
sik kayma dedigimiz ” Oklid kaymas1” vasitasiyla tamimlanan girigim tipli integral
operatdrlerdir. A-Laplace diferansiyel operatérii yerine, benzer olarak, uygulamal

matematikte Snemli bir diferansiyel operatdr olarak bilinen Ag(= A,)— Laplace-

Bessel diferansiyel operatorii

o2 21/ 3}
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ile baglantih olan singular integral operatorler, potansiyeller v.b. gibi konular;
Kipriyanov ve Klyuchantsev (1970), Stempak (1985), Mourou ve Trimeche (1998),
Lyakhov (1984), Gadjiev ve Aliyev (1987,1988,1990,1994) gibi matematikgilerin ilgi
alam olmugtur. Ozellikle, Gadjiev ve Aliyev (1987,1990), Ap— Laplace-Bessel di-
feransiyel operatorii ile iligkilendirilerek Fourier-Bessel doniigimil (F,) vasitasiyla
tamimlanan ve sirasiyla, Ap ile I — Ap diferansiyel operatérlerinin negatif kesir
kuvvetleri olarak yorumlanan Riesz ve Bessel tipli potansiyellerin agirhkh L, uzay-
larinda (L,,,) etkilerini inceleyerek, bu potansiyeller igin-ters belirleme formiilleri
bulmuglardir. Bu tez galigmasi, esas itibariyle, A,-Laplace-Bessel diferansiyel ope-
ratori ile iligkilendirilen ve H ile gésterecegimiz parabolik poténsiye]ler tizerine
kuruludur.H potansiyelleri, Fourier-Bessel déniigiimii (F)

(Fof)(=,t) = / fy, T)e_i(ml.ylﬁf)jv—%(xnyn)d“(y)dT ,  (duly) = y?zudy)
R7 xR! .

vasitasiyla,

FlI = A+ 2)el(w,8) = (14 Jaf? +#8) (Fup)(@,)

Ozdesligi esas alinarak, tanimlanan potansiyeller olup, ”Bessel tipli B-parabolik
potansiyeller(B-parabolik potansiyeller)”olarak adlandimlmaktadir. Ashnda, H$
potansiyelleri; (I - A, + g;) diferansiyel operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri

olarak yorumlanan ve Fourier-Bessel garpanlan terimlerinde
Fo(H3p)(@,8) = (1 + |2 +it) "3 (F,9)(z, 1), (a > 0)

egitligi ile tamimlanan potansiyellerdir. B-parabolik potansiyeller birer integral ope-
ratér olup, genellegmig kayma operatoriiniin' dogurdugu genellegmis girigim tipli
operatorler olarak ta yorumlanirlar. H operatorleri ilk olarak Ahyev.taraﬁndan
incelenmistir ve agirlikh L, uzaylarinda bu potansiyellerin tersleri belirlenmistir.
Yine yakm bir gegmigte, Aliyev ve Rubin (2001), wavelet tipli doniisiimleri kul-
lanarak, B-parabolik potansiyeller icin yeni tipli ”ters belirleme formiilleri” elde
etmiglerdir.

Ady, ” Genélle§mi§ kayma operatdriiniin dogurdugu parabolik potansiyeller
uzay1” olan bu tez galigmasinda, yukanda, klasik parabolik Bessel potansiyel-
leri igin tamimlanmig olan H*(L,)- parabolik Bessel potansiyelleri uzayina para-

lel olarak, H B-parabolik potansiyelleri igin, adina ”B-parabolik potansiyeller
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uzay1” diyecegimiz bir fonksiyonel uzay tamimlanmig ve bu tiir uzaylarn Szellik-
leri incelenmigtir. B-parabolik potansiyeller uzay: karakterize edilirken, yine klasik
parabolik uzayin karakterizasyonuna benzer bir mantik izlenecektir: ilkdnce bir
fonksiyonun anizotropik ve agirbikh sonlu farks (00 ,(f)) denilen bir sonlu fark
tanimlanacak, daha sonra bu sonlu fark yardirmyla, D%(f) ile gosterilen 6zel bir
"operatorler ailesi” olugturularak, bu aile vasitasiyla ”B-parabolik potansiyeller

uzay1” karakterize edilecektir.

Bu tez galigmasi ile elde edilen esas sonuglar XV. Ulusal Matematik Sem-
pozyumu’nda (Mersin 2002) ve Akdeniz Universitesi Matematik Boliimii seminer-
lerinde sunulmugtur. Ayrica, gsimdiden, bu tir uzaylann yeni karakterizasyonlar
(6rnegin; agirhkl dalgacik dontigiimleri yardimryla) belirlenmis olup, bu sonuglarin

bazilar uluslararas: dergilere gonderilmigtir.



2. ONBILGILER

2.1. L, ve L,, Uzaylar1 Hakkinda Gerekli Bilgiler

Bu tezin biitiiniinde, R®, 7 boyutlu Oklid uzay1 olup, ]R“ ={r:z=(21,...,2,),
z; € R} geklinde tanimlidir ve R™ ’de norm |z| = (E z2)Y? egitligi ile verilir.
Ayrica; R} = {z € R® : 2, > 0} bigiminde tammlanacak ve dz ile R” ’deki (R7

'daki) hacim elemam (Lebesque 8lglimiinil) gosterilecektir: dz = dz1dz; . .. dz,.

Tamm 2.1.1 L, uzayl, 1 < p < oo olmak iizere,

L= L(R") = {f: f, R" de slgiilebilir ve || ], = ( / I (@)Pdz)® < oo}

olarak tamimlanir. p = oo durumunda ise L, uzay:
Lo = Loo(R*) = {f : f, R" ’de 8lgiilebilir ve |||l = e85 sup f(z) < oo}
TER™

egitligi ile tanmimlamr.

Tamm 2.1.2 Agirhikl L,— uzay1 dedifimiz L, ,(R? x R!)(= p,,,) uzayi, 1<

p<oo ve v >0 sabit parametresi igin

Ly, = {f : f, R xR "de &lgiilebilir ve || f|l5,» = ( / |f(z,t) P22 dzdt)/? < oo}
R7 xR?

olarak tanimlamir. p = oo halinde ise, Le,y = Leo,(R%. X Rl) ile R x R! ’de

sirekli ve©  lim f(z,t) = 0 kosulunu saglayan f(z, t) fonksiyonlar: uzaym

o] +]t]—o00
diiglinecegiz ve ||fllo,» = sup |[f(z,t)| olarak alacagiz.
1

(@, )eRT x
Teorem 2.1.3 ( Holder Egitsizlifi; ( Sadosky 1979 s.13 , Rubin 1996 s.1))
(X, M, ) o—sonlu &lgiim uzay1 ve || flp.. = ([ |/(2)Pdulz)) e olsun. Bu du-
be
+-¢1; =1 olmak iizere agagidaki

rumda, f € Ly, u, 9 € Lg,p, 1<p< 0 ve %

egitsizlik saglanir.

[11@s@)idua) < 17kp.n- Doles
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Ozel halde; du(z)=dz; fel,, g€ Ly, 1<p<L oo ve %+%=1 igin
[1r@s@dz < 171, Lol
Rﬂ

esitsizlifi ve benzer olarak; du(z) = z2dz, f € L,,, ve g € Ly, igin de,

[ @@z < 1lp.s - lol.s
R? :

egitsizligi saglanir.

Teorem 2.1.4 (Minkowski Egitsizligi; (Folland 1984 s.175)) (X, M, ) c—sonlu
Slgiim uzay1 ve || fllp, . = ([ |f(a:)|1°du(a:))1/p olsun. Bu durumda, f,g € L,,, ve
1<p<ooign *

If+alls,s < Ifllp.n+ lgllp,n -

esitsizligi saglamir. Ozel halde; du(z) = z2dz ve f, g € L, igin

IF+dlle. < 1flle,w + lglle.

olur.

Teorem 2.1.5 ( Integraller igin Minkowski Esitsizligi; (Sadosky 1979 s.14,
Folland 1984 5.186)) (X, M,u) ve (Y,N,7) o— sonlu dlgiim uzaylan ve

f: X XY — R fonksiyonu da g X v - Slglilebilir olsun. Eger, hemen hemen
ber 3 igin £(,3) € (X, M) (1S p < 00), v [IFC)lludn®) < oo is
l{ f(z,y)dv(y) integrali de hemen hemen her z igin sonludur ve

/ f(z,9)dv(w)
Y

< (1760 lbutr®)
pp ¥
eqitligi saglanr. Ozel halde; dy(y) = y2dy , du(z) = z2dz ve f(z,7) , R: x R™de
Slgiilebilir bir fonksiyon iée

[tena) < [15@0l.
RT RT

V14

egitsizligi saglanir.



Teorem 2.1.6 (Young Esitsizligi; (Stein-Weiss 1971 5.178 , Rubin 1996 s.1))
2,¢,7ER , 1<p<g<r<oo ve -11;+%=%+1 olsun. Eger f € L, ve
g€ Ly ise

[tws@=-va)| < il

r

Not: Klasik Young esitsizliginin genellegmig girigim i¢in benzerini Kesim 2.7 ’de
Teorem 2.7.2 ile ifade edip ispatlayacagiz.

Teorem 2.1.7 (Fubini Teoremi; (Folland 1984 s.65)) (X, M,pu) ve (Y,N,v)

o—sonlu dlglim uzaylar, p X v ise M x N iizerinde g ve v niin garpimi olsun.

Eger f: X xY — R fonksiyonu ,u X v &lglimiine gore integrallenebilir ise

hemen hemen her z € X igin [ f(z,y)dv(y) ve hemen hemen hery € Y igin
Y

J f(z,y)du(z) integralleri sonludur ve
X

/ flz,y)d(px v) = / ( / f(w,y)dV(y)) dp(z) = / (X f(w,y)du(x)) duly)
Y Y

XxY X

esitligi saglanir.

Teorem 2.1.8 (Lebesque Majorant Yakinsama Teoremi; (Folland 1984 5.53)) {fm },
Lebesque anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun. vEéer hemen hemen
her z igin fm(z) — f(z) (m — o0) veher m igin |fm| < g olacak bigimde
negatif olmayan, integrallenebilir g fonksiyonu varsa, bu durumda f fonksiyonu

da Lebesque anlaminda integrallenebilirdir ve

R[f(a:)dx:f%i_r)xgg!f,,,(m)dx.

Teorem 2.1.9 (Riesz - Thorin Interpolasyon Teoremi; (Folland 1984 s.193))
1<p;<g<oo ,i=0,1veT: L, — L; doniigimi (p;,q) tipli, yani,

”Tf”(Ii < M»”f“?z , 1=0,1



olsun. Bu durumda, - = =t 4% ve -&l-t-=-1q—';§+% , (0<t<1) olmak iizere,

T donigiimi (pg,q;) tipli, yani,
ITfllge < M| fllpe

dir ve M; operatér normu, M; < Mé"tM{ egitsizligini saglar.

Teorem 2.1.10 (Banach - Alaoglu Teoremi) y bir Borel &l¢iimii olmak iizere
L,(Q, M, u), (1 < p < o0) uzayin gozdniine alalim. Eger, { f,} dizisi L,(Q, M, )’
de simirh bir fonksiyon dizisi ise, bu durumda {fm} nin 8yle bir {fm, } altdizisi ve
oyle bir f € L,(Q, M, i) eleman vardir ki, her g € Lg(Q, M, ) (% + % =1) igin

iim [ fm(@)o(@)dua) = [ F(@)a(e)du(a)

saglanir.

Not: Biz 4. bsliimde bu teoremi @ = R} x R! ve du(z) = z2dz varsayarak
kullanacagz.

2.2. Fourier Harmonik Analizinden Baz1 Gerekli Bilgiler

Tanim 2.2.1 f € L; = [,(R") fonksiyonunun Fourier déniigiimii

FNe) =0 = [ e (22.1)
d

esitligi ile tammlamr. Burada -t = 21t + @aty + « - - + z,t, dir.

Ornek 2.2.2 f(z) = =%l fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii hesaplayalim.
Bunun igin e~4"1*" fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii hesaplamak yeterlidir.
Ciinkii; bdylece, f* ya bir degigken degigtirmesi yaparak ulaginz.

2T
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oldugunu gdzdniine alirsak (Strichartz, 1994, 5.38),

n 2

n 0 t4 2
/8—47r2|m|2e—iz.tdx — H / e—41r2m§6—i:pjtjdzj = H 2\1/_6_% - (47r —%e—%—
czl_w . ﬂ

R™ J j=1

olur. Simdi, (=4l )A () = f e~4n’elel g~iwtdy ifadesindes/ar = y defigken
R~
degistirmesi yapar ve yukandaki sonucu kullamrsak
—4n2ala|? —tn?ola|?  —iz ~o [ _an?ly? -yt —n L
(6 4drcalz| )A(t)=/e 40| e m:tdx___a 2/6 4y e~ ady=(47ra) % e 4o
R™ R

olur. Yani;

n 2
(e~ "elsM)A (§) = (4ma)~Fe i

Not: Yukandaki formiil, Kesim 2.9 ’da genellesmis Gauss-Weierstrass gekirdegi
tanimlanirken kullamlacaktir.

Teorem 2.2.3 (Stein-Weiss 1971) f € Ly ve zxf(z) € Ly olsun. Bu durumda,

fN, xy ’ya gore tiirevlenebilirdir ve
2wy 4 A
2 @) = (-l ()@

dir.

Teorem 2.2.4 (Stein-Weiss 1971) f € L, ve g, f fonksiyonunun zx ya gore

Ly normunda kismi tiirevi olsun. Bu durumda g¢*(z) = (izx)f*(z) olur.

Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4 , yliksek mertebeden tiirevlere goyle genigletilebilir:

Teorem 2.2.5 (Stein-Weiss 1971) a € 2} , z*=1a7*...25~ , D* = g; u ;;;
olmak iizere P, Ty,...,2, degiskenlerine gére m-inci dereceden polinom ve P(D)

de P(z) polinomuna karsihk gelen diferansiyel operatdr ise, her f € Ly igin
agagidaki egitlikler saglamnr:

(i) P(D)f*(z) = (P(=it) £ (£))" () (if) (P(D)f)"(z) = P(iz)f"(z)

]



Tanim 2.2.6 f,g € L; olmak fizere, f ile g ’nin girigimi (convolution)

(7 +9)@) = [ @)ty

Rn
biciminde tamimlanir. Burada 7¥ ; 7V f(z) = f(z — y) ile tanimh olan ve ¢ok iyi
bilinen Oklid kaymasidir.

Teorem 2.2.7 (Stein-Weiss 1971, Folland 1984) f, g, h € Ly olsun. Bu durumda;
(i) f*g=g* f (degigme 5zelligi),

(i) (f*xg)xh=f*(g+h) (birlesme dzelligi),

(i) 7V(f * g) = (79f) x g = [ = (7%9),

(iv) (f*xg)* =s".9"

ozellikleri saglanir.

Tamm 2.2.8 a > 0 olmak tizere, f(z) = e "2’ fonksiyonunun Fourier
2

doniigiimii olan (47ra)"§e“%? (bakimiz: 6rnek 2.2.2) fonksiyonu (klasik) Gauss-

Weierstrass Cekirdegi olarak adlandirilir ve W (t,a) ile gosterilir.

(Klasik) Gauss-Weierstrass Qekirdeginin [ W(t,a)dt =1 (Vo > 0 igin )
R
ozelligi iyi bilinmektedir. (Klasik) Gauss-Weierstrass gekirdegi hakkinda daha
ayrintili bilgl igin Stein-Weiss (1971) kaynagina bakilabilir.

Bu kesimin kalan kisminda da analizin ve uygulamalarinin énemli diferansiyel
operatorlerinden biri olarak bilinen Bessel diferansiyel operatorii hakkinda baz

bilgileri hatirlatalim.

Tanim 2.2.9 J,(z), birinci tip Bessel fonksiyonu ( 2%/’ + 23/ + (22 — M%)y = 0

diferansiyel denkleminin bir gozﬁmu) ve A > —2 olmak iizere,

J.
i(z) = 22T\ + 1)%
ile tanimlanan jy(z) fonksiyonu Normallestirilmis Bessel Fonksiyonu olarsk ad-
landirilir. Ozel olarak; z = 0 ve Vv > 0 igin Jy-3(0)=1 ve j,_,(0) =0 oldugu
2
iyi bilinmektedir (Levitan 1951).

:



Tanmim 2.2.10 £ > 0 ve v > 0 olmak tizere, B; = d2 - + = 2" 4. < diferansiyel ope-
ratori Bessel Diferansiyel Operatorii olarak adlandirihir. Ozel olarak, Jv-i 1 (st) fonk-
siyonu igin

—Bij,_3(st) = s, 1(st)
Ozdegliginin her ¢t > 0, v > 0 ve s > 0 igin saglandigr bilinmektedir (Lewtan
1951).

Tanim 2.2.11 Laplace-Bessel Diferansiyel operatorii

2 2w o
B = ,;a : +(6m2 T Oy
seklinde tanimlanmaktadir. Burada, dikkat edilirse, A, operatorii; (n—1) degigkene
gore Laplace operatSriiniin, n. degiskene gore de Bessel operatoriiniin uygulanmas:

demektir. Yani; A, operatorii kisaca,

 olarak da ifade edilebilir.

2.3. Liouville Kesir Integrali ve Marchaud Kesir Tiirevi

Tanim 2.3.1 Bir g(’r), (r € R') fonksiyonunun o > 0 mertebeden Liouville kesir
integrali, I%g,

oo

(I%9)(t) = ﬁ / o(r)(t — 7)*Ldr = i‘% / ot—r)rldr  (23.1)

0

seklinde tanmlamr (Samko, Kilbas and Marichev 1993 5.94).

Tanmm 2.3.2 Bir h(7) fonksiyonunun [ mertebeli ve t-adumb sonlu farks ; ALh(T)

ile gosterilmek iizere,

Abh(r) = (-1)* (,lg) h(T — kt) (2.3.2)

bigiminde tanimhdir. Burada: (;) = k!(lli w7 dir.

13

10



Tamm 2.8.3 Bir h(r),(r € R!) fonksiyonunun & > 0 mertebeden Marchaud
kesir tirevi, D%*h,
A‘h(T)
Q

seklinde tanimlanir. Burada IL,I>a k0§ulunu saglayan herhangibir dogal say,

normallegtirici katsayr dedigimiz H(e, 1),

H(a, 1) = / L;%f?—ldt (2.3.4)

ifadesi ile tanimli ve Alh(7) *da (2.3.2) formiilii ile tammlanan sonlu farktir (Samko,
Kilbas and Marichev 1993 5.118).

Normallegtirici katsayr H(c,1) 'nin (2.3.4) ’deki segiminden dolay:r (2.3.3)
esitliginin sag tarafi [ > a tamsayisindan bagimsiz olur. Ayrica, Liouville kesir
integralinin belli bir anlamda tersi Marchaud kesir tiirevidir (D*I%yp = ¢)(Samko,
Kilbas and Marichev 1993, 5.125).

Bu kisimda lisaca bahsettigimiz kesirsel tiirev ve integrallerle ilgili daha
ayritili bilgi; Samko,Kilbas and Marichev (1993) ve Rubin (1996) kaynaklarindan
elde edilebilir.

2.4. Bessel Kayma Operatorii ve Ozellikleri

Bilindigi gibi, klasik kayma operatdriinii doguran operator i—-tﬁrev operatoridiir.

(& - )

Cauchy probleminin tek ¢dziimii u(z,t) = f(z + t) = 77°f(¢) dir. Benzer olarak,

Yani;

'b% yerine B, -5—955 2" a alinarak olugturulan

B,y = Bu
ulo = flx)
lo = 0

probleminin z,t > 0 igin tek ¢bzlimii olarak bilinen

I‘(V + 2)
T(v)I(3)

u(z,t) = /f(\/:z:2 2zt cos 6 + ) sin® ! 6d6

11



fonksiyonu f fonksiyonunun Bessel kaymasi olarak bilinir. Aslinda, Bessel kayma
operatorii, Bessel diferansiyel operatérii tarafindan dogrulan ve yukaridaki integral

ile verilen operatdrdiir. Bunu bir tammla ifade edelim:

Tanim 2.4.1 S? ile gosterilen Bessel kayma operatdriiniin bir f(r) fonksiyonuna

etkisi

I‘(z/ + 2)
TTE) )

Sef(r) = /f(\ﬂ'2 2rpcosa+ p2) sin” " o da

bigiminde tanimlanir.

Bessel kayma operatdriiniin bazi1 dnemli- 6zelliklerini bir teorem olarak ifade ede-

biliriz:

Teorem 2.4.2 (Levitan 1951)
1) Sef(r)=S7(p),
2) SESTf(r) = STSEf(r),
3) sesp=s8

" 4) S = S5;7,5% = I (birim operatdr), .
5) Sf(af(r) +bg(r)) = aSEf(r) +bStg(r), (a,b ER),
6) SP1=1,(Vp icin),
7) (r) >0=>8f(r) >

({ SEf(r)g(r)r®dr = f f (r)Stg(r)r®r;

(Ozel halde g =1 igin { Sef(ryr¥dr = { f(r)yr*dr olur.)

9) Ozel olarak; 5,_ 1 (sz) (Temum 2.2.9 ’daki Normallegtirilmig Bessel fonksiyonu)
fonksiyonu igin S£j,_ _;_(sr) = jy__%(sr) j,,_%(sp) "dur.

2.5. Genellegsmis Kayma Operatorii ve Ozellikleri

Tamm 2.5.1 T¥" jle gdsterecegimiz genellegmiy kayma operatoriiniin R% x R*
tizerinde taruml bir f(z,t) fonksiyonuna etkisi, v > 0 sabit tutulmug bir parametre

olmak itizere,

2v-1

T f(z,t) = P( +2) /f( ! y,\f2 2Zpyncosa+y2;t—7)sin o do

12



bigiminde tammlanir. Burada: z = (2, z,,), 2,9/ € R ve t,7 € R! dir. Ashnda,
genellegmig kayma, o ve ¢ degigkenlerine gore Oklid kaymas: ile z,, degigkenine
gore Bessel kaymasimin uygulanmasi ile olugturulmaktadir.

Yukanidaki 2.4 kesiminde tanimladigimiz ve temel Gzelliklerini verdigimiz
Sf-Bessel kayma operatorii, Genellesmig kayma operatoriiniin bir degigkenli du-
rumdaki kargihgidir. Matematik literatiirde, baz1 kaynaklarda, Bessel kayma ope-

ratoriine de Genellegmis kayma operatorii deniliyor.

Teorem 2.5.2 Genellesmig kayma operatdriiniin agagidaki 6zellikleri iyi bilin-
mektedir.
1) feL, (R xR ,1<p< ooolsun. O halde, ¥(y,t) € R} x R! igin

1T fllp,» < 1 fllo,w (25.1)

esitsizlifi saflamr. Yani, T%" operatorii L, , ’den L, , ’ye smirh (siirekli) bir
doniigimdiir.
2) (Lofstrom and Peetre, 1969) f € L, (R x R') , 1 < p < oo olsun. Hemen
hemen her (z,t) € R? X R! ve V(y,7) € R} x R! igin

e e ORI (252)
dir. Klasik kayma igin bu 6zellik, L, , ’ye ait olan fonksiyonlarin L, ,-sirekliliji
olarak bilinir.

Ispat. 1) T¥* operatorii, ¥ = (Y1,...,Un-1) ve t € R! degigkenlerine gore nor-
mal (Oklid) kaymas: ile z,, € R} degiskenine gore genellesmig (Bessel) kaymanin
kompozisyonu oldugundan ve Oklid kaymas: igin de yukandaki esitsizlik iyi bilin-
diginden, ‘sﬁz konusu esgitsizligi Bessel kaymasi icin gostermek yeterlidir. Yani, S”
Bessel kaymasi olmak tlizere, V7 > 0 igin

00 1/p oo 1/p

[isetpear) < | [loopear|] , 1sp<oo

0 0
egitsizlifini kamtlamaliyiz. p = oo igin esitsizlik agik oldugundan, 1 < p < oo

varsayacagiz.

13



Oncelikle, |S™o(r)|P < 87 (Jo(r)FP) , 1 < p < oo oldugunu gorelim. p = 1 igin
sonuncu egitsizlik agikar oldugundan, 1 < p < oo varsayalim. g sayisini -(1; + % =1

saglanacak bigimde alarak, Holder esitsizliginden
?

ki
1STe(r)F < Cu/,w(\/rz — 2r7 cosd +7'2)l .sin?~1 0dg
0

T P
B / |V =27 c0s0 77| (e, sin™ 1 0)3 . (e sin 9)'}d9)
0

™

/ ISD(\/ 72 — 2r7 cos 6 + 72 )lp .c,sin®716do | . / ¢, sin?~1 6df
0 0

IA

™

1
= e / ¢, sin?*"10df =c, - - =1 oldugunu gézdniine aliyoruz
vV
0

= S (le(r)l*)
elde ederiz. Simdi, yukanda elde ettigimiz esitsizligi ve S” operatériniin Teorem
2.4.2-8) 'deki ozelligini kullanirsak,

(oo} o0 00
[1s7ewprar < [ 57 (pep)yrar = [ lpyprn
-0 0 0
olur ki, bu da ispatlamak istedigimiz esitsizliktir. n

Bu kesimi kapatmadan dnce, (tez boyunca) TY notasyonunun, sadece, €

R? degiskenine gore uygulanan Genellegmig kayma igin kullanilacagim belirtelim.

Boylece;
T(v+1) |
T2/ (e,1) = ol / F&@ —ys /52 = 2pyncosa +42; t)sin” ader
olacaktir.

2.6. Schwartz Test Fonksiyonlar1 Uzayinin bir Altuzay: ve Uygun

Genellegmis Fonksiyonlar (Distributions)

Tamim 2.6.1 f, R**! {izerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Eger her k € N igin

sup |z|*|f(z)] < Cs

peRn+1

14



olacak gekilde C} sabiti varsa, f fonksiyonuna huzle sifira yaklagan fonksiyondur

denir.

Tanmim 2.6.2 Sonsuz diferansiyellenebilen, kendisi ve tiim kismi tiirevleri hzla
sifira yaklagan fonksiyonlar siufina Schwartz test fonksiyonlars uzay: denir. Bagka
bir ifade ile, S(R™"+!)-Schwartz uzay

5= 5@ = {1+ flan = _sup DP(a)| <oo , Vo5 € NG|
geRnt1

Oni1

bi¢iminde tamimlidir. Burada, Teorem 2.2.5 *deki notasyon geregi, z = z3* ... 23}
B §f1t+hPnt1 .
ve D PP ey o, dir.
Sonsuz diferansiyellenen ve kompakt dayanaga(support) sahip fonksiyonlar
uzayima C®(R™!) dersek, tanimdan, CP(R**!) C S(R™*!) oldugu hemen gdriiliir.
Ayrica Schwartz fonksiyonlar simfinin en belirgin ornegi f(z) = eIl fonksiyonu-

dur. Schwartz uzayimin temel dzelliklerini bir teorem olarak ifade edelim.

Teorem 2.6.3 (Strichartz, 1994) 1) S, bir vektdr uzaydir;

2) S, bir cebirdir;

3) S—Schwartz uzayn, || f||(a,s) yarinormuna gore bir Frechet uzayidir;
4) f(z)€S = p(z) () € § (p(a)-polinom),

5) feS = 1" f(z) = f(z — h) € S,

6) f,geS = fxg €S,

7) feS = fr eSS,

8) f€S = f € L;; dahas, her p(z) polinomu igin p(z).f(z) € Ly.
9)F:S— S bir izomorfizmdir,

10) S—Schwartz uzay1 1 < p < 0o igin Ly, ,(R™!) uzayinda yogundur.

Bilindigi gibi, Schwartz uzay1, Fourier doniiglimiiniin, daha dogrusu, Har-
monik analizin biitiin dnemli operatdrlerinin (Tiirev, kayma, Fourier déniiglimii,
polinomla ¢arpma v.s.) ¢ok rahat uygulanabilecegi bir uzay oldugundan, oldukea
6nemlidir. Ayrica, S—Schwartz uzaymn L, , uzayinda yogun olmasi 6nemli bir
sonugtur. Glinkii; genel olarak, yogun bir altkiimede gegerli olan sonuglar biiyiik

s
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kiimeye genigletilebildiginden, yogun altkiimelerle caligmak yeterlidir. Bu tezin sey-
rinden de anlagilacag {izere, biz de, gdstermek istedigimiz sonuglarin, ilkénce; S

nin bir altkiimesi ve ayn1 zamanda L, ,(R? x R') uzayinda yogun olan
St=SR} xR)={fes (R™1): f z, degigkenine gore gift fonksiyon}

kiimesinde saglandigim gosterecegiz. Daha sonra da, bu sonuglan I, , uzaylarna
(ve daha bagka uzaylara) genigletecegiz. Bu anlamda St uzay1 6nem tagidifindan,
ST {izerinde tanimh lineer fonksiyoneller de Snemlidir. Bu nedenle, bu kesimin geri
kalan kisminda ” genellesmis fonksiyon (distribution)” olarak adlandirilan bu lineer
fonksiyonellerden bahsedecegiz.

Not: St uzaymmn L, ,(R% x R') uzayinda yogunlugunu su prosediirle gosterebili-
tiz: f € Ly, ,(R% XR?!) olsun. Bu durumda, f’i tiim Ly, ,(R"*) ‘e du(z) = |z,.|*dz
alarak ¢ift devam ettirebiliriz. Yeni fonksiyona f diyelim. Boylece; S uzayr Ly, ,
(R™+1) ’de yogun oldugundan, f ‘’ya S ’nin (aslinda St ’nin) elemanlan ile
yaklagabiliriz. Dolayisiyla da, f ’e St uzaymin elemanlar: ile yaklagabiliriz.

Tanum 2.6.4 C, kompleks sayilar kiimesini gostermek ﬁzere, f:8t — Cbir
lineer fonksiyonel ise, f ’e genellesmis fonksiyon diyecegiz ve ¢ € S*olmak iizere,
f’in ¢ ’ye etkisini (p ’deki degerini) (f, ) ile gdsterecegiz.

Ayrica, ST iizerinde tanimh olan tiim sirh genellegmig fonksiyonlar sinifini
da (S*) ile gosterecegiz. Simdi, birkag genellegmis fonksiyon drnegi verelim.

Ornek 2.6.5 Dirac §— fonksiyonu olarak bilinen & igin (0,) = ¢(0) esitligi bir
genellesmis fonksiyon belirler.

Ornek 2.6.6 Her integrallenebilir (hatta lokal integrallenebilir) fonksiyon bir ge-
nellegmis fonksiyon belirler.

Gergekten, eger f, R} x R! {izerinde tanmml bir lokal integrallenebilir fonksiyon
ise, p € St igin , :
(o) = [ Fotple s (261)

REXR!
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egitligi bir genellesmig fonksiyon belirler ve bu genelleymiy fonksiyon regular ge-
nellesmig fonksiyon olarak adlandirilir.

Ornek 2.6.7 Her f € S* fonksiyonu aym zamanda bir genellegmig fonksiyondur

(frey= [ F(=t)o(z,t)z2dzdt - dogal tamimlamas ile ).
R7 xR!

Tamm 2.6.8 {f,}32 bir genellegmis fonksiyon dizisi ve f de bir genellegmig fonk-

siyon olsun. Eger, her ¢ € S* fonksiyonu igin (fs, ) say1 dizisi (f, ) sayisma

yakinstyor ise ( 77}1m (fay o) = (f, @) ise) {fn}2, genellesmis fonksiyon dizisi f ge-
+y!

nellesmig fonksiyonuna yakinsar denir ve f, AR f ile veya kisaca f, — f ile

gosterilir.

Her genellegmis fonksiyona, S* min elemanlan ile yaklagilabilir yani; verilen
her f genellesmis fonksiyonu igin dyle (p,) € S dizisi bulunabilir ki, genellegmisg
fonksiyon anlaminda ¢,, — f saglanir.

Bu sonug kullamlarak, herhangi T : St — St dogrusal doniigiimi
Tf = lim Ty,
nN-—>00

tamimlamas ile (S*) uzayma genigletilir. Bdylece de, genellegmig fonksiyonlar iize-
rinde iglemler tammlanabilir: bir genellesmig fonksiyonun kaymasi, tiirevi, Fourier
déniigiimii v.b. Ornegin, T = 7¥ (¢klid kaymas:) olarak alalm ve f—genellesmis

fonksiyonu igin 7¢ f in nasil tarumlandifini gérelim.

tan

(*fi9) =" lim (T'¢n, p)
= lm / ¢n(z — y)p(z)dz
= Jim {n, TV ) .
B (f,m)

Boylece, (7Y f, ¢) = (f, 77 V) olarak tamimlanir. Benzer gekilde;

=T icin (L=f ) = (1), df‘i";;cp) ve T = F(Fourier d('inﬁ.gﬁmﬁ) igin
de (Ff,p) = (f, Fp) olarak tammlanir.

:
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2.7. Genellesmis Girigim Operatorii ve Ozellikleri

Tanim 2.7.1 f, g € St fonksiyonlarinin genellegmisg girigimi
(f®g)(z,t) = / 9(y, )T f(z, t)du(y)dr
R7 xR

bigiminde tanimlamir. Burada, yukarida da belirttigimiz gibi, du(y) = y2*dy *dir.

Normal giiigimin sagladigy f % g = g x f Ozelligi ve Genellegmig Young esitsizligi,
genellegmig girigim i¢in de gegerlidir:

Teorem 2.7.2 (i) f, g € St olmak lizere, f ® g = g ®. f dir.(Levitan, 1951)

(ii) (Genellegmig Young Egitsizlifi) f € Ly, , § € Lg,» , 1<p, ¢, 7 < 00 Ve
%+%=-}:+1 olsun. Bu durumda f® g € L, , ve

I1f ®glle,» < I flle,» Ngllg,» (27.1)
dir.

Ispat. g yu sabit tutalm. 7 = ¢ ve p = 1 igin |[f ® gllar),v < Ifll1,v lglle,s
oldugunu gosterelim.
1
q
If ®gllg,, = / |f ® g(z, )| 22dzdt

" xR!

i
q

= / | / fly, ) T g(=,t) y2r dydr|? =2 dzdt
’_,‘_le R7 xR! .

Simdi burada, Teorem 2.1.5 (Integraller igin Minkowski Egitsizligi) *i kullanrsak;

l
q

1 ® gllaw < / / £, I 1TV g(z,6))9 o2 dudt | 42 dydr
R? xR! \R? xR!

1
q

< [ vwnl| [ s or s | waar

R? xR!? % xRl

< ---((2.5.1) " kullanuyoruz) - - - < || fll,» |glla,»
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elde ederiz. O halde, genellegmis girigim (1, ) tiplidir. §imdi de r = cove p = &
i )£ © glleo,» < 719l oldufunu gsterelim.

I @ohes = swp If@sati= swp | [ fur)To(s 0 ayar]
(z,t)eRT xXR1 (z,)eRT xR .
, R7 xR?
< sup / | Fy, )T g(z, t) |y dydr
(z)eRT xR?
R7 xR!

Son ifade igin énce Holder Egitsizlifini (Teorem 2.1.3) ve daha sonra da (2.5.1) i
kullanirsak;

4
?

S Odken < s | [ @oPadr| | [ g omaer

(z,t)eRT xR
e 7 xR1 7 xR?

< “f”p,l/”.qnq,v

elde ederiz. O halde, genellesmig girigim (ﬁ—l-, o00) tiplidir. Son olarak, Teorem 2.1.9

(Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi ) kullanilirsa,

If ®gll-o <N fllp.ollglla,»
esitsizligi elde edilir. =
Bu kesimi kapatmadan &nce, regular genellegmig fonksiyonlarin énemli bir

Gzelligini veren agagidaki teoremi ispatlayalm:

Teorem 2.7.3 ¢_(z,t) = p(—z,—t) ve u € (S*)’ - regular genellegmig fonksiyon
olmak iizere;

L@y, w)=(u, p- ® W)

egitligi her p,w € St igin saglanur.

Ispat. flkénce (4.0.2) ile taimlanmig olan (u, w) = [ u(z, T)w(z,7)du(z)dr

R? xR!
esitligini gézoniine alarak, (u @ ¢, w) ifadesini yazalim ve daha sonra da, Fubini

teoremi ile Genellegmis kayma operatérii 7% 'nun Teorem 2.5.2 ’de verilen &zel-

liklerini kullanalim. Agaida S5 ve Sgr simgeleri, sirasiyla @, ve &, degigkenlerine
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uygulanan Bessel kaymasidir (bakimz: Tamum 2.4.1).

wep, v = [ @8l n)due)r

R%? xR?

- / / u(&, 8) T o(z, 7)du(€)dt | w(z, 7)du(z)dr

RT xRl \R? xRl

= / u(€, t) / w(z, 7) T4 0 (z, 7)dp(z)dr d,u,.(§)dt

R? XR! 7 xR!

= / u(§, 1) / w(z, 7)S" (31 — &, 23 — &gy - .+, Bn, T — E)dp(z)dT | dp(f)dt

R% xR? 7 XR1

= / U(f, t) / w(x) T)Sznso- ("'xl + §1: —T3 + 527 oo 75’!&1 1= T)d,u(:c)dT _ d,u(f)dt

R xR! 7 xR1

= [ uen| [ wenTe @ o tiaualar | due)at

R? xR1 ™ xR
= / u(€, 1) (w ® - )(§, t)dp(§)dt = (u, p- ® w).
R% xR?

Boylece, (u® ¢, w) = (u, ¢_ ® w) oldugunu gostermig olduk. m

2.8. Diiz ve Ters Fourier-Bessel Déniisiimii ve Ozellikleri

Tamm 2.8.1 f € St fonksiyonunun (diiz) Fourier-Bessel déniigiimii
(Fuf)(z,t) = / Fly, T)e—'i(:c’gl+t’l')j”_ %(a:nyn)dp(y)dT (2.8.1)
K% xRl

esitligi ile tanimlamr. Burada: 2’4/ = Zyy1 ++ + - + Tn-1Yn-1 Ve du(y) = y2dy 'dir.
(Kipriyanov 1968) Goriildiigi gibi, F, doniigiimii, z' ve t degigskenlerine gore klasik
Fourier ve z,, degiskenine gére de Bessel (bazi kaynaklarda Hankel) dSniigiimlerinin

kompozisyonudur.
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Tanim 2.8.2 Ters Fourier-Bessel doniiglimii de ahgilagelmig gsterim olan F!

ile gbsterilir ve
(F ) (=,t) = co(n)(Fof)(—21, . . ., —Tn—1, Tn, —1) (2.8.2)

esitligi ile tanimlamir. Formiilde gdziiken ve daha sonra da kullanacafimiz ¢, (n)
katsayisi

o(n) = [(27r)”22” (v + -;—)] i (2.8.3)

bigimindedir.

Fourier doniiglimiiniin sagladigx dzelliklerin hemen-hemen tliimiiniin benzer-

leri F,~Fourier-Bessel doniigiimii igin de gegerlidir:

Teorem 2.8.3 f , g € ST olmak iizere, F,—Fourier-Bessel doniiglimii igin
agagidakiler saglamr.
a) Fu(f @g) = F.(f) Fulg)
b) 5 [Ff(€1)] = Fo [(~ize) fz, T (€, 0).
Daha genel olarak; P(z1, 22, - - y 21, 2nt+1) — (n+ 1) degigkenli bir polinom ve B, =
-;‘%: -+ 27'13?: Bessel diferansiyel operatorii igin
P —a— '2— o o Bf —3— fyf(& t) = .7:,/ [P(—iy1, _iy27 ey _y2’ _ZT)f(y) T)] (f,t)
861’ 662’ ? n 3 at b} n
egitligi vardir.
o) F, [.6%9; f(g,t)] (z,7) = (izk)fy f(z, ) ve b) ’ye benzer olarak;
F, | P 2 9 ...,B s &0 (z,7) = P(izy,izs, . .., —22,i7)F, f(z,7T)
v 351) 852, y DEns 6t ) 3 ) 3 ny 3
esitligi saglanr. |

o n-1
d) Ozel olarak; A, = ) 3%27 + B, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii igin
' k=1

Fl-8+ s @)lwn) = (P +i)EN@D. (284)

e) Yine 6zel olarak, /— birim operatdr olmak tizere, (I — A, + ?387:) operatorii igin

L = Dy + ) @95 7) = (L of? +7) (Fo ) 7)
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olur. Bu formiil gogu zaman kisaca;-
0 .
[T = A=) + 511" = (L + [yl +im) f* (2.8.5)
bigiminde de ifade edilir.
Bu kesimi kapatmadan 6nce, (tez boyunca) F,,, notasyonunun sadece z € R}

degigkenine gore uygulanan Fourier-Bessel ddniigiimii igin kullamlacagm belirte-
lim. Bdylece; ‘

(Fraf)w,?) = / F(z,8)e™™ Y §,_ 3 (@ayn)dp(z) , du(z) = zdz.

R
2.9. Genellegmig Gauss-Weierstrass Cekirdegi ve Baz1 Ozellikleri

Tanim 2.9.1 Genellegsmig Gauss-Weierstrass gekirdegi, klasik Gauss-Weierstrass

gekirdeginin tamimina benzer olarak, Fourier-Bessel doniigiimi yardimiyla

W, (y,7) = Varm = Dr) e % (2.9.1)
olarak tamimlamr. Burada: 1/c,(n — 1) katsayis: (2.8.3) formiiliine uygun olarak

Ve (n—1) = {(2r)" 122 1T (v + %)} ’ (2.9.2)

geklindedir (n = 1 i¢in Stempak(1985), n > 1 halinde de Aliyev(1992)).

Lemma 2.9.2 a) Foy[W, (v, 7)](z) =™ | 7>0;
b) [Wo (s T)lly,0 = f Wy, r)du(y) =1 , 7>0;

c) W, (., 7) ®@ W, (-t )(w) f W, (y, ") TAW, (2, t)duly) = W, (z,t 4+ 7);

d) Hera>0,t>0vey€]R”' icin

W,,(ﬁy, 5t) = 5~E§2_%Wu(y)t)~

(Bu sonuncu dzellige W, (-, ) gekirdeginin anizotropik homojenligi diyecegiz).

3
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Ispat. a) Ispat igin kullamlacak olan iki 6zdesligi hatirlatalim:

L (Strichartz, 1994, 5.38) a > 0, ¢’ , # € R igin

n=1 "e

ol 12 il ! s 3 _lel*

/e“""[ei"’td:z:':(—) e &
a

Rr-1

II. (Gradshtayn and Ryzhik 1994, s.738, n:6.631-4) A>—-1,a>0,b>0 ve
Jx(r) Ltip Bessel fonksiyonu olmak iizere,

e Jy (br)yr*tldr = 4 .
A (2a)+1 :

0

Simdi, II Szdegligini, A yerine v — % alarak ve Ji(r) = 5x-r§2+—l)j>‘('f‘) oldugunu

kullanilarak yeniden yazarsak;

2 2
e~ J\(br)r*tdr = / e " br) =24, 1 (br)r*tidr
O/‘A() 0 T UG

T —ar? bu__ 2v
_ /e . mju_%(mr dr
0
by—l 7 2 . 2
= T—E——/C—ar JV__%(b'I‘)T ”d?"
22T (v + 3) J .

e 2
olur ve II egitliginin ikinci tarafi da '27@_3@'3—% gekline déniiglir. Bdylece;
o

pr-% 2 p-% 7
e = [ (br)r¥r
2 tigrts 2~iT(v + 1) J 2

ve sonug olarak da

1F(V+ 2)6 .L

5o (2.9.3)

/ _7,,_ (br)'rz” dr =
0
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egitligini elde ederiz. a) 'min ispat1 igin I ve (2.9.3) ’ii birlegtirmek yeterlidir.
Gergekten, = (z',7,), ¥ = (¢, ¥a) Ve |z|> = |Z|* + 32 olmak iizere,

Fule ) w) = / / e e gy (nt)du(a)

Rr~-1 0
e o]
—ale'|?2 _—iz'y 3.1 —ax? _—ix'y - 2v
= /e o=ty gy /e "e™ Y Gy 3 (Tnln) T dTn
7—1 0

_ (z)"—;—l e 1T(v + 2)3““

1 1, =31 .
a P) avts EF(V+§)7T a e

ifadesinden yararlanirsak

Foy(Wlw,7))(#) = Vel = DR Fyy () ()

elde ederiz ki, buradan da

_ 1 T_gﬂ_ ozl 1 = le?
FalL NG = s ) R G+ P e
= e Tl

olur.

b) a) dzdesliginde z = 0 olarak alirsak;

L= 0= Fy )0 = [Walnrle %, 300dut) = [ Wil r)duto)
R? R?

W5 (sl w

esitliginden ||W, (-, 7)|l1,, =1 oldugu gdriiliir.

c) W, (-, 7)®W,(-,t) ifadesine énce Fourier-Bessel doniigiimii uygulayip daha sonra
da sirasiyla Teorem 2.8.3 'ii ve bu Lemmanin a) sikkini dikkate alirsak,

Fo Wl 1) @ Wi, () = FWls (&) FolWil b)) = emole el
= e~ £, (7 +))(o)

elde ederiz. Fourier-Bessel doniigtimleri egit olan fonksiyonlarin kendileri egit olaca-
gindan, 7
Wy(” T) @ Wy(‘, t) = Wy(', T + t)
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olur.

) Wo(y,7) = e (n—1)(2r) e % {fadesinden yararlanarak W, (vVk¢, k)
yu yazarsak istenen esitlik gikar:

2y nt2v 21¢}2 nt-2v
W, (VEE, k1) = /e (n — 1)(27')‘%‘k"'i22_e‘i%w‘- = W, (¢, 1)k "

Lemma 2.9.3 (Jones 1968, s. 400) 1) 7 > 0, y € R igin
Frale™ ™)) = Wo(y,7)

dir.
2) (Jones 1968, s. 400; Gradshtayn and Ryzhik 1994, s.365, n:3.382-6) Her o > 0,

b> 0igin
2 —btt%—l . t>0
itrg. . | T(H° J :
r—»oo/(b—{—m—) ze = 4 0 5 t<0

Asagidaki lemmada W, (z, t) fonksiyonunun, ¢ < 0igin herhangi bir gekilde, Srnegin,

sifir olarak tammlandigim varsayacagiz.

Lemma 2.9.4 (Rubin 1996, s. 158) H (£,!) - normallestirici katsayis1 (2.3.4)

formiiliiyle tammlansin. O halde t? = { t02 ' izg ve | > & olmak
b -

iizere,

rya(t) = [%r (-‘;‘-) H (% l) d - i(ﬂ)"(}g) (t—k)E (2.9.4)

K.g(2,t) =rgt)W(zt) , @eR},te RY) (2.9.5)
fonksiyonlan igin;
ozl , t—0
a) K;l,%(t) = 7.1
O(t ) , t—oo

b) K,l'%(t) € Ll(Rl) ve f K:l,%(t)dt = fﬁl,%(t)dt =1
—oo 0
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c) K:z,.g (z,t) € L1, (R} X RY)

d [ K %(m,t)d/.b(a:)dt =1
RT xRl

bagintilar: her a > 0 ve her | > ¢ igin saglanir.

Ayrica, ry,2(t) ve K. g (z,t) fonksiyonlar1 hakkinda daha ayrintili bilgi igin yine
Rubin (1996) kaynagina bakilabilir.
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3. B-PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI VE B-PARABOLIK
POTANSIYELLERIN TERSLERININ BELIRLENMESI

3.1. Laplace-Bessel Diferansiyel Operatoriiniin Dogurdugu Parabolik
Bessel Potansiyeli ve Ozellikleri

Bu kesimde Laplace-Bessel diferansiyel operatoériiniin dogurdugu parabolik Bessel

potansiyeli tamimlanacak ve bu potansiyelin &zellikleri incelenecektir.
Bilindigi gibi Teorem 2.8.3 ’iin e) gikks;
0 .
FlI ~By(z) + _3_1:-)90](3’;75) = (L4 |z +it) . [¢] (2, 1)

oldugunu sdylemektedir. Bu esitlik, bize A = I — A, (z) + & operatériiniin negatif

"kesir” kuvvetlerini tanimlamanin dogal yolunu gosterir:

(A‘%go)’\(x,vt) = (14 |22 +it) "2 (=,1). (3.1.1)

Tamm 3.1.1 (3.1.1) esitligi ile tamimlanan operatdre Laplace-Bessel diferansiyel

operatoriiniin dogurdugu Parabolik Bessel Potansiyeli (kisaca B-parabolik potansi-
yel) denir ve HZ¢ ile gosterilir.

Boylece, >0,z € R% , t € R! ve p € ST(R} x R?) igin
(Hoe)"(z,8) = (L + |af® +it) %" (3, 1) (3.1.2)

dir. Harmonik analizden iyi bilindigi gibi, (3.1.2) bagmntis: ile verilen ”multiplier”
tipli operatdr, aslinda, genellesmig fonksiyonlar(distributions) dilinde yorumlanan
girigim tipli bir oﬁeratiirdﬁr. Bu girigim tipli operatériin gekirdegi, (1 + |z|2 +
it)~% fonksiyonunun, genellegmig.fonksiyonlar(distribution) teorisi anlaminda ”ters

Fourier-Bessel déniigiim{i” diir. Bunu bir lemma olarak ifade edelim.

Lemma 3.1.2 Genellegmig fonksiyonlar(Distributions) anlaminda

p 274 X—N—=2—=2Y 2
ey(n— 1)2“‘31'#_;-_,—)1&'('—22_2'164‘% , t>0 }

o Hal+ir) H)y,0) = { ¢ .

dir.
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Ispat. Lemma 2.9.3-2) ’de b ’yi 1 + |z|? olarak alirsak;
< r
/(1 + |z 4 ir)"FeTdr = r]jm /(1 +|z|? +4r) St dr

—r
ot —|z]?ts%~1
&) 12 , t>0
0 , t<0

olur. Simdi, z = (¢,2,),y = (¥,%a) olmak ilizere Lemma 2.9.3 1) ve 2) yi
gézdniine alarak; y € R% ve £ > 0 igin agagidaki formal iglemleri yaparsak,

]

FHA + |=? +47) %)y, 2) = e (n) F [ + |2 +47) "2 (=01, . -, ~Un—1, Yy )

~¢,(n) / (L + [af? +ir) 564768, _, (5ay)du(a)dr
R% xR!

= a(m) [ 5, 4(atn) (ﬂ (1+Jaf? +ir) % emdr | du(a)
R? 1

A 2
= c(n) / ',y () mrgre e 8 " dp(a)

I'($)

2we,(n) _, o il iyh! -
-4 F(é )8 tt2 1/6 |a;|2tezy "’J,_%(:Bnyn)du(a:)

et 1.7:,,— ; (C_ISI%) () = e_tt"’—lWV(y’ t)

1

2 (%)

. o +2v 2

- P(lg) e85 /o (n = 1) (26) e HF
2

2

R e

__ﬂ ].a ta—?-zn—Qu —t—l%];
I'($)

T T(E)

cy(n— 1)

egitligini ve sonug olarak da

FH(AHal*+ir) %] (y, 1) =

o ~n—2—21 2
cy(n — 1)2“MP({§)tL_22LIe“t“J%'F , t>0
0 <0

elde ederiz. Burada, 1/c,(n — 1) katsayis: (2.9.2) ile verildigi gibidir. Simdi, sag
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taraftaki fonksiyonun (ki, Ly, , 'dendir!) Fourier-Bessel doniigiimii almirsa, sonucun

(14 |z|? +47)"% 'ye esit olacag kontrol edilebilir. m

Boylece,
T, >0 '
'r+—{0 ) 750} (3.1.3)

notasyonunu kabul edersek ve Gauss-Weierstrass gekirdeginin (2.9.1) ile tanimlanan
ifadesini gdzoniine alirsak, Fourier-Bessel doniiglimii dilinde, (3.1.2) ile tanimlanan

‘HJp— B-parabolik potansiyelin integral seklini elde ederiz:

Sonug 3.1.3 Her ¢ € St ve her a > 0 igin

.

(H‘,fgo)(x,t)=f‘—(—1_§_7 / T} le"'W,,(y,T)T'”’Tcp(a:,t)du(y)dr (3.14)
R% xR?

dir. Burada, yukanda tammladiimiz gibi, du(y) = y2dy ’dir.

Ispat. (3.1.2) esitliginin her iki tarafina F, '~ ters Fourier-Bessel doniigiimiinii uy-
gularsak ve genellegmis girigimin Teorem 2.8.3 a) ’daki ozelligini kullamirsak,
F0e N t) = FIRF A+ +it) 72 @ ¢l(2,1)
= (R + 2l +it)F @ ¢)(=,2)

olur. $imdi burada, Lemma 3.1.2 'yi ve Gauss-Weierstrass gekirdeginin (2.9.1) ile

verilen tamimim  kullamirsak (3.1.4) formiiliinii elde ederiz:

2y (a—n—~2-2v) 2
(Hop)(z,t) = / Cu(n—1)2__-%'i\%7'+ 2 6_7—%W’T¢(x,t)du(y)df
R% xR! 2
1 5- -1 T
- 1w | el uin
2 g xRt .

Lemma 3.1.4 a) (Yargrup ézelligi) Her ¢ € St ve her o, 8 > 0 igin
HEHEp = HE Py ' (3.1.5)
egitligi saglanir.
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b) (Lp,, — L,,, smarhbk 5zelligi) Her p € ST ,a>0ve 1l <p < ooigin

1H2elle,» < el (3.1.6)

esitsizligi saglamir (p = oo igin ||@lle,» = €88  sup  |p(z,1)| dir).

(=,t)eRT xRl

Ispat. a) Ispat icin, (3.1.2) esitligini kullanmak yetecektir:

(HeHER)\(=z,1) = (1+ Jaf* +it) "2 (HEp) (2, 1)

= (1+]|o)? +t) 51 + |z + i) (z,9)
(1 + |2]? + it) T2 o3, )
(He ) (2, 1)

It

= HIHEp = He Py,

b) Bu kismin ispat icin, (2.7.1) formiilii ile verilen Young egitsizliginde: g(z,7) =

P(%)T_? _le"TW,,(.'z:, 7), f = p ve ¢ = 1 (dolayisiyla r = p) olarak alrsak,
If ®gllo,» = 1M 0llp,0 < llollp,v - llgll,v

olur. Simdi; |\gll1,, 'yl hesaplayahm:

ol = / / sy ) s

!

= 1a / 571" / W, (z,7)z¥dz | dr.
()

.
-+

Son olarak, Lemma 2.9.2 b) ’yi kullanirsak,

/ 2 leTdr =1
0

olur ve bdylece de |HS¢|,,» < |l¢|lp, v elde edilir. m

lghz,» =

wIQ

Sonug 3.1.5  (3.1.6) esitsizligi kullamlarak, S* uzayinda, (3.1.2) bagintim
ile tammlanmig olan H2¢p, (o > 0) operatdrleri (3.1.4) formiili yardimiyla L, ,
(1 < p £ o©) uzaylanna siirekli devam ettirilebilir.
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Ispat. f € L, , olsun. S* uzay, L, , 'de yogun oldugundan Syle o, € St dizisi
vardir ki, ¢m, — f dir. Ayrica bu ¢, dizisi bir Cauchy dizisidir. ¢,,, 'nin Cauchy
dizisi olmasindan ve (3.1.8) *dan yararlanarak H%p,, 'nin Cauchy dizisi oldugunu
sOyleyebiliriz: Ve > 0 I3 m, Vm,l > m, igin

[H5or — Heemllp,» = IHZ (01 — om)llp,v < ot — Omllp,» <e.

O halde, lim HEpm, vardir (L, , tam uzaydir). H2f = lim H%p, olarak
—00 m—oo

tamimlanirsa; HS : L, , — Ly, 'ye genigletilmiy olur.

Simdi de, [|H3f|l5,, < || fllp,» oldugunu gorelim. VS emllo,v < llemlls, - (Vm igin)

oldugundan, m — oo igin limite gegersek, |HZf ||,,, < ||fllp,» elde ederiz. m

3.2. B-Parabolik Potansiyeller Uzayr ve B-Parabolik Potansiyellerin
Terslerinin Belirlenmesi

Bu kesimde, adina B-parabolik potansiyeller uzay1 diyecegimiz ve Ly , ile gosterece-
gimiz fonksiyonel uzay: tammlayacagiz. Esas amacimiz, Ly , 'niin bir alt uzay: olan
L7 , 'y1 nitelendiren 6zélli§i belirlemektir. Daha agk ifade etmek fgerekirse, "Ly, v
den ahnan bir f fonksiyonu hangi gerek ve yeter koguller altinda L , uzayina ait
olur” sorusuna bir cevap ariyoruz. Bu soruyu cevaplamak igin ilkdnce B-parabolik

potansiyel operatoriin (HZp) tersini bulacagiz.

Klasik parabolik potansiyeller igin ters belirleme problemi 0 < a < 2 igin
Chanillo(1981), en genel halde ise Nogin ve Rubin (1985) tarafindan ¢dziilmiigtiir.

Genellegmig kaymanin dogurdugu parabolik Riesz potansiyelinin tersini be-
lirleme formiiliiniin ispati Aliyev (1992) tarafindan yapilmigtir. Biz de, Aliyev
(1992)’in kullandigr yonteme benzer bir antem»ku]lanarék Bessel tipli B-parabolik
potansiyeller igin ters belirleme formiiliinii bulacagiz. Bu amag dogrultusunda
oncelikle, HJ'¢ 'nin tersini belirleyen konstruksiyonu formal olarak kuracagiz ve
daha sonra da bu konstruksiyonun, gergekten, Lp‘,,, ve noktasal yakinsama an-
laminda HZp operatorii igin bir ters belirleme konstruksiyonu oldugunu géste-

recegiz.
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Tanmim 3.2.1 L7 , ile gosterilen B-parabolik potansiyeller uzayn

Ly =My Lp)={ f:f=HMjp , p€ Ly} , 1<p< o0 (3.2.1)
esitligi ile tammlanir.
Aslinda, Ly , uzayi, L, , uzaymin H; operatdrii altindaki goriintii kiimesi olup,

f =My, ¢ € Ly, olmek fizere, |f|zs , = l¢llp,, normuna gore bir Banach
uzayidir.

Tamm 3.2.2 R? x R! {izerinde tamumbh bir f(z,7) fonksiyonunun anizotropik ve

agurlikly sonlu farks;

Oto(£)(@m) = Y (-1 (e TR £ (=, 7) (3-2.2)

egitligi ile tamimlanar.

Burada tanimlamig oldugumuz Dé,t operatérinil, HJ¢ verildiginde, ¢ ’yi bulmak
igin kullanaca@z. Asaphdaki lemma ¢ € S* igin HZ¢ verildiginde, ¢ *nin nasil elde

edilecegi konusunda bir ipucu vermektedir.

Lemma 3.2.8 %, (2.3.1) esitligi ile tanimlanan Liuoville kesir integrali olmak
lizere,

HNE, [0l (61) = R FL(e)6 ) (3:23)
dir.
ispat. ilkdnce (3.1.4) formiiliinde 7 yerine t—7 yazarak her iki tarafa F, , doniigiimii

uygulanir ve daha sonra da sirasiyla, Fubini Teoremi ile Fourier-Bessel doniiglimiiniin
Teorem 2.8.3 a) 'daki 6zelligi kullamlirsa,
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fy,z[HSSO] (5: t) = P( )

/ (t— T)_-;:_le‘t'*"'W,,(y,t—— )TV "o(z, t)du(y) | dr | e —ial ¢! y__(a:ngn)d/.z(a:)

BT \R! \RD

1 a_ gt
) / / / (t— )i e Wiy, t — 1) Tp(z, 7)dp(y) | du(@)e™ "¢ j, _y (@ntn)dr
2
RURE \RY :

1 . et —iz’ P T
=P( )/ /[WW( t—T)®ple 6.71/—-.( nén)dp(z) | d

X [>)

RrR1

-6 )/ [( _T)i__W( - T)@tp] dr

e ; e e ,
r()/ [ Vel )]f”'[ } )./(t-—r)+ o Fuelelar

- T)+
egitligi elde edilir. Jimdi, (3.1.3) vasitasiyla,

-2 [ (@t-7)%F , <t
(t=7) —{ 0 , T>t

olacagindan,

—t(1+|s[2>er<1+|e12>

Fuslr50l60) = 7, / i Fee Wl 67

olur. Son olarak, (2.3.1) ile tarumlanan Liouville kesir integrali gézoniine alimrsa;
MR, [HEO](6,1) = TE e F, 4[] (¢, T](2)
esitligi elde edilir. W

Boylece, simdi ifade edecegimiz lemma ile, (3.2.3) esitligi vasitasiyla, ¢ € S*

i¢in, HZp operatdriiniin tersini belirlemis olacagz.

Lemma 3.2.4 ¢ € S* olmak lizere, HZy verilmig olsun. Bu takdirde;

[o o]

o) = 5y [ v / Wl )0k (M) T)ERdE it (324)

0
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olarak elde edilir. Burada: [T - (3.2.2) ile taumlanan anizotropik ve agirlikh sonlu
fark operatorii ve H(%,1) de (2.3.4) formiiliiyle tanimlanan normallestirici kat-
sayidir.

Ispat. ¢(z,7) fonksiyonunu My vasitasiyla ifade etmek igin ilkénce, (3.2.3)
egitliginin her iki yanma ¢ defigkenine gére D¥— Marchaud tiirevi uygulayalim
((2.3.3) ’e bakimz):

D [MHP1E, rz0)(¢,0)] = DF {1F [4HEfele, )] (0}

Esitligin ikinci tarafindaki D%— Marchaud tiirevi, I¥— Liouville integralini
gotiireceginden (giinkii; Liouville integralinin belli bir anlamda tersi Marchaud

tirevidir),
D% [eOHF130)(E, )] = e (o) 6,7)

olur. Buradan da,

1 [ o
QHEDTE, () (€, 7) = / > (—1)F(3) e DR £, [H o), T—kt) = 1+a
il |

2
2

yazilabilir. Bu son esitligin her iki yam , ilkdnce, e(+E) ifadesine baliiniip daha

sonra da, F;1 doniisiimii uygulanirsa;
'Y v !

1 [ 1 _ et .
o(2,7) = 7772 / 1+2 1)k(k) w V€1—-ra;[ ktlflzfv,w—»e(HuS") (&7 —kt)] p dt
H(E’ l) t 2 k
0
(3.2.5)
olur. Simdi, egitligin sag tarafindaki;
ue—-»a:[e“ktlfI Foa-t(Hyp) (€, T — Kt)]

ifadesini hesaplamak icin Teorem 2.8.3-a) ’daki F, [F,0.F 9] = ¢ ® 9 egitligi ile
Lemma 2.9.2 ’'nin a) sikki kullamlirsa;
Fotorole™ 8 Frase (M Q) (6T = B = Tk ol Foe(Wal§, kt))-Frase (M 0) (6,7 — Kt)]
= Wu(&, kt) ® ’H,‘fga(:z:, T)
= [ Wk ISR e, - k) e
RY
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elde edilir. Elde edilen bu egitlik (3.2.5) ’deki yerine yazlirsa;

*"(x’T):H(};,z)of = R[ [Z(—n"(,i)e'“wu(e,kt)Tﬁ(HSso)(x,r—-kt) gt dt

k=0

olur. Simdi de, & — v/k¢ seklinde bir degfigken degigtirmesi yapihip, Lemma 2.9.2'nin
d) sikks olan
W, (VEE, kr) = k™" F*W, (¢,7)

egitligi kullamlirsa,

7 ;
, l) t1+
V]

esitligl elde edilir. Bu son esitlikte (3.2.2) formiilii ile tamimlanan anizotropik ve

Q[ =

p(z,7) = H(

R

k=0

i
/ [Z(—l)"(i)e"“wy(s,t)T“’?f”“(Hsso)(z,r) E2de 5 dt
RrR% .

agirhikl sonlu fark gdézoniine ahmirsa, ¢ € ST fonksiyonunu, H%p vasitasiyla ifade
eden formiil elde edilmig olur: ‘

w(x,f)=H(;z)' 0/ ﬂ}rg RZ W6, 0% (M) (@, TIEde | dt

Simdi ispatlamig oldugumuz (3.2.4) egitliginin sag tarafindan yararlanarak,
€ > 0 parametresine bagimh olan ve DZf ile gdsterecegimiz bir operatorler ailesi
tanmimlayacagiz ve bu operatorler ailesini B-parabolik potansiyeller uzayim nitelen-
dirmek igin kullanacagiz.

Tanim 3.2.5 f € S, &€ > 0 olmak iizere, D f ’yi

D2(f)(z,7) ='7T(%‘,75 / / Wy(ﬁ,t)Dl,t(f)(a:,T)ﬂ—Jlr_g-ﬁfb”dﬁdt (3.2.6)
R} &

olarak tamimlayahm ve bu D%f | (¢ > 0) operatériine 6zel olarak; B-parabolik

potansiyel operatdriiniin e—yaklagik tersi diyelim.
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3.3. D¥HS Kompozisyonunun ”Yaklagik Birim Operator”
Bigiminde Gosterilmesi

(3.2.4) formiilil ile biz, ¢ € St icin HZp operatdriiniin tersini belirledik. Ama asil
amacimz, ¢ € Ly ,(1 < p < o0) igin de (3.2.4) formiiliine benzer formiilii elde
etmektir. Bunun igin, dncelikle f = H2p, (¢ € St) olmak tizere, D2f, (e > 0)
operatdrini yaklagik birim operator seklinde gostermeliyiz. Bunu bii lemma olarak
ifade edip ispatlayacagiz. Ancak, esas lemmaya gegmeden, bize lemmanin ispatinda

gerekecek olan, agagidaki (3.3.1) esitliginin dogrulugunu gosterelim:

Lemma 3.3.1

Lx(r) = / (or — k) dt=—(-8}  (k=012...,0) (33.1)

g era
&

ispat. jlkﬁnce, k > 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, r < k ise, e < £ < 00

> re ve buradan (er — ls;t)?_1 = 0 olur. Bdylece, r < k igin

oldugundan kt
I x(r) = 0 dir. Eger, r > k ise de

Ly(r) = / ter 1-I:i)+ dt +

yazabiliriz. Jimdi burada;

(er — kt) El
_Fx—dt

rl‘:\ 8

e<t< % = (er — k:zt)f—1 = (er — kt)T 7!

ve

%<t'<oo=>sr<kt=>(sr—kt)§_1=0

olacagindan, I, x(r) 'nin ifadesindeki ikinci integral 0 olur. Yani; r > % igin

er—kt
E,k(r /( 1+£)+ dt

dir. Burada, t = & - 3 +1 degigken degigtirmesi yaparsak, dt = '(t+_1)'5'dt ve
dolayisiyla da

% -1
_q(er 1 - (TS
Latr) == [ et Eha— ot
k A+ ¥
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olur. Gerekli kisaltmalar yapilirsa, basit hesaplamalar sonucunda

-1
o

kz & 2 2
Ie'k(r)=;7:-/t2 1dt=‘67&'(7'—‘k)2

0

elde edilir. Boylece; k& > 1 durumunda,
=r=k% ,r>k _ 2 e
e,k(r) { 0 , T < k - ETOL (T k)—i—

ile istenen egitlik elde edilir. Son olarak, ¥ = 0 ve 7 > 0 durumunda da yine

yukaridaki egitligin saglandigaim gorelim:

(ET) 2 o &
Leolr) = tl‘:‘; = e’ “mat
&

O halde, her k =0,1,..., 1 igin Lx(r) = 2 (r — k)% 'dir. m

Lemma 3.8.2 a > 0 verilmig bir say1 olmak fizere, D2, (¢ > 0) operatdrler ailesi
(3.2.6) ile tammlandig gibi olsun. Bu takdirde her ¢ € Ly , (1 < p < o0) igin
agagidaki esitlik dogrudur:
DXHEAE T = [ Kglune ™ TAToe Niuwir (332
R7 x(0,00)

Burada: y € R}, 7 € (0,00), du(y) = y2’dy ve Ki,¢(y,r) fonksiyonu da (2.9.5) ile

tarnumlanmig olan fonksiyondur.
Ispat. Ige, f = H%p olmak iizere % :(f)(z, 7)-anizotropik ve agirlikli sonlu fark:
hesaplayarak baglayalm.

(3.1.4) formiilii gozoniine alinwrsa, agagidakiler yazilabilir.

Ok, (F) (@, 7y = Y (-1 () e ™T V™M (HEp)(z, 7)

=1 )Z( —1)F (b e HTyEeR / / Wy, r)ri e (T¥ o(z, 7)) du(y)dr

R? R!

2( Qe [ [T RRE e (e, rdu)dr

R% R!
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(% ,(f) nin bu ifadesi (3.2.6) 'da yerine yerlestirilip, integrallerin siras: degigtirilirse;

D?(f)(x,f)=H—é,—5-f(—1§mZ [wgrrt

l S-1
D (-1)k(R)e™ / / TVRRIW, (y,r)r2 eIV o(z, T)dp(y)dr 5 du(€)dt

k=0
® &1

—. (T‘/Ef’kt[Wu(y,r)r%_le”r] = Ty‘/’:s[Wv(y:"' — kt)(r — kt)?—l —r+kt])

/ W (& T W, fy, 7 — kt)ap(€) | dit b TV o(, m)dply)dr

elde edilir. Jimdi, { yerine 5— , (k # 0) koyarak degigken degigtirelim ve W, (¢,t)—
genelle§m1§ Gauss-Weierstrass geklrdeg;lmn Lemma 2.9.2 ile verilen c), d) ozellik-

lerini gbzoniine alarak ifadeyi tekrar yazalim:

D)) = s / / {k_()( ~1() / Lo

/ W, (==, 8)(VE k) 2" TEW, (y, 7 — kt)du(€) | dt 3 TV o(z, 7)du(y)dr =

W (= S OB =W k) / W€, kt)YTEW, (3,7 — kE)du(€) = Waly, )

R}

l k r—kt)i .
F( )// e’ {Z 1) (k)/( 1+.2 dt} W,,(y,r)T“ (p(:c,r)d,u(y)dr

En R k=0
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Tekrar, y yerine 4/gy ve r yerine de er koyarak degigken degigtirelim ve Lemma
2.9.2 ’nin d) sikkam uygulayalim. Bu durumda,

Dsa(f)(xaT)::H_(fﬁf(]lq_j'R‘[n!e—w {;( 1 k)/(r 1]it2+ dt} X

W, (Vey, er) (Ve) T eTV¥e oz, 7)du(y)dr =

- (W (Vey, er)(Ve)™® = W, (y,7) uyguluyoruz) - -

e )/ / {k_o ’G) E%c?‘t‘dt}

4

W (y, )Tﬁy’ SO(SC,T)d#(y) T

egitligini elde ederiz. Qimdi, bu son esitlikte yer alan ve Lemma 3.3.1 ile hesap-
ladigimmiz
er — ki
Ek(T / ( i) +__)+ dt

integralinin degerini yerine yazarsak; DZ(f) 'nin ifadesi

D2(f)(e,m) = RZ / A {g(—l)"(,i)(r—kﬁ}

X W, (y,r)e TV o(z, 7)du(y)dr

halini alir. Burada, K g(y,r) fonksiyonunun (2.9.5) formiilii ile verilen tanim

gozdniine alimrsa, sonug olarak, f = H%y igin
D(f)(z,7) = //Kz,%(y, r)e " T‘/Ey’“go(a:,f)dp(y)dr (3.3.3)
' R? 0
formiilii elde edilir.

(3.3.3) ile elde ettigimiz formiil her ¢ € S* igin gegerlidir. Son olarak, (3.3.3)
formiiliiniin her ¢ € L, (1 < p < .00) igin de gegerli olacagim gdsterirsek, ispat

tamamlanir. Boylece, bu son kismun ispati igin,

(Ag)(z,7) = / / Ko (y,7)e™" TV o(z, 7)dp(y)dr

R? 0
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ve
(Be)(z,7) = DZ(HZ¢)(z,T)
operatdrlerinin Ly, , — Ly, , (1 < p < 00) siurh olduklarimi gstermek yetecektir.

Bu amag dogrultusunda f € L,,, alahm ve ||Af||,,, ’yii hesaplayalim:

7
+ P,V

148l = | [ [ Kigumie= T/ (e, nauty)ar

.+ (Integraller icin Minkowski egitsizligini (Teorem 2.1.5) uyguluyoruz) - -
< [ Ks@nl T 1T ol o), duts)dr

R% x(0,00)

Bu adimda, (2.5.1) i ve Ky 2 (y, ) fonksiyonunun Lemma 2.9.4-c) 'de verilen Szelligini
kullanirsak;

[Aflpe Wl [ 10 lduo)in = Cp»

R7 xR

olur. Boylece, A : Ly , — Lyp,, siurhdir. Benzer olarak, B operatdriiniin L, , —

Ly, siirh oldugunu gostermek igin
Hy i Ly, = Lp,u (1 < p < 00) e Dg:Lpy — Lp,y (1 <p <o)

oldugu gosterilmelidir. X : Lp,, — Ly, , oldugu Sonug 3.1.5 *ten bilinmektedir. O
halde, f € L, , alalim ve ||DZf||,,, yii hesaplayalim:
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102l = ‘H%ﬁ [ [wieomnenmpduea
RY ¢

PV

( Minkowski egitsizligini uyguluyoruz )

< / / W&, g IOk ) (o ) o, i)

< T / / Wil D (k)e“"‘llfllp,udﬂ(é)dt
o Fubini Teoremini uyguluyoruz ) -

< Wl / / W, (6 )du(e) ;—%g(é)e"“dt
(Lemma 2.9, 2-b) yi uyguluyoruz ... .

< Whoigey / 777 2 W7t = e ) Al

©0 i
Burada: Ce(o,l) = -,7(-1%_—,5 f t_“!“-‘f kX% (,ls) e *dt < 0o oldugundan
& —1

1D fllp,w < Celo, 1)1l fllp,»

ve dolayisiyla, D% : L, , — L,,, simirhdir. Sonug olarak; (3.3.3) ile elde edilen
formiil her ¢ € Ly, (1 < p < o0) igin de gegerlidir. Yani, her p-€ L, , (1 < p < 00)
igin :
D) = [ Kaglr)e™™ TV (o, r)duly)ir
' R7? x(0,00)

dir. ™

Not: (3.3.2) esitliginin sag tarafindaki ifadeyi ”Yaklagtk Birim operator” olarak
adlandirmamuzin sebebi, agagida gorecegimiz gibi, her ¢ € Ly, , (1 < p < )
i¢in s6z konusu ifadenin, € > 0 parametresi sifira yaklagirken limitinin ¢ ’ye egit ol-
masidir. Bagka bir ifadeyle, € — 0igin DZHT operatorler ailesi, belli bir anlamda,

birim operatére yaklagiyor.
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4. B-PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYININ AGIRLIKLI
VE ANIZOTROPIiK SONLU FARKLAR YARDIMIYLA
NITELENDIRILMESI

Bu béliimde, LS, = {f: f=HJp , ¢ € Lp,,} , (1 < p < co)— B-parabolik
potansiyeller uzayim, D |, (¢ > 0) operatorler ailesini kullanarak karakterize

edecegiz. Diger bir ifadeyle, bu tezin esas amacini ifade eden teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 4.0.1 « > 0 verilsin ve DF, (¢ > 0) - operatorler ailesi (3.2.6) ile
tanimlansin. Bu takdirde, f € Ly , , (1 < p < 00) olmas igin

a) fel,, ve b) sup ||DZfllp,. < o0
: >0

kogullarinin saglanmas: gerekli ve yeterlidir.

Ispat. (=): f € Ly, , (1 <p<oo)olsun. L , uzaymn temmundan, f = Hp
saglanacak bigimde bir ¢ € L, , , (1 < p < o0) vardir. HS : Ly , — Ly, ope-
ratdrii simirh oldugundan, f € Ly, , olacag agiktir. Dolayisiyla, a) kogulu saglamr.
Simdi b) ’nin saglandifimi yani, |[D2f|,,, < C < oo olacak bigimde, & 'dan
bagimsiz bir C' > 0 sabitinin varhigini gdsterelim. Bu amag dogrultusunda, (3.3.2)
formiiliinii gdzoniine alalim ve sirastyla: Integraller igin Minkowski egitsizligini (Te-
orem 2.1.5)., (2.5.1) formiiliinii ve Lemma 2.9.4 ’ii uygulayalim.

12, =DM = || [ K)o TV (o, ridu(s)ar
" %(0,00) | oo

< [ gl 1T el@, ), dut)ir

R% x(0,00)

Vol [ Vg Wlun)ldpddr = lely,o [ g (r)ldr < oo

R7 %(0,00) 0

Demek ki, [|[DZf]l,,» < C < oo kogulunu saglayan € ’dan bagimsiz bir C > 0

sabiti vardir. Simdi € > 0 ’a gore supremum alirsak,

sup | DZ fllp,» < C < oo0.
£>0
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olur ki bu da b) kogulunun saglandigim gdsterir.

(&): f€ Ly, ve sup 1D¢fllp,y < o0 (1 < p < 00) olsun. Bu kogullar altinda
[ = HJe olacak b1§1mde bir ¢ € Lg,, fonksiyonunun varhigim gdstermeliyiz.
Bunun igin, Kesim 2.6 'da ayrmtili olarak incelenen, genellegmis fonksiyonlardan
yaralanacagiz. Daha acik ifade etmek gerekirse: ispat icin, genellesmig fonksiyon

anlaminda, her w € S¥ igin

(f, w) = (HZp, w) (4.0.1)

eqitligi saglanacak bigimde bir ¢ € Ly, fonksiyonu bulmak yetecektir. Burada ve
bundan sonra heryerde, Ornek 2.6.6 'da da sozedildigi gibi, her lokal integrallene-
bilen f ve w € S* igin, (f, @) 'nin

o= [ flo (et dadt (402)
R? XR?
ile tammlanan ifadesi kullanilacaktir. sup ||[D2f]l,,, < oo oldugundan, Teorem
>0
2.1.10 ile verilen Banach-Alaoglu Te'oresmi geregince Oyle bir ¢ € L,,, fonksiyonu

ve g — 0 dizisi vardir ki,

LD, v) = (p,0) (403)

egitligi her w € Ly, , (% +% = 1) icin ( ve 6zel halde, her w € 8* igin) saglamir.
Iste, bu ¢ fonksiyonu icin (4.0.1) bagmtisinin saglandifim gosterecegiz. Bu amag
dogrultusunda ilkdnce, ispatta kullanacagimiz, agagidaki lemmanin dogrulugunu

gosterelim:

Lemma 4.0.2 w € S* olmak iizere, Uw(z,t) = w(—z,—t) ,‘ f):w = UD2Uw

ve ﬁ‘:w = UHJUw olarak tanimlansin. Bu durumda
(D2p, w) = {p, DZw) ve (Hep, w) = (p, How)  (404)
esitlikleri her p € L, , , (1 <p < o0) ve w € ST igin saglanir.

Ispat. (4.0.4) 'teki egitliklerin dogrulugunu, ilkdnce, ¢ € S* fonksiyonu igin

gosterecegiz. Daha sonra da HS ve D2 operatorlerinin Ly,, — Ly, sirhhg ile

5
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S* wzaymin L, , ’de yogun olugunu kullanarak, ¢ € L,,, fonksiyonlan igin de
(4.0.4) ’iin saglandigini gdrecegiz.

O halde gimdi, (4.0.4) ’teki esitliklerin ¢ € St igin saglandigim gostere-
lim. Genellesmig kayma operatdrii: S” igin, US™U = S” olacagindan, (4.0.4) ’teki
esitliklerin klasik kayma (7) igin saglandifim gostermek yetecektir. O halde, gimdi,
(D2p, w) ifadesini olugturarak Fubini Teoremini kullanirsak istedigimiz esitligi

elde ederiz:

0zp,u) = [ v |z / / W60 0) @7 rrg ()t

R xR!?
dﬂ(w)dT:ﬁ(—%_,l—) / w(z, 7)dp(z)dr X
R7 xR1
//W(E,t) {Z( 1) (e HrVMR o (g, ’f)} liad#(ﬁ)dt

) / / W60 3 (D) g€y

/ w(z, 7)o@ — VEE, T — kt)du(z)dr

R% xR?

='“($__)$+\/];§’ 7 — 7 + kt degigken deéigtirmesi.yapahm ) = ’H( 0 X
)

Ik 601 () gt [ wlo+ VR 7+ Myolo,r)iute)in

n k=0 R? xR

= (w(a: + VEE, T + kt) = w_(—z — V&, —7 —kt) esitligini kullanahm) con

1 7 o0
- & / / Wu@,t)Z( 1) () g du(@)dt x

o(z, TYw_(—z — VK& —1 — kt)du(z)dr

R7 xR



—t

,z)//W “)Z Q) gl

RY e

H(

(1

J\ﬂ

/ oz, )T VR _(—3 —7)dp(z)dr b = / oz, T) X

(R} xR! R7 xR!

[ 0 z

F(%,—z) [ [ {Z(—l)’“(;)ek%ﬁww (2 .-T)} —rpdu(©)dt | du(o)dr
R? & k=0

- / olon) 7y / / W6, 1)0 () (= =) g (€t | du(a)ar

= [ v@n) ©Dz-) @ n)du)ir = (o, Deu).

R7 xR!

Son olarak, ¢ € L,, olmasi durumunda da (4.0.4) egitliklerinin saglandigim
gorelim: Oncelikle; D¢ ve M operatérleri Ly, , — Ly, siirh olduklarindan, 133‘
ve H2 operatdrlerinin’ de Ly,, — Ly, sirh olacaklarim belirtelim. Simdi, S+
uzayl Ly, ’de yogun oldugundan, ¢ € L, , igin &yle ¢, € ST dizisi vardlr ki,
O — Lo 5 ¢ ’dir. D* operatérii L, , — Lp,, simrh oldugundan D"cpm > D%

olur. Béylece,

(Do, w) = lim (D¢, w)
esitligini yazabiliriz. Gergekten,
I(D?(Pma w) - (D?(p, w)’ = l(DggDm - D;"ga, w)l = l(D:((pm - (P) ) w)l
-+ (Holder esitsizligini uyguluyoruz) - - -

< ND2(em — O)lp,v - lwllpr,»

< G llem —low - lwlly,w — 0
Ayrica (4.0.4) esitlikleri ¢ € S* igin dogru oldugundan

(Do, w) = g&(Dggom: w) = ,,P_I,I;,(S"m’ D?'“’) = (p, Dgw)
olur. Buradan, (4.0.4) ’iin birinci egitligi olan
(DZe, w) = {p, ﬁgw)
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ifadesini elde ederiz. Benzer ifadeleri HZ operatorii igin yazarsak; (4.0.4) 'tin ikinci
esitligi olan

(Mo, w) = (p, Hiw)
ifadesinin de saglandigini gdriiriiz. Bdylece Lemma 4.0.2 ’nin ispat1 tamamlanmig

olur. W
Simdi, Teoremin ikinci kisrmmn ispatina devam edelim. (4.0.4) i gézdniine

alarak, sunlar yazabiliriz:

(50, w) = (o, Fgw) “2V lim (D37, Hgw) “29 lim (£, D5 Fgw) (405)
U? = I birim operatdr oldugundan,

| (f, D Hew) = {f , UDE UUHEUw) = (f , UDZ HoUw)
olur ve dolayisiyla da (4.0.5) esitligi

(Hop, w) = Elkiglo( f, UDZ HyUw) (4.0.6)

seklini alir. Uw = v dersek, w € S* oldugundan v € S* olacag agiktir.

Simdi, her g € (1, 00) igin Ly, , metriginde
el,fl—n»o D Hyv=v

egitliginin saglandigim gdrelim. (3.3.2) esitlifinden ve Lemma 2.9.4’%in d) sikkindan

Dz Hyv(z,7) — v(z,T) = / Ki,s(y, r)e ST VERVERTy (3 ) du(y)dr

R x (0,00)
- [ R nair s [ K nTY (e, rdut)dr
R% x(0,00) R% x(0,00)
- [ Kugunle nduar
R? x(0,00) '
egitligini ve dolayisiyla da,
D;“k'l-(,‘j‘v(ﬁ:, T)—v(z,7) = / Kig(y,r)(e™" — 1)T‘/é_’°-”’€""v($,7')du(y)dr +
R7 x(0,00)
Kig (3, ) [TV v(z, ) — v(z,7)|du(y)dr
&% x(0,00)
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ifadesini yazabiliriz. §imdi, Minkowski egitsizligini (Teorem 2.1.4) uygularsak;
105 (@) =9 e <ok [ [Kuglunn)] (1 = e )dulo)ar
R% x(0,00) ~
+ [ gl [To(a,7) = ofa, ), , dul)dr = ) + Dies)
R7 x(0,00)
olur. Son olarak, limo Ii(ex) = lim0 I(ex) = 0 oldugunu gosterirsek, limO D2 Hyv =
Ep Ep—* Ep—

v egitliginin ispati tamamlanmyg olur.

I (&) ifadesi igin, Lebesque Majorant Yakinsaklik Teoremini (Teorem 2.1.8)
uygularsak;

lm ) = Imloles [ |Cuglun)] (- e )due)ar

R% x(0,00)
= |vlq,v / llCl,%(y,r)‘elg_Iilo(l-—e—ekr)du(y)dr
R? x(0,00)

olur ve burada. lim (1 — e7%*") = 0 oldugundan, limo I;(ex) = 0 elde edilir.
Ep—>

ex—0
I>(ex) ifadesi igin de, benzer olarak, (2.5.2) formiiliinii ve Lebesque Majorant
Yakinsaklhk Teoremini (Teorem 2.1.8) uygularsak;

lim I(en) = / |Kug (v,7)] Jim, | 7Yz, 7) = v(@, 7)]|,, dp(y)dr =0

R? x(0,00)

elde ederiz. O halde, lim0 Dz Hjv = v ’dir. Bu son esitlikten
Ep—?
(Lq,») limOU oy Uw =UUw =w (4.0.7)
Ep—>

yazabiliriz. Burada, (Lg,,)im — Lg,, anlaminda limit demektir.'Sinidi,' feL,,
ve w € St igin :
lim(f, UDEHEUw) = (f, w) (4038)

egitliginin saglandigini gérelim:

|(f, UDSEHZUw) = (f, w)| = [{f, UDZHUw —w)|
-+« (Holder egitsizligini uyguluyoruz) . -
o A 1 1
< Wl | UDEHEUw — wl]p,,u 3 + p =1.
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- Burada (4.0.7) egitligini kullanursak, ifadenin &, — 0 igin limiti 0 olur, yani, (4.0.8)
saglanir. Nihayet, teoremin ispatini tamamlamak igin, (4.0.8) esitliginin (4.0.6) 'da

g5zdniine alinmas: yetecektir. Giinkii; bu durumda her w € S+ igin
(Hyp, w) = lim(f, UDEHyUw) = (f, w)
olur ve buradan da hemen hemen her (z,7) € R? x R! icin

F(z,7) = Hp(z,7)

bagintis: elde edilerek Teorem 4.0.1 ’in ispat: tamamlanmig olur. m

48



5. SONUC

Ik olarak B.F. Jones tarafindan tanimlanmg olan H®-parabolik Bessel potansiyel-
leri vasitasiyla olugturulan parabolik Bessel potansiyelleri uzayr H*(L,); T*-uygun

bir operatérler ailesi olmak iizere
H* (L) ={f:f€ Ly, sup|| IS fllp<o0},l<p<oo, a>0
e>0 .

esitligi ile karakterize edilmigtir. Klasik potansiyeller, Fourier doniigiimii ve klasik
kayma vasitasiyla tamimlanan girisim tipli integral operatorlerdir. HS- ile goste-
rilen B-parabolik potansiyelleri de, A-Laplace diferansiyel operatérii yerine, Ag
Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendirilerek Fourier-Bessel déniigiimii
(F,) vasitasiyla tanimlanan integral operatdrlerdir. HZ operatorleri ilk olarak Ali-
yev tarafindan incelenmigtir ve agirlikli L, uzaylarinda bu potansiyellerin tersleri

belirlenmigtir.

Laplace-Bessel diferansiyel operatori ile iligkilendirilen ve HY ile gosterilen
parabolik potansiyeller iizerine kurulu olan bu tez gahigmasinda, klasik parabolik
Bessel potansiyelleri igin tamimlanmig olan H*(L,) uzayina paralél olarak, HZ B-
parabolik potansiyelleri i¢in, ” B-parabolik potansiyeller uzay1” olarak adlandirilan
ve g, ={f:f=Hp , p€ Ly}, (1 <p< oo ile ifade edilen bir fonksi-
yonel uzay tanimlandi ve bu uzayin, yukarida sozi edilen karakterizasyona benzer
bir karakterizasyonu elde edildi. Bu uzay nitelendirilirken, yine klasik parabolik
uzayn karakterizasyonuna benzer bir mantik izlendi: ilkénce [T ,(f) anizotropik
ve agirhkli sonlu fark: tammlandi, daha sonra bu sonlu fark yardimiyla, DZ(f)
operatorler ailesi olugturuldu. BSylece, D2(f) operatérler ailesi kullamlarak B-
parabolik potansiyeller uzayr Lg , karakterize edildi. Bu karaktefi'zésyona gore,
bir f fonksiyonunun L , uzayma ait olmas igin gerekli ve yeterli kogul f ’in Ly,

’den olmas1 ve sup || D% f||p,» 'niin sonlu olmasidir.
e>0

Bu tez galigmasi ile ilk olarak ”B-parabolik potansiyeller uzayr” tanimlanmig-
tir ve yiné ilk olarak, bu uzayin bir karakterizasyonu verilmigtir. Bu tiir bir ka-
rakterizasyon, B-parabolik potansiyeller uzaymnin gimdiye kadar yapilmarmg bir
karakterizasyonu oldugu igin ve bu uzayin potansiyel uzaylar kategorisindeki ye-
rini almasini sagladig igin oldukga onemlidir.

Y
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Bu doktora tezi, B-parabolik potansiyeller konusunda galigmak isteyenler igin
onemli bir kaynak niteliginde olup, bu konuda degigik galigmalar yapma olanag
saglamugtir. Agirhkh dalgacik(wavelet) ddniigiimleri kullamlarak B-parabolik po-
tansiyeller uzaymmin yeni bir karakterizasyonunun elde edilmig olmasi buna bir

ornektir.

Bundan sonraki galigmalarda, potansiyeller ve potansiyel uzaylar konusunda
daha degigik ¢aligmalar yapilarak, potansiyellerin bu uzaylar iizerindeki etkileri
incelenecek ve yeni tiirde karakterizasyonlar elde edilmeye galigilacaktir.
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