T.C.
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalx

)76

SEIFERT MATRISLERI VE DUGUM INVARYANTLARI

Filiz Ertem

Yiiksek Lisans Tezi
Damisman: Yrd. Dog. Dr. Ismet Altintas

ol

&

Mays 2003 §9
&



Fen Bilimleri Enstitiisti Muidiirligiine;

Bu ¢aligma jiirimiz tarafindan MATEMATIK ANABILIM DALI’ nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

'y /(7.
Bagkan : Prof. Dr. Mammad I. MUSTAFAYEV, Nigde Universitesi 7/// ) ,/O . ﬂz’j ~

B o . ¥ L ’
Uye  :Yrd. Dog. Dr. Hasan KOSE, Sel¢uk Universitesi ‘ %Z ,r/:ﬁ

Uye  :Yrd. Dog. Dr. Ismet ALTINTAS, Nigde Universitesi ;&@\Aﬁ

ONAY:

Bu tez 14./692003 tarihinde, Fen Bilimleri Enstitiisti Yoénetim Kurulunca belirlenmis olan
yukandaki jiiri tyeleri tarafindan uygun goriilmiis ve Enstitli yonetim Kurulu’ nun

karariyla kabul edilmistir.

24./0%/2003
A

G-

Dog. Dr. Aydin TOPCU
Enstitii Mdiirti




OZET

SEIFERT MATRISLERI VE DUGUM INVARYANTLARI

ERTEM, Filiz

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1
Damgman: Yrd. Dog. Dr. Ismet ALTINTAS
Mayis 2003, 59 sayfa

Bu ¢alismada Seifert ylizeyler yardimiyla Alexander polinomlar1 hesaplandi.

Once Seifert yiizeyleri (bir diigiim tarafindan sinirlanan yiizey) detayli olarak incelendi.
Seifert ylizeyinin varhiginin bir ispati verildikten sonra nasil insa edilecegi anlatildi. Bir
diiglimiin yonlendirmesine gore farkli Seifert yiizeyleri oldugundan bunlarin birbirlerine
denk olmasinin sartlari verildi. Bu yiizeylerin cinsi ve Euler karekteristikleri incelendi.
Yiizey tlizerindeki kapali egrilerin halkalanma sayilarina gére matrisler olusturuldu. Bu

matrislerin denkligi gosterildi.

Sonra M bir Seifert matrisi ise bu durumda determinant |M+MT | bir invaryanttir ve

bunun yardimiyla diigtimlerin Alexander polinomu hesaplandi.

Buna ilaveten Alexander-Conway polinomlarini bulmak i¢in kullanilan aga¢ diyagramu
olarak adlandirilan algoritmay:r kullanarak bazi diigiimlerin Alexander-Conway

polinomlar: hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Seifert Yiizeyleri, Seifert Matrisleri, Seifert Matrislerinin S-denkligi,

Alexander Polinomlari, Alexander-Conway Polinomlar

iii



ABSTRACT

SEIFERT MATRICES AND KNOT INVARIANTS

ERTEM, Filiz

Nigde University
Graduate School of Natural Applied Sciences
Departmet of Mathematics

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. [smet ALTINTAS
May1s 2003, 59 pages

In this study, Alexander polnomials have been calculated by means of Seifert surfaces.

Firstly, Seifert surfaces (a surface bounded by a knot) have been examined in detail. After a
proof of the existence of a Seifert surface is given, it has been told how it will be constructed.
Some conditions in which every Seifert surface must be equivalent to each other have been
given Since a knot has different Seifert surfaces depending on its orientation. The genus and
Euler characteristics of these surfaces have been examined. The matrices have been
constructed according to the linking numbers of the closed paths on the surface. The

equivalency of these matrices has been shown.

Then, if M is a Seifert matrice, at this time determinant |M+MT| is an invariant and

Alexander polynomials of the knots have been calculated by using this determinant.

In addition Alexander-Conway polynomials of some knots have been calculated by using the

algorithm which is known as tree diagram used to find Alexander-Conway polynomials.

Key words: Seifert Surfaces, Seifert Matrices, S-equivalency of Seifert Matrices, The

Alexander Polynomials, The Alexander-Conway Polynomials.
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BOLUM I

GIRIS VE LITERATUR OZETI

Dugumle ilgili ¢aligmalar 19. Yiizyilda baslamistir. 1833 yilinda Alman matematikgi
Gauss ile baglayan diigiim teorisi ve 3-boyutlu manifoldlarla ilgili ¢alismalar geliserek
devam etmektedir. Diiglim ve halka teorisi ile ilgili cahgmalar genellikle diigiim ve halka
invaryantlarini bulma, bu invaryantlara gore diigiim ve halkay: siniflandirma problemi ile
ilgilidir. Bunlardan en onemlileri diigiim grubu ve Alexander polinomudur. Diigiim
grubunu hesaplamak i¢in Dehn ve Wirtinger tarafindan ortaya konulmus iki yoéntem vardir
(Rolfsen, 1976, Burde and Zieschang, 1985). Bu yo6ntemler kullanilarak baz
siniflandirmalar yapilmistir. Mesela Tor diigiimleri, diigiim gruplarina gore tamamen
siflandinlmistir. 1928 yilinda Alexander diigiim diyagramimn herbir kavsag igin
denklem yazdi. Biitlin kavsaklar tizerinden elde ettigi denklemi katsayilar matrisinin
determinantinin bir Laurent polinomu oldugunu gordii(Alexander, 1928). Bu polinom
birkag istisna hari¢ diigiim tipini belirleyen 6nemli bir invaryanttir. Daha sonra Fox, 1965
yilinda yazdig bir kitapta dfigtim grubunun baglantilar: tizerinde serbest tiirev adini1 verdigi
yeni bir kavram gelistirdi (Fox, 1965). Serbest tirevden vyararlanarak Alexander
polinomunun hesaplanmasi i¢in yeni bir ydntem gelistirdi. Alexander polinomunun
incelenmesi ve onun diiglim teorisinde anlatmak istedigi hikiim tamamlanmstir.
Alexander polinomunun digiimiin topolojik ozelligi ile baglantili oldugundan diigiim
teorisinde ¢ok biyiik bir etkiye sahiptir.

Bu ¢alismada Alexander polinomu; Alexander’in ve Fox’un metodlarindan farkii olarak
Seifert matrisleri yardimiyla hesaplanmigtir. Bu yiizden Seifert yiizeyleri ve Seifert
matrisleri detayl olarak incelenmistir.

Bu tez giris boliimii dahil 6 bélimden olusmaktadir. II. Béliimde, diger béliimde kullanilan
diigiim teorisinin bazi temel kavramlarindan bahsedildi. III. Boliimde Seifert cemberleri ve
Euler karakteristigi gibi Seifert ylizeyleri ile ilgili konular anlasilir bir sekilde anlatildi. IV.
Bélimde Seifert matrisleri incelendi. Seifert matrislerinin S-denkligi basit bir sekilde ele
alinarak Seifert matrisleri tizerinde Reidemeister hareketlerinin etkisi dikkatle incelendi.
Sonugta M bir Seifert matrisi ise |M-tMT| ifadesinin topolojik bir invaryant oldugu
goriildii. V. Bélimde |M-tMT| ifadesi kullanilarak digiimiin Alexander polinomu
hesaplandi. Ayrica Alexander polinomunun Conway versiyonu da izah edildi ve Alexander

polinomunu temel dzellikleri anlatildi.



BOLUM I1I
TEMEL KAVRAMLAR

Bu-boliimde diger béliimlerde kullanacagimz diglim teorisinin bazi temel kavramlarindan

kisaca bahsedilecektir.

2.1. Tanim. X ve Y iki Hausdorff uzay1 olsun. Eger f: X—f(X) bir homeomorfizm ise f:

X—Y doniistimiine bir yerlestirme denir.

2.2. Tanmm. S' = {(x,y): X+y? =1; x,yeR} birim ¢ember olsun. S' in R® veya S3=R3u{oo}
icine yerlestirmesine bir digim denir. neN i¢in n tane diiglimiin ayrik birlesimine bir
halka denir.

2.3. Tanm. K ve L, §® icinde yonlendirilmis iki diigiim olsun. Eger h(K) = L olacak
sekilde yonlendirmeyi koruyan bir h: S° —S* homeomorfizmi varsa X digimii L diigiimiine
denktir denir.

2.4. Not. Iki diigiimiin denkligi tammi; S° icindeki diigiimler kiimesi tizerinde bir denklik
bagintist verir. Bu baginti, s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir. Her denklik

sinifina bir diiglim tipi denir. Denk iki diiglim, aym diigiim tipindendir (Burde and

Zieschang, 1985).

2.5. Tanmm. Yonlendirilmis bir liggen (veya c¢ember) ile aym tipte olan bir diigiime

diigiimlenmemis diigiim denir

2.6. Tanim. p: $’-8S3, p(x, v, z) = (X, y, 0) ile tanimlanan fonksiyona izdiisiim fonksiyonu

denir.

2.7. Tamm. K, S° icinde bir diigiim ve p, yukarida gecen izdiisim fonksiyonu olsun.
aep(K) i¢in p'(a) N K, n tane (n>1) noktadan ibaret ise, a’ya p(K)’nin bir n-katli noktasi

denir. Eger n = 2 ise, a noktasina kavsak noktas: denir.

2.8. Tamim. Bir kavsak noktasi, K’ya ait tam iki noktanin resmi olup, bu iki noktadan z

koordinat1 daha biiyiik olana st kavsak noktas: ve digerine alt kavsak noktas: denir.
2.9. Tamm. K bir diigiim ve p izdiistim fonksiyonu olsun. Eger,

i. p(K)’nin katli noktalar1 sadece sonlu sayida kavsak noktas: ise,

ii. Hicbir kavsak noktas: K’ya ait bir kse noktasinin p altinda resmi degilse,

p(K)’ya K’nin regiiler izdiigiimii denir. Eger p(K) izdiisiimii regiiler ise, K diiglimiine

uzayda regiiler pozisyondadir denir.



Bir digtimiin regiiler izdiistimiine, o diiiimiin regiiler diyagram: da denir. Regiiler
diyagram; digiimiin, uzayn yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan ¢izilen resmi
gibidir (Rolfsen, 1976, Burde and Zieschang, 1985).

2.10. Tanm. Regiiler pozisyonda bulunan bir K diigtimii ile bir >0 sayis1 verilsin. K’nin
her alt kavsak noktasindan uzaklig1 €’dan kii¢tik olan noktalarinin kiimesi A ise, p(K-A)

kiimesine K diigiimiintin normal diyagram: denir.

Sekil 2.1(a), yonca yapragi diigliminii regiiler diyagramini, Sekil 2.1(b) (3-2) Tirk

diigiimii normal diyagramini géstermektedir.

(a) (b)

Sekil 2.1

2.11. Tanmm. Bir diigiim diyagram: tlizerinde hareket yo6nii belirtilirse, o diiglim

yonlendirilmis olur. Béylece bir diigiim diyagramindan yonlendirilmis iki diigim elde

XX

+

edilir.

Sekil 2.2

2.12. Tanmm. Bir K diigiimiiniin r: $*>—»$%; r(x, y, 2) = (%, y, -z) ile tanimlanan yansima
fonksiyonu altindaki gﬁfﬁntﬁsﬁne K’'min ayna gorintisti denir. Yansima fonksiyonu,

uzayin y6nlendirmesini tersine ¢eviren bir homeomorfizmdir.

2.13. Reidemeister Hareketleri.

L v . . T
II. o = DO
AV
IL. >\ A ~ \ /\,\//
% N
| Sekil 2.3

3



Iki poligonal digtimlerden biri, sonlu sayida Reidemeister hareketiyle digerine
dontisebiliyorsa bu diiglimler aymi tiptendir. Yani, sonlu sayida Reidemeister hareketinin

uygulanmasiyla diyagramlar: birbirine dontisebilen diigtimler denktir (Kaufmann, 1991).

O halde, Reidemeister hareketleri ile degismeyen 6zellikler, diigtim tipinin 6zellikleridir
(Kaufmann, 1991).

2.14. Tanim. II. ve III. Reidemeister hareketleri ile dogurulan denklik bagintisina regiiler
izotopi denir.

2.15. Tanm. Reidemeister hareketlerinin gl ile dogurulan diyagramlar {izerindeki

denklik bagintisina kusatan izotopi denir.

Boylece II. ve III. hareketler regliler izotopi, 1., II., III. hareketler kusatan izotopi

invaryantlandir (Kaufmann, 1991).

2.16. Tanim. L = {a, B}, o ve B bilesenlerinden olusan bir halka olsun. Ik(L) = Ik(a, B)

halkalanma sayisi

e B)=% S e(p)

peang

formiilti ile tamimlanmir. Burada anf, o ile B gegitlerinin (kendi kendini kesme harig)

kiimesini ve &(p) ise kavsagn isaretini gosterir (Kauffman, 1991).



BOLUM 111

SEIFERT YUZEYLERI

Fendeki bilim dallarinda déniim noktalar1 olarak adlandirilan momentler vardir. Bunlar
konunun anlagiimasini kuvvetlendirir ve derinlestirir. Déniim noktasinin kesin olarak ne
oldugu tartigma konusu olmaktadir. Diiglim teorisi pek ¢ok déniim noktasina da sahiptir,

bunlardan biri , Alexander polinomudur.

Alexander polinomu, J.W. Alexander tarafindan 1928’ de bulundu. Bu diigiim teorisinin
kosetas1 olmustur. Polinom, Alexander adini tagimasina ragmen, Reidemeister L-polinom
olarak da adlandirilir. Her ne kadar Reidemeister’ 1n yaklasimi Alexander’ 1n
calismasindan bagimsiz olsada bu iki polinom ayni polinomlardir. L-polinomundaki L

harfi, Laurent kisaltilmasidir. Bu iki polinomun baz: terimleri negatif iis alabilir.

Bu boliimde Seifert yiizeyleri incelenecektir. Bu bize gelecek béllimde Seifert matrisleri
olarak adlandirilan kavrami agiklamamiza ve daha sonra Alexander polinomunu

hesaplamamiza yardimci olacaktir.

3.1. Seifert Yiizeyi

Asagidaki temel teorem ile baslayalim.

Teorem 3.1.1. Keyfi yonlendirilmis bir K diigiimi (veya halkasi) verilsin. O zaman R*’te

sinirt K olan bir yonlendirilebilir baglantili F ytizeyi vardir.

- 0

(a) (b)
Sekil 3.1

N

Ispat. K, keyfi yonlendirilmis bir diigiim (veya halka) ve D, K igin bir regiiler diagram
olsun. Amacimiz D’ yi birkag basit kapal1 egriye ayirmaktir. Ilk olarak merkezi D’ nin bir
kavsak noktasi olan bir kiigiik ¢ember ¢izelim. Bu ¢ember D’ yi a, b, ¢, ve d noktalarinda
keser (Sekil 3.1(a)). Sekil 3.1(b)’ de gosterildigi gibi bu kavsak noktasini ayiralim ve a ile
d’ yi, b ile ¢’ yi birbirine baglayalim).



Bu degisikligi yaptigimizda ac ve bd orijinal dogru pargalar1 ad ve bc yeni dogru
pargalarina aynlir. Bu yolla D’ nin ¢ember i¢inde bulunan kavsak noktalarini kaldirabiliriz.
Bu isleme D’ nin bir kavsak noktasinda K diigtimiiniin ayrilmas: denir(yonlendirilmesine
gore). Eger D’ nin her kavsak noktasinda bu ayrilma islemini yaparsak, o zaman D’ den
biitiin kavsak nokfélénnl kaldirmis oluruz. Sonug¢ olarak D, birkac¢ basit kapali egriye
ayrilmis olur, Sekil 3.2(b). Bu egrilere Seifert egrileri denir. D’nin kendisi bir diizlemde bir
halkanin higbir kavsak noktasi olmayan bir regiiler diagrama déniisiir(asikar halka). Bu

kapal1 egrilerin herbiri bir disk sinirlar.

(a) (b) (© (d)
W o w &
(e)
Sekil 3.2

Sekil 3.2(b) durumunda ayirma yolu ile Sekil 3.2(c)’ deki Dy D,, ve D; disklerini elde
ederiz. Di’nin sint C; Seifert egrisidir. Sekil 3.2(c)” de D, nin D’in altinda veya istiinde
olma ihtimali vardir. Bu belirsizlik Bsltim IV’te baz1 zorluklara neden olur (bakimiz Ornek
4.1.3). Bununla birlikte bu zorluklar Teorem 4.2.1 ispatlandif1 zaman ¢6zilecektir. Son
olarak, farkli disklerden bir tek yilizey olusturmak i¢in bu disklerin burulmasi olan kii¢iik
bantlarla birlestirebiliriz. Bunu yapmak i¢in, ilk olarak, bir abcd karesi ah,rlz ve ona bir tek
pozitif veya negatif burulma veririz. Sekil 3.3(a) ve (b), bu burulmus karelerin, bantlar:

gerektirdigini gésterir.

(@ ~ (b)
Sekil 3.3
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Pozitif (negatif) kavsak noktalarna karsilik gelen D’ deki pozitif (negatif) bantlan
ayirmadan Once birbirine baglarsak (Sekil 2.2), o zaman bir baglantili, yonlendirilebilir F
ylizeyl elde ederiz, Sekil 3.2(d). (Bir K halkas: durumunda K’ nin izdisiimii baglantil:
olacak gekilde K’y1 degistirirsek, o zaman yukaridaki metod ile baglantili bir yiizey elde
edebiliriz)."Bu F yﬁzeyinin suur1, agikca orijinali K digiimiidiir.

Ustelik yukarida soylenildigi gibi F° de yonlendirilebilir yizeydir. Sekil 3.4(a)’ da
gosterildigi gibi ylizeyin Ontinti gblgeleme ve arkasini noktalama ile yiizeyin 6n ve

arkasini ayirt edebiliriz. Bu ylizeye bir yon verilmesine izin verir.

Sekil 3.4

Bununla birlikte Sekil 3.4(b)’ deki gibi bantlardan bir tanesi ¢ift burulmaya sahipse, o

zaman ylizeyin 6n ve arkasini ayirt etmemiz miimkiin degildir.

Genellikle siniri, yonlendirilmis bir K diigiimii (veya halkasi) olan bir yonlendirilebilir
baglantili yiizeye K’nin bir Seifert yiizeyi denir (Murasugi, 1996). F’ nin ydnlendirilmesi
onun sinur1 olan K diiglimiiniin yonlendirilmesinden gelir. Yukaridaki ispatta insa edilen
Seifert yiizeyi K’nin regiiler D diyagramina baghidir. Buradan, Seifert yl‘izeyi,. K’nin
regliler diagrami olan D’den olusmustur demek daha dogrudur. Halka durumunda, bir

bilesenin yonlendirilmesi degistiginde Seifert yiizeyinin yonlendirmesi tamamen degisir.

Simdi kabul edelim ki bir F ylizeyi yukarida tanimlanmis bantlar ve disklerden elde
edilmis bir K diiglimiiniin Seifert yiizeyi olsun. Herbir diski bir noktaya biizersek ve ayni
zamanda bantlarin genisligini bir egri pargasina biizersek o zaman bu noktalar ve egri
parcalarindan uzayda bir graf olusturulur. Béyle grafa K’ nin (regiiler D diagraminin)
Seifert grafi denir (Kawauchi, 1996). Gergekte bu graflar diizlemde bulunur, yani bunlar
diizlem graflaridir. Sekil 3.2(e), koseleri disklere ve kenarlar: bantlara karsilik gelen Sekil

3.2(a)’ daki sekiz sekilli digiimiin Seifert grafidir.



Ornek 3.1.2. Sekil 3.5°de digiimler ve halkalar i¢cin Seifert ylizeylerini(regiiler
diagramdan elde edilmis) geometrik olarak ¢izelim. Onlarin Seifert grafimi belirleyelim.
Bir onceki ile bu Seifert grafini karsilagtiralim.

AN

(a) (b)
Sekil 3.5

Coziim. (a)

&

&S S L

Yonlendirilebilir Seifert ylizeyi Seifert grafi
(b)
)
Seifert yiizeyi Seifert grafi
(c)
/’7 |
&/ « »> - Tfr—\7
Seifert ylizeyi Seifert grafi
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fu

3.2. Bir Diigiimiin Cinsi

Seifert ylizeyi Seifert grafi

Sekil 3.6

Bu kisimda topolojide yiizeylerin siniflandirilmasi ile ilgili ¢ok iyi bilinen fundemental bir
teoremi dikkate almamiz gerekir. Bu teorem bir kapali (yani kompakt ve siniri olmayan)
yonlendirilebilir F ylizeyinin, bir kiirenin yiizeyine tutturulmus birkac kulpla elde edilen
kulplu kiireye topolojik olarak denk oldugunu(yani homeomorf oldugunu) ifade eder. Bu

kulplarin sayisina F'nin cinsi denir ve g(F) ile gosterilir (Hempel, 1976).

—
a

(b)

2 ()

~
7~/

(c)
Sekil 3.7

Ornek 3.2.1. Sekil 3.7(a)’daki cinsi 1 olan yiizeye bir tor denir. Sekil 3.6(b)’deki yiizey

cinsi 2 olan ylizeydir.

Simdi bir diigiimiin F Seifert yiizeyinin cinsinin nasil hesaplayacagimizi diistinelim. F bir
sinira sahip oldugundan, yukanidaki teorem ile F, bir kulplu kiireye, ayrica kiire {izerindeki
deliklerin simirlar1 bir halkanin bilesenlerine karsilik gelecek sekilde bir delikli kiireye

homeomorftur Sekil 3.6(c).



Genel olarak bir diigtimiin Seifert yiizeyini géziinde canlandirmak kolay degildir. Ornegin
sekiz gekilli diiglimiin Seifert ylizeyi Sekil 3.2(d)’de gosterilmisti, gergekte bu topolojik
olarak Sekil 3.2(c)’dekiyle aym ylizeydir.

Bir &neeki kisimda agikladigimiz metod, Seifert yiizeylerin varhgini kuvvetlendirmektedir
ve béylecé' teoride her zaman verilen bir K diiglimii i¢in biitiin Seifert yiizeylerinin cinsi
minimum olanim g6z dniinde tutacagiz. Bu minimum cinse K’nin cinsi diyecegiz ve g(K)
ile gosterecegiz. Cins bir diigiim invaryantidir (Kawauchi, 1996). Keyfi bir diigim i¢in
gergekten onun cinsini hesaplamakta kullanilan bir algoritma vardir (Murasugi, 1996).
Aslinda keyfi bir diiglimiin cinsini hesaplamak oldukg¢a zor bir istir. Bununla beraber baz

diigiim tipleri i¢in cinsin hesaplanmasi nispeten agik bir durumdur (Murasugi, 1996).

Keyfi bir diigtimiin cinsinin belirlenmesi zor olmasina ragmen geometrik olarak ¢izilmis
yonlendirilebilir ylizeyin cinsini belirlemek kolaydir. Hesaplama klasik bir invaryanttan

Euler karakteristigine dayanir (Singer and Thorpe, 1967).

Teorem 3.2.2. Bir kapali yonlendirilebilir ylizeyi o, noktalarina, o; kenarlarina, o>

ylizeylerine bolelim.
xE)= oo ran

olsun. O zaman y(F)’ nin bir tamsayr olmasi, F’yi nasil bldiigiimiize bagl degildir,
valmzca [’ye baghdir. Bu tamsayiya F'nin Euler Kkarakteristigi denir. %(F) Euler
karakteristigi ve F'nin cinsi, g(F) asagidaki esitliklerle birbiriyle baglantilidir(Rolfsen,
1976, Burde and Zieschang, 1985).

X (F) =2 - 2g(F) (G.1)
Buradan
= 2-x)
g(F) 5

dir. F’nin siun varsa sinur birka¢ nokta ve kenarlardan meydana geldigi i¢in yukaridaki

formiil
A (F) =2 - w(F) - 2g(F) (3.2)

seklinde olur. Burada w(F), F’nin sinirini olusturan kapali egrilerin sayisidir.
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Ornek 3.2.3. Sekil 3.8’de gosterildigi gibi bir toru bir karenin bolim uzay: olarak alalim
ve bu kareyi figgenleyelim Boylece o, =9, ay =27, oy = 18 olur. Buna gére %(F) = 0,

g(F) = 1 elde edilir.

) - A B\ ¢ A
7/
K o E/x
N N
///
N
A B C &

Sekil 3.8

o,=s{A,B,C,D,E,F,G,K,L} =9

a1 =s{AB, BC, AC, AK, AL, BK, BD, CD, CE, AE, KD, DE, EK, DL, DF, EF, EG, KG,
LF, FG, GL, AF, BF, BG, CG, CL} =27

a2 = s{ABK;BDK, BDC, CDE, ACE, AEK, KDL, DLF, DEF, EFG, EGK, GKL, LFA,
FAB, FGB, BCG. GLC, CAL} =18

2-y(F) _2-0
2 2

=1l

w(F)=9-27+18=0 gF)=

Ayrica toru Sekil 3.8deki gibi delikli tor olarak ¢izersek o zaman o, =7, v =14, 2 =6

olur. Buna gére y(F) = -1, g(F) = 1 elde edilir.

Sekil 3.9
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Ornek 3.2.4. Uygun bir ayirma ile S kiiresinin Euler karakteristigi x(F) = 2 oldugu

gosterilebilir.

Gergekten Sekil 3.10’daki S? kiiresini

- . B

Sekil 3.10
o,=6, o =12, oy =8 oldugunda
2(SH = 0ot 1402 =6-12+8 =2

olur. Simdi yukaridaki Euler karakteristigini daha 6nceden insa ettigimiz Seifert yilizeyine
uygulayalim. F'nin bantlarin1 ve disklerini F’nin bir boliinmesi olarak diisiinebiliriz. Bu
bolinmede F’nin koseleri bantlarn koseleridir. F’nin kenarlari, disklerin sinirlann ve

bantlarin kose noktalar: arasindaki poligonal egrilerdir. F’nin yiizleri diskler ve bantlardir.

Ornek 3.2.5. d disklerin sayis1 ve b bantlarin sayist ise o zaman
o, =4b, oy =6b, oy =b+d olur.

Coziim. b: Bir diigiimiin Seifert ylizeyinde minimum bantlarin sayist (b = 1) olsun. Bu
durumda en az iki disk vardir. Simdi Sekil 3.11°deki grafigi kdselere, kenarlara ve yiizlere
ayiralim. Bu durumda 4 kose, 6 kenar ve 3 yiiz vardir. O halde ., =4 =4b, ou; =6 = 6b

ve a3 = 3 = btd oldugu agiktir. Tlimevarimla o, = 4b, o = 6b ve a; = b+d oldugu

Sekil 3.11

goriilebilir.

Buradan ¥(F) = a,~a |+d2 = 4b-6b+b+d = d-b oldugu Ornek 3.1.2.5°den ¢ikar. Bundan
baska, u(K), K halkasinin bilesenlerinin sayisidir.

2g(F)+u(F)-1 = 1-d+b

elde ederiz.
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Ozel olarak K diigtim ise, w(K) = 1 oldugundan 2g(F) = 1-d+b oldugu ¢ikar.Béliimiin geri
kalan kisminda bu sayiyr yani 1-d+b’yi gozoniinde bulunduracagiz. I' (D)’nin Sekil
3.2(e)’deki Seifert ylizeyinden insa edilmis Seifert grafi oldugunu kabul edelim. I' (D)
diizlem grafi oldufundan S®yi birka¢ alana béler. S*’yi R¥ye sonsuzdaki noktamn
birlesimi olarak diisiinebiliriz. S?’nin bu parcalaniginda noktalarin sayis1 d ve kenarlarin

sayis1 b’dir. Yiizlerin sayisin f kabul edelim, o zaman Teorem 3.2.2 ve Ornek 3.2.1°den
2 =y(S%) = d-b+f
elde ederiz. Buradan
-1 =1-d+b (3.3)
dir. Yani 1-d+b, sonsuzda noktay: ihtiva eden yiiz hari¢ S¥nin bélinmesinin yiizlerinin

sayisina esittir.

Ornek 3.2.6. Ornek 3.1.2°deki diigiimlerin ve halkalarin herbir Seifert yiizeyinin cinsini
hesaplayalim. Ayrica bu ylizeylerden elde edilmis Seifert grafi hakkinda, yukarida (3.3)’te

elde edilen formiilti dogrulayalim.

()d=4,b=>5, 2g(F) = 1-d+b=1-4+5=2 gF) =1

(b)d=4,b=7 2g(F)=1-4+7=4 g(F)=2

(c)d=5.b=8 2g(F)=1-548=4 gF)=2

(d)d=2.b=4 2g(F)+u(F)-1 = 1-d+b 2g(F)+2-1=12+44 2g(F) = 2

g(F)=1

13



BOLUM IV
SEIFERT MATRISLERI

4.1. Seifert Matrisi

F, bir K digiimiiniin(veya halkasinin) regiiler D diagraminda olusturulmus bir Seifert
yiizeyi ve I'(D) onun Seifert grafi olsun. F tizerinde bulunan 2g(F)+u(F)-1 kapali egrilerini

elde etmek istiyoruz.
(D), Sz’yi par¢aladii zaman, onceki bolimde 2g(F)+u(F)-1(=1-d+b = f-1) bolgelerin
sayisina (co’ u ihtiva eden alan harig) esit oldugunu gosterdik. Bu bolgelerin(yiizlerin) her

birinin sinir1 ' (D)’nin bir kapali egrisidir. Bundan dolay1, bu kapali egrilerden Seifert

yiizeyi lizerinde kapal: egriler olusturabiliriz.

(& &

(@)

(©
Sekil 4.1

Bu kapali egriler biraz ilgingtir, fakat kapali egrilerin bir koleksiyonu olarak bir diigiim
invaryantin1 ispatlayacaktir. Omegin o ve o, kapali egrilerinden elde ettigimiz Sekil
4.1(a)’daki K diigiimii, cinsi 1 olan bir Seifert yilizeyi sinirlar. a; ve ay’nin kesisme
noktalarina sahip olabilirler. o) ve o;’nin ortak noktalarinin olmas: miimkiindir fakat
{a, oy} bir halka degildir. Eger ylizeyi biraz kaldirirsak o zaman o, egrisine paralel olan
yeni bir a, egrisi vardir. Kesisim noktalarini kaldinirsak buradan yapilan {a oy} bir

halkadir.



(b)
Sekil 4.2

Bu yapilanlart kolayca anlamak ve yiikseltmeyi diizenli bir sekilde yapmak igin, sekil
4.2°de gosterilmis matematiksel yapiy1 géz dniine alalim. Ilk olarak, F’yi kalinlastirmamiz
gerekir, baska ifadeyle, Fx[0,1]’yi olusturmaliyiz, Sekil 4.2 bu kalinlastirma y6ntemi

sirasinda hem F hem de [0,1] pargas1 sag-el kurali yonlendirmelerine sahiptir.

Fx(1)

Sekil 4.3
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Orijinal F ytlizeyi Fx(0) gibi diistiniilebilir ve bdylece hem a; hem de a; sirasiyla o;x(0) ve
ax(0) olarak almabilir. Basitlik icin orijinal notasyonu kullanacagiz ve bu amag
dogrultusunda a;x(1) ve ayx(1)’1 sirasiyla o Cve oy ile gosterecegiz. o ve oy’ye keyfi
tarzda bir yonlendirme verebiliriz. Dogal olarak bu yonlendirmeler o " ve oy lizerinde
yonlendirmeler olusturur. Simdi bu lk(o 1,a; ) halkalanma sayisin hesaplamamiza izin
verir. Ik(aa,01), lk(ao;) ve Ik(a 2,02 ) halkalanma sayilarini tanimlamakta

miimkiindiir. Bu 4 halkalanma sayilar1 asagida 2x2 matrise yerlestirilebilir.

M= | Ko k(oo
k(ot,,0,) k(g a,”)

Bu M matrisine, Sekil 4.1(a)’daki K diiglimiiniin Seifert matrisi denir. Halkalanma sayilar
tamsay1 oldugundan M matrisi bir tamsayidir (Bununla beraber, M matrisinin o | ve o,
yonlendirmelerine bagli oldugu dikkat edilmelidir, bdylece matris K'nin bir invaryanti

degildir).
Bir diiglimtin (veya halkanin) F Seifert ylizeyinin cinsi g(F) ise 0 zaman F {izerinde

2g(F)+p(F)-1(= m) sayida o},0,...,0,m kapali egrileri vardir. Yukarida ana hatlan ¢izilerek
anlatilmis yontem genisletilirse, bu kapali egrilere verilen keyfl yonlendirmeler ile onlarin
degisik halkalanma sayilarini hesaplayabiliriz. Yukaridaki gibi, bir mxm matrisinin

girisleri anlaminda onlar1
M = [Ik(cti, & )ij=12..m

biciminde formiiliize edebiliriz. Buradan regiiler D diagramindan bir tam matrisi elde
edebiliriz. Bununla beraber bu matrisin o;,dy,...,0m y6nlendirmelerine bagli olduguna
dikkat etmeliyiz. Bu matrise (K’'nin regiiler diagramindan elde edilmis) K’'nin Seifert -
matrisi denir (Murasugi, 1996). Genellikle halkalanma sayilar lk(a, ocj*) ve Ik(a;, o) esit

degildir. Bu ylizden M matrisi simetrik matris degildir.
Ayrica g(F) = 0 durumunda, K’'nin Seifert matrisi bog matris olarak tanimlanir (K,
bahsettigimiz gibi asikar diigiimdiir).

Simdi pratikte bir diigiimiin Seifert matrisinin nasil hesaplanacagini gosteren birkag 6mek

verelim.
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Ornek 4.1.1. Eger sag-el yonca yaprag: diiglimiiniin regiiler diagramini Sekil 4.4(a)’daki
diagrama dOniigtiriirsek, o zaman onun Seifert ylizeyinin Sekil 4.4(b)’deki diagram

oldugunu ve Seifert grafinin Sekil 4.4(c)’deki gibi oldugunu gérmek kolaydar.
(a)

Sekil 4.4(b)’den Seifert ylizeyi lizerinde a; ve o, kapali egrilerinin varoldugu ¢ikar. ay, o,

(D)

(b) (©)
Sekil 4.4

o', ve o, arasindaki ortak ilgi Sekil 4.5(a)~(d)’de gosterilmistir.

T,

a, S O
0w e () (o) e
() S &= K
(a) (b) (©)

Sekil 4.5

Bu 4 diagramdan k(o j, o 1*) =-1, k(a0 1*) =1, k(a 2,0(2*) = -1 c¢ikar. Diger durumda

halkalanma sayis1 sifira esittir.

Béylece sag-el yonca yapragi diigiimii i¢in Seifert matrisi
-1 0
M=

Ornek 4.1.2. Benzer bigimde sol-el yonca yapragimn Seifert matrisine dikkat edersek

olur.

asagidaki matrisi elde ederiz.

seklindedir.
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Ornek 4.1.3. Simdi Sekil 4.6(a)’da ki K diigtimiinii géz 6niine alalim.

K F

(a) (b) (©
Sekil 4.6.

Cesitli Seifert yiizeyleri bu diagramda insa edilebilir. Ozel olarak, Sekil 4.7(a) ve (b)’deki

iki durumu diisiinecegiz.

(a) )
Sekil 4.7

Seifert yiizeyinin cinsi 3 oldugundan onun Seifert matrisi 6x6 matrisidir ve karsilikli olarak
yiizey iizerinde 6 kapali egri vardir. Ilkinde (a) durumunu gézoniine aldik. Bunu

kavrayabilmek i¢in daha ¢ok halkalanma sayisini ¢ift egriler ile sembolize edecegiz.

Simdi F, iizerinde I'(D) grafinin a ve b koklerine karsilik gelen o) ve on ¢ifti ile
baslayalim. Sekil 4.7(a)’ya bakilirsa bu egri ¢ifti F; {izerinde istteki disk(birinci disk),
alttaki diske (yani ikinci diske) baglayan bantlardan teskil edilmistir (bakiniz Sekil 4.7). Bu

iki diski kendisine baglayan bantlardan da sekillenir.
Sekil 4.5°dekine benzer bir yolla asagidaki formiild elde edebiliriz:
k(oo =-1, k(o z,017) =1, k(o z,0,") =-1

Simdi I' (D) iginde koseleri bir ¢ olan basit kapali egrilere karsilik gelen F; tizerindeki o

ve a4 ¢iftlerini g6zoniine alalim. Bu kapali egri ¢iftleri F;’in ikinci ve tiglincti diskleri ve
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bu diskleri birbirine baglayan bantlar tizerinde bulunur. Bu ¢ift i¢in o3, o304 ve o4
arasinda halkalanma sayisinin hesaplanmasi okuyucuya birakilmigstir. Bir sonraki adim,
kapal1 egrilerin iki ¢ifti yani o,02 ve o3,04 arasindaki karsilikli halkalanma sayisini

hesaplamak icindir. Diyagramlarin bazilar1 Sekil 4.8(b)~(d)’de gésterilmistir.
Sonuglanan hesaplamalar Ik(a. 3, 1*) =1, k(a4 1*) =-1, Ik(a 4,0 2*) =1 ile verilir.

Bu kapali egri ciftleri arasindaki biitiin diger halkalanma sayilarimin sifir oldugunu gérmek

zor degildir.

(b)
“f@ Taf
(a) (© (d)
Sekil 4.8

Bu sekilde devam edersek kapali egrilerin son giftini ilgili halkalanma sayilarim
hesaplayabiliriz. Bu agik¢a basittir ve boylece direkt hesaplamalar yapmadan halkalanma

sayilarinin matrisini yani K’nin Seifert matrisini verecegiz. Bu matris

<1 0 0 0 0 O
Tl 0 0 0

vie| ! 0 -1 0 0 0
-1 1 1 -1 0 0

0 0 1 0 -1 0

0o 0 -1 1 1 -1

seklinde yazilir. Sekil 4.7(b)’den, benzer hesaplamalarla F, Seifert ylizeyinden

-1 0 -1 1 0 0

1 -1 0 -1 0 0 '
vo|0 0 -1 0 00
0 0 1 -1 0 0
0 0 1 0 -1 0
0 0 -1 1 1 -—1]

Seifert matrisi elde edilir.
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Ornek 4.1.4. Sekil 3.5(a) ve (b)’deki diigiimler icin Seifert matrisini belirleyelim. Ozel
olarak, Sekil 3.5(b)’deki diigiim icin, Ornek 4.1.3’te agiklanmis metodu uygulayarak iki

Seifert matrisi buluruz. Gergekten

a) d=4,b=35
m=1-d+b=1-4+5=2
m=2

N O O‘;

olur. Yukarnidaki rekte dikkat edilirse bir diigiimiin Seifert matrisi tek degildir.Gergekten
ya yonlendirmeyi ya da op,0,...,0tm kapalt egrilerinin sirasim degistirmeyi sabit
tuttugumuzda Seifert matrisinin degigmesine neden olabiliriz. Bu yiizden Seifert
matrisinden bir diiglimiin invaryantini elde etmek igin aymi diigiimiin Seifert matrisleri
arasindaki baglantyr incelememiz gerekir. Anlatilmak istenen ana fikir kisaca sdylenirse

asi] ctimle iki kare matrisin S-denkligidir.
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4.2. Seifert Matrislerinin S-Denkligi

Yukarida bahsedilen Seifert insas1 kullandigimiz regiiler diagrama baglidir.

Bir regtiler diagrami bir bagka denk regiiler diagrama Reidemeister hareketlerinin pespese
uygulanmasiyla dontstiiriilebilir. Béylece diigiim invaryantlarii tanimlamak igin Seifert

matrisi Gizerinde Reidemeister hareketinin etkisini dikkatle incelemeliyiz.

Teorem 4.2.1. Iki denk diigiimden (veya halkadan) elde edilen iki Seifert matrisi,
asagidaki A; ve A, operatérlerini ve onlarin terslerini sonlu defa uygulanmasiyla birini
digerine doniistiirebiliriz (Murasugi, 1996).

A1 =M;—>PM,P’,

burada P, det(P) = £ 1 (det P, P’nin alisilmig bildigimiz determinantidir) ve tersi olan bir

tam matristir ve P', P’nin transpoz matrisini gosterir.

-

* 0 0

M, E M,

A =M;—>M,; = * 0 veya 0
0.0 0 1 .50

0.0 0 0f 0.0 0

burada * keyfi bir tamsay1y1 gdsterir.

Yukaridaki matematiksel diisiince teoremin (tam belirli) olmasi i¢in esaslidir, ancak bu
terminolojideki bazi terimleri ve bir matris lizerindeki iki isleme etkisini anlamaya

calisacagiz.

A, operasyonu ya iki satirin diyelim ki i. ve j. satirlarin yerlerini degistirir ve 1. ve j.
stitunlarin yerlerini degistirir ; veya k ile i. satir1 ¢arpip j. satira ekler, ve sonra k ile i.
situnu ¢arpar ve j. siituna ekler. Bu operasyona elementer simetrik matris operasyonu
diyecegiz. Operasyon Oyle bir yolla tamimlanmigtir ki kapali egrilerin sirasim veya
yonlendirmesini diger egriler ile degistirilmesine karsilik gelir. Diger taraftan A;
operasyonu diigiim teorisine has bir matris operasyonudur. Bu operasyon Reidemeister
hareketine gore Seifert yilizeyinin cinsindeki degisiklige karsilik gelecek sekilde

tanimlanmugtir, yani bu Seifert matrisini daha kiigiik veya daha biiyiik yapar.

Ornek 4.2.2. Omek 4.1.4°deki o,’in y6nlendirmesini (ve buradan o "1 yénlendirmesini)
tersine ¢eviriniz ve M’ Seifert matrisini belirleyiniz. M ve M'’nii karsilastinmz ve

M’ ’niin M’de 1. satir ve 1. siitunu (-1)’le ¢arpilmasindan elde edildigini dogrulayimniz.
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Coziim.

a)
o, /f”"‘
i
A
-1 0 -1 -1
-1 0
M:
-1 -1
-1 0 0 0
0 -1 0 O
b) M=
0 1 -1 0
0o 0 0 -1

Tanim 4.2.3. M ve M’ iki kare matris olsun. Biri digerinden A;, Ay ve Ayt

operasyonlarinin sonlu sayida uygulamasiyla elde edilsin. O zaman bu iki matrise S-
S
denktir diyecegiz ve M~ M’ ile gosterecegiz (“S™ Seifert anlamindadir) (Murasugi, 1996).

Eger matrisin biri sonlu defa A; operasyonu islemi uygulanmasiyla digerinden elde

edilmisse bu iki matrise A;-denktir deriz.

Simdi iki denk diigiimden(veya halkadan) elde edilen iki Seifert matrisi Teorem 4.2.1’den
dolay1 S-denktir. Teorem 4.2.1’in ispatina baslamadan once bir sonraki paragrafta
anlatilmis durumu o6nlemek igin, ©nceki fikirlerimizin bazilarini genellestirelim ve
diizenleyelim.

Tanimdan bir Seifert yilizeyi bir baglantili yiizeydir. Verilen bir regiiler D diagramu

A

baglantihi degilse, onu €, Reidemeister hareketi uygulayarak bir baglantili regiiler D

diagramina déniistiirmemiz gerekir. Bdylece simdi bir uygun baglantih ylizey inga
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edilebilir. Ayrica orijinal regiiler diagramimiz bir denk regiiler diagrama doniistiirmek icin
kalan Reidemeister hareketlerini uygulamamiz miimkiindiir, buna ragmen Seifert yiizeyi
baglantili olmuyorsa, yani Seifert ylizeyinin baglantisiz olmasi durumunda, Seifert
matrisini yeniden tanimlamaliyiz 6yle ki Seifert matrisi Seifert yiizeyinin baglantili veya

bagiantlsl"z olup olmamasmdan bagimsiz olmalidur.

Bunun i¢in D, p tane baglantih D(1), D(2), ...,.D(p), (p=1) bileseni olan bir regiiler diagram
olsun. Bahsettigimiz metodu kullanarak herbir D(i)’den F(i) Seifert yiizeyi ve sonradan
F(i)’deni= 1,2,...,p olmak iizere bir M(i) Seifert matrisi insa edebiliriz.

Tanmm 4.2.4. Bir baglantisiz F(1)UF(2)u...UF(p) Seifert yiizeyinin M Seifert matrisi,
M(1), M(2),...,M(p) ile p-1. mertebeli Oy.; sifir matrisinin direk toplami olarak tamimlanr,

yani bu tanimin sonucu

M(1)
M(2) 0

0 ".M(p)
O

p-1
olur.
Simdi asagidaki 6nermenin bu tanimin asikar bir sonucu dnerme olarak verelim.

Onerme 4.2.5. 12‘, F(i) ve F(i+1), 1 = 1,2,...,p-1 arasinda bir ters burulmali iki banta

eklenmesiyle F(1)UF(2)u...UF(p)’den elde edilmis baglantili bir yiizey olsun. Bakimz
Sekil 4.9 (Boylece IAT bir baglantili IA) diagramindan insa edilmis bir Seifert yiizeyidir).Bu
durumda lg’den elde edilmis I\A/I matrisi Tamim 4.2.4’de tamimlanmis matrise A-denktir ;

A S
buradan, M ~M olur.

FQ) F(2) F(p)

Sekil 4.10

23



Ispat. Bu yeni bantlarin bir ¢ifti {izerine, bu yeni basit kapali o egrisi, 1= 1,2,...,p~-1 olmak

lizere yerlestirin, bakimz Sekil 4.10.
Her bir orijinal basit kapali ok egrisi F(j) izerine insa edildiginde Ik(o, o) =0ve Ik (ct,

o) = 0 [elbette k(cy, o) = 0°dur], M, M’ye A;-denk oldugunu biliyoruz(Dikkat: M ve
M arasindaki tek fark o ’mn her birinin  sayisiun  bir  degisikligidir veya

yonlendirilmedeki bir degisikliktir). -
Simdi Teorem 4.2.1°in ispatina bakmak i¢in daha iyi bir durumdayiz.

Teoremi ispatlamak igin ilk olarak Reidemeister hareketlerinin herbirini uyguladigimizda
Seifert yiizey degisikliklerinin nasil degistigine bakmamiz ve bunun sonucu olarak, bir
sonug olarak Seifert matrisinin nasil degistigini incelememiz gerekir. Gergekten, agsagidaki

Onermeye gore, ylizeyin yalmizca lokal degisikligini diistinerek ispati kisitlayabiliriz.

Onerme 4.2.6. D bir regiiler diagram ve D’, yalmizca bir tek Reidemeister hareketinin
uygulanmasiyla D’den elde edilmis regiiler diagram olsun. Ayrica F, D’den insa edilmis
bir Seifert ylizeyi olsun. Benzer olarak D’’den bir F' insa edebiliriz, fakat bu yapilirsa F
ve [’ yalmzca Reidemeister hareketi ile uygulandigi kisimlarda farklidir (Diger bir
ifadeyle F ve F' birkag yer hari¢ 6zdestir). Sirasiyla F ve F'’den elde edilmis M ve M’
Seifert matrisleri S-denktir (Gergekte F’nin iyi insa edilmesiyle M’, M’ye birkag siitun ve

satir hari¢ 6zdestir).

Ispat. Ispat oldukca agiktir, bu yalnizca birkag miimkiin durumun kontroliini gerektirir. Bu
ylzden bu durumlarin bazilarina bakacagiz ve geriye kalanlar1 alistirma olarak okuyucuya
birakacagiz.

Q; Reidemeister Hareketinin Uygulanmasi

Bu Reidemeister hareketi ile ilgili olarak iki durumu gézéniinde bulunduracagiz.

(i).Sekil 4.11(b)’de oldugu gibi her seferinde bantlarin ve disklerin sayilarindan sadece

birini arttiracagiz.

Q, \\/} . > —_ >—4
_—)

A
() (b) (<)

Sekil 4.11
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Bu durumda ylizeyin cinsi degismez ve karsilik gelen Seifert grafi yalnizca bir tek kdse ve
kenar ilave eder, Sekil 4.11(c). BOylece, yeni bir alan olmadifindan Seifert matrisi

degismeden kalacaktir.

(ii)-Hareket Sekil 4.12’deki gibi gosterilmistir.

Sekil 4.12

Bununla birlikte, bu durum, (i)’ye benzerdir ve bdylece Seifert matrisi degismez.
Q, Reidemeister Hareketinin Uygulanmasi

Bu hareketin uygulanmasinda, herbir parganin yonlendirmesine bagli olarak diistiniilecek

birka¢ durum vardir. Sadece baz tipik durumlara bakacagiz.

(1). Sekil 4.13 durumunda disklerin sayisi degismez fakat bantlarin sayisi1 2 tane artar.

Q,
I
~
(a)

b

> < - >0<

)

Sekil 4.13
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Orijinal F Seifert yiizeyi baglantil degilse, ancak yeni ylizey F’ baglantiliysa o zaman

S I3
M~ M’ oldugu Onerme 4.2.5’den ¢ikar. Bu ylizden F’nin baglantili oldugunu kabul
edelim. O zaman F'’niin cinsi g(F') = g(F)+1 ile verilir. Burada F ile karsilastirilan F’

fazladan iki kapali egriye sahiptir. Bunlar o’ ve o” ile gbsterecegiz.

e ———
-- -

------
- o~

a) (b)
Sekil 4.14

Yeni meydana gelmis iki bant D’ ve D” disklerini baglayan son bantlar olarak
diistinebiliriz (Eger gerekirse, kapali egrilerin numaralandirmasini degistirebiliriz). M ile
karsilastirilan yeni M’ matrisi asagida gosterildigi gibi fazladan 2 tane satir ve siituna

sahiptir. Ik(a’,a" ") = 1 olduguna dikkat ediniz, bakimiz Sekil 4.14(b).

_ b 0]
M P

M = b, 0
b, - b, b 1

10 - 0 0 0]

. > . *
Burada b;, F lizerinde bulunan o; ve o arasindaki halkalanma sayisidir,b], o' ve o

arasindaki halkalanma sayisidir, sonug olarak b = lk(a', o' *)’dir.

A1 M ye uygularsak

b, O
M .

M” = b, 0

0 0 0 1

0 0 0 0

elde edecegiz.
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M’ Seifert matrisinin, F’'’den insa edildigini gordiitk. Bu A;’yi F’nin Seifert matrisi M’ye
uygulanmasiyla da elde edilebilir ve sonra A| birka¢ kez uygulanir. Béylece F ve F'’den
elde edilen Seifert matrisleri denktir. Aynm1 zamanda Reidemeister hareketleri tizerindeki
diger varyasyonlarla ilgili Seifert matrislerinin S-denkligini vermek i¢inde (ayr1 yazilacak)
gés:[érilebilir.

Q)3 Reidemeister Hareketinin Uygulanmasi

Yalmzca Sekil 4.15(a)’de gosterilen simgesel durumu g6z 6niinde tutacagiz. Sekil 4.15°de
1,2,...,6 sayilar1 ve a,b,c harfleri kavsak noktalarimi gésterir ve I'(D) ve I'(D’") Seifert

graflari icerisindeki kesik ¢emberler hari¢ 6zdestir.

Sirﬁdi F’nin ingasindan birkag yerde hari¢, F ve F'niin 6zdes oldugunu kabul edebiliriz. Bu
yerlerin tam mahiyeti en iyisi onlarin Seifert graflarindan gézoniinde canlandirilir, onlar
kesik cemberlerin i¢lerine kesin olarak karsilik geldiginden, Sekil 4.15(c)’den F ve F'’niin
ayni bant numaralarina sahip oldugunu gérmek kolaydir (I'(D) veya I' (D’) i¢inde bir
koseye diskin ve bir kenara bir bantin karsilik geldigine dikkat ediniz).

Sekil 4.15
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Tarali alani sinirlandirilmamis bolgeye karsilik tutarsak o zaman F, diski F; {izerinde

bulundugundan Seifert matrisleri

N N'O
M= N’ P
-1 q

formunda oldugu goriilebilir, bakiniz Sekil 4.16.

N N’ O
" p
N @)
Mg = 0 g
1 0
0

Burada M niin son 4 satin (ve son 4 siitunu) I'(D") ile A, B, C, C’ bolgelerini
sinirlayan basit kapali «,f,v,8 egrilerine karsilik geldigi zaman Mg’nin son iki satir(ve

son iki stitunu) sinin1 I' (D) icinde A, B bolgelerini sinirlayan basit kapali o ve B egrilerine

karsilik gelir, bakiniz Sekil 4.15(c) ve Sekil 4.16(b).

Sekil 4.16

Simdi M. ’niin soldan ikinci satirim (y’ya karsilik gelen), soldan iic;ﬁnm:i satirindan (B’ya

karsilik gelen) ¢ikarirsak ve ayni seyi kolonlar i¢in yaparsak

N N’ 0
" p O
N 0
M = -1 q
1 0 0
0
— O 1 -
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elde ederiz. Bu matris agik olarak Mg’ye A3 uygulanmastyla indirgenebilir ve bdylece

S
M; ~ M. dir. F,, Fy’in altinda oldugu zaman ayni geligkiye varilir.

Sekil 4.17
Geriye kalan durum Onerme 4.2.6’nin ispatim gerektirir. Sekil 4.17°ye bakiniz.

Onerme 4.2.6’ya ek olarak, S-denk Seifert matrislerine sahip aym regiiler diagramlardan
insa edilen iki farkli Seifert ylizeyinin varoldugunu ispatlayabilirsek Teorem 4.2.1%in ispati

tamamlanacaktir. Ger¢ekten bu bir sonraki 6nermeyle ¢elisir.

Sekil 4.18

Onerme 4.2.7. F bir regiiler D diagramindan insa edilmis Seifert yiizeylerinden biri olsun.

O zaman bir D, diagrami vardir 6yleki

(1) Do, D’ye denktir.

(2) Yalmizca bir F, Seifert yiizeyi D,’dan inga edilmistir, yani, biitiin diskler aym
seviyededir, bakiniz Sekil 4.18 (bir F, yiizeyi bazen diiz olarak adlandirilir).

(3)Fy'm Mg Seifert matrisi Mg’ye A;-denktir ve boylece M iMF’dir.

Ispat. Burada kolayhk olsun diye sadece diagramlar anlaminda bir geometrik ispat

verecegiz. Detaylar1 okuyucuya birakiyoruz.
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Sekil 4.19°da gosterilen yiizeyle ¢alisalim.

Sekil 4.19

Bir disk baska disklerin i¢inde oldugunda, belirsiz anlam ve buradan da problem ortaya
¢ikar. Sekil 4.19°daki omegimizde Fi; ve F3; gibi boyle iki disk vardir. Strateji bu
Onermeyi ispatlamak i¢in boyle bir diski Reidemeister hareketlerinin uygulanmasiyla

kiigtik bir disk ile degistirmektir.

Bu 6yle bir yolla yapilacaktir ki eger F,, F) tizerine bulunuyorsa o zaman sonuglana disk F|

ve F,’yi baglayan biitlin bantlarin altinda bulunur, Sekil 4.20(b).

Y '“
A
A\ Q

Sekil 4.20

Bu yontemi tekrarlayarak en sonunda bir diiz yiizeyi elde edecegiz. Ornegin Sekil 4.19’da
F21’in Fy; izerinde bulundugunu F3,’in F}; altinda bulundugunu ve Fy4;, F43,F43 hepsinin F3;
izerinde bulundugunu kabul edelim. O zaman en uygun doniistiiriilmiis F, diiz yiizeyi,

Sekil 4.21°de gosterilmistir (bunun nasil yapilacag okuyucuya birakilmistir).
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Sekil 4.21

Fo'in F ile aym Seifert yiizeyine sahip oldugunu gérmek kolaydir( A,-denklik farki ile)
bakiniz Sekil 4.22.

(b)

Sekil 4.22

NOT 4.2.8. Teorem 4.2.6 ve 4.2.7, Teorem 4.2.1’in ispatindan ¢ikar.
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Ornek 4.2.9. Ornek 4.1.3°deki M ve M’ Seifert matrisleri S-denktir (Gergekte onlar A, -
denktir).

Coziim.

) -1 0 0 0 0 O]

1 -1 0 0 0 0

1 0 -1 0 0 0

M: .

-1 1 1 -1 0 0

0 0 1 0 -1 0

0 0 -1 1 1 -1

1. M’de 2. satirla 4. satir toplanip 4. satira yazilir

2. 1. satirla 3. satir toplanip 3. Satira yazilir

3. 1. siitunla 3. stitun toplanip3. Siituna yazilir

4. 1. stitun (-1) ile garpilip 4. siitunla toplanip 4. siituna yazilir

5. 2. siitunla 3. Siitun toplanip 3. Siituna yazilirsa

-1 0 -1 1 0 0

1 -1 0 -1 0 0
|0 0 10 0 o0
0 0 1 -1 0 0

0 0 1 0 -1 0

0 0 -1 1 1 -1

elde edilir. Buda M ve M'’niin S-denk oldugunu gésterir.

Bir K diiglimiiniin (veya halkasinin) bir regiiler diagramindan bir Seifert ylizeyi
olusturabiliriz, ve o zaman bu bir Seifert matrisi olusturur. Bununla birlikte, Seifert
matrisini hesaplamak i¢in zamandan kazanmak agisindan bu yontemi kullanmayabiliriz ve
m(= 2g(F)+u(F)-1) kapali egrilerinin yer aldigi diskler ve bantlardan .ibaret bir Seifert
yiizeyi inga edebiliriz. Bununla birlikte F’den elde edilmis " Seifert grafi bir diizlem grafi
olmayabilir. Bu yiizden bu durum saglanmadan 6nceki duruma gitmek miimkiindiir.

Bununla birlikte bir sonraki teorem yardiminiza yetigecektir.

Teorem 4.2.10. M; ve M’nin K’nin F, ve F; Seifert ylizeylerinden elde edilmis iki Seifert
matrisi oldugunu kabul edelim. O zaman M, ve M, S-denktir (Trotter, 1962).

Simdi yukaridaki incelemede kisaca bahsedilmis Seifert yiizey tipinin bir OSrnegini

verecegiz.



Ornek 4.2.11. Sekil 4.23(b)’deki {i¢ banttan (bunlardan birinin dtigtimlenmis olduguna
dikkat ediniz) ve iki diskten insa edilmis F yiizeyini K i¢in Seifert yiizeyi olarak
diistinebiliriz, Sekil 4.23(a). Bununla beraber F’nin I' Seifert grafi bir diizlem grafi
degildir, Sekil 4.23(c). Buna ragmen o; ve op kapali egrilerini yerlestirebiliriz, Sekil
4.23Ed).Bi‘1rada halkélmﬁa sayilarint hesaplamak kolaydir ve buradan Seifert matrisi,

ey

olur. Bu matrisin regiiler diagramdan elde edilmis Seifert matrisine S-denk oldugu Bolim

[II~IV’te verilen metodlarla gosterilebilir, Sekil 4.23(a).

(e)

Sekil 4.23

Kesinlik olmasi igin Seifert matrisinin bir K diigtimiiniin F Seifert yilizeyinden insa edildigi
sOylenmelidir. Genelde K’'min Seifert matrisini basitlestirmeliyiz. Bu durumda Teorem
4.2.13’{i asagidaki gibi yeniden yazabiliriz. K’'nin iki Seifert matrisi S-denktir. Bununla
birlikte K’run bir D regiiler diagramindan elde edilmis bir Seifert matrisi aldigimizda bu
ifade agiktir. Sezgisel olarak bu Seifert matrisini Bélim II~IV’te 6zetlenmis olan
metodlan kullanarak insa edebiliriz. Seifert matrislerinin iki &zelligini ispatliyarak bu
béliime tekrar donecegiz. Bir K diigiimiiniin (veya halkasimin) Seifert matrisini Mk ile

gosterecegiz.
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Onerme 4.2.12. K’min bir yonlendirilmis diigim (veya halka) ve -K, K’nm

yonlendirilmesinin tersine ¢evrilmesiyle elde edilen bir diigiim olsun(halka durumunda

S
yonlendirilme biitiin bilesenler iizerinde tersine ¢evrilmistir). O zaman M _, ~M; oldugu
cikar.

Onerme 4.2.13. K”1n bir K diiglimiinin(veya halkasinin) ayna gériintiisti oldugunu kabul
S
edelim, 0 zaman M . ~-My *dir.

Ispat. K" 1 bir regliler D diagramini K’dan kavsaklarini degistirerek yani herbir kavsakta
alt geciti Ust gegit, list gegiti alt gecit yaparak elde edebiliriz.

Béylece kapali egriler icin D ve D" dan ¢ikan alt ve iist gecit bagintilar tamamen birbirinin

tersi oldugundan M, . N -M oldugu ¢ikar (Ornek 4.1.1 ve Ornek 4.1.2 ile karsilastiriniz).
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BOLUM V
SEIFERT MATRISLERINDEN INVARYANTLAR

Bir Seifert matrisinden bir diifiim(veya halka) invaryanti bulmak i¢in Teorem 4.2.1°de
tamr_rilanrn’lg. A, ve A% islemleri altinda degismeyecek invaryantlar1 bulmaya ihtiyacimiz
vardir. Bu bolimde Alexander polinomunu bdyle bir invaryant oldugunu gorecegiz.
Alexander polinomu sadece Seifert’ matrisinden gikarabilecegimiz Snemli bir invaryant
degil aym1 zamanda onu bir halkanin isaretinden de tamimlayabiliriz. Ayrica bu iki
invaryant: tanimlayarak bazi temel karakteristikleri ispatlayacagiz. Ozel olarak bu bsliimde

biitiin diigtim ve halkalar1 y6nlendirilmis kabul edecegiz.
5.1. Alexander Polinomu

Bir K duglimiiniin M Seifert matrisinin determinantii detM’nin bir diiglim invaryanti
degildir (Kawauchi, 1996). Bununla beraber M+Mnin determinantinin mutlak degerinin

bir diigiim (halka) invaryanti oldugunu bir 6nerme olarak verelim.

(a) (b)
Sekil 5.1

Onerme 5.1.1. M, bir K diigiimiinin (veya halkasinin) Seifert matrisi ise, o zaman

| MM | , K diiglimiiniin bir invaryantidir. Bu invaryanta K’nin determinant1 denir.

K diigtimiiniin invaryanti K’nin yonlendirilmesinden tamamen bagimsizdir (Kawauchi,

1996).

Asikar diigiimiin determinant1 1 oldugundan bazi diigiimlerin asikar diigim olmadigini
ispatlamak i¢in determinantina bakilabilir. Ancak determinanti 1 olan fakat asikar diigiime
denk olmayan diigiimlerde vardir. Béylece bu invaryant diigiimleri stmflandirmada yeterli

degildir.



Ornek 5.1.2. Yonca yaprag: diigiimiiniin Seifert matrisinin determinant1 3 oldugundan, bu
asikar diigiime denk degildir. Bununla beraber Sekil 5.1(a) ve (b)’de verilen diigiimlerin

determinantlar1 da oldugu halde asikar diigtime denk olmayan diigtimlerdir.

Asagidaki 6nermenin ispatim1 daha sonraya birakacagiz, Ispat 5.2.14 6nermesinin kolay bir

sonucu oldugundan, biraz sonra ispatlanacaktir.

Onerme 5.1.3. M bir K diigiimiiniin (bir halka degil) Seifert matrisi olsun o zaman det(M-
M) =1 dir (Kawauchi, 1996).

Bu béliimde yukaridaki determinanttan M’nin karakteristik polinomuna benzeyen det(M-

tM") polinomunu hesaplamaya direk olarak gegecegiz. Bu yeni determinant t degiskenli bir
polinomdur. Bir sonraki uygun adim bu polinomun A, ve A%’1 uyguladigimizda nasil
degistigini incelemektir. [1k olarak,
detP=detPT=+1
oldugundan,
det A,(M-tM") = det [P(M-tM")P"]
= det (M-tM") (5.1)

olur. Bu yiizden o, A, isleminden etkilenmez. Bununla birlikte eger A, ’yi uygularsak,

[ b, 0 b, 0
. M-tMT : M-tMT :
det (A, (M-tM")) = det b 01 = det b 0
) A==t 0 0.0 0
0.0 -t 0 0.0 -t 0 |
=t det (M-tM") (5.2)

elde ederiz.

Benzer olarak det (A3 (Mp-tM1)) = t'det (M;-tMT) elde edebiliriz. Bu ii¢ formiil bizi
asagidaki teoreme gotiirtir.

Teorem 5.1.4. M; ve M, bir K diigiimii (veya halka) i¢in Seifert matrisleri olsun. Ayrica r

ve s, sirasiyla M; ve M, nin mertebeleri olsun, o zaman asagidaki esitlik saglanir.

t 2det(M;-tMT) =t 2 det(M-tM 1)
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K
Buradan, eger M, K’min k. mertebeden bir Seifert matrisi ise o zaman t 2 det(M-tM")

K’nin bir invaryantidir. Bu invaryant K’nin Alexander polinomu olarak bilinmektedir ve
Ak(t) ile gbsterilir.

Onceki tartlsmalzirdan k = 2g(F)+u(K)-1 oldugu direkt ¢ikar, burada 6nceden oldugu gibi
F, M’den insa edilmig Seifert ylizeyidir, ve pu(K), K halkasinin bilesenlerinin sayisidir. Pek
¢ok durumda Ak(t)’yi uygun bir ¢arpan ile ¢arparsak, o zaman yalmizca pozitif islii bir
polinom elde edebiliriz. Cogu zaman Ak(t)’nin béyle bir yorumu ile ¢aligmak tercih edilir.

Eger K, cift sayili bilesene sahip bir halka ise 0 zaman k tekdir. Bdylece, boyle halkalar

I 1
icin Ag(t), t?( = Jt ) veya t 2( = —1——)’nin kuvveti terimleriyle bir polinomdur. Bu

7

!

2
durumlarda (ﬁ] =t alinz.

Simdi Alexander polinomunun énemli bir 6zelligini ispatlayacagiz.

Teorem 5.1.5. K bir diigiim olsun; o zaman Ak(t) bir simetrik Laurent polinomudur, yani,

Ay =a_, t™"+a_, , t"V+ta, t" a7 ve

a2, TagLa =48, .8, 34, (5.1)

-n
olur.

Ispat. M, K'nin bir Seifert matrisi olsun ve k’da M’nin mertebesi olsun. K bir diigiim

oldugundan k’ninda ¢ift olmas: gerekir. Béylece,
X X
Aty =t 2detM"t"'M") = t 2 det(tM-M")
L L
=(-D¥t 2det(M"™-tM) = t 2 det(M-tM")T

k
=t 2det(M-tM") = Ag(t)
olur. Teorem 5.1.4’{in bundan direkt ¢iktigini gérmek kolaydir.

Onerme 5.1.6. [AK (—l)l bir K diiglimiiniin determinantina esittir.

k
Ispat. |A, (=1)] = |(=1) 2 det(M + M) =det(M + M ") dir.
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Ornek 5.1.7. K agikar bir diigiim ise, 0 zaman Ag(t) = 1’dir.

Ornek 5.1.8. K sag-el yonca yaprag: diigiimi ise (bakimz Ornek 4.1.1) 0 zaman .

(-t -t
Ay ()] =1t det(M-M") = t'ldet[ 1 —(1- t)}

=114
olur.

Ornek 5.1.9. Omek 4.1.3’teki diigiimiin Alexander polinomu

6

A (D) =t ? detM-M") = £+ £-11¢+16-10 t'-+4 £22¢7
seklindedir.
5.2. Alexander-Conway Polinomu

Kisim 5.1°deki yontem -kullanilarak diigiim ve halkalarin Alexander polinomlari
hesaplanabilir. Eger bir kismi diigim tablosunun Alexander polinomunu elde etmek
istersek yukaridaki islem pek kullanigli degildir. Bununla beraber bu probleme bir ¢6ziim

bulunabilir.
Tamm 5.2.1. Bir yonlendirilmis K diigiimii (veya halkas1) verilsin, o zaman asagidaki
aksiyomlar1 saglayan bir z degiskenli V,(z) Laurent polinomu vardir. Bu polinoma

Alexander-Conway polinomu denir.
Aksiyom 1. K asikar bir diigiim ise, o zaman V(z) =1 olur.

Aksiyom 2. D,,D_,D "1, sirasiyla K,,K_,K_ ¢ diiglimiin (veya halkanin) regiiler
diagrami olsun. Bu regiiler diagramlar bir kavsak noktasinin bir komsulugu hari¢ tamamen
birbirinin aymsidir. Bu komsulukta, regiiler diagramlar Sekil 5.2°de gdsterilmis bi¢imde
farklidir. (Not: D, (D_) durumunda bu komsulugun iginde, sadece bir pozitif(negatif)

kavsak vardir).

PR
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~

~
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O zaman i{i¢ diigiimiin(veya halkanin) Laurent polinomlar asagidaki gibi birbiriyle
iligkilidir.

V. (@)-Vi (2) =2V (2) (5.2)
Yukéhdaki gibi sekilleninis D.,D_,D, regiiler diagramlarina skein diagramlari denir. Bir
islemle, D,,D_,D_ ’lardan birini diger ikisiyle yer degistirildigi i¢in buna bir skein iglemi
denir. .
K,,K_,K, digimleri ve onlarin kendi D,,D_,D, regiiler diagramlari arasinda
sm1ﬂand1rma yapmaya gerek olmadigindan V. (z) ’nin yerine V,_ (z)’yl yazacagiz.
K. bir p-bilesenli halka ise 0 zaman K _’de bir u-bilesenli halka, fakat K bir p-1 bilesenli

(veya p+1 bilesenli) halka oldugu agiktir.

Gercekten Aksiyom 1 ve 2°yi saglayan, iyi tammlanmis ve tek, V, (z) Laurent
polinomunu géstermek biraz zahmetlidir. Bunun ispati i¢in (Lickorish, 1995) bakilabilir.

Bununla birlikte, V,(z) nin iyi tanmimli oldugunu ve tekligini kabul edersek, o zaman

asagidaki teorem ile V (z) ve Alexander polinomunun aym oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 5.2.2. Ac(t) =V («E = L)
t

T

olur.

Baska bir ifadeyle, z yerine Jt _L yazarsak meydana gelen doniisim Alexander

N

polinomunu elde ederiz. Buradaki V, (z) 'ye Alexander Conway polinomu denir.
Ispat. Omek 5.1.7°de Alexander polinomunun Aksiyom 1’yi sagladigim istii kapali

gostermistik, bu ylizden, z = Ji- —\/l—_ yer degistirmesiyle hesabi alinan yalnizca Aksiyom
t

2’yi sagladigim ispatlamamiz gerekir.

Sekil 5.3
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[Ik olarak skein diagramlarini ele alalim, Sekil 5.3. Eger F,,F_,F, sirasiyla D,,D_,D_’a
- karsilik gelen Seifert yiizeyleri ve I',,I'_, T, a karsilik gelen graflar ise o zaman bir 6nceki

boltimiin metodlarinu kullanarak onlarin Seifert matrisleri M, ,M_,M_ "1 belirleyebiliriz.

T, dgrafm‘da (T _) kavsak noktasi bir pozitif(negatif) e:(e.) kenarina karsilik gelirken,
bakimiz $ekil 5.4, D, min kavsak noktalar: (sirast ile D_’ninde) F, ’da pozitif bir banta
karsilik gelsin (sirast ile F_), bakiniz Sekil 5.4.

L L. Iy
Sekil 5.4

f.(f)), I,(I'_)nin e.e.) kenarimi ihtiva eden bolgesi olsun. en(e)’yi f, (f ) ve
f+,(f_l)’nin ortak sinirinin kenarlarindan biri oldugunu kabul edelim, Sekil 5.4. f_ ve

’

f, ’nin ayni yiiz olmas1 miimkiindiir( ve ayn1 zamanda £ ve f_ 'ninde). Bu durumda [,

baglantisizdir ve D, baglantili degildir. Tanim 4.2.4 ve Onerme 4.2.5°den
A, ®)=0ve A (2)=0

olmas gerekir. Diger taraftan bu durumda bunlar iki digiimiin(veya halkanin) baglantili

toplami oldugundan K, ve K_ denktir. Bu ylizden A, (t) = A, _(t)’dir ve buradan A (t)
Aksiyom 2’yi saglar. Boylece f, (f.) ve f+’ (f_’ Y’nin farkli oldugunu kabul edelim. Simdi

M, ve M_’nin mertebesi k olsun. O zaman f (f_) ve f+’ (f_’)’nin sirastyla (k-1). satir

(ve siitun) ve son k. satira(ve siituna) karsilik geldigini kabul edelim.’ I", (I"_) igindeki
f,(f ) ve f+' ( f_’ ), I', i¢inde birlestirilmis oldugundan, M,, k-1. mertebedendir.

aij(+), aij(-), aij(o), sirastyla M, , M_, M, in girislerini géstersin. O zaman bu girigler

agagidaki Sekil 5.5°deki gibi birbiriyle iligkilidir.

P e P E { -
\‘,_,E_::} e \A\n,,‘ e /’4 e

- /\;‘.’"‘—L !
o . ‘1\

Sekil 5.5
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(A)Eger i,j #k-1,k ise 0 zaman
(1) aj(+) = a;j(-) = a;;(0)’dur.
(B)Eger i#k-1 ise '
(1) aj, k-1(0) = aj k1 (H)+aik-1(-)
(2) ak-14(0) = ag.1 i(+)+ag.1,i(-) dir. (5.3)
(C)Eger i = k-1 veya k ise,
(1) ai;i(+) = ai(-)-1
(2) a1, k() = A1k(-)F1
ak-1(T) = ak-1(-)+1

B aei (@ = 3 fa,(#) +a,, (9 dir.

i,j=k-1,k
Ornek 5.2.3. (5.3)"1i kullanarak, basit bir hesaplamayla

det(M-t M1 )-det(M.-t M ") = (-1)(1-t)det(M-tM | ) oldugu gériilebilir.

Boylece eger bunu A (t) 'yi hesaplamak i¢in kullanirsak,

k
Ag(t) =t 2det(M.-tM )

k

k
=t 2det(M~tM )+t 2(t-1)det(M_-tM])

k k
= A (DH(t2-t 7)AK (1) i

elde ederiz. Bu Teorem 5.2.2°nin ispatini tamamlar.

Alexander polinomunu hesaplamak igin skein bagntisint kullanmadan 6nce asagidaki

Onermeyi ispatlayacagiz.

Onerme 5.2.4. p-bilesenli(u>2) asikar halkanin Alexander polinomu sifirdir. (Bundan

boyle O, ile asikar halkay1 gosterecegiz).
Ispat. Sekil 5.6’daki diagramlara karsilik gelen skein formiilii

V. (2)-Vyp (2)=2V, (2)

olur.
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D. ve D. her ikiside agikar p-1 bilesenli halkalar oldugundan V, (z)=V, (z)dir.

Buradan 0 =2V, (2), yani VD, (z) =0'dur.

OO OO
OO OO

Sekil 5.6

O, Seifert matrisi p-1 mertebeli sifir matrisini ihtiva ettiginden Onerme 5.2.4, Tanim

4.2 4’tinde bir sonucudur.

Genellikle Conway polinomunu hesaplamakta en etkili yol, skein aga¢ diagramim

kullanmaktir. Bu bir hesaplama yardimiyla yapildigindan bunu bir 6rnekle agiklayacagiz.

Bir sonraki hesaplamalar kolaylastirmak i¢in (5.2)’yi asagidaki gibi tekrar yazacagiz.

V. (2) =V, (2)+2VD, (z)} (5.4)

Vp-(2) =V, (2) -2VD, (2)

Ornek 5.2.5. K sag-el yonca yaprag diigiimii ve D, K’nin bir regiiler diagrami olsun, Sekil

5.7°deki diagram.

D iizerinde noktal ¢emberin i¢inde bir skein operatorii uygulayacagiz. Bu ¢emberin iginde
kavsak noktasi pozitif oldugundan, bu regiiler diagrami D, olarak tekrar isimlendirirsek
daha iyi olur. Skein operatéril uygulanirsa, D; diger iki regiiler diagrama doniistiiriiliir, biri,
D., orijinal pozitif kavsak noktasini negatif kavsak noktasiyla yer degistirmesi ile elde
edilmis regiiler diagramdir; digeri, D,, pozitif kavsak noktasiyla yer degistirmeyle (bu

kavsak noktasinda regiiler diagrami ucuca eklemeyle) elde edilir, bakimz Sekil 5.7.

Simdi D, dan D.’ye +1 ile, Ds ve Dy’a gegisi z ile gosterelim. Bu ayirma iglemine diigiim

veya halka elde edilinceye kadar devam edelim.
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Uygun ayirma, V (z) veV, (z)’nin katsayilarmin isimlendirilmesiyle, dogrudan

(5.4)’ten ¢ikar. Boylece skein aga¢ diagramimiz i¢in dallarin ilk ¢iftine sahibiz ve onlar
V5. (2)’nin degerlendirmesi ig:inde 1V, (2)+2V ) (2)’ye kargilik gelir.

Sekil 5.7

D. asikar diigtime denk oldugunu ve buradan da V, (z) = 1 oldugunu gormek agiktir. Bu

yiizden, D_ baska bir dal iretmeyecektir, yani burada bir alt skein operatérii inga
edemiyoruz. Bununla birlikte D , agikar diigiim veya halkalara denk degildir, ve bdylece
baska noktali bir daire i¢inde bir skein operatérii inga edebiliriz. Bu dairenin i¢inden dolay:
kavsak noktas: pozitiftir, bakiniz Sekil 5.7, D,’1 D, diyelim. O zaman, dnceki gibi sol-el
diagramini sag-el diagramini D ile gdsterelim. Tekrar, dogru parcalarn ¢izelim ve onlara
(5.4)’teki gibi katsayilar1 toplayalim, bakiniz Sekil 5.7. D. ve Dy'in sirasiyla asikar 2
bilesenli halka ve diiglim olduklarim gdérmek kolaydir. Buradan diger hicbir dal tegskil
edilemez ve K i¢in skein aga¢ diagramimiz tamamlanmis olur.

V(2), K’'nin orjinal regiiler D diagrami ile baslayan ve insa etmeyle’ bu asikar diigiim
(veya halkanin) regiiler diagramu ile biten (tek olarak belirlenmis) dal egrisi boyunca

katsayilarin ¢arpimu ile, ¢arpilmus herbir sonlanan agikar diiglimiin (veya halkanin)

Conway polinomunun toplami olarak hesaplanabilir.
Béylece yukaridaki 6rnekte asagidaki toplamu elde ederiz:

V(@) =1V,(2)+zV,, (Z)"'ZZ V,(2)

43



V,(2)=1ve V,,(z) =0 oldugundan bu hesaplamada

Ve (@2)=1+2= 1+(f——j—¥] =111+t

olur.

Ornek 5.2.7. 8 sekilli diigiim icin Conway skein agac diagrami Sekil 5.8’de verildi.

O0=(gh "0

Sekil 5.8
Asagidaki hesaplama ile bu, skein aga¢ diagraminin dogrudan bir sonucudur.
V(@) =V (2)+2V oo (2)-2°V o (2) = 1-2°

Boylece

Ak () = 1-(«/?—%} =43

olur. Yukaridaki iki 6rnekten genelde Conway polinomu nasil hesaplayabilecegimizi

tahmin etmek miimkiindiir. Bir digiimiin(veya halkanin) regiiler D diagramu ile baslanz ve

0 zaman bunu {izerinde kavsak noktalarimin birinde diigiimlenmeyen bir operatér insa

ederiz. Bu islem “en basit” bir diigiimiin yani bir regiiler D’ diagramin ortaya ¢ikarir. Bu

prosese devam edilerek, en sonunda agikar diigiimler ve halkalarin regiiler diagramlarinin

bir kiimesine variriz.
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5.2.8. Borromean halkalari(Sekil 5.9) ve Sekil 3.5(a)’daki diigiim i¢in Alexander ve

Conway polinomlarini belirleyelim.

D

o
-4( 0
Ty,

\
S84 /N
) -
W (;D COVU/)@/\”
v OO Cg QT?Q)(TQ
OO- ®> @@ VA"
D0 - (02 O

Sekil 5.9. Borromean halkasinin agag diyagrami
Borromean halkasinin Alexander-Conway polinomu

V,(@)=V,, (@+zV +zV -2’V + 2’V -2V, +7'V,

o000

= 04+0+0- 22+ 220+ Z*

olur.
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Alexander polinomu ise z yerine Je- —j—: yazarsak
t

Ac() =<f—-}t—>“

olur.
Teorem 5.2.9. Iki ipli ve n-kavsakli (2,n) tor halkasinin Alexander-Conway polinomu n>2
icin;
Vam@ =V 5,5 @+2V 4, (2)
olur.

ispat.

0 e @SS @2 @ec

Onerme 5.4.2°den Vi20(2) =0 ve Tanim 5.2.1’den V ,,,(z) = 1 oldugundan tlimevarim
hipotezinden n = 2 i¢in
Vi @)=V ,,(2) +2V, ), (2)
=(0+z.1
=z
bulunur.
n=73 i¢in
V(z,s) (z)= V(m) (z) +z V(z,z) (z)
=1+z.z
= 1+2°
dogrudur (bakiniz Ornek 5.2.5)
Bu sekilde devam edilirse

V(Z.n) (Z) = V(Z.n—Z) (Z) +z V(g,n_]) (Z)

bulunur,
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Bu bslumde keyfi bir diigtim(veya halka) icin Alexander polinomunu .hesaplayan oldukc¢a
kullamsgh bir metod tarif ettik. Gergekte bu metod Conway tarafindan ilk bulundugundan
beri bliylik ilgi goérdii ve hesaplanamayan Alexander polinomlar1 hesaplandi.
Arastirmalarimzda bir 6zel diigtimiin (veya halkanin) Alexander polinomunu hesaplamak
iste;sek bu metodu kullanmak elveriglidir. 1960°larda Alexander polinomu (diigiimlerin
veya halkalarin) global 6zelliklerini bulmak i¢in son asamada kullaniimaktaydi. Denilebilir
ki keyfi biiylik sayida kavsak noktasi olan diiglimler (veya halkalar) igin Alexander
polinomunu hesaplamak i¢in aligtirmay: devam ettirmenin yararsiz oldugu gériilecektir
(Burde and Zieschang, 1985), bu miimkiin oldugundan diigimiin (veya halkamn) global
ozellikleri toplanacaktir. Conway metodunu takdim ettikten 15 yil sonra metodunu orijinal
Alexander polinomuna ilave edilebilecegini de gérmekteydi, onun yaklagimi “yeni”diigiim

invaryantlarini hesaplamakta ¢ok kullanislidir.
5.3. Alexander Polinomunun Temel Ozellikleri

Bu béltimde Alexander polinomunun birkag 6nemli 6zelligini ispatlayacagiz.

Onerme 5.3.1. K bir diigim ise o zaman A, (1) = 1 dir.

Ispat. Alexander polinomunda t = 1 alirsak o zaman A, (1) = V(0) olur. Diger taraftan
(5.2) ile eger z = 0 alirsak o zaman V, (0) = V, (0) elde ederiz. Boylece K’ya bir

diigtimlenmeme operatérii uygularsak V, (0)’in degeri degismez. Bununla birlikte, K’ya
birkag defa digiimlenmeme operatérii uygularsak, sonunda K agikar bir diiglime

dontstiriiliir. Buradan V (0) = V,(0) sonucuna variriz.
Ornek 5.3.2. L, p-bilesenli (1>2) bir halka ise o zaman V., (1) =0 olur.

Ispatt Onerme 5.3.1 ve Teorem 5.1.5°den ¢ikar.

Teorem 5.3.3. f(t)’nin asagidaki gibi iki sart1 saglayan bir Laurent pélinomu oldugunu

kabul edelim.
M (=1
@) f(oy = £t (5.5)

O zaman Alexander polinomun f(t) olan bir diiglimii vardir. Buna denk olarak eger g(0) =
I'le g(z) = 2° degiskenli bir tam polinom ise, o zaman Alexander polinomu g(z) olan bir K

diigiimii vardir.
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k
Ispat, t 2det(M-tM") = f(t)’yi saglayan k mertebeden M Seifert matrisli bir uygun
yonlendirilebilir F ylizeyinin bulunmasini gerektirir. Detaylar i¢in (Murasugi, 1996)
bakilabilir. '
Ornek 5.3.4. Sekil 5.10°daki diigim bu ozellige sahip bir digiimdiir. Bu digiimiin
Alexander polinomu f(t) = 2t%10t+17-10t+2t*> = 1-22+2z* seklindedir. Alexander

polinomuna sahip diigtimlerden biri gizilmisgtir.

(O \/C/C/C/C/C/\?C\/‘\/C/Q
05

Sekil 5.10

Teorem 5.3.5. K bir diiglim olsun.

(1) -K, K’nin y6nlendirilmesini ters g¢evrilmesiyle K’dan elde edilmis bir diigtim ise, o

zaman

Ag(t) = A ()

olur.
2) K', K’nin ayna goriintiisti olsun, o zaman
B (9 = AV
olur.

ispat. 1) Onerme 4.2.12’in ispatindan, M = M; kabul edebiliriz. Mg, 2g mertebeden

ise, 0 zaman M. ’da 2g mertebedendir.BSylece,
A (1) = tedetMg-tM )
A (1) = tBdetM T, -tMg)

Ay (1) = tedetMy-tMT )= A_ (1)
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QM. i-M; *den ve Onerme 4.2.13’in ispatindan M . = -M ’yi kabul edebiliriz. Bu
hesaplama (1)’e benzer sekilde ¢ikar.

— 48 T
A (t) =t5det(M . -tM.)
= t*det(-M ¢ +tMk)
= (-1)*2tEdet(Mg-tM | ) = A (t) *dir.

Asikar diigiimiin Alexander polinomu 1°dir; tersi dogru degildir. Yani, Alexander
polinomu 1 olan agikar olmayan diiglimlerde vardir. Boyle bir diiglimiin bir 6rnegi Sekil

5.11°da verilmistir; bu diiglim Kinoshita-Terasaka diiglimii olarak bilinir.

Sekil 5.11: KT Diigtimii

Alexander polinomu o&zellikle digimlerin (veya halkalarin) siniflandirmasinin global
problemi hususunda ¢ok yararlidir. Bununla birlikte, lokal problemlerin sonuca

baglanmasinda etkili degildir.



SONUC VE ONERILER
Alexander polinomlari, diiglim teorisinin 6nemli invaryantlarindan biridir. Bu polinomu
hesaplamanin degisik yontemleri vardir. Bu yontemlerin bazilar1 sunlardir: Serbest tlirev,
diiglim diyagramu {izerinde elde edilen matris yontemi, aga¢ diyagrami yontemi, diigtimiin
igaf_e:ti yardlmlyla' Alexander polinomu bulunmasi ve Seifert yiizeyleri yardimiyla
polinomun hesaplanmasi.
Bu caligmada Seifert ylizeyleri yardimiyla Alexander polinomu hesaplandi.
Siiphesiz Alexander polinomunun disinda, Kaufmann polinomu, Jones polinomu,
HOMFLY polinomu gibi polinomal invaryantlar da vardir.

Alexander polinomu ile diger polinomlar arasinda ne gibi iliskilerin oldugu arastirilabilir.
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