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Doga bilimlerinde ve ekonomide kullanilan matematiksel modellerin biiyiik cogunlugu
diferansiyel denklemler vasitasiyla olusturulurlar. Fakat yapilan kabuller cogunlukla
sistemin girdilerinin tam olarak bilindigi ve dlciimlerin kesin yapildigi varsayimina
dayalidir. Bu tiir modeller deterministik modeller olarak adlandirilir ve sistemin ancak
kisith bir betimlemesini yapabilirler. Olasilik teorisinin kullanilmasiyla bu modellerde
Olctimlerden ve baslangi¢c kosullarindan kaynaklanan belirsizlikler diferansiyel denk-
lemlerde giiriiltii terimi ile ifade edilirler. Bu tiir denklemlere stokastik diferansiyel

denklemler denir.

Finansal piyasalarda yatirnmcilar riskten kaginmaktadir. Tiirev Piyasalarindaki finansal
iriinler bu amacla iiretilmistir. Bu iriinlerin fiyatlandirilmasi ise her iki tarafin haklarini
korumak icin 6nemli bir problem olusturur. Dolayisiyla belirsizliklerin fiyatlamaya
katildig1 Geometrik Brown siirecine sahip modellerin simiilasyonu sorunu ¢6zmek i¢in

onemli bir adimdir.

Bu ¢alismanin temel amaci, finansal tiirev iiriinlerden biri olan opsiyonlarin fiyatlan-
dirmasinda kullanilan, Black-Scholes metodu ile Monte Carlo metodu kullanarak olus-

turulan opsiyon primleri arasindaki farkliliklar1 ortaya koymaktir.



v

Bu calismada yapilan hesaplamalar Monte Carlo ile Black-Scholes modelleri arasinda

opsiyon primleri acisindan onemli bir farklilik olmadigini gostermistir.

Anahtar Kelimeler : Black-Scholes Metodu, Monte Carlo Metodu, Binom Metodu

Opsiyon Fiyatlama, Stokastik Analiz, Geometrik Brown Siireci



ABSTRACT

APPLICATION OF MONTE CARLO SIMULATION METHOD TO STOCHASTIC
FINANCE ARGUMENTS: OPTION PRICING

Kenan AKARBULUT
Department of Business Administration

Usak University Institute of Social Sciences, August 2019

Supervisor: Asst. Prof. Eser YESILDAG

The majority of mathematical models used in natural sciences and economics are for-
med by differential equations. However, the assumptions are mostly based on the as-
sumption that the inputs of the system are fully known and that the measurements
are made precisely. Such models are called deterministic models and can only make
a limited description of the system. By using probability theory, uncertainties arising
from measurements and initial conditions are expressed in terms of noise in differential

equations. Such equations are called stochastic differential equations.

In financial markets, investors avoid risk. Financial products in the Derivative Markets
were produced for this purpose. Pricing of these products is an important problem
to protect the rights of both parties. Therefore, simulation of models with Geometric
Brown process, where uncertainties are involved in pricing, is an important step to

solve the problem.

The main purpose of this study is to reveal the differences between the option premi-
ums used in the pricing of options, which is one of the financial derivatives, by using

Black-Scholes method and Monte Carlo method.
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The calculations made in this study showed that there is no significant difference bet-

ween Monte Carlo and Black-Scholes models in terms of option premiums.

Keywords : Black-Scholes Method, Monte Carlo Method, Binomial Method

Option Pricing, Stochastic Analysis, Geometric Brown Process
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GIRIS

1944 yilimin Temmuz ayinda ABD’nin New Hampshine eyaletinin Bretton Wo-
ods kasabasinda 44 iilkenin katilimu ile gerceklesen konferans sonucu finansal sistem

tizerine Oonemli kararlarin alindig1 bir antlasma imzalanmistir.

1971 yilinda antlasma bozulmus, 1973 yilinda sanayilesen iilkelerin para birimleri
dalgalanmaya birakilmasi ile yikilmistir. Bunun sonucunda finans diinyas: ozellikle
doviz kuru ve faiz oranlar1 gibi araglar da finansal risklerle karst karsiya kalmistir.

Boylece finansal risk yonetimi énem kazanmustir.

Risk kelimesini Tiirk Dil Kurumu resmi sitesinde "zarara ugrama tehlikesi" olarak
aciklamistir. Finansal risk kavrami ise bir yatirim ya da tesebbiisiin sonucunda mey-

dana gelebilecek olan beklenmedik zarara ugrama tehlikesi olarak tanimlanmaktadir.

Finansal piyasalardaki dalgalanmalar sonucu ortaya ¢ikan riski azaltmak veya
riskten kacinmak i¢in yeni finansal araclar gelistirilmistir. Tiirev iiriinler bu onemli

finansal araclardandir.

Tiirev kelimesinin farkli kullanimlarindan birisi "lirliniin iizerinden dolaylt kul-
lanim sonucu elde edilen fayda" olarak tanimlanir. Tiirev piyasalarinda islem goren
tiirev tiriinler de bu sekilde bir dayanak varliktan elde edilen direk veya dolayli kazang
irtinleridir. Yani tiirev piyasalarinda gercek alim-satimlarindan iiretici veya alicilar di-

sindaki finansman saglayicilarin kazang elde etmesini saglayan araglardir.

Futures sozlesmeleri, Forward sozlesmeleri, Opsiyonlar ve Swaplar tiirev iiriinler
arasindadir. Dayanak varlik olarak temel alinan ana iiriinler ise hisse senetleri, tahviller,

doviz, faiz ve emtia iiriinleri sayilabilir.

Riskten korunmak ve finansal yatirimlarin gelecegi i¢in tiirev iirtinlerin fiyatlan-
dirmast 6nemlidir. Bu calismada da tiirev iirlinlerden olan Opsiyonlarin fiyatlandiril-

masini incelenmistir.

Bu ¢alismanin birinci boliimiinde finansal tiirev piyasalar1 ve opsiyon sdzlesme-
leri ile ilgili temel bilgiler tizerinde durulurken ikinci boliimde simiilasyon metotlari

ve Monte Carlo simiilasyonu kavramlar1 incelenmistir. Ugiincii boliimde uygulama ya-



pilarak sonuclar ile ilgili degerlendirme yapilmistir. Ayrica Ekte verilen boliimle Ileri

Stokastik Analiz ve SDE konularinda gerekli bilgiler verilmistir.

Bu calismanin amaci da finansal tiirev iiriinlerden biri olan opsiyonlarin fiyat-
landirmasinda kullanilan, Black-Scholes metodu ile Monte Carlo metodu kullanarak

olusturulan opsiyon primleri arasindaki farkliliklari ortaya koymak olmustur.



1. BOLUM : FINANSAL TUREV URUNLER iLE iLGILI TEMEL BILGILER

1.1. FINANSAL PIYASALAR

Mali degeri olan araclarin, iiriinlerin ve hizmetlerin alim-satiminin yapildig1 ger-
cek ve sanal ortamlara piyasa denilir. Ozellikle mali degeri olan araglarmn islem gor-

diigii piyasalar ise finansal piyasalardir (VOB, 2012).

Finansal tiirev iirlinler, mevcut sistemde gelecege yonelik yapilacak olan yatirim-
larda belirsizlikleri azaltmak ve yatirimciy da iireticiyi de koruma amaci ile yapilan

sozlesmelerdir.

Finansal piyasalarda kullanilan tiirev kelimesinin anlami, bu piyasalarda islem
goren Uriinler bagka dayanak varlik iizerinden yapilan yatinm ve temin amagli soz-
lesmelerdir (Yildirak ve Caliskan, 2008). Bu soézlesmeler arasinda en énemli olanlar
Futures, Forward, Opsiyon ve Swap sozlesmeleridir. Bir yatinmcinin dikkat ettigi en
onemli noktalar arasinda fiyat dalgalanmalari ve dalgalanmalardan kaynaklanacak olan

riskleri 1yi analiz etmektir.

Finansal tiirev iirtinlerdeki amag adil fiyat politikas1 gozeterek her iki tarafi da ko-
rumaktir. Bu noktada tiirev iiriinlerin islevi, dayanak varliklarla birlikte dogru pozisyon
alinarak yatirimei i¢in risksiz ortam olusturmaktir (Yildirak ve Caligkan, 2008). Bu pi-
yasalarda islem yapan ii¢ grup vardir. Birincisi piyasadaki riskten kacinan yatirimcilar
(hedger), ikincisi kar ve yliksek getiri hedefleyen yatirimc (spekiilatdr) ve son olarak

bunlara aracilik yapan finansal kurumlardir.

Tiirev piyasalari, finansal araglarin gelecekteki bir zaman diliminde alinmasina

dair bugiinden yapilan alim-satim sdzlesmelerinin yapildig1 piyasalardir.

Finansta piyasalar1 iglem gordiikleri yere gore ayristirabiliriz. Tiirev piyasalari iki

ana grupta toplanabilir.



1.1.1. Organize(Diizenli) Tiirev Piyasalar

Teslimat ve nakit akiginin belli kurumlar tarafindan denetlendigi piyasalardir. Or-
ganize piyasalarda, piyasay1 yoneten kurum vardir. Bu kurum piyasada islem yapmanin
kosullarini belirleyerek islemlerde taraf olur. Organize piyasalarda hiyerarsik bir yap1
vardir. Opsiyon piyasalar1 ve Futures (Vadeli islem) piyasalar1, organize piyasalara or-

nek olarak verilebilir.

1.1.2. Organize Olmayan(Tezgahiistii) Tiirev Piyasalar

Diizenleyici ve denetleyici kurumlarin olmadig: taraflarin karsilikli alim-satim
yaptig1 piyasalardir. Taraflar arasindaki goriismelere kosullar ve teslim sartlar1 belir-
lenir. Forward (Alivre) ve Swap (Takas) piyasalari, organize olmayan piyasalara 6rnek

olarak verilebilir.

Tiirev piyasalarinda yatirim yapan yatirimeilar eger alim yapiyorsa uzun pozisyon

almus, eger satim yapiyorsa kisa pozisyon almis denir (Sucu ve Kul, 2015).

1.2. TUREV ARACLAR

Alivre (Forward), Vadeli islem (Futures), Opsiyon ve Swap sozlesmeleri vadeli

piyasalarda yaygin kullanilan araclar olup bu araclar agagidaki gibidir.

1.2.1. Forward (Alivre) Sozlesmeleri

Forward piyasalari, finansal piyasalarin gelismesinde ¢ok 6nemli rol oynamakta-

dir. Bir ¢ok piyasa forward piyasalari aracilifiyla gelismistir (Chambers, 2007).

Ozellikle Ortagagda tarimsal iiriinlerin elde edilmesindeki belirsizliklerden do-
lay1 gelismeye baslamustir. Uretici ve giftgilerin fiyat degisikliklerinden kaginma ¢aba-
lar1 ve tiiketicilerin iirliin bulma sikintisin1 ¢ézmeleri piyasay1 hareketlendirmistir. Bu

piyasalara ornek olarak Liverpool Pamuk Borsasi gosterilebilir (Chambers, 2007).



1.2.2. Futures (Vadeli islem) Sézlesmeleri

Futures sozlesmeleri organize edilmis piyasalarda islem goren standart bir siire

icinde belirlenmis fiyattan belli standartlara uyarak igslem goren giinliik dengeleme pro-

sediiriine sahip dayanak varligin1 alma veya satma yiikiimliiligii veren sozlesmelerdir

(Chambers, 2007; Sucu ve Kul, 2015).

Futures sozlesmelerinin avantaj saglayan onemli iki 6zelligi vardir. Bunlar is-

lem cabuklugu ve likitidir. Futures sozlesmeleri kolaylikla el degistirebilir. Ayn1 za-

manda fiyattan etkilenmeksizin biiyiik miktardaki meblaglarla iglem gorebilir (Cham-

bers, 2007).

Tablo 1.1: Forward Sozlesmeleri ile Futures S6zlesmeleri arasindaki iligkiler

Forward(Alivre) Sozlesmeleri

Futures(Vadeli islem) Sozlesmeleri

Iki taraf arasinda yapilr.

Borsada yapilir.

Sozlesme unsurlar1 standart degildir.

Sozlesme unsurlar standarttir.

Diger piyasa katilimcilart yapilan alivre

sozlesmelerden habersizdir.

Vadeli islem sozlesmeleri borsalarda sef-

faf bir sekilde islem goriir.

Vade sonunda teslimat ile sonuclandirilir.

Vade sonuna kadar ters iglem ile pozisyon

kapatilabilir. Teslimat zorunlu degildir.

Devredilemez.

Vade sonuna kadar tekrar alinip satilabilir.

Kredi riski vardir.

Islemler Borsa Takas Kurumu’nun garan-

tisindedir.

Kar veya zarar vade sonunda ortaya ¢ikar.

Kar veya zarar giinliik olarak hesaplanir

ve ilgili hesaplara yansitilir.

Baglangicta bir teminat zorunlulugu yok-

tur.

Islem yapmak icin belirli bir teminat yati-

rilmasi zorunludur.

Kaynak:Tiirev Araglar Lisanslama Rehberi, 2012 ; Yildirak vd., 2008

Tablo 1.1°de Forward Sozlesmeleri ile Futures S6zlesmelerinin 6zellikleri ve ara-

sindaki farkliliklar belirtilmigtir.




1.2.3. Swap (Takas) Sozlesmeleri

Iki taraf arasinda onceden belirlenen bir sistem icinde finansal varliktan kay-
naklanan gelecekteki nakit akiglarinin degistirilmesi icin yapilan 6zel sozlesmelerdir
(Chambers, 2007). Swap sozlesmelerinde baglangic tarihi, bitis tarihi ve ddemelerinin
yapilmasi gereken tarihler belirlidir. Ozellikle D6viz, Faiz ve Hisse Senedi swaplari en
yaygin kullanilan swap sozlesmeleridir. Swap sozlesmeleri, islem yapan taraflar icin
maliyeti azaltirken farkli iilkelerden olma durumunda 6zellikle vergi yasalarindan ve

bazi ekonomik diizenlemelerden kaginma olanagi saglar (Chambers, 2007).

1.2.4. Opsiyon Sozlesmeleri

Opsiyon sozlesmesi, gelecekte belirlenmig bir tarihi baz alarak bu tarihe kadar
bir dayanak varlikla ilgili kullanim fiyat1 belirleyerek istenilen miktarda ve sartlarda

alma veya satma hakkini tamyan sdzlesmelerdir.

Opsiyon sozlesmelerinde iki taraf vardir. Bunlar opsiyon alicis1 ve opsiyon sa-
ticisidir. Alict, prim 6deyerek almak istedigi varligr anlastig1 sartlarda belirlenen ta-
rihe kadar alma hakki elde ederken vazge¢cmesi halinde 6dedigi primi kaybeder. Satici,
prim 6deyen aliciya kars1 opsiyonu kullanmasi durumunda zorunlu olarak yiikiimliilii-
giinii yerine getirmelidir. Opsiyon satana Yazict (Writer), opsiyon alana Opsiyon Sahibi

(Holder) denir (Sucu ve Kul, 2015).

1.3. Opsiyonlar

Calismanin konusu opsiyon fiyatlandirma oldugundan opsiyon kavramini biraz

daha ayrintili olarak asagida verilmistir.

1.3.1. Opsiyon Tanimi

Bir veya daha fazla dayanak varlik iizerinden yapilan s6zlesmede belirtilen bir
tarihte, belirtilen bir miktarda ve belirtilen bir fiyat iizerinden alma veya satma hakki

veren sozlesmelerdir.



1.3.2. Opsiyonlarin Tarihsel Gelisimi

Diinya tarihi incelendiginde cok eski zamanlarda opsiyon sozlesmesi sayilabi-
lecek sozlesmeler vardir. Bunlardan kayitli olup ilk olarak bilinenlerden biri Yunan
filozof ve matematik¢i Thales’in hayatinda yasadigidir. Astronomi bilgisi ve hesap ye-
tenegini kullanarak bir sonraki donemde zeytin rekoltesinin yiiksek olacagini tahmin
eden Thales, biitiin zeytin igleme merkezlerini 6nceden uygun fiyattan kiralar. Sezonu
geldiginde ise tek isletmeci konumundadir. Bu da ilk opsiyonlardan biridir (Karan,
2013). Fenikeliler ve Romalilar1 da benzer sekilde ticari sozlesmeler yapmislardir. 17.
yiizyilda Hollanda’da yasanan lale ¢ilginlig1 ve tiiccarlarin lale sogan1 temini i¢in opsi-
yon s0zlesmesi benzeri sozlesme yapmislardir. Opsiyon sozlesmeleri 1973 yilina kadar

tezgahiistii piyasalarda islem gormiistiir.

Opsiyon sozlesmelerinin sistematik gelisimi esas olarak 1973 yilinda acilan Chi-
cago Opsiyon Borsasi ile olmustur. Bunu diinyanin bir¢ok yerinde acilan 50’ye yakin

borsa takip etmistir.(Chambers, 2007; Karan, 2013).

1.3.3. Opsiyon Ile ilgili Kavramlar

Opsiyonlarla ilgili 6nemli baz1 kavramlar1 kisaca agiklayalim.

1.3.3.1.Kullanim (i§lem) Fiyati

Opsiyona konu olan varligin organize borsa tarafindan belirlenen alim-satim fiya-

tidir. Vade sonunda belirlenen bu fiyattan dayanak varlik satilarak opsiyon kapanur.

1.3.3.2.Opsiyon Primi

Opsiyona konu olan dayanak varligin iizerindeki opsiyonla elde edilen hakki ko-
rumak amaciyla sozlesme karsiligr ddenen teminat bedelidir. Alim opsiyon primi C ve

sattm opsiyon primi P ile gosterilir.



1.3.3.3. Opsiyonun Vadesi

Opsiyon sozlesmesinin bittigi tarihtir. Opsiyon primi vadeye gore deger kazanir.
Prim fiyatim etkileyen faktorler arasindadir. Bazi opsiyonlarda sadece vade sonunda

islem yapilabilirken baz1 tiir opsiyonlarda vadesinden dncede iglem yapilabilir.

1.3.3.4.Uzun Pozisyon

Opsiyon sozlesmesi satin alan taraftir. Opsiyon sézlesmelerinde uzun pozisyon
alan yatirimci belirlenen opsiyon primini 6deyerek sozlesmede belirtilen miktar ve

kosullarda s6zlesme tarihinde dayanak varligi almayi taahhiit eder.

1.3.3.5.Kisa Pozisyon

Opsiyon sozlesmesi satan taraftir. Opsiyon sdzlesmelerinde kisa pozisyon alan
yatirimei belirlenen opsiyon primini alarak s6zlesmede belirtilen miktar ve kosullarda

sozlesme tarihinde dayanak varligi temin etmeyi taahhiit eder.

1.3.3.6.Kar Fonksiyonu

Opsiyonun T anindaki ddemeleri ile kullanim fiyati arasindaki farktir. 7 ile gos-
terilir. Ornegin Avrupa tipi alim opsiyonu icin kar fonksiyonu,
Sr—K—-C ,St>K

= [max(0,St —K)—C)] = (1.1)
—C St <K

ve Avrupa tipi satim opsiyonu i¢in kar fonksiyonu,

K—Sr—P .Sr<K
7 = [max(0,K —St) — P)] = (1.2)
—P St 2 K



1.3.3.7.Karda, Zararda, Basabas

Alim ve satim opsiyonu i¢in farkli olarak karsimiza ¢ikan kavramda alim opsi-
yonu i¢in eger opsiyon kullanim fiyati cari fiyattan kiiciikse kdrdadir, eger kullanim
fiyat1 cari fiyattan biiylikse zarardadir denir. Eger opsiyon kullanim fiyat1 cari fiyata
esitse basabas durumdadir denir. Benzer sekilde satim opsiyonunda, opsiyon kulla-
nim fiyati cari fiyattan biiyiikse kdrdadir, eger kullanim fiyat1 cari fiyattan kiigiikse
zarardadir ve yine opsiyon kullanim fiyati cari fiyata esitse basabas durumdadir denir

(Chambers, 2007).

1.3.4. Opsiyon Sozlesme Tiirleri

Opsiyon sozlesmeleri bircok esasa gore isimlendirilir. Bazi1 opsiyon sozlesmesi

tanimlar1 asagidaki gibidir.

e Alm (Call) Opsiyonu: Alim opsiyonu, opsiyonu alan kisiye opsiyon sozlesme-
sine konu edilen dayanak varligin sozlesmede belirtilen fiyattan istemesi kosu-

lunda alma hakki verir.

e Satim (Put) Opsiyonu: Satim opsiyonu, opsiyonu alan kisiye opsiyon sozles-
mesine konu edilen dayanak varli§in sdzlesmede belirtilen fiyattan istemesi ko-

sulunda satma hakki verir.

Tablo 1.2: Alma-Satma Opsiyonlarinin Yiikiimliiliikleri

Opsiyon Tiirleri
Alm Opsiyonu Satim Opsiyonu
Alci Alma Hakki Satma Hakki

Satic1 | Satma zorunlulugu var | Alma zorunlulugu var.

Tablo 1.2’de alim-satim opsiyonlarinin alan ve satan tarafa ne gibi yiikiimliiliik-

ler verdigi belirtilmistir.

e Avrupa (European) Tipi Opsiyon: Vadesinden once kullanilma hakki olmayan
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opsiyondur. Sozlesmede belirtilen tarihte kullanilabilir. Oncesinden kullanila-

maz.

e Amerikan (American) Tipi Opsiyon: Vadesinden Once istenilen bir zamanda

da kullanilabilen opsiyondur.

e Bermuda Tipi Opsiyon: Vadesinden gelmeden onceden sozlesmede belirtilen

tarihlerde alim-satim1 yapilabilen opsiyondur. Kullanim serbestligi vardir.

e Birlesik (Compound) Opsiyonlarr: Opsiyonlar iizerine yazilan opsiyon soz-
lesmeleridir. Bir Avrupa tipi opsiyonu satin almak icin bagka bir Avrupa tipi

opsiyonu kullanmak gibi...

e Secim (Chooser) Opsiyonlari: Opsiyona sahip olan kisi, 77 aninda kullanim
fiyat1 E| olan opsiyon ile 7> aninda kullanim fiyat1 £, olan opsiyonu alim ya da

satim opsiyonu olarak almasini saglar.

e Asya (Asian) Opsiyonlari: Bu opsiyon ¢esitlerinde opsiyonun vade sonunda
yapacagl ddeme, opsiyon sozlesmesine konu olan dayanak varligin ge¢misteki

degeri gbzoniine alinarak yapilan opsiyon sozlesmesidir.

e Geriye Doniik (Lookback) Opsiyonlar: Bu tiir opsiyonlarda 6deme opsiyon
sO0zlesmesine konu olan dayanak varligin vadedeki degeri ile belli zaman aralik-
larinda dayanak varligin maksimum ve minimum degerini gézoniinde bulundu-

rarak belirlendigi opsiyonlardir.

e Standart (Vanilla) Opsiyonlar: Cok karmagik olmayan tek dayanak varlik iize-

rinden yapilan opsiyonlardir. En yaygin opsiyon tipidir.

e Egzotik (Exotic) Opsiyonlar: Vanilla opsiyonlarina gére daha karmagsik olan
opsiyonlardir. Bir¢ok tiirli vardir. En ¢ok bilinen tiirleri Engelli (Barrier) opsi-

yonu, Asya opsiyonu ve Gokkusag: (Rainbow) opsiyonudur.
o Gokkusagr (Rainbow) Opsiyonlar: Birden fazla dayanak varligin alim-satim

isleminin konu edildigi opsiyon sdzlesmeleridir.

Bunlarin diginda da bircok opsiyon sozlesmesi tiirii vardir. Konu edilen dayanak

varliga gore isimlendirilen opsiyonlar1 bunlara drnek verebiliriz. Endeks opsiyonlari,



11

Futures opsiyonlari, Doviz opsiyonlar1 ve Faiz opsiyonlar1 6rnek verilebilir (Cham-

bers, 2007; Karan, 2013; Yildirak ve Caliskan, 2008).

1.3.5. Opsiyonlarin Kar-Zarar Durumlari

Temel olarak opsiyon stratejilerinin anlagilabilmesi i¢in alim-satim opsiyonlari-

nin kar-zarar durumunun incelenmesi faydalidir.

1.3.5.1.Alim Opsiyonu Satin Alma

Bir alim opsiyon sozlesmesi alan kisi sozlesme kapsaminda dayanak varlig1 satin
alma hakkini prim karsiliginda almistir. Eger varligin fiyati beklenen diizeye ¢ikmazsa
opsiyonu kullanmaktan vazgecerek varligin opsiyon primi kaybeder (Chambers, 2007;

Yildirak ve Caligkan, 2008).

Y 4 Kar
100 120 > X
C
D.Varhgin
degeri
-20 A B

Sekil 1.1: Alim Opsiyonu Satin Alma

Ornegin, bir opsiyon s6zlesmesine konu olan dayanak varhigin kullanim fiyatini
100 TL olsun. Bu opsiyon 20 TL'ye alinmig olsun. Dayanak varligin fiyat1 100 TL
olarak kalirsa islemden dogacak zarar baslangicta yatirilan 20 TL’lik opsiyon primidir.
Sekil 1.1°de goriildiigii gibi bu zamana kadar opsiyonu kullanmak alic1 i¢in dezavan-
tajlidir. Dayanak varligin fiyati 100 ile 120 arasinda olursa opsiyonun kullanilmasi
durumda zarar azalmaya baglar ancak toplamda opsiyon hala zararda olur. Fakat 120

TLy1 asmasi1 durumunda opsiyon kullanilirsa alan kisi kara gececektir. Ornegin 135
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TL’ye ¢ikmasi durumunda 6denen opsiyon primi nedeniyle 100 TL’ye alinan dayanak
varlik piyasada 135 TL’ye satilarak 15 TL kar elde edilebilir. Bu 6rnegin analiz eden
grafik Sekil 1.1°de verilmigtir.

Sonug itibariyle alim opsiyonu alan yatirimci sinirli zarar (prim kadar) ederken,

sinirsiz kar etmis olur.

1.3.5.2. Alim Opsiyonu Satma

Bir alim opsiyon sozlesmesi satan kisi sozlesme kapsaminda dayanak varlig: ali-
cinin talebi dogrultusunda prim karsiliginda belirlenen tarihte satma garantisi vermistir

(Chambers, 2007; Yildirak ve Caligkan, 2008).

Ornegin, aym opsiyon sozlesmesini satan taraf bakimindan degerlendirirsek 100
TL olan dayanak varlik i¢in alinan 20 TL’lik opsiyon primi opsiyon sdzlesmesi kul-
lanilmazsa kar olarak kalir. Dayanak varli§in fiyatindaki artisa bagli olarak fiyat 100
TL’yi gegmesi durumunda dayanak varligr 100 TL'den teslim etme yiikiimliiligi var-
dir. Bu da karin donem i¢indeki normal satistan elde edilecek kara gore diismeye basla-
mas1 denemektir. Fiyat 120 TLyi gectigi zaman dayanak varliktan o donemde piyasada
satmas1 durumunda elde edecegi kara gore daha az kar elde etmis olur. Yani bir nevi

kardan zarar etmistir. Bu 6rnegin analiz eden grafik Sekil 1.2°de verilmistir.

YA Kar
A B
20
120 X
100 C >
D.Varligin
degeri

Sekil 1.2: Alim Opsiyonu Satma
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Sonug itibariyle, alim opsiyonu satan yatirimci fiyatlar diistiikge sinirli kar (prim

kadar), fiyatlar yiikseldik¢e sinirsiz zarar elde edebilir.

1.3.5.3.Satim Opsiyonu Satin Alma

Bir satim opsiyon sodzlesmesi alan kisi sozlesme kapsaminda 6dedigi prim kar-
silifinda bu hakki kullanabilir. Dayanak varli§in fiyati, sozlesmedeki fiyatinin iistiine
cikarsa zarar edecegi icin opsiyonu kullanmayacaktir. Satim opsiyonlari, fiyatlarin diis-
mesi beklentisine sahip yatirimcilar i¢in 6nemli opsiyon sozlesmeleridir (Chambers,

2007; Yildirak ve Caligkan, 2008).

Ornegin 100 TL kullamim fiyat: ile satim opsiyonu hazirlanan dayanak varligin
primi 20 TL olsun. Dayanak varligin fiyat1 100 TL nin altinda oldugu miiddetce opsi-
yonu alan kisi kardadir. Fiyat 80 TL oldugunda basabas durumda iken 100 TL yi gec-
tiginde zarar artacagindan primden vazgecilerek opsiyon kullanilmaz ve zarari prim

kadar olur . Bu 6rnegin analiz eden grafik Sekil 1.3’de verilmistir.

Y A
A

50

Kar

C 100 . X

» D.Varligin
B degeri

Sekil 1.3: Satim Opsiyonu Alma

Sonug olarak satim opsiyonu alan kisi fiyatlar yiikseldik¢e sinirl zarar (prim ka-

dar), fiyatlar diistilkce sinirsiz kar elde edebilir.
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1.3.5.4.Satim Opsiyonu Satma

Satim opsiyonu satan kisi aldig1 prim karsiliginda dayanak varlig1 alma sozii verir.
Dayanak varligin fiyati yiikseldik¢e alan taraf opsiyonu kullanmayabilir. Bu durumda
satan kisiye sadece opsiyon primi kar kalir (Chambers, 2007; Yildirak ve Caligkan,
2008).

Ornegin 100 TL olan dayanak varlik i¢in opsiyon primi 20 TL olsun. Dayanak
varlik 80 TL oldugunda basabas durumdadir. Bu zamana kadar satan taraf kardan za-
rara gecer. 80 TL yi gectikten sonra fiyat yiikseldikce satan taraf kardadir. Fiyat 100 TL
oldugundan alan taraf vazgecmek isteyeceginden satanin kar1 20 TL olur . Bu 6rnegin

analiz eden grafik Sekil 1.4’de verilmistir.

y f Kar
B >
e 100 X
80 o
D.Varligin
-50 degeri
A

Sekil 1.4: Satim Opsiyonu Satma

Sonug olarak satim opsiyonu satan kisi fiyatlar yiikseldik¢e sinirli kar (prim ka-

dar), fiyatlar diistiik¢e sinirsiz zarar elde edebilir.

1.3.6. Opsiyon Stratejileri

Finansal piyasalarda yatirim yapan yatirimcilar risklerini azaltmak icin farkl stratejiler
uygulayarak avantajli konuma ge¢mek ve karlarini arttirmak isterler. Bu stratejilerden

bazilar1 agagida verilmistir.
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1.3.6.1.Spread Stratejileri

Spread stratejilerinde esas olarak bir opsiyon alirken bagka bir opsiyon satilir.

Boylece risk sinirlandirilirken, kar piyasa kosullarina gore arttirilabilir.

i.Boga (Bull) Stratejisi: Yatirimci tarafindan yaygin bir sekilde kullanilan bir
stratejidir. Kullanim fiyat1 bilenen bir dayanak varlifin alim opsiyonun satin alinip
ayn1 dayanak varligin iizerine yazilmis daha yiiksek kullanim fiyati olan bagka bir alim
opsiyonunun satilmasi seklinde yapilir. Bu stratejilerde her iki opsiyon sozlesmesinin
kullanim tarihi aynidir. Hisse senedinin fiyatinin yiikselecegini diisiinen yatirimcilar

tercih eder (Chambers, 2007).

Tablo 1.3: Boga Spreadi Kar-Zarar Durumu

H.Senedi Fiyat1 | Satin Alinan Alim Ops. | Satilan Alim Ops. | TOPLAM
X <S8t St —Xi X =St X —Xi
X <S8t <X> St —Xi 0 St —Xi
St <X 0 0 0

Tablo 1.3’te yatirimcinin kar-zarar durumunu incelenmistir. Asagida bu durumlar

grafiklerle verilmistir.

YA Kar

Biitiin stratejiden
elde edilen kar

Alim opsiyonunun satimindan
elde edilen kar

A4

w2

-

Sekil 1.5: Alim Opsiyonu I¢in Boga Spreadi

Satin alinan opsiyonun kullanim fiyati1 X; ve satilan opsiyonun kullanim fiyat1 X»
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olsun. Bu taktirde Sekil 1.5°de gosterildigi gibi yatirimcinin kar-zarar durumu goézlem-

lenebilir.

Benzer sekilde ayn1 durum satim opsiyonuna uygulanirsa grafik asagidaki verilen

Sekil 1.6°daki gibi olur.

Satim opsiyonunun satimindan
Y A K clde edilen kar
ar -
: d Biitiin stratejiden
;L, clde edilen kar
%%
(&;‘9’)
i
2.0,
N>
-
2
N
e
. ‘/,)
S

Sekil 1.6: Satim Opsiyonu I¢in Boga Spread:

ii. Ay1 (Bear) Stratejisi: Ay1 spreadi stratejisini uygulamak isteyen yatirimci da-
yanak varligin fiyatlarinda diisiis olacagin1 tahmin eder. Boga spreadinda oldugu gibi
dayanak varlik i¢in yazilmig belirli kullanim fiyatina sahip alim opsiyonu satin alip,
yine ayni hisse senedi iizerine yazilmis daha diisiik belirli kullanim fiyatina sahip alim

opsiyonu satilarak olusturulur (Chambers, 2007).

Satin alinan opsiyonun kullanim fiyati1 X; ve satilan opsiyonun kullanim fiyat1 X»
olsun. Bu taktirde yatirimcinin kar-zarar durumu Tablo 1.4 te belirtildigi gibi oldugu

gozlemlenirken, Sekil 1.7°de grafik seklinde verilir.

Tablo 1.4: Ay1 Spreadi Kér-Zarar Durumu

H.Senedi Fiyat1 | Satin Alinan Alim Ops. | Satilan Alim Ops. | TOPLAM

Xo < St Sr—Xo X1 —Sr —(X2—X))

X1 <S8t <Xy 0 X1 —Sr —(ST—Xl)

St <Xj 0 0 0
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YA
Kar
$
Alim opsiyonunun satimmdan K4
. . O
clde edilen kar N &
o
SN
N
OANg
SI
S
A3 X

Y

w2
5

Biitiin stratejiden
clde edilen kar

Sekil 1.7: Alim Opsiyonu I¢in Ay1 Spreadi

Benzer sekilde satim opsiyonuna uygulanirsa grafik asagidaki gibi elde edilir.

Y4 Kar

.................................................................

A\ A

w2
=

Biitiin stratejiden
elde edilen kar

....................................................

Sekil 1.8: Satim Opsiyonu I¢in Ay1 Spreadi

iii. Kelebek (Butterfly) Stratejisi: Bu stratejide ii¢ farkli opsiyon iizerinden is-
lem yapilir. X; < X, < X3 olmak iizere X; ve X3 kullanim fiyatina sahip alim opsiyonu
satin alinmasina karsilik X, kullanim fiyatina sahip alim opsiyonunun satilmas tizerine

kurulmusg bir stratejidir.

Kelebek stratejisi boga ve ay1 spreadi stratejilerinin birlesimi ile olugsmaktadir.
Kelebek stratejisini kullanmak isteyen yatirimcilar genelde konu olan hisse senedinin
fiyatlarinin belli bir aralikta olacagini tahmin eder (Chambers, 2007). Bu stratejinin

alim opsiyonlart i¢in olusan tahmini grafigi Sekil 1.9’daki gibidir.
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Kar

Alim opsiyonunun satimindan

elde edilen kar o
S
S
s SN
NN
S
N
Vi
.‘. o
X
»
Sr
Biitiin stratcjiden
elde edilen kar

Sekil 1.9: Alim Opsiyonu Icin Kelebek Spread:

Benzer sekilde stratejinin satim opsiyonlar1 i¢in olusan tahmini grafigi Sekil 1.10°daki

gibidir.

X

Biitiin stratejiden
elde edilen kar

a3

Sekil 1.10: Satim Opsiyonu Igin Kelebek Spread:

1.3.6.2.Straddle Stratejisi

Straddle stratejilerinde esas olarak islem tarihleri ve kullanim fiyatlar1 ayn1 olan
bir alim opsiyonu ve bir satim opsiyonunun satilmasiyla olusturulmak istenen yontem-
dir. Straddle stratejisini kullanmak isteyen yatirimci hisse senedi fiyatlarinda 6nemli

hareketlilik olacagini tahmin eder. Fakat sadece hareketin yonii belli degildir. Straddle
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stratejisinin tahmini kar grafigi Sekil 1.11°de verilmistir (Chambers, 2007).

Y

w2

-

Sekil 1.11: Straddle Stratejisi

1.3.6.3.Strangles Stratejisi

Kullanim fiyatlar1 farkli olan fakat vadeleri ayni olan bir alim opsiyonu ile bir sa-
tim opsiyonunun satin alinmasi ile olusturulur. Bu strateji de kér elde edilebilmesi i¢in
straddle stratejisine gore hizli hareket edilmelidir. Bu stratejiyi diisiinen yatirimei hizli
degisikliklerin olacagi esasini tahmin eder. Strangles stratejisinin tahmini kar grafigi

Sekil 1.12°de verilmistir (Chambers, 2007).

Sekil 1.12: Strangles Stratejisi
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1.3.6.4.Strap ve Strip Stratejisi

Strap, iki adet alim opsiyonu ile bir adet satim opsiyonunun farkl birlesimlerin-
den olusan stratejidir. Strip ise iki adet satim opsiyonu ile bir adet alim opsiyonunun
farkl birlesimlerinden olusur. Bu stratejilerde opsiyon sézlesmelerinin kullanim fiyat-

lar1 ve vadeleri aynidir (Chambers, 2007).
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2. BOLUM : OPSIYONLARIN FIYATLAMASI

Daha onceden de ifade ettigimiz gibi opsiyon sdzlesmesinde belirlenecek olan
opsiyon primi 6nem arz etmektedir. Bunun i¢in adil bir opsiyon fiyat1 iki tarafinda

haklarin1 koruyacaktir.

2.1. Opsiyon Fiyatim Etkileyen Faktorler

Bir opsiyon fiyatini etkileyen 6 6nemli faktor vardir. Bunlar dayanak varligin cari
fiyati, kullanim fiyati, opsiyonun vadesi(gecerlilik siiresi), dayanak varligin fiyatindaki
oynaklik (dalgalanma), risksiz faiz orani ve vade i¢cinde beklenen kar pay1 dagitimi

seklinde siralanabilir. Simdi bu faktorleri inceleyelim (Chambers, 2007).

2.1.1. Dayanak Varhgin Fiyati

Dayanak varligin fiyat1 opsiyon primini belirlerken etki eden en onemli etkenlerden-
dir. Dayanak varligin fiyati arttik¢a diger faktorlerin sabit kaldigimi diisiintirsek alim

opsiyonunda prim artar, satim opsiyonunda prim azalir (Chambers, 2007).

2.1.2. Opsiyon Kullanim Fiyati

Dayanak varli§in opsiyon sozlesmesine goree belirtilen kullanim fiyat: dayanak var-
ligin fiyatina gore ters etki eder. Yani diger faktorler sabitken kullanim fiyati artikca

alim opsiyonunda prim azalir, sattim opsiyonunda prim artar (Chambers, 2007).

2.1.3. Opsiyonun Vadesi

Opsiyonlarda siire uzadikca opsiyon yapisindan dolay1 fiyatin yiikselme ihtimali arta-

cagindan opsiyonun degeri artar (Chambers, 2007).
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2.1.4. Dayanak Varhgin Oynakh@

Opsiyon primini etkileyen en 6nemli faktorlerden biri fiyattaki dalgalanma diger ifade-
leri ile oynaklik, volalite, degiskenliktir. Diger faktorler sabit kaldiginda fiyat dalgalan-
masi ciddi sekilde etkili sonuglar dogurabilir. Bu nedenle dalgalanma arttik¢a biiyiik

ihtimalle opsiyon primi de artar (Chambers, 2007).

2.1.5. Risksiz Faiz Oram

Risksiz faiz orani opsiyon primini etkileyen faktorlerden biridir. Faiz oranlar yiiksel-
dik¢ce dayanak varligin fiyatinda da yiikselme egilimi olacaktir. Faiz oranlar yiiksel-
dik¢e alim opsiyonunda prim artarken satim opsiyonunda primler diiser (Chambers,

2007).

2.1.6. Kar Pay1 Dagitimi

Kar paylarinin dagitilmasi durumunda satin alinan hisse senedinin degeri diiseceginden

alim opsiyonlarinda prim diiserken satim opsiyonlarinda prim artar (Chambers, 2007).

Ayrica opsiyon primi hesaplanirken iki deger 6nemlidir. Bunlar Ger¢ek Deger ve

Zaman Degeridir.
Opsiyon Primi= Gercek Deger + Zaman Degeri
ve
Gercek Deger = Dayanak Varhigin Fiyati - Kullamim Fiyati

seklinde hesaplanir. Ayrica zaman degeri, opsiyonun siiresi, fiyat dalgalanmasi,
risksiz faiz oranina ve kar pay1 dagitimina gore degiseceginden ileri matematiksel yon-

temlerle hesaplanir (Chambers, 2007).

Fiyatlandirma konusunda kullanilacak kisaltmalar: tekrar belirtmekte fayda var-

dir. Bu kisaltmalar agagida Tablo 2.1°de verilmistir.
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Tablo 2.1: Opsiyon Fiyatlama ile Ilgili Sembol ve Kisaltmalar

K veya X | Kullanim Fiyat

S Dayanak varliin fiyati

St Dayanak varligin T aninda fiyati

Ur Dayanak varligin T aninda belirsizlik degeri
r Risksiz faiz oran

Degiskenlik, dalgalanma, volatilite, difiizyon terimi, oynakliligi, dagilma

N | Q

Vade, opsiyon sozlesmesinin bittidi tarih

=~

Simdiki zaman

At =T —t | Vadenin bitmesine kalan siire

C Amerikan tipi alim opsiyonunun satin alma degeri

P Amerikan tipi alim opsiyonunun satma degeri

c Avrupa tipi alim opsiyonunun satin alma degeri

p Avrupa tipi alim opsiyonunun satma degeri

o) | od)= et

N(d) Normal Dagilim Degeri, N(d) = - 14 6%2 dx

V; t aninda varligin degeri (Servet birikimi) V; = u(t,X;)

2.2. Binom Piyasa Modeli (Cox-Ross-Rubinstein Modeli)

Binom modeli 1979 yilinda Cox-Ross ve Rubinstein tarafindan sunulmusg ba-
sit opsiyon fiyatlama tekniklerinden biridir. Fakat modelde kullanilan kavramlar di-
ger ileri tekniklerde de temel yapiy1 olusturur (Chambers, 2007; Yildirak ve Caliskan,
2008; Hull, 2018).

Standart opsiyonlarda hizli ve pratik ¢6ziimler sunar. Model sirasinda olasilik te-
orisinin temelinde kullanilan aga¢ diyagrami teknigi ile modelin agsamalar: sekillendi-

rilir.

Diyagram artis olasilig1 i¢in ayri, azalma olasilig1 i¢in ayr1 koklendirilerek tiim

durumlar tablolanir (Chambers, 2007; Yildirak ve Caliskan, 2008; Hull, 2018).

Binom modeli, ayrik zamanli bir model oldugundan zaman araliklart periyodik
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olarak tanimlanir. t zaman indisi icin S; finansal dayanak varligin degeri olmak iizere
modelde iki deger vardir. Bunlar artma olasilig1 p olan varligin alacagi deger faktorii
u ve azalma olasilig1 1-p olan varligin alacagi deger faktorii d dir.(u > 1 ve d < 1)
Bunlara kars1 elde edilen getiriler ise f;, ve f, ile gosterilir. Tek adimli binom modelinin

agac¢ diyagrami Sekil 2.1°deki gibidir.

b Su

Sekil 2.1: Tek Adimli Binom Modeli

Binom modelindeki u ve d faktorleri, dayanak varligin dalgalanma terimi ve va-

desine bagli olarak hesaplanir.
u=exp(cVAt) = VA d = exp(—0V/Ar) = e VA Yo ud=1 (2.1)

dir. Bu durum go6zoniinde tutulursa dayanak varligin r risksiz faiz oram altinda bekle-

nen degeri,

Sie™ = p(uS; + (1 — p)dS;) (2.2)

Esitlikteki p olasilik degeri yalmiz birakilirsa modele gore,

(2.3)

elde edilir (Sucu ve Kul 2015; Yildirak ve Caliskan, 2008; Hull, 2018).

Benzer sekilde 3 adiml bir binom modelinin diyagrami Sekil 2.2°deki gibidir.
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Su’ Su’

Sd*

Sd*

Sekil 2.2: U¢ Adimli Binom Modeli

Burada her (i + 1). diigiimde S,u/d*~/ icin varligin beklenen degerine kazang et-
kisi,

fii=e "™ (pfirr 1+ (1= p)fir1)) (2.4)

Ornegin iki adimli bir binom modelinde birikim miktarmnin katsayist,

f=e " (p*fuu+2p(1 = p) fua + (1= p)*faa)

dir.

Asagida Avrupa tipi satim opsiyonu i¢in Binom Metodunun Matlab kodlamasi

verilmistir (Higham, 2004).

% Avrupa Tipi Satim Opsiyonu igin Binom Metodu.
llohtolihhhhl Parametre ve Faktorler hihllelolstelslslololsts
S=3; E=2,;T=1;, r=0.05; sigma = 0.3; M = 256;

dt = T/M; A = 0.5%(exp(-r*dt)+exp((r+sigma~2)*dt));

u=A+ sqrt(A~2-1); d = 1/u;

p = (exp(r*dt)-d)/(u-d);

Toloto oo oo ToTo T To T To To T ToTo o o 1o 1o 1o 1o o o o oo o o o o o o o o o Jo o To T o o o o o oo oo
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W = zeros(M+1,1);
W(1) = S;
%» T aninda dayanak varligin degeri
for i = 1:M
for n = i:-1:1
W(n+1) = uxW(n);
end
W(1) = d*W(1);
end
%0psiyonun zaman degeri;
for n = 1:M+1
W(n) = max(E-W(n),0);
end
/» Opsiyon degerinin baglangi¢ anindan itibaren
% hesaplama adimlari
for i = M:-1:1
for n = 1:1
W(n) = exp(-rxdt)*(p*W(n+l) + (1-p)*W(n));
end
end
disp(’Opsiyonun degeri’), disp(W(1))
oo ToToto o ToTo o o JoToTo o ToTo o o o ToFo o o o To o o o Yo Ta o o o To T o o o ToFo o o Jo T o o o Jo T o o o

Ornek: 200 TL degerindeki Avrupa satim opsiyonunu 1 yil vadeli 6 aylik peri-
yotla risksiz faiz oram1 %10 ve %30 fiyat dalgalanmas1 degerleri altinda hesaplayalim.

c=030 r=0.10, Ar=0.5veS =200 diir.

u=e03V05 = 12363 d=e03V05 = 0.8089 olur.

0.05
_ 20508089 _ 1.0513—0.8089
Buradan p = 175353703089 = 12363—0:3089 — 0-2672 bulunur.

Beklenen deger=200((0.5672)%(1.2363)% 4-2(0.5672)(0.4328) +(0.4328)2(0.8089)?)

=200(1.105255) =221.051 TL dir.
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2.3. Black-Scholes Modeli

1973 yilinda Fischer Black ve Myron Scholes tarafindan yayimnlanan "The Pri-
cing of Options and Corporate Liabilities" isimli makale finans diinyas1 icin ozellikle
opsiyon fiyatlama konusunda 6nemli bir doniim noktast olmustur. Opsiyon fiyatlama
ile ilgilenen bilim insanlar ileri matematik bilmeseler bile denklemin kullanimi saye-
sinde kolaylikla fiyatlandirma yapmalarim saglamistir (Black ve Scholes, 1973; Mer-
ton, 1973).

Black-Scholes denkleminde temel dayanak noktasi baglangic olarak ele alinan
hisse sentlerini ve benzeri argiimanlarin fiyat hareketliligini rassal yiiriiyiise sahip olup
dagilim olarak Lognormal dagilimina uymasidir. Finansal araglarin bir ¢ogu da bu ne-
denlerden dolay1 Geometrik Brown Hareketine uymaktadir (Chambers, 2007; Yildirak
ve Caligskan, 2008).

Black-Scholes stokastik diferansiyel denklemlerin ¢éziimlenmesi sonucu elde edi-

len ve uzmanlarin kullanmas: i¢in sunulan esitlikler;

() +(r+ )T
d; = ST (2.5)

() +(r-)T -
dr = e —d;—oVT (2.6)

olmak tizere

c=SN(d))—Xe ""N(dy) 2.7
D :XeirlN(—cb) —SN(—dl) (2.8)
seklindedir (Chambers, 2007).

Bu esitliklerin elde edilmesi icin,

Vi =a:X; + b = u(t,X;) t€[0,T]
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denkleminin X; bir Ito siireci olarak degerlendirilip
t t
0 0

stokastik diferansiyel denkleminde Ito lemmalar1 uygulanarak stokastik diferansiyel

denklemde yerine yazilmistir.

Buradan
t t
Vi Vo= [ [(e=raX+]ds+ [ (0aX,)aB,
esitligine ulasilir. Dolayisiyla ;
(c—r)aX; +ru(t,X;) = (¢ — r)up(t, X)Xy + ru(t,X;)

1
(c—=r)aX; +ru(t,X;) = uy (t,X;) + cXuo (1, X;) + Echtzugz(t,Xt)

X; geometrik Brown siireci oldugundan daima pozitiftir. X; = x yazarsak;

1
ru(t,x) = EGszuzz(t,x) +uy (t,x) + rxup(t,x) x>0, rel0,T] (2.9)

kismi diferansiyel denklemine ulagilir. t aninda satilan stokun saglayacagi risksiz kar

ortalamadan diisiiliirse Black-Scholes diferansiyel denklemi,

ru(t,x) = %szzuzz(t,x) +uy (t,x)+ (r—p)xup(t,x) (2.10)

halini alir.

Ornek:Vadesinin dolmasina 1 yil kalan bir Avrupa satim opsiyonunun simdiki
endeks degeri 120 TL olsun. Kullanim degeri 100 TL olan bu opsiyonu risksiz faiz
haddi %1 ve endeks degiskenligi (dalgalanmasi) %30’ oldugu kabul edilirse opsiyon
primi ka¢ TL dir?

Cozium: Verilen bilgileri yazarsak;

So=120 K=100 r=%1 o0=%30 T=1
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dir. dy ve d, degerlerini hesaplarsak;

In(133) + (0.01+(0.30)%/2)(1)

— 0.44727
0.30/1

dy =

d> = 0.44727 — 0.30v/1 = 0.14727
N(d;) =0.67266  N(d») = 0.55854

Opsiyon degeri;
C = 120(0.67266) — 100(0.55854)¢(~00D (1) = 25 4209

bulunur.

2.3.1. Opsiyonda Alt-Ust Siir

Higbir zaman opsiyonun degeri, dayanak varligin degerinden biiyiik olamaz. Bu ne-

denle iist sinir her zaman en fazla dayanak varligin degerine esittir.

Opsiyon degerinin alt sinir1 ise
c>S—Xe T

esitsizligi ile belirlenir. Ayrica alim-satim paritesi olarak bilinen denge esitligi ise asa-

gidaki gibidir (Chambers, 2007; Yildirak ve Caliskan, 2008).

c+Xe T =p+S (2.11)

2.3.2. Degiskenligin Olciimii

Dayanak varlifin fsiiiyatindaki degiskenligi 6l¢mek icin iki farkli yontem kullanilir.

i. Tarihsel Degiskenlik: Yatirimcilarin degiskenligi hesaplamada kullandig1 yon-

temler arasindadir. Dayanak varligin 6nceki zaman periyotlarindaki aldigi degerlerin
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gozlemlenmesiyle elde edilir. Bu veriler i¢in,

\Y
x; :ln< ) i=1,23,--.n
Si—1
degerleri hesaplanir. Elde edilen S; ve x; (i = 1,2,3,---,n) veri grubunun ortalamas,
varyans! ve standart sapmasi hesaplanarak yorum yapilir (Chambers, 2007; Yildirak

ve Caligkan, 2008).

ii. Ongoriilen Degiskenlik: Opsiyon fiyatlamasi i¢in model olusturmaya yar-
dimci olan 6nemli unsurlardan biridir. Ongoriilen piyasa fiyatin1 gozoniinde bulundura-
rak yatirimcinin karar vermesine olanak saglar. Ongoériilen degiskenlik, gercek piyasa
degerine yakin bir bedeli tahmin ederek opsiyonun fiyatinin degisip degismemesine
karar vermede kolaylik saglar (Chambers, 2007; Karan, 2013; Yildirak ve Caliskan,
2008).

2.4. Opsiyon Duyarhhklan

Opsiyon primine etki eden faktorlerin prim iizerindeki etkisinin hangi diizeyde
oldugunu dl¢gmeye yarayan degiskenlere duyarlilik denilmektedir. Sembolize ederken
Yunan alfabesindeki harfler kullanildigindan Grekler denilen bu duyarliliklar incele-

yelim.

2.4.1. Delta (A)

Opsiyon sozlesmesine konu olan dayanak varligin fiyatinin 1 birimlik degigmesinin

opsiyon fiyatinda ne kadarlik bir degismeye neden oldugunu inceler.

Delta=A= % (2.12)

esitligi ile gosterilir.

Alim opsiyonlar i¢in delta duyarlilig1 O ie 1 arasindadir. Basabag durumda iken
delta degeri 0.5 tir. Opsiyon asir1 karda ise delta degeri 1’e ¢cok yakindir. Bu da opsiyon

fiyat1 ile dayanak varlifin fiyati arasinda ¢ok baglanti1 oldugunu gosterir. Tersine asiri
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zarardadir ise de 0’a ¢ok yakindir. Bu durumda da opsiyon fiyati ile dayanak varligin
fiyat1 arasinda baglant1 zayiftir (Chambers, 2007; Karan, 2013, Yildirak ve Caliskan,
2008).

2.4.2. Gamma (I')

Opsiyon fiyatinin, opsiyon sozlesmesine konu olan dayanak varligin fiyatina gore ikinci
tiirevidir. Yani dayanak varligin fiyatindaki kiiciik degisikliklerin opsiyon duyarlilikla-
rindan olan deltadaki degisimi inceler. Matematiksel olarak opsiyon prim fiyatinin gra-
figinin degisim yoniinii belirtir (Chambers, 2007; Karan, 2013; Yildirak ve Caliskan,
2008).

82
G i a_sg (2.13)

2.4.3. Theta (©)

Opsiyon fiyatinin opsiyon vadesine(T) gore duyarlili§ini 6lcer. Yani opsiyon fiyat1 va-
deye ne kadar bagl oldugunu analiz eder. Vade yaklastikca ® deger kazanir (Cham-
bers, 2007; Karan,2013; Yildirak ve Caligkan, 2008) .

dc
Theta=0 = 5T (2.14)

2.4.4. Vega

Opsiyon fiyatinin opsiyona konu olan dayanak varligin fiyatindaki degiskenlige gore
duyarhlig1 verir. Opsiyonun vadesi arttikca degiskenlik artacagindan vadesi uzun olan
opsiyonlarda vega degeri yiikselir (Chambers, 2007; Karan, 2013; Yildirak ve Calis-
kan, 2008).

Vega = — 2.15
ega p ( )



2.4.5. Rho (p)
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Opsiyon fiyatinin opsiyona konu olan dayanak varligin fiyatina uygulanan risksiz faiz

oranina kars1 duyarliligini 6lger (Chambers, 2007; Karan, 2013; Yildirak ve Caliskan,

2008).

Black-Scholes Denklemi I¢in Duyarhhklar:

dc
Delta=A= 35 = N(d,)
d’c _ ¢(d)
Gamma =1 = 952 = Sov/AT
Rho=p = Il XATe "™TN(d)
ar
dc S‘P(dl) —rAT
T — = — = — X
heta = ® 9T~ 2JAT rXe "' N(dp)

Vega = S¢/(d))VAT

formiilleri ile hesaplanir (Yildirak ve Caliskan, 2008).

2.5. Monte Carlo Modeli

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Bir problemin ¢oziimii asamasinda sonuglarin tutarli olup olmadigini test etmek

icin kullanilan metotlar arasindan birisi Simiilasyon(Benzetim)dir.

2.5.1. Simiilasyon

Simiilasyon diger adiyla benzetim reel diinyadaki bir problemin modellenip de-

nenmesi i¢in yapilan uygulamalardir. Fiziksel olarak yapilan simiilasyonlar ¢ok mali-

yetli ve kaynak gerektirdiginden gelisen teknoloji ile bilgisayar ortamina taginmistir.
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Ozellikle sonucu kestirilemeyen problemlerde simiilasyon énemli bir ¢oziim saglar.

Modelleme sirasinda problemin degiskenleri tespit edilip bunlar modele dahil edi-
lir. Fakat reel diinyada beklenmedik bir¢ok etken modele dahil olabilir. Bu nedenle sto-
kastik modellerdeki Ak Giiriiltii terimini iceren SDE’lerin bulundugu modeller 6nem-
lidir. Bu asama stokastik bir siire¢ gibi davranan Monte Carlo Simiilasyonu, onceki
verilere bagli kalmadan arastirilan konunun verilerine uygun olasilik dagilimina ait

defalarca rassal say1 iireterek olusturulan rassal de8iskenler tizerinden hareket eder.

Stokastik modelleme ve simiilasyonun en 6nemli argiimanlarindan biri rassal say1
tretmedir. Kesikli ve siirekli modeller icin bircok rassal sayi iiretme yontemi vardir.
Modellerdeki veriler ve deneme sayisi arttikca daha iyi sonu¢ vereceginden gelismis
yazilimlar kullanilarak rassal sayi iiretilmektedir. Bu yazilimlardan biri de MATLAB

programudir.

Basit komutlar yardimiyla istenilen dagilima sahip istenilen sayida rassal say1
iiretilmektedir. Orneklemin artmas1 hem Merkezi Limit Teoremine gore gercege yakin
normal dagilima sahip sonug¢ verirken ayni zamanda hata miktarini diisiirecektir. Bu
nedenle Matlab programinda kullanilan bazi rassal say1 iiretme komutlar1 Tablo 2.2’de

verilmistir.

Tablo 2.2: Rassal Say1 Uretme igin Bazi Matlab Komutlari

Matlab Kodu | Aciklama
rand(m,n) m satir n siitundan olusan matrisin her elemanina [0,1] araliginda say1 atar.
rand(n) rand(n,n) dir. Yani n boyutlu kare matris icin rassal say1 atar.
rand diizgiin dagilima sahip rassal say1 atar.
randn Normal dagilima sahip rassal say1 atar.
gamrnd Gamma dagilima sahip rassal say1 atar. Gamma say1s1
binornd Binom dagilima sahip rassal say1 atar. Binom sayis1
betarnd Beta dagilima sahip rassal say1 atar. Beta sayisi
cdf Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu
pdf Olasilik Dagilim Fonksiyonu
norminv Normal dagilimi verilen degerin tersi tablo degerini verir.
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Simdi Monte Carlo metodunun ¢alisma seklini inceleyelim.

2.5.2. Monte Carlo Simiilasyonu

Oncelikli olarak problemin incelenip verilere uygun dagilim secilir. Finansal da-
yanak varliklarin fiyatlar1 Geometrik Brown Hareketine uygun olarak fiyat yoriingesi
takip ettiginden Normal dagilima veya Log-Normal dagilima uyar. Uretilecek rassal

sayilarda bu dagilima sahip olmas1 simiilasyon ag¢isindan énemlidir.

S; dayanak varliginin degeri olmak iizere geometrik Brown hareketi ile fiyat yo-

riingesi hareket edeceginden elde edilen SDE
dS; = uS,dt 4+ oS, dw; (2.22)

formatinda olacaktir. Bu denklemde 1S, dt terimi deterministik bilinen beklenen degeri
verirken 0S;dW; terimi stokastik analizin inceledigi bilinmeyen faktorlerden gelecek

belirsizlik terimidir. Buradan dayanak varlik i¢in

d
% = udt + cdw, (2.23)
t

dS—SII = R; degisim oranindaki getiri de8erleri i¢cin Euler-Marumaya metodu uygu-

lanirsa olusturulacak iterasyon denklemi
R, = uAt + ov/A1Z, (2.24)

elde edilir. Denklemdeki Z; normal dagilima sahip rassal iiretilen sayilarla olusturulur.

Iterasyon sonucu olusan SDE’nin ¢ziim denkleminde uygulanmasi ile asagidaki
denklem elde edilir.

0.2
Si(T) = Spel™= T )T +oVTZ (2.25)

Bu denklemden elde edilen dayanak varlik fiyati her rassal say1 i¢in alim opsiyon fiya-
tina uygulanirsa

Ci=eT(S{(T)—K)" (2.26)
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veri seti elde edilmis olur. Bu veri setindeki C; (i = 1,2, - -, n) degerlerinin ortalamasi

n

ya

i=1

C, =

S| =

ve Orneklem standart sapmast

|- —

dir. 1 — o giiven arali81 icin alim opsiyonun degerleri [C_'n —2g \’/'—’%,C_n—l— 2g \s/—"ﬁ belir-

lenir.

N degeri biiyiidiikce Monte Carlo metodunun hata pay1 artmaktadir. Bu hatanin
kiigiiltiilmesi i¢in diizgiin dagilimi iireten seriler kullanilir. Ayrica varyans kiigiiltme

teknikleri de kullamlabilir. Ornegin Antitetik Varyans Metodu bunlardan biridir.

Bu metotta iiretilen her sayr normal dagilima uygun iiretilir. Bu nedenle rassal
say1 ile negatif degerinin olasiliklar1 toplami 1 olacaktir. Bu durumda Z; sayis1 i¢in alim
opsiyonu degerini ile —Z; sayisi i¢in alim opsiyonu degerinin aritmetik ortalamasi ile

elde edilen serinin varyansi daha kiiciik olacaktir.

var(C(Z;) +C(—Z;)) < var(C(Z;)) +var(C(—Z)) (2.27)

Avrupa tipi alim ve satim opsiyonlar icin Monte Carlo metodunun Matlab kodlar:

asagida verilmistir (Higham, 2004).

% Avrupa Tipi Satim Opsiyonu igin Monte Carlo
randn(’state’,100)
Dotolototohoto oo tohoto oo totote Parametre ve Faktorler %hkhhthitslotshtststots
S = 100; K = 100; sigma = 0.3; r = 0.1; T =1 ;
Dt = 1le-3; N = T/Dt; M = le4;
Toloto oo Toto o ToTo o ToTo o ToTo o o To o o To T o To Fo o o ToTo o Jo T o To Fo o o To o o ToJo o JoJo o o To o o To T o Jo T o Jo To o o To o
A=zeros(10,4);
for j=1:10
V = zeros(M,1);



36

for i = 1:M
Sfinal = S*exp((r-0.5*sigma~2)*T+sigma*sqrt(T)*randn) ;
V(i) = exp(-r*T)*max(-K+Sfinal,0);
end
aM = mean(V); bM = std(V);
conf = [aM - 1.96%bM/sqrt(M), aM + 1.96%bM/sqrt(M)];
A(j,1)=aM; A(j,3)=aM - 1.96*bM/sqrt(M);
A(j,4)=aM + 1.96*%bM/sqrt(M); A(j,2)=bM; T=T+1/12;
end
Tololoto o Toto o ToTo o ToTo o ToTo o o ToTo o To T o To To o o ToTo o Jo T o To Fo o o ToFo o ToTo o ToTo o o To o o ToTo o To T o o To o o To o
% Avrupa Tipi Satim Opsiyonu igin Monte Carlo
randn(’state’,100)
bbb bl htoh% Parametre ve Faktorler %hhhhhhhhhhlshhh
S = 100; K = 100; sigma = 0.3; r = 0.1; T =1 ;
Dt = 1e-3; N = T/Dt; M = 1le4;
oo 1o 1o 1o oo To o To o ToTo o o ToTo o o o To o o o o To o o o o To Jo o o To o o o o To o o o To T 1o o o To o 1o o o To o o o T T 1o o o
A=zeros(10,4);
for j=1:10
V = zeros(M,1);
for i = 1:M
Sfinal = S*exp((r-0.5*sigma~2)*T+sigma*sqrt(T)*randn);
V(i) = exp(-r*T)*max(K-Sfinal,O0);
end
aM = mean(V); bM = std(V);
conf = [aM - 1.96*%bM/sqrt(M), aM + 1.96*bM/sqrt(M)];
A(j,1)=aM; A(j,3)=aM - 1.96%bM/sqrt(M);
A(j,4)=aM + 1.96%bM/sqrt(M); A(j,2)=bM; T=T+1/12;
end

oo ToToto o ToToTo o Jo ToTo o ToTo o o o To o o o Jo To T o o Jo Ta o o o To T o o o To o o o Jo T 1o o o To T o o o To o o o o T o o o



37
2.6. Opsiyon Fiyatlama Uzerine Yapilan Cahsmalar

Finansal tiirev araglarinin diinya piyasalarindaki islem hacminin artmasi yatirim-
cilar kadar akademik aragtirma yapan g¢evrelerin de dikkatini ¢cekmigtir. Bu nedenle

uluslararast akademik yayinlar arasinda yapilmis bir¢cok ¢alisma vardir.

Risk ve belirsizlikler iizerine yapilan stokastik kalkiiliis ve SDE caligmalarinin
Fischer Black ve Myron Scholes’un 1973 yilinda yayinladiklar1 makale olan "The Pri-
cing of Options and Corporate Liabilities" ile opsiyon fiyatlandirmasina uygulamasi

bir kilometre tag1 olmustur.

Semih Yon’iin 2015 yazdig1 doktara tezinde yapti1 asagidaki Tablo 2.3’de yapi-

lan baz1 akademik ¢alismalarin katkilarini gostermektedir.

Tablo 2.3: Yayinlanan Makalelerin Yaptig1 Katkilar

Yayimnlanan Makale ve tarihi

Getirilen yenilik konusu

Black ve Scholes (1973)

Black-Scholes formiilii

Merton (1973), (1976)

Ani fiyat hareketleri-Poisson siireci

Cox ve dig. (1979)

Binom modeli ile opsiyon fiyatlamasi

Boyle (1986)

Trinomial agaglar ile opsiyon fiyatlamasi

Hull ve White (1987)

Stokastik volatilite modelleri (SV)

Heston (1993)

SV’ye genel ¢oziim

Longstaft (1995)

Hesaplanan (Implied) volatilite

Broadie ve Glasserman (1996)

Monte Carlo ve Onem Orneklemesi

Broadie ve Glasserman (1997)

Varyans diistirme teknikleri

Boyle ve dig. (1997)

Monte Carlo ile varlik fiyatlamasi

Ait-Sahalia ve Kimmel (2006)

SV kapsamli ¢6ziim

Boyle ve Draviam (2007) Stokastik rejim degistirme
Junichi, (2014) Cok boyutlu Lévy siirecleri MC uygulanmasi
Xiaoyu ve Jian (2015) Belirsiz fiyat modeli i¢in opsiyon fiyatlamasi

Kaynak: Yon S.(2015), Yayimlanmamis Doktora Tezi, ITU Fen Bilimleri Enstitiisii
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Ulusal Tez Merkezine kayithi Black-Scholes denklemi {izerine yapilan 14 tez var-
ken Monte Carlo Simiilasyon metodu ile ilgili 282 tez vardir. Monte Carlo metodu ile
yapilan ¢alismalarin biiyiik kism1 Miihendislik ile ilgili ¢alismalardir. Sadece 6 tanesi

Isletme anabilim dali ile ilgilidir.

1995 yil1 ve sonrasinda tiirev iriinler ile ilgili fiyatlama konusunda yapilan yayin
sayi1s1 hizla artmistir. 1995 yilina kadar 16.000 civarinda yayin varken 1995 sonrasinda

200.000 civarindadir (Y6n, 2015).

3. BOLUM : OPSIYON FiYATLAMA MODELLERINE YONELIK BIR UYGU-
LAMA

3.1. Calismanin Amaci

Bu calismanin amaci, stokastik kalkiiliis ve olasilik teorisini kullanarak opsiyon
fiyatlama metotlarini inceleyip Monte Carlo metotu ve Black-Scholes fiyatlama mode-
lini kargilagtirmak, algoritmalarini incelemek ve opsiyon primleri arasindaki farklilik-

lar1 ortaya koymaktir.

3.2. Calismamn Smrlari

Bu calismada Black-Scholes ve Monte Carlo metotlar1 ele alinmigtir. Buna gore

opsiyon fiyatlandirma modellerinden Binom modeli ele alinmamustir.

Gergek hayatta piyasada olusmus 6zellikle opsiyon duyarliligini 6l¢en araglar ve
baz alinan oynaklik ve faiz gibi kavramlara ulasmanin zor olmasi nedeniyle modelde

kullanilan veriler rassal olarak belirlenmistir.

3.3. Bulgular

Uygulama agsamasinda hesaplamalar Matlab 2015a ve MS-Excel 2016 paket prog-

ramlar1 kullanilarak yapilmistir.

Onceklikli olarak kullanim fiyati, risksiz faiz oran1, vade ve dalgalanma (oynak-
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lik) degerleri sabit tutularak dayanak varligin artisina bagli olarak Black-Scholes me-
todu ile alim-satim opsiyon primleri ile duyarliliklar hesaplanmis ve Tablo 3.1°de bu

degerler verilmistir.

Tablo 3.1: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Opsiyon Prim

ve Duyarliliklarinin Black-Sholes Denklemi ile hesaplanan Degerleri

S K r T c C P DELTA | GAMMA | THETA VEGA RHO
60 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 0,8599 31,3436 | 0,1113 0,0105 -2,2892 11,3807 | 35,8207
70 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 2,5818 | 23,0656 | 0,2402 0,0148 -4,6802 | 21,7722 | 14,2338
80 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 5,7588 16,2425 | 0,3972 0,0161 -7,2297 30,8508 | 26,0210
90 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 10,5199 | 11,0036 | 0,5526 0,0146 -9,2600 | 35,5927 | 39,2105
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 16,7341 7,2179 0,6856 0,0118 -10,5067 | 35,4962 | 51,8229
110 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 24,1298 | 4,6135 0,7884 0,0088 -11,0359 | 31,8397 | 62,5990
120 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 32,4061 2,8899 0,8624 0,0061 -11,0678 | 26,3992 | 71,0794
130 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 41,2988 1,7825 0,9127 0,0041 -10,8301 | 20,6285 | 77,3586
140 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 50,6033 1,0870 0,9457 0,0026 -10,4912 | 15,4073 | 81,8007
150 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 60,1738 | 0,6575 0,9667 0,0016 -10,1510 | 11,1150 | 84,8370

Dayanak varligin degeri arttikca alim opsiyon primi, delta, rho artarken satim

opsiyon primi ve theta degerleri azalir. Vega ve gamma degeri ise dayanak varligin

fiyat1 ve kullamim fiyatinin esit olma durumundaki maksimum degere ulagmustir.

Dayanak Varligin Fiyati ile Satim Opsiyon
Primi Arasindaki iligki

Dayanak Varligin Fiyatiile Alim Opsiyon Primi
Arasindaki iligki

70,0000
60,0000

50,0000

35,0000

30,0000

25,0000

’//:Vl 20,0000 \“v,‘
4 l@/ w\
e Vg 15,0000 d*%\
30,0000 7 \e
= | # 10,0000 N

',/” " N
10,0000 /@‘j«’f‘ 0000 J\\ﬁ:\x.@» 2
0,0000 — 0,0000 ——e
0 0 4 e s 100 120 140 160 0o 20 40 6 8 100 120 140 160
Sekil 3.1: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Black-Sholes

Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin Iligkileri

Sekil 3.1 olarak verilen grafiklerde dayanak varligin fiyatindaki degisimin alim ve
satim opsiyonunun primi izerindeki degisimi gosterilmektedir. Dayanak varligin fiyati

arttikca alim opsiyon primim artarken satim opsiyon primi azalir.

Sekil 3.2 olarak verilen agagidaki grafikte iki onemli duyarlilik olan Delta(A) ile
Gamma (I')’min dayanak varligin fiyatindaki artisa gore degisimleri gdzlenmistir. Da-
yanak varliin fiyati arttikca Delta(A) degeri artar. Dayanak varligin fiyati, kullanim

fiyatina esit oldugu zaman Gamma (I') maksimum degere ulagir.
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Dayanak Varligin Fiyatiile Delta Arasindaki iliski Dayanak Varligin Fiyatiile Gamma Arasindaki
1,2000 ligki

0,0180

1,0000 0,0160

0,8000 0,0140

0,0120
0,6000 0,0100

0,0080

0,4000
/ 0,0060
0,0040
0,2000 / 0,0040
0,0020
0,0000 0,0000
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Sekil 3.2: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.3 olarak verilen agsagidaki grafikte iki 6nemli duyarlilik olan Theta(®) ile
Vega’nin dayanak varligin fiyatindaki artisa gore degisimleri gdzlenmistir. Dayanak
varligin fiyati arttikca Theta(®) degeri azalirken dayanak varligin fiyatinin kullanim
fiyatina gore farkh sekilde biiyiik olmasi durumunda deger Theta(®) tekrar artmaya
baglamistir. Dayanak varligin fiyati, kullanim fiyatina esit oldugu zaman Vega maksi-

mum degere ulasir.

Dayanak Varligin Fiyati ile Vega Arasindaki

iligki
Dayanak Varligin Fiyatiile Theta Arasindaki iligki
40,0000
0,0000
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-12,0000

Sekil 3.3: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.4 olarak verilen agagidaki grafikte onemli duyarliliklardan biri olan Rho(p)’nun
dayanak varligin fiyatindaki artisa gore degisimleri gozlenmistir. Dayanak varligin fi-

yat1 arttikca Rho(p) degeri artti§1 goriilmiistiir.
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Dayanak Varligin Fiyatiile Rho Arasindaki iliski
90,0000
80,0000 R
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Sekil 3.4: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Yine ayn1 degerler i¢cin Monte Carlo metodu ile alim-satim opsiyon primleri i¢in
995 giiven aralifinda alt ve iist sinir de8erleri veri grubunun ortalamasi ve varyansi
hesaplanmugtir. Rassal say1 degerlerini baz alarak bulunan bu degerler Tablo 3.2’deki

tabloda verilmistir.

Tablo 3.2: K=100; r=%10; T= 1 y1l; 6 = %30 Alindiginda S Artarken Opsiyon Primle-
rinin %95 Giiven Araliginda Monte Carlo Metodu ile Hesaplanan Degerleri

Opsiyona Etki Eden Faktor Degerleri ALIM OPSIYONU ICIN SATIM OPSIYONU ICIN
S K r T - MC ORT. MC MC ALT | MCUST | MC ORT. MC MC ALT | MC UST
STAN.SAP | SINIR SINIR STAN.SAP | SINIR SINIR

60 | 100 | 0.0 | 1,00 | 030 0,3100 7.4366 0,7231 0,8970 31,4385 16,1935 311211 31,7550
70 | 100 | 0,10 | 1,00 | 030 32,5082 8,5995 24296 27667 23,0847 16,2787 22,7656 23,4037
80 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 5,0338 13,6818 5,6656 6,2020 16,1178 15,3081 15,8178 16,4179
90 | 100 | 0.0 | 1,00 | 030 10,8123 19,1396 10,4371 11,1874 10,0063 13,3621 10,6444 11,1682
100 | 100 | 0,0 | 1,00 | 030 16,7049 24,1002 16,2325 17.1772 70772 11,1984 6,9577 7.3967
110 | 100 | 0,10 | 1,00 | 030 23,8000 28 4479 23,2433 24,3584 74,6995 91785 45196 4.8794
120 | 100 | 0,10 | 1,00 | 030 32,5482 33,4623 31,3923 33,2040 2.9454 7,3993 2,8003 3,0004
130 | 100 | 0,10 | 1,00 | 030 40,7137 36,9770 39,9889 41,4384 17514 56216 1.6413 1.8616
140 | 100 | 0.10 | 1,00 | 030 49,8772 41,2553 49,0636 50,6858 11195 71,4468 1,0324 1,2067
150 | 100 | 0,10 | 1,00 | 030 60,7579 45,5526 59,8651 61,6507 0,7160 34955 0,6475 0,7845

Monte Carlo metodu ile hesaplanan degerlerin ortalamasi her iki opsiyon iginde
Black-Scholes denklemleri ile hesaplanan degere cok yakindir. Rassal say1 degerleri

arttikca bu degerlerin daha yakin sonug verdigi gozlemlenir.

Tablo 3.3: S=100; r=%10; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda K Artarken Opsiyon Prim

ve Duyarliliklarinin Black-Sholes Denklemi ile hesaplanan Degerleri

S K r T c C P DELTA | GAMMA | THETA VEGA RHO
100 | 60 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 45,8785 0,1688 0,9856 0,0012 -5,8167 3,6574 | 52,6810
100 | 70 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 37,3210 | 0,6596 0,9528 0,0033 -7,2738 9,8554 | 57,9553
100 | 8 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 29,4317 1,8187 0,8901 0,0063 -8,7764 18,7893 | 59,5799
100 | 90 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 22,5101 3,9454 0,7980 0,0094 -9,9535 28,1629 | 57,2909
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 16,7341 7,2179 0,6856 0,0118 -10,5067 | 35,4962 | 51,8229
100 | 110 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 12,1310 | 11,6631 | 0,5658 0,0131 -10,3473 | 39,3507 | 44,4467
100 | 120 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 8,6063 17,1868 | 0,4505 0,0132 -9,5823 39,5867 | 36,4434
100 | 130 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 5,9963 23,6252 | 0,3478 0,0123 -8,4218 36,9552 | 28,7856
100 | 140 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 4,1164 | 30,7936 | 0,2617 0,0108 -7,0864 | 32,5428 | 22,0495
100 | 150 | 0,10 | 1.00 | 0,30 | 2,7922 38,5178 | 0,1926 0,0091 -5,7522 | 27,3668 | 16,4716

Dayanak varligin fiyati, risksiz faiz orani, vade ve dalgalanma(oynaklik) deger-
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leri sabit tutularak kullanim fiyatindaki artisina bagh olarak Black-Scholes metodu ile
alim-satim opsiyon primleri ile duyarliliklar hesaplanmis ve Tablo 3.3’de bu degerler

verilmisgtir.

Kullanim fiyatinin degeri arttikga alim opsiyon primi, delta, rho azalirken satim
opsiyon prim degeri artar. Ayrica Theta (®) ve Vega degerleri dayanak varlik fiyat1 ile
kullanim fiyat1 esit oldugu zaman maksimum degere ulasirken ,Gamma (I") agirliklh

olarak artigta oldugu belirlenmistir.

Kullanim Fiyatiile Alim Opsiyon Primi Arasindaki Kullanim Fiyati ile Satim Opsiyon Primi Arasindaki
iliski iliski
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Sekil 3.5: S=100; r=%10; T= 1 y1l; 6 = %30 Alindiginda K Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin Iliskileri

Sekil 3.5°de goriildiigii gibi kullanim fiyat: arttik¢a alim opsiyon primi azalirken,

satim opsiyon primi artar.

Opsiyon duyarliliklart incelendiginde Sekil 3.6’da Delta(A)’nin azaldigin1t Gamma(I")

nin belli bir degerden sonra diismeye basladig1 gozlenmistir.

Kullanim Fiyatiile Delta Arasindaki iligki Kullanim Fiyatiile Gamma Arasindaki iligki

1,2000 0,0140

1,0000 — 0,0120 /,,,/ \\’
0,0100 /

0,8000 jd
0,0080

0,6000
0,0060

I
0,4000 \ 0,0040
0,2000 0,0020 ,«/@

0,0000 0,0000
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Sekil 3.6: S=100; r=%10; T= 1 y1l; 6 = %30 Alindiginda K Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin Iliskileri

Sekil 3.7°de Theta (®)’nin dayanak varligin kullanim fiyatina esit oldugu noktada
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minimum degerine ulastig1r gozlemlenmistir. Ayrica Vega’da tersine bu araliga yakin

degerlerde maksimum degere ulagmustir.

Kullanim Fiyati ile Theta Arasindaki iligki
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Kullanim Fiyati ile Vega Arasindaki iligki
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Sekil 3.7: S=100; r=%10; T= 1 y1l; 6 = %30 Alindiginda K Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.8’de ise Rho(p)’nun dayanak varligin kullanim fiyatina yakin oldugu de-

gerlede maksimum deger aldig1 gozlemlenmistir.

Kullanim Fiyati ile Rho Arasindaki iligki
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Sekil 3.8: S=100; r=%10; T= 1 y1l; ©
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= %30 Alindiginda K Artarken Black-Sholes

Yine ayn1 degerler icin Monte Carlo metodu ile alim-satim opsiyon primleri i¢in

%95 giiven araliginda alt ve iist sinir degerleri veri grubunun ortalamasi ve varyansi

hesaplanmugtir. Rassal say1 degerlerini baz alarak bulunan bu degerler Tablo 3.4’deki

tabloda verilmistir.

Tablo 3.4: S=100; r=%10; T=1 y1l; 0 = %30 Alindiginda K Artarken Opsiyon Primle-
rinin %95 Giiven Araliginda Monte Carlo Metodu ile Hesaplanan Degerleri

Opsiyona Etki Eden Faktor Degerleri ALIM OPSIYONU ICIN SATIM OPSTYONU ICIN
S K T T c MC ORT. MC MC ALT MC UST MC ORT. MC MC ALT MC UST
STAN.SAP SINIR SINIR STAN.SAP SINIR SINIR

100 60 0,10 1,00 0,30 45,6279 30,1423 45,0371 46,2187 0,1594 1,2143 0,1356 0,1832
100 70 0,10 1,00 0,30 37,3076 29,6606 36,7262 37,8889 0,6501 2,8807 0,5937 0,7066
100 80 0,10 1,00 0,30 29,8163 28,6616 29,2545 30,3781 1,8287 5,1959 1,7268 1,9305
100 90 0,10 1,00 0,30 22,8715 26,8983 22,3443 23,3987 3,8738 7,9459 3,7181 4,0295
100 100 0,10 1,00 0,30 16,7049 24,1002 16,2325 17,1772 7,1772 11,1984 6,9577 7,3967
100 110 0,10 1,00 0,30 11,9235 20,6663 11,5184 12,3285 11,8328 14,6305 11,5460 12,1195
100 120 0,10 1,00 0,30 8,7052 18,2805 8,3469 9,0635 17,2136 17,7444 16,8658 17,5614
100 130 0,10 1,00 0,30 5,7047 15,2363 5,4060 6,0033 23,7597 20,2212 23,3633 24,1560
100 140 0,10 1,00 0,30 3,9801 13,0066 3,7252 4,2351 31,1992 22,7571 30,7532 31,6453
100 150 0,10 1,00 0,30 2,8982 11,2205 2,6783 3,1181 38,2734 24,8712 37,7859 38,7609
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Alim opsiyon prim degerleri ile satim opsiyon prim degerlerinin Black-Scholes
ve Monte Carlo metodu ile yapilan hesaplamalar1 sonucunda onemli farklilik olmadigi

gozlemlenmigtir.

Dayanak varliin fiyati, kullanim fiyati, vade ve dalgalanma(oynaklik) degerleri
sabit tutularak risksiz faiz oranindaki artigina baglh olarak Black-Scholes metodu ile
alim-satim opsiyon primleri ile duyarliliklar hesaplanmis ve Tablo 3.5°de bu degerler

verilmistir.

Tablo 3.5: S=100;K=100; T=1 y1l; 0 = %30 Alindiginda r Artarken Opsiyon Prim ve
Duyarliliklarinin Black-Sholes Denklemi ile hesaplanan Degerleri

S K r T c C P DELTA | GAMMA | THETA VEGA RHO
100 | 100 | 0,05 | 1,00 | 0,30 | 14,2313 | 9,3542 | 0,6243 0,0126 -8,1012 | 37,9433 | 48,1939
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 16,7341 | 7,2179 | 0,6856 0,0118 -10,5067 | 35,4962 | 51,8229
100 | 100 | 0,15 | 1,00 | 0,30 | 19,4029 | 5,4737 | 0,7422 0,0108 -13,0665 | 32,2972 | 54,8125
100 | 100 | 0,20 | 1,00 | 0,30 | 22,2035 | 4,0766 | 0,7929 0,0095 -15,7053 | 28,5815 | 57,0906
100 | 100 | 0,25 | 1,00 | 0,30 | 25,0996 | 2,9796 | 0,8373 0,0082 -18,3471 | 24,6003 | 58,6283
100 | 100 | 0,30 | 1,00 | 0,30 | 28,0542 | 2,1360 | 0,8749 0,0069 -20,9206 | 20,5936 | 59,4386
100 | 100 | 0,35 | 1,00 | 0,30 | 31,0321 | 1,5009 | 0,9060 0,0056 -23,3647 | 16,7672 | 59,5704
100 | 100 | 0,40 | 1,00 | 0,30 | 34,0012 | 1,0332 | 0,9310 0,0044 -25,6315 | 13,2778 | 59,0995
100 | 100 | 0,45 | 1,00 | 0,30 | 36,9336 | 0,6964 | 0,9505 0,0034 -27,6877 | 10,2265 | 58,1193
100 | 100 | 0,50 | 1,00 | 0,30 | 39,8063 | 0,4594 | 0,9654 0,0026 -29,5142 | 17,6606 | 56,7303

Risksiz faiz orani arttik¢a alim opsiyon primi, delta, rho artarken satim opsiyon

primi, theta, gamma ve vega degerleri azalmistir.

Faiz orantile Alim Opsiyon Primi Arasindaki lligki Faiz oraniile Satim Opsiyon Primi Arasindaki Iliski
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Sekil 3.9: S=100;K=100; T= 1 yil; 0 = %30 Alindiginda r Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.9°da risksiz faiz oran1 artarken alim opsiyon priminin artti§1 ve satim op-

siyon priminin azaldig1 gozlemlenmistir.
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Faiz oraniile Delta Arasindaki iliski Faiz oraniile Gamma Arasindaki iliski
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Sekil 3.10: S=100;K=100; T= 1 yil; 6 = %30 Alindiginda r Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.10°da risksiz faiz oram artarken Delta(A)’nin arttigi ve Gamma(I")’ nin

azaldig1 gozlemlenmistir.

Faiz oraniile Theta Arasindaki iligki Faiz oraniile Vega Arasindaki iliski
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Sekil 3.11: S=100;K=100; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda r Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.11°de risksiz faiz orani artarken Theta(®) nin ve Vega'nin azaldig1 goz-

lemlenmistir.

Faiz orani ile Rho Arasindaki iligki

70,0000
60,0000
- //.M
40,0000
30,0000
20,0000

10,0000

0,0000
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60

Sekil 3.12: S=100;K=100; T= 1 yil; 6 = %30 Alindiginda r Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.12°de risksiz faiz orani artarken Rho(p)’nin oynaklik degerine yakin de-

gerlerde maksimum degere ulastig1 gézlemlenmistir.
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Yine ayn1 degerler icin Monte Carlo metodu ile alim-satim opsiyon primleri i¢in
%95 giiven araliginda alt ve iist sinir degerleri veri grubunun ortalamasi ve varyansi
hesaplanmugtir. Rassal say1 degerlerini baz alarak bulunan bu degerler Tablo 3.6’daki

tabloda verilmistir.

Tablo 3.6: S=100; K=100;T= 1 y1l; 6 = %30 Alindiginda r Artarken Opsiyon Primle-
rinin %95 Giiven Aralifinda Monte Carlo Metodu ile Hesaplanan Degerleri

Opsiyona Etki Eden Faktor Degerleri ALIM OPSIYONU ICIN SATIM OPSIYONU ICIN
S K r T sigma | MC ORT. MC MC ALT | MCUST | MC ORT. MC MC ALT | MC UST
STAN.SAP | SINIR SINIR STAN.SAP | SINIR SINIR
100 | 100 | 005 | 100 | 030 14,0004 22,1300 13,6567 14,5242 94547 12,9744 9,2004 9,7090
100 | 100 | 0.10 | 1,00 | 0,30 16,6731 239142 16,2043 17,1418 7,1607 11,2191 6,0408 7,3806
100 | 100 | 015 | 1,00 | 0,30 19,7475 25,4553 19,2486 20,2464 54437 9,7239 52531 35,6343
100 | 100 | 020 | 1,00 | 030 22,5633 26,7887 22,0383 23,0884 4,0033 83,0072 38446 74,1620
100 | 100 | 025 | 100 | 030 25,0881 274314 24,5505 25,6258 2.9568 6,7211 23,8251 3,0885
100 | 100 | 030 | 1,00 | 0,30 27,6983 27,7838 27,1537 28,2429 2,1573 35,6474 2,0466 2,2680
100 | 100 | 035 | 1,00 | 0,30 37,1519 28,8124 30,5872 31,7166 1,5486 43,7034 14564 1,6408
100 | 100 | 040 | 100 | 030 33,5649 28,8108 33,0002 34,1296 1,0231 3,6607 09513 1,0948
100 | 100 | 045 | 1,00 | 0,30 36,4150 29,5656 35,8356 36,9945 0,7197 29819 0,6613 0,7782
100 | 100 | 0,50 | 1,00 | 030 70,1966 30,3392 39,6020 30,7913 0,4993 2,3942 04524 0,5462

Alim opsiyon prim degerleri ile satim opsiyon prim degerlerinin Black-Scholes
ve Monte Carlo metodu ile yapilan hesaplamalar1 sonucunda 6nemli farklilik olmadig:

gbzlemlenmistir.

Dayanak varligin fiyati, kullanim fiyati, risksiz faiz oram ve dalgalanma(oynaklik)
degerleri sabit tutularak vadedeki artisina bagli olarak Black-Scholes metodu ile alim-
satim opsiyon primleri ile duyarliliklar hesaplanmig ve Tablo 3.7°de bu degerler veril-
mistir. Vade degeri hesaplanirken 6zel durumlarin goriilmesi icin sistematik yapidan

ziyade Ozel belirlenmis vadeler se¢ilmistir.

Tablo 3.7: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Opsiyon Prim ve
Duyarliliklarinin Black-Sholes Denklemi ile hesaplanan Degerleri

S K T T o C P DELTA | GAMMA THETA VEGA RHO
100 | 100 | 0,10 | 1gin | 0,30 | 0,6447 | 0,6169 | 0,5102 0,2522 -118,5413 2,1019 0,1399
100 | 100 | 0,10 lay | 0,30 | 3,8704 | 3,0405 | 0,5555 0,0456 -25,6966 11,4049 | 4,3065
100 | 100 | 0,10 2ay | 0,30 | 5,7138 | 4,0609 | 0,5782 0,0319 -19,5862 15,9728 8,6846
100 | 100 | 0,10 3ay | 0,30 | 7,2209 | 4,7519 | 0,5955 0,0258 -16,8566 19,3731 | 13,0818
100 | 100 | 0,10 | 4ay | 0,30 | 8,5523 5,2739 | 0,6099 0,0222 -15,2128 22,1534 | 17,4792
100 | 100 | 0,10 5 ay 0,30 | 9,7702 | 5,6892 | 0,6225 0,0196 -14,0779 | 24,5283 | 21,8656
100 | 100 | 0,10 6 ay 0,30 | 10,9065 | 6,0294 | 0,6337 0,0177 -13,2295 26,6092 | 26,2336
100 | 100 | 0,10 8 ay 0,30 | 13,0033 | 6,5540 | 0,6534 0,0151 -12,0141 30,1332 | 34,8941
100 | 100 | 0,10 9ay | 0,30 | 13,9848 | 6,7592 | 0,6622 0,0141 -11,5542 | 31,6515 | 39,1792
100 | 100 | 0,10 1yl | 030 | 16,7341 | 7,2179 | 0,6856 0,0118 -10,5067 | 35,4962 | 51,8229

Vade arttik¢a alim opsiyon primi,satim opsiyon primi, delta, rho , theta, vega de-
gerleri artarken , gamma degeri belli bir degerden sonra azalmaya basladig1 gozlem-

lenmistir.
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Vade ile Satim Opsiyon Primi Arasindaki iliski
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Sekil 3.13: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.13’de opsiyonun vadesi arttikga alim opsiyon primi ile satim opsiyon

primi arttig1 gozlemlenmistir. Ayrica vadenin doldugu giin opsiyon primi sifirlanir.

Vade ile Delta Arasindaki iliski

Vade ile Gamma Arasindaki iligki
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Sekil 3.14: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.14’de goriildiigii gibi opsiyonun vadesi arttikca Delta(A)’nin degeri ar-

tarken Gamma(I')’nin degerinin azaldig1 gézlemlenmistir. Gamma(I’)’daki ani diisiis

vadenin giinliikten bir anda ayliga ge¢mesinden kaynaklanmigtir.

Vade ile Theta Arasindaki iligki

Vade ile Vega Arasindaki iliski
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Sekil 3.15: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Black-Sholes

Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.15’de goriildiigii gibi opsiyonun vadesi arttikca Theta(®)’ nin ve Vega’'nin

degerinin arttig1 gézlemlenmistir.
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Vade ile Rho Arasindaki iliski
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Sekil 3.16: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.16’da goriildiigii gibi opsiyonun vadesi arttikgca Rho(p)’nin degerinin art-

t181 gozlemlenmistir.

Yine ayn1 degerler i¢cin Monte Carlo metodu ile alim-satim opsiyon primleri i¢in
%95 giiven aralifinda alt ve iist sinir degerleri veri grubunun ortalamasi ve varyansi
hesaplanmustir. Rassal say1 degerlerini baz alarak bulunan bu degerler Tablo 3.8’daki

tabloda verilmistir.

Tablo 3.8: S=100; K=100; r=%10; 6 = %30 Alindiginda T Artarken Opsiyon Primle-
rinin %95 Giiven Aralifinda Monte Carlo Metodu ile Hesaplanan Degerleri

Opsiyona Etki Eden Faktor Degerleri ALIM OPSIYONU ICIN SATIM OPSIYONU ICIN
S K r T c MC ORT. MC MC ALT MC UST MC ORT. MC MC ALT MC UST
STAN.SAP SINIR SINIR STAN.SAP SINIR SINIR
100 100 0,10 1 giin 0,30 0,6401 0,9301 0,6219 0,6583 0,6229 0,9032 0,6052 0,6406
100 100 0,10 1 ay 0,30 3,8409 5,5285 3,7325 3,9492 3,0717 4,5101 2,9833 3,1601
100 100 0,10 2 ay 0,30 5,6899 8,2265 5,5286 5,8511 4,0321 6,0571 3,9134 4,1508
100 100 0,10 3ay 0,30 7,3558 10,5033 7,1499 7,5616 4,7148 7,1963 4,5738 4,8559
100 100 0,10 4 ay 0,30 8,7343 12,4984 8,4893 8,9792 5,2198 7.9101 5,0648 5,3749
100 100 0,10 5 ay 0,30 9,7475 14,0747 9,4716 10,0233 5,6576 8,5847 5,4893 5,8258
100 100 0,10 6 ay 0,30 10,7544 15,3712 10,4531 11,0557 6,1371 9,2475 5,9558 6,3183
100 100 0,10 8 ay 0,30 12,6049 18,3094 12,2461 12,9638 6,4863 10,0167 6,2899 6,6826
100 100 0,10 9 ay 0,30 13,6383 19,8804 13,2486 14,0279 6,8822 10,5206 6,6760 7,0884
100 100 0,10 1 yil 0,30 16,5754 23,5716 16,1134 17,0374 7,3004 11,2659 7,0796 7,5212

Alim opsiyon prim degerleri ile satim opsiyon prim degerlerinin Black-Scholes
ve Monte Carlo metodu ile yapilan hesaplamalar1 sonucunda onemli farklilik olmadigi

gozlemlenmisgtir.

Dayanak varligin fiyati, kullanim fiyati,risksiz faiz oran1 ve vade degerleri sabit
tutularak dalgalanmadaki (oynaklik) artisina bagli olarak Black-Scholes metodu ile
alim-satim opsiyon primleri ile duyarliliklar hesaplanmis ve Tablo 3.9°da bu degerler

verilmigtir.

Dalgalanma arttik¢ca alim opsiyon primi,satim opsiyon primi, vega degerleri ar-

tarken , tho , theta ve gamma degerlerinin azaldig1 gézlemlenmistir.
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Tablo 3.9: S=100;K=100 ;r1=%10; T= 1 y1l Alindiginda o Artarken Opsiyon Prim ve
Duyarliliklarinin Black-Sholes Denklemi ile hesaplanan Degerleri

S K r T c C P DELTA | GAMMA | THETA VEGA RHO
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,05 6,8050 1,9279 0,7088 0,0343 -4,9187 34,2944 | 64,0791
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,10 | 8,5917 3,7146 0,6585 0,0245 -5,6156 | 36,7032 | 57,2569
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,15 | 10,4506 | 5,5735 0,6368 0,0188 -6,4140 | 37,5240 | 53,2325
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,20 | 12,3360 | 7,4589 0,6274 0,0151 -7,2505 37,8420 | 50,4049
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,25 | 14,2313 | 9,3542 0,6243 0,0126 -8,1012 | 37,9433 | 48,1939
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,30 | 16,1284 | 11,2514 | 0,6247 0,0108 -8,9547 37,9290 | 46,3419
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,35 | 18,0230 | 13,1459 | 0,6274 0,0095 -9,8043 37,8420 | 44,7180
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,40 | 19,9118 | 15,0347 | 0,6316 0,0084 -10,6457 | 37,7033 | 43,2489
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,45 | 21,7926 | 16,9155 | 0,6368 0,0075 -11,4755 | 37,5240 | 41,8905
100 | 100 | 0,10 | 1,00 | 0,50 | 23,6636 | 18,7866 | 0,6428 0,0068 -12,2912 | 37,3110 | 40,6147

Sekil 3.17°de oynaklik arttiginda alim opsiyon primi ve satim opsiyon primini

degerlerinin artt1§1 gozlenmistir.

Volalite ile Alim Opsiyon Primi Arasindaki iligki
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Volalite ile Satim Opsiyon Primi Arasindaki iligki
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Sekil 3.17: S=100;K=100 ;r=%10; T= 1 yi1l Alindiginda ¢ Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.18’de oynaklik arttiginda Delta(A) nin bir noktadaki degere kadar azildik-

tan sonra artmaya bagladig1 gozlemlenirken, Gamma(I’)’nin azaldig belirlenmigtir.
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Sekil 3.18: S=100;K=100 ;r=%10; T= 1 yi1l Alindiginda ¢ Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin Iliskileri
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Sekil 3.19°da oynaklik arttiginda Theta(®) nin degeri azalirken, Vega’nin degeri

once artip sonra azalmaya bagladig1 gézlenlenmistir.

Volalite ile Theta Arasindaki liski
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Sekil 3.19: S=100;K=100 ;r=%10; T= 1 yil Alindiginda ¢ Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Sekil 3.20’de oynaklik arttiginda Rho(p) nin degerinin azalidig1 gozlenlenmistir.
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Sekil 3.20: S=100;K=100 ;r=%10; T= 1 yi1l Alindiginda ¢ Artarken Black-Sholes
Denklemi ile Hesaplanan Duyarliliklarin iligkileri

Yine ayn1 degerler i¢in Monte Carlo metodu ile alim-satim opsiyon primleri i¢in

%95 giiven aralifinda alt ve iist sinir de8erleri veri grubunun ortalamasi ve varyansi

hesaplanmugtir. Rassal say1 degerlerini baz alarak bulunan bu degerler Tablo 3.10’daki

tabloda verilmistir.

Alim opsiyon prim degerleri ile satim opsiyon prim degerlerinin Black-Scholes

ve Monte Carlo metodu ile yapilan hesaplamalari sonucunda diger faktorlere gore daha

fazla farklilik gosterdigi ve prim degerleri arasinda dikkate alinmasi gereken fark ol-

dugu gozlemlenmistir.
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Tablo 3.10: S=100;K=100 ;r=%10; T=1 y1l Alindiginda ¢ Artarken Opsiyon Primleri-
nin %95 Giiven Araliginda Monte Carlo Metodu ile Hesaplanan Degerleri

Opsiyona Etki Eden Faktor Degerleri ALIM OPSIYONU ICIN SATIM OPSIYONU ICIN
S K r T c MC ORT. MC MC ALT MC UST MC ORT. MC MC ALT MC UST
STAN.SAP SINIR SINIR STAN.SAP SINIR SINIR
100 100 0,10 1,00 0,05 9,5199 4,8952 9,4240 9,6159 0,0379 0,3311 0,0314 0,0444
100 100 0,10 1,00 0,10 10,2954 8,8556 10,1218 10,4690 0,7745 2,3567 0,7283 0,8207
100 100 0,10 1,00 0,15 11,8425 12,5681 11,5962 12,0888 2,1543 4,7423 2,0614 2,2473
100 100 0,10 1,00 0,20 13,4837 16,3803 13,1626 13,8047 3,6916 6,9294 3,5558 3,8274
100 100 0,10 1,00 0,25 14,9529 20,0240 14,5605 15,3454 5,4267 9,1192 5,2480 5,6054
100 100 0,10 1,00 0,30 16,4924 23,5086 16,0316 16,9531 7.3533 11,3193 7,1314 7,5751
100 100 0,10 1,00 0,35 18,6133 28,2436 18,0597 19,1669 9,0056 13,3476 8,7440 9,2672
100 100 0,10 1,00 0,40 19,6325 32,1760 19,0018 20,2631 10,7328 14,9560 10,4396 11,0259
100 100 0,10 1,00 0,45 21,5380 37,3438 20,8061 22,2700 12,8261 16,8901 12,4950 13,1571
100 100 0,10 1,00 0,50 24,4978 43,8224 23,6388 25,3567 14,3079 18,5153 13,9450 14,6708

Black-Scholes denklemleri belirli kosul ve kabul altinda gerceklesirken ayni de-
gerler altinda rassal say1 araciligiyla olusturulan Monte Carlo metodu egzotik opsi-
yonlarda etkili sonuglar vermektedir. Black-Scholes metodu Avrupa ve Amerikan tipi
opsiyonlar disinda yakin sonuglar elde edemeyebilir. Bunun ana sebebi belirsizlik te-
rimleridir. Fakat Monte Carlo metodu bir ¢ok rassal say1 grubunun dagilima uygun or-
talamalarindan elde edildiginden Merkezi Limit Teoremine gore gercek degere yakin
sonucu bircok kosul altinda verir. Yukarida elde edilen degerler iki metodun genellikle

uyum i¢inde oldugunu gostermektedir.

Bu uyumu gozlemlemek i¢in hesaplamalar sonucu elde edilen Tablo 3.1, Tablo
3.2, Tablo 3.3, Tablo 3.4, Tablo 3.5, Tablo 3.6, Tablo 3.7, Tablo 3.8, Tablo 3.9 ve
Tablo 3.10°daki degerlerdeki alim ve satim opsiyon primlerinin farklarinin yiizdelik

degisimlerini incelersek asagidaki tablo ve grafikler elde edilir.

Tablo 3.11°de dayanak varlifin fiyatindaki artisa bagli olarak Black-Scholes ve
Monte Carlo Metodu ile hesaplanan opsiyon prim degerleri arasindaki farkin Black-
Scholes Metodundaki opsiyon primine bagh %’lik degisim degerleri hesaplanmistir.
Tablo 3.11°de gozlemlendigi gibi 6nemli bir farklilik yoktur. Iki metotta uyumlu de-

gerler vermektedir.
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Tablo 3.11: K=100; r=%10; T=1 y1l; 0 = %30 Alindiginda S Artarken Opsiyon Prim-
lerinin Black-Scholes ve Monte Carlo Metodu Farklarinin Iincelenmesi

BS-ALIM | MC-ALIM Fark %'lik | BS-SATIM | MC-SATIM Fark %' lik
0,8599 0,8100 0,0498 | 5,80% 31,3436 31,4385 -0,0949 | -0,30%
2,5818 2,5982 -0,0163 | -0,63% 23,0656 23,0847 -0,0191 | -0,08%
5,7588 5,9338 -0,1750 | -3,04% 16,2425 16,1178 0,1247 | 0,77%
10,5199 10,8123 -0,2924 | -2,78% 11,0036 10,9063 0,0973 | 0,88%
16,7341 16,7049 0,0293 | 0,17% 7,2179 7,1772 0,0407 | 0,56%
24,1298 23,8009 0,3289 | 1,36% 4,6135 4,6995 -0,0860 | -1,86%
32,4061 32,5482 -0,1420 | -0,44% 2,8899 2,9454 -0,0555 | -1,92%
41,2988 40,7137 0,5851 | 1,42% 1,7825 1,7514 0,0311 | 1,74%
50,6033 49,8772 0,7261 1,43% 1,0870 1,1195 -0,0325 | -2,99%
60,1738 60,7579 -0,5841 | -0,97% 0,6575 0,7160 -0,0585 | -8,90%

Tablo 3.12°de kullanim fiyatindaki artisa bagli olarak Black-Scholes ve Monte

Carlo Metodu ile hesaplanan opsiyon prim degerleri arasindaki farkin Black-Scholes

Metodundaki opsiyon primine bagh %’lik degisim degerleri hesaplanmigtir. Tablo 3.12

de gozlemlendigi gibi 6nemli bir farklilik yoktur. Iki metotta uyumlu degerler vermek-

tedir.

Tablo 3.12: S=100; r=%10; T= 1 y11; 6 = %30 Alindiginda K Artarken Opsiyon Prim-

lerinin Black-Scholes ve Monte Carlo Metodu Farklarinin Incelenmesi

BS-ALIM | MC-ALIM Fark %'lik | BS-SATIM | MC-SATIM Fark %' lik
45,8785 45,6279 0,2506 | 0,55% 0,1688 0,1594 0,0094 | 5,55%
37,3210 37,3076 0,0134 | 0,04% 0,6596 0,6501 0,0095 | 1,43%
29,4317 29,8163 -0,3846 | -1,31% 1,8187 1,8287 -0,0100 | -0,55%
22,5101 22,8715 -0,3614 | -1,61% 3,9454 3,8738 0,0716 | 1,82%
16,7341 16,7049 0,0293 | 0,17% 7,2179 17,1772 0,0407 | 0,56%
12,1310 11,9235 0,2076 | 1,71% 11,6631 11,8328 -0,1696 | -1,45%
8,6063 8,7052 -0,0989 | -1,15% 17,1868 17,2136 -0,0268 | -0,16%
5,9963 5,7047 0,2917 | 4,86% 23,6252 23,7597 -0,1345 | -0,57%
4,1164 3,9801 0,1362 | 3,31% 30,7936 31,1992 -0,4056 | -1,32%
2,7922 2,8982 -0,1060 | -3,80% 38,5178 38,2734 0,2444 | 0,63%

Tablo 3.13’de risksiz faiz oranindaki artisa bagli olarak Black-Scholes ve Monte

Carlo Metodu ile hesaplanan opsiyon prim degerleri arasindaki farkin Black-Scholes

Metodundaki opsiyon primine bagh %’lik degisim degerleri hesaplanmugstir. Tablo 3.13

de gozlemlendigi gibi onemli bir farklilik yoktur. Iki metotta uyumlu degerler vermek-

tedir.



53

Tablo 3.13: S=100;K=100; T= 1 y1l; 0 = %30 Alindiginda r Artarken Opsiyon Prim-
lerinin Black-Scholes ve Monte Carlo Metodu Farklarinin Iincelenmesi

BS-ALIM | MC-ALIM Fark %'lik | BS-SATIM | MC-SATIM Fark %' lik
14,2313 14,0904 0,1408 | 0,99% 9,3542 9,4547 -0,1005 | -1,07%
16,7341 16,6731 0,0611 | 0,36% 7,2179 7,1607 0,0572 | 0,79%
19,4029 19,7475 -0,3447 | -1,78% 54737 5,4437 0,0300 | 0,55%
22,2035 22,5633 -0,3598 | -1,62% 4,0766 4,0033 0,0732 | 1,80%
25,0996 25,0881 0,0114 | 0,05% 2,9796 2,9568 0,0228 | 0,77%
28,0542 27,6983 0,3559 | 1,27% 2,1360 2,1573 -0,0213 | -1,00%
31,0321 31,1519 -0,1198 | -0,39% 1,5009 1,5486 -0,0477 | -3,18%
34,0012 33,5649 0,4363 | 1,28% 1,0332 1,0231 0,0101 | 0,98%
36,9336 36,4150 0,5185 | 1,40% 0,6964 0,7197 -0,0233 | -3,35%
39,8063 40,1966 -0,3903 | -0,98% 0,4594 0,4993 -0,0399 | -8,69%

Tablo 3.14’de opsiyon sdzlegmesinin vadesindeki artiga bagl olarak Black-Scholes
ve Monte Carlo Metodu ile hesaplanan opsiyon prim degerleri arasindaki farkin Black-
Scholes Metodundaki opsiyon primine bagh %’lik degisim degerleri hesaplanmisgtir.
Tablo 3.14’de gozlemlendigi gibi 6nemli bir farklilik yoktur. Iki metotta uyumlu de-

gerler vermektedir.

Tablo 3.14: S=100; K=100; r=%10; 0 = %30 Alindiginda T Artarken Opsiyon Prim-
lerinin Black-Scholes ve Monte Carlo Metodu Farklarinin incelenmesi

BS-ALIM | MC-ALIM Fark %'lik | BS-SATIM | MC-SATIM Fark %'lik
0,6447 0,6401 0,0046 | 0,71% 0,6169 0,6229 -0,0060 | -0,98%
3,8704 3,8409 0,0295 | 0,76% 3,0405 3,0717 -0,0312 | -1,03%
5,7138 5,6899 0,0239 | 0,42% 4,0609 4,0321 0,0288 | 0,71%
7,2209 7,3558 -0,1349 | -1,87% 4,7519 4,7148 0,0370 | 0,78%
8,5523 8,7343 -0,1819 | -2,13% 5,2739 5,2198 0,0541 | 1,03%
9,7702 9,7475 0,0227 | 0,23% 5,6892 5,6576 0,0316 | 0,56%
10,9065 10,7544 0,1521 | 1,39% 6,0294 6,1371 -0,1076 | -1,78%
13,0033 12,6049 0,3984 | 3,06% 6,5540 6,4863 0,0678 | 1,03%
13,9848 13,6383 0,3466 | 2,48% 6,7592 6,8822 -0,1230 | -1,82%
16,7341 16,5754 0,1587 | 0,95% 7,2179 7,3004 -0,0826 | -1,14%

Tablo 3.15°de opsiyon sozlesmesinin oynakligin(o) artisa bagl olarak Black-
Scholes ve Monte Carlo Metodu ile hesaplanan opsiyon prim degerleri arasindaki far-
kin Black-Scholes Metodundaki opsiyon primine baglh %’lik degisim degerleri hesap-
lanmugtir. Tablo 3.15°de gozlemlendigi gibi dikkate alinmasi gereken 6nemli farklilik-
lar olugsmaktadir. Bu nedenle iki metottan hangisinin uygulanmasinin adil fiyat politi-

kasina uyacagina opsiyon sézlesmesinin sartlarina gore karar verilmelidir.
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Tablo 3.15: S=100;K=100 ;r=%10; T= 1 y1l Alindiginda o Artarken Opsiyon Primle-
rinin Black-Scholes ve Monte Carlo Metodu Farklarinin Incelenmesi

BS-ALIM | MC-ALIM Fark %' lik BS-SATIM | MC-SATIM | Fark %' lik
6,8050 9,5199 -2,7149 | -39,90% 1,9279 0,0379 1,8900 | 98,03%
8,5917 10,2954 -1,7037 | -19,83% 3,7146 0,7745 2,9401 | 79,15%
10,4506 11,8425 -1,3919 | -13,32% 5,5735 2,1543 3,4192 | 61,35%
12,3360 13,4837 -1,1477 | -9,30% 7,4589 3,6916 3,7673 | 50,51%
14,2313 14,9529 -0,7217 | -5,07% 9,3542 5,4267 3,9275 | 41,99%
16,1284 16,4924 -0,3639 | -2,26% 11,2514 7,3533 3,8981 | 34,65%
18,0230 18,6133 -0,5903 | -3,28% 13,1459 9,0056 4,1403 | 31,49%
19,9118 19,6325 0,2793 1,40% 15,0347 10,7328 4,3019 | 28,61%
21,7926 21,5380 0,2546 1,17% 16,9155 12,8261 4,0895 | 24,18%
23,6636 24,4978 -0,8342 | -3,53% 18,7866 14,3079 4,4787 | 23,84%
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4. SONUC VE ONERILER

Finans diinyas! icin dnemli yatirim aracglar olan tiirev iiriinler hizli biiyiiyen islem

hacmi ile yatirimcilarin vazgegilmezleri arasina girmistir.

Bu tiirev iiriinler i¢cinde olan genellikle organize piyasalarda iglem goren opsiyon-
lar ise yatirimce1 icin her tiirlii kosul altinda risklerden kacarak korumasini saglamak-
tadir. Bu korunmanin opsiyon sézlegmesinin taraflarinin haklarini adil sekilde yapa-
bilmesi i¢in dogru fiyatlandirma 6nemlidir. Opsiyon fiyatlandirmast hem alict hem de

satic1 acisindan objektif rakamlara ulagilmasi agisindan ¢ok degerli bir konudur.

Finansal tiirev iiriinlerin fiyatlanmasinda kullanilan metotlardan olan Monte Carlo
ve Black-Scholes metotlar: finans piyasalar1 icin bu nedenle onemli araglardir. Belir-

sizliklere kars1 onlem alarak karar vermede kolaylik saglamaktadir.

Ulkemizde 6zellikle bu konularda yapilan calismalarin yeterli olmadig: literatiir
calismasinda da goriildiigii gibi 6 tane tez ¢alismasi vardir. Ileri matematik ve istatistik
bilgisi ile finans bilgisi ihtiya¢ duyuldugundan ¢alismasi zor bir alan olmas1 akademik
caligmalar etkilemigtir. Disiplinler arasi1 calismaya ihtiya¢ duyulmasina neden olmus-

tur.

Bu calismanin amaci da finansal tiirev iiriinlerden biri olan opsiyonlarin fiyat-
landirmasinda kullanilan, Black-Scholes metodu ile Monte Carlo metodu kullanarak

olusturulan opsiyon primleri arasindaki farkliliklar1 ortaya koymak olmustur.

Tez calismasi icin yapilan hesaplamalar sonucu Monte Carlo metodu ve Black-
Scholes metodundan elde edilen degerlerin opsiyon prim degerine etki eden faktorler-
den olan "Dayanak Varligin Fiyat1" ,"Kullanim Fiyat1", "Vade" ve "Risksiz Fazi Oran1"
degerinin artmasi durumunda birbirine yakin opsiyon prim degerleri verdigi goriilmiis-

tiir. Metotlarin tutarli oldugu gozlemlenmistir.

Fakat "Oynaklik" faktorii arttikca opsiyon prim degerleri arasinda dikkate alin-

mas1 gereken farklilik gbzlemlenmistir.

Yatirimcilarin bu metotlarin altyapist ve algoritmalarini kullanarak yapilan yazi-

limlan kullanarak gercek diinyadaki etkenleri de baz alip karar vermesi risklere karsi
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korunmasi agisindan dogru olacagi diistiniilmektedir.

Fakat gercek dayanak varlik fiyatlarindan olusan veri setleri kullanilarak fiyatlama

yapilmasi imkan1 olusmamustir. Gercek veriler kulanilarak fiyatlama yapilabilir.

Ayrica daha hizli ve dogru sonuglara ulagabilmek i¢in kullanilacak yazilimlar ve
programlanmalar {izerine ¢calisma yapilip gercek diinyanin daha iyi yansitildigi simii-

lasyonlarla dogru fiyatlama yapilabilir.
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MATEMATIK ILE ILGILI ONEMLI BILGILER

Olcii Kuramsalh Olasilik

Bu boliimde, olasilik uzayi ve olasilik dl¢iisiinii tanimlayabilmek ve daha iyi kul-
lanabilmek icin Oncelikle o-cebir kavraminmi tanimlayacagiz. Ondan sonra olgiilebilir-
lik ve rassal degiskenler cebrini inceleyecegiz. Ayrica matematiksel beklenti,momentler

ve yakinsama teoremlerinden bahsedecegiz.

Olasilik, bir olay1n biitiin alternatif sonuglari icinde istenen sonuglarin analizi yap-
mak amaciyla ortaya ¢cikmistir. 1933 yilinda A.N.Kolmogorov tarafindan aksiyomatik

olarak yapilandirilmasiyla ¢calismalar hiz kazanmistir (Capar, 2013).

Aksiyomatik yapiyla birlikte kiime kurami 6nem kazanmistir. Bu nedenle kiime

kuraminin 6zelliklerini inceleyelim.

Tamm 1 (Ornekleme Uzay1). Uygun sartlar altinda yapilan iyi tamimlanmsg bir rassal

deneyin biitiin sonuclarini iceren kiimeye "Ornekleme Uzayt" denir. Q ile gosterilir.

Deneyin istenen sonuglari olaylar kiimesi seklinde ise biiyiik harflerle ifade edilir.

A,B.,C.. gibi

Olay kiimelerini eleman olarak kabul eden kiimeye "Olaylar Toplulugu" denir. .o/
, B, F ,9 gibi majiskiil harflerle gosterilir. @ bir olay , A olaylar kiimesi ve .o/ olaylar
toplulugu ise aralarindaki iligki

wcAcd

seklindedir. Ornekleme Uzaymin elemanlar1 olan olay veya olaylar kiimelerinin
birbirinden farkli durumlarina dikkat edilmelidir. Kiimeler; sonlu elemanli , sayilabilir

sonsuz elemanli ve sayilamaz sonsuz elemanli olabilir (Capar, 2013).
Simdi o-cebir kavramini izah edelim.

Tanmm 2. &7, Q ile gosterilen drnekleme uzayimin herhangi bir alt kiimelerinin top-
lulugu olsun. o/ toplulugu asagidaki kosullart sagliyorsa <f kiimesine € iizerinde

o-cebir denir (Cohn, 2013; Capar, 2013).
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i. Qe
ii. VA c & ise A° € < dir.

iii. A1,Ap,A3,--- Ay, - € A ise |J Ay € & dir.
k=1

(Q, .7 ) ikilisine ise "Olciilebilir Uzay" denir.

Teorem 1. o/, Q icinde bir 6-cebir olsun. Buna gore ,

i 0ed

ii. A1,Ap,A3,-- Ay, - € o ise () Ay € </ dir.
k=1

iii. A\B€ o/ ise A\B¢€ o/ ve AABE < dir

Tanim 3. Bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir € kiimeler toplulugu asagida

verilen kogullart saglarsa € ye Q iizerinde yar1 cebir denir.

i) Qe®

ii) A€ € ise A°, € nin elemanlarindan olusan sonlu sayida ikiserli ayrik kiimele-

rinin birlesimi olarak ifade edilir.
iii) A,B€ € ise ANB € € dir.

Tanim 4. Bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir € kiimeler toplulugu olsun. €
kiimeler toplulugunu kapsayan en kiiciik bir o-cebir vardir. Bu 6-cebire ¢’ nin dogur-

dugu o-cebir denir. 6(€) ile gosterilir.

Tamim 5. R’de tamml biitiin acik araliklarin olusturdugu kiimeler toplulugunu O
ile gosterelim. O dogurdugu en kiiciik 6-cebire Borel o-cebir denir. 6(0) = A ile

gosterilir.

Borel o-cebrinin elemanlarina ise Borel Kimeleri denir.
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Olasiik Uzay1 ve Olasilik Aksiyomlari

Tanim 6. [Olasilik Uzayi] Bir (Q, o7 ,P) sirali ii¢liisii asagida verilen sartlart saglarsa

”n

bu iicliiye
2013).

o-toplamsal olasilik uzay1" ya da kisaca "olasilik uzay1" denir (Capar,

i) Q bir deneyin orneklem uzayu.
ii) of,Q iizerinde o-cebir
iii) P: of — R kiime fonksiyonu asagida verilen kosullar: saglar.

1) VA€ of ise P(A) >0
2) P(Q)=1;

3) A € %,(l: 1,2,3,"') AiﬂAj =0 (l#]ve I,j= 172735'”) olmak iizere
P(UZ1Ai) = 22, P(Ay) dir.

Yukarida verilen P fonksiyonuna "Olasilik Fonksiyonu" denir. Kisaca "Olasilik

Olciisii" veya "Olasihk" olarak ifade edilir.
Teorem 2. [Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri] (Q, </ ,P) olasilik uzayt olsun. Bu
taktirde;
i) P(0) =0
ii) VA € of icin P(A) + P(A°) =1
iii) VA,B € «/ A C B ise P(A) < P(B)
iv) VA€ o/ icin0 < P(A) <1
v) VA,B € f icin P(ANB¢) = P(A) — P(ANB)

vi) VA,B € o icin P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

dir (Capar, 2013).
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Teorem 3. [Boole Esitsizligi] (Q, <7 ,P) olasilik uzayr olsun. A; € o/ (i = 1,2,---,n)
olmak iizere

P(A1UA,U-- UA,) < T P(A) 4.1)
dir.
Teorem 4. [Dizisel Siireklilik] (2, .o/ ,P) olasilik uzayt olsun.

i) A,Ay,As,--- genisleyen olaylar dizisi olsun.(A, C Ay+1,n=1,2,3,---) Genis-

leyen olaylar dizisinin limitini lim, . A, = U,°_|A, tanmlarsak;

P(U_,A,) = lim P(A,) (4.2)

n—yoo
dir.

ii) A1,Ay,As,--- daralan(biiziisen) olaylar dizisi olsun.(A,+1 C Ap,n=1,2,3,--+)

Daralan olaylar dizisinin limitini lim, . A, = N>_, A, tanmlarsak;

P(N>_,A,) = lim P(A,) (4.3)

n—yoo

dir (Capar, 2013).

Tanmm 7. [Sonsuz Sikhikta] (Q, </ \P) olasilik uzayt olsun. Ay,Ay,...,A,,... € o
olaylar dizisi icin B := {w|sonsuz sayida n degeri icin ® € A,} tamumlan B olaylar

kiimesine "sonsuz siklikta" A, olay1 denir. Kisaca s.s ile gosterilir.
B=\B:=[)JAx (4.4)
k=1 k=1n=k
seklinde de ifade edebiliriz(Capar, 2013).

Teorem 5. [Borel-Cantelli Lemmast] (Q, o/ ,P) olasilik uzayt olsun. A1,A;, ... Ay, ... €
</ olaylar dizisi icin B := {®|sonsuz sayida n degeri icin o € A, } olmak iizere p, :=

P(A,) seklinde tanimlanirsa;

a) Eger X p, <ooise P(B) =0dr

b) Eger Xy pp=coveAy,As, ..., Ay,...olaylar bagimsiz ise P(B) = 1 dir(Capar,
2013).
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Tanim 8. [Bagunsizhik] Bir olasilik uzayinda olaylarin bagimsizligint asagidaki gibi

tamimlayabiliriz;

i. (Q,4,P) olasilik uzayr olsun. Ay,Ay € o/ olmak iizere Ay ve Ay nin bagimsiz
olmasu i¢in gerek sart P(A1NA,) = P(A1)P(Ay) dir.

ii. (Q,4/ P) olasilik uzayt olsun. Ay,A,,... A, € < olaylarimin bagimsiz olmasi

icin gerek sart ve yeter sart ikigerli olarak bagimsiz ve ayrica;
P(Al NAxN... ﬂAn) = P(A])P(Az) .. .P(An)

olmasidr.

iii. (Q,,P) olasilik uzayt olsun. T herhangi bir indis kiimesi olmak iizere {A,,t €
T} olaylar ailesinin bagimsiz olmast icin gerek ve yeter sart aileden alinacak
herhangi bir olaylar ailesinin bagimsiz olmasidir. Yani ; ¥n > 2 ve T indis kii-

mesinden alinan Vn indekslerity <t, < ... <t, icin
n n
P(ﬂAO:{IH&) 4.5)
i=1 i=1

olmasidir.(Capar, 2013)

Tamm 9. [Kosullu Olasilhik] (Q, .o/ ,P) olasilik uzayt olsun. A,B € o/ ve P(A) >0
olmak iizere B olaymin A olayt kosulu altinda olma olasiligimin degeri P(B|A) veya

P4 (B) seklinde ifade edilir.
P(ANB)

P(BIA)i= 5 S

(4.6)
olarak tanimlanir ve hesaplanir.(Capar, 2013)
Olasilik Yogunluk Fonksiyonu : Ornekleme uzaymin yapisina gore olasilik 6l-

ciisti kurulurken farkli durumlara dikkat edilerek olasilik kiime fonksiyonlar1 tanim-

lanmas1 gerekir. Bu durumlarin bazilar1 su sekilde ifade edilebilir(Capar, 2013).

I.) Ornekleme uzay1 sonlu veya sayilabilir sonsuz elemandan olusuyorsa ;

Q=Aw,w,...,0,} ve (n=0,1,2,... )

a) pi=0
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b) ¥, pi = I sartlarin1 saglayan p; (i = 1,2,...,n) say1 kiimesi olmak iizere
P: o/ — R™ kiime fonksiyonu A € & i¢in P(A) = ¥; (w,ca) Pi seklinde
tanimlanir. Bu kiime fonksiyonunun olasilik aksiyomlarini sagladig: agik-

tir.

I1.) Orneklem uzay: Borel kiimelerinden olusuyorsa, yani (R, %) veya (R",%,)
izerinde tanimli ise o zaman "olasilik yogunluk fonksiyonu" veya "olasilik da-

gilim fonksiyonu" kullanilarak olasilik 6l¢iisii hesaplanir.

Tanim 10. [Olasilik Yogunluk Fonksiyonu] R iizerinde tanimli bir f fonksiyonu asa-
gidaki kogullart saglarsa, f fonksiyonuna "Olasuik Yogunluk Fonksiyonu" denir. (Ca-
par, 2013)
i) Vxigin f(x) >0
i) [7. f(x)dx=1dir
B € 2 olmak iizere her B Borel kiimesi igin f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu

tizerinden P(B) = [ f(x)dx olarak tanimlanan 6l¢ii olasilik aksiyomlarini saglar. Yani

(R, %) olgiilebilir uzayi iizerinde olasilik 6l¢iisiidiir.
Tanmm 11. [Olasilik Dagiluim Fonksiyonu] (R iizerinde tanimli reel degerli bir F (x)
asagidaki kosullart saglyorsa F (x) fonksiyonuna "Olasilik Dagilim Fonksiyonu", "Kii-
miilatif Dagilim Fonksiyonu" veya "Dagilim Fonksiyonu" denir.
i) Vxicin 0 < F(x) <1

ii) F(x), azalmayan bir fonksiyon

iii) F(x), her noktada sagdan siirekli

v) limy,_o F(x) = 0 ve limy_,o F (x) = 1 dir.

Dagilim Fonksiyonunu baska bir tanimla su sekilde tanimlayabiliriz;

(Q, 7 P) olasilik uzayt olsun. P olasilik olgiisiinii kullanarak

F:R—[0,1]
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Vxicin F(x) =P({w: X (w) < x}) tamimlanan fonksiyona "Dagilim Fonksiyonu" denir.

Teorem 6. [Genisletim Teoremi] ¢ < iizerinde tamimli bir yart cebir olsun. € iize-

rinde taniml bir kiime fonksiyonu [ : € — R nin asagidaki kosullart sagladigin far-

zedelim.
i) p(A) =0
i) p(Q) =1

iii) A1,A,... olaylar kiimesi € nin ayrik kiimeleri olmak iizere \|J;_|A; € € ve

n(UZ1A) = X2 1 (A)

Bu taktirde € dogurdugu minimal o-cebir o(€) iizerinde tammlanan W olgii-
siinii genisleten olasilik dlgiisii tektir.Bu olgiiyii P ile gosterelim. P(A) = u(A)
dir. (Halmos, 1974; Kingman ve Taylor, 1966)

Tanim 12. [Hemen Heryerde (h.h.) ] R iizerinde verilen bir ozellik icin olusturulan
sonlu elemanli veya sayuabilir sonsuz elemanli bir alt kiime, diger bir ifade Lebesgue
olciisii sifir olan bir kiime disinda ozellik dogru oluyorsa bu ozellige hemen heryerde

(h.h.) tanumli ozellik denir.

Tanim 13. [Hemen Hemen Kesin (h.h.k.) ] (Q, <7 ,P) olasilik uzay: olsun.Bu uzayin
tamimlandigi Q iizerinde verilen bir ozellik olasilik dlciisii sifir olan bir N € < kiimesi
disinda dogru oluyorsa bu ozellige hemen hemen kesin (h.h.k.) ozellik denir. P-h.h. ile

gosterilir.
Tanim 14. [(R", %,) Tanuml Olasilik Yogunluk ve Olasilik Dagilum Fonksiyonlari]

(R", B,) ol¢ii uzayinda olasilik yogunluk fonksiyonu ve olasilik dagilim fonksi-
yonu asagidaki gibi tamimlanir(Capar, 2013).

* n tane degiskene sahip reel degerli integrallenebilir bir f fonksiyonu icin

i) f(x1,%2,..,%0) = 0veya f(x1,%2,. ., %n) Z(pn) 0

i) [[...[je f(x1,%0,. ., x)dxidxy . ..dxy =1
kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna Olasilik Yogunluk Fonksiyonu de-

nir.
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* n tane degiskene sahip reel degerli bir F fonksiyonu icin

l) OgF(XI,XZ,...y-xn) <1

ii) i=1,2,...,n olmak iizere biitiin x; degiskenleri icin F fonksiyonu azalma-
yan fonksiyon

iii) Herhangi bir (x1,x2,...,x,) noktasinda biitiin x; degiskenleri i¢in F fonk-
siyonu sagdan siirekli

V) liMpinx,—s—oo F (X1,X2, ..., Xn) = 0 ve liMyiny, oo F (X1, X2, ..., Xn) = 1 kogul-
larint saglayan F fonksiyonuna Kimiilatif Dagilim Fonksiyonu ya da ki-

saca Dagilim Fonksiyonu denir.

Rassal Degiskenler

Tanim 15. [Rassal Degisken] (2, o/ \P) olasilik uzayt olsun. Bu olasilik uzayt iizerinde
tammly bir X : Q — R reel degerli fonksiyon

Vk € Rigin {ow € QX (w) <k} € &

olan olciilebilirlik sartint sagliyorsa X fonksiyonuna rassal degisken denir. Rassal de-

giskenler olciilebilir kiime fonksiyonlaridir.

Tamim 16. [Genel Olgiilebilirlik Kavrami] (Q,.<7) ve (Q*,.o/*) iki olgiilebilir uzay
ve f:Q — QF bu iki uzay arasinda tamuml bir doniigiim fonksiyonu olsun. VA* € o7 *
icin f~1(A*) € o saglamiyorsa f fonksiyonunu <f — <* olciilebilir bir doniisiim

fonksiyonu olarak ifade edilir.

Teorem 7. X : Q — R reel degerli fonksiyonu (Q, o7 ,P) olasilik uzayinda rassal bir

degisken olmast icin gerek ve yeter sart of <— 2B olciilebilir olmasidur.

Tamim 17. [Rassal Vektor] (Q, .o/ ,P) olasilik uzayt olsun. Bu olasilik uzayinda <7 <—

By, olgiilebilir bir X : Q — R" vektor fonksiyonuna n-boyutlu rassal vektor denir.

Teorem 8. X : Q — R” vektir fonksiyonunun olgiilebilir olmast icin gerek ve yeter
sart X ’in her bileseni olan X; : Q2 — R degiskenlerinin rassal degisken yani ol¢iilebilir

Sfonksiyon olmasidur.
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Teorem 9. (Q,.%7 P) olasilik uzay: olsun. Bu olasilik uzayinda;
i.) X olasiulik uzayt iizerinde tanumli bir rassal degisken olsun. Buna gore
Px(B) :=P(X (%),B c B)

ile belirlenen kiime fonksiyonu bir olasilik olciisiidiir.

ii.) ? olasilik uzayt iizerinde tamiml bir rassal vektor olmak iizere; A, iizerinde
-1
P = P(X (%).Be B,

ile belirlenen kiime fonksiyonu (R",2,) iizerinde tamuml bir olasilik éliisii-

diir(Capar, 2013).

Teorem 10. [Lusin Teoremi] f : [a,b] — R él¢iilebilir bir fonksiyon olsun. § > 0 i¢in
[a, D] iizerinde tamumly siirekli dyle bir ¢(x) fonksiyonu bulunabilir ki ¢(x) Lebesgue

ol¢iisii 0 ’dan kiiciik bir kiime disinda f fonksiyonuna egittir.

Tanim 18. [Rassal Degiskenlerin Pozitif ve Negatif Kismi] X : Q — R bir rassal
degisken olmak tizere X rassal degiskeninin O dan biiyiik olan kismi yani pozitif kismi

X1, 0 dan kiiciik olan kismi yani negatif kismi X~ ile gosterilir ve asagidaki gibi

tamimlanr.
1 X>0
Xt =max(X,0) = = (|X| +X) =
2 X <0
1 X>0
X =min(X,0)==(|X|-X) =
2 X X<O0

Tamimdan dolayt X T, X~ > 0ve X = X — X~ esitligi saglanir(Capar,2013).
Teorem 11. [Rassal Degiskenlerle Islemler] X : Q — R ve Y : Q — R iki rassal de-
gisken ve c € R olmak iizere;

i.) ¢, X +c,cX rassal degiskendir,

ii.) X?,|X|, X+, X~ rassal degiskendir,

iii.) Q iizerinde X # 0 olmak iizere 1 /X rassal degiskendir,
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iv.) Qiizerinde X > 0 olmak iizere VX rassal degiskendir,
v.) (X+Y), XY, X/Y(Y #0) rassal degiskendir,
vi.) max(X,Y) ve min(X,Y) rassal degiskendir

Teorem 12. X : Q — R ve f : R — R bir Borel fonksiyonu olsun. Buna gore ,

foX: Q=R

bir rassal degiskendir.
Teorem 13. [Rassal Degisken Dizisinde Supremum-Infimum] Bir rassal degisken
dizisi X,(n=1,2,...) ve Vo € Q icin X;(®),X>(w), ... rassal degiskenleri sinirlt bir
sayt dizisi olustursun. Buna gore,
i.) supp{X,(®)} ve infy{X,(®)} rassal degiskendir,
ii.) limsup,{X,(®)} ve liminf,{X,(®)} rassal degiskendir,
iii.) Yo icin limy—e{ X, (@)} limiti varsa X (@) da bir rassal degiskendir.

Tanim 19. [Basit Fonksiyon] X : Q — R tamimlanan rassal degisken (kiime fonksi-

yonu) sonlu sayida deger aliyorsa bu fonksiyona "Basit Fonksiyon" denir.

Tamim 20. [Karakteristik Fonksiyon] A C Q olmak iizere;

0 weZA
(@) =
1 weEA

seklinde tanimlanan fonksiyona "Karakteristik Fonksiyon" denir.

Sonug 1. A, B C Q olmak iizere;
i.) XanB(@) = xa(@).xp(@) = min(ya(®), x3(®))

ii.) xauB(®) = xa(®) + x8(®) — xanp(®) = max(xa (o), xp(®))

Sonug 2. X : Q — R basit fonksiyon olsun. Ay,A, ..., A, € Q’min boliiniimii vardir ve

€1,¢2,...,cn € R olmak tizere;

X = Cl1- XA, TC2. XA, + -+ Cn- XA,
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seklinde yazilabilir.

Sonuc 3. (Q,.o/,P) olasilik uzay: olsun. A € of ise Y4 dlciilebilir fonksiyondur. Buna
gore,VA; € & (i=1,2,...,n)icin tammlanan {Ay,A, ..., A, } boliiniimiine <f -béliiniimii

denir.

Tanim 21. [Basit Rassal Degisken] (Q, o/ ,P) olasilik uzayinda <7 -béliiniimii verilmis

olsun. X olciilebilir fonksiyonuna "Basit Rassal Degisken" denir.

Teorem 14. X, (Q,.of) iizerinde tamimlanan negatif deger almayan bir rassal degisken
olsun.Buna gore olusturulacak oyle bir X1,X», ... basit rassal degiskenler dizisi vardir

kiVo € Qicin0<X; <Xy <...ven— oo iken X,(0) — X (o) dir.

Matematiksel Beklenti (Beklenen Deger)

(Q, o7 P) olasilik uzay1 olmak iizere bir X rassal degiskenin beklenen degeri Q 6rnek-

lem uzay iizerinde

E@3:Axmwp @.7)

seklinde tanimlanir. Bu integral degerinin bulunabilmesi i¢in bazi temel integral tanim-

lar1 agagida verilmistir(Capar, 2013).

Beklenen Deger ve Ozellikleri : (Q, .27 ,P) olasilik uzayinda bir X rassal degis-

kenin beklenen degeri Q orneklem uzayi iizerinde
ﬂ&z/XwMP 4.8)
Q

seklinde tanimlanmisti.Lebesque integralinde oldugu gibi X rassal degiskenin yapisina

gore E(X)’i ti¢ farkli sekilde hesaplanir.

i. (Q, 4 P) olasilik uzayinda X rassal degiskeni basit ve negatif deger almayan
fonksiyon olsun. X rassal degiskenini .o Ol¢iilebilir ikiserli ayrik kiimeler olan
A1,Ay, ..., Ay vec; > O(i: 1,2,... ,n) icin X =c1a, +c2)a, +...+cuXa, sek-

linde yazarsak;

E(X)=c1P(A))+c2P(A2) + ...+ coP(An) = Y ciP(Ai) 2 0 (4.9)
i=1
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dir.
(Q, o ,P) olasilik uzaymmda X,Y > 0 basit rassal degiskenler ¢ > 0,(c € R) ol-
mak iizere ;

1. E(cX) =cE(X),

2. EX+Y)=EX)+E(Y),

3. X >Yise E(X) > E(Y),

4. X1,X>,... ve Y basit rassal degiskenler icin X; < X3 < ... olmak iizere 0 <

Y <lim,_. X, esitsizligi i¢in

0<E(Y) < lim E(X,)

n—oo

dir (Neveu,1965).

(Q, o7 P) olasilik uzaymda X rassal degiskeni negatif olmayan <7 olgiilebilir
bir fonksiyon olsun. Bu uzayda tanimlanan basit fonksiyonlardan olusan {X, }
dizisi azalmayan ve negatif olmayan bir rassal degisken dizisi olsun. Bu dizi i¢in

lim,, 0 X (@) = X (@) esitligi saglansin. Bu taktirde;

E(X) = lim E(X,) (4.10)

n—soo

dir.
(Q, o P) olasilik uzayinda X , Y negatif olmayan rassal degiskenler ve ¢ > 0, (c €
R) olmak iizere ;
l. E(cX)=cE(X),
2.EX+Y)=EX)+E(Y),
3. X >Yise E(X) > E(Y) dir (Neveu,1965).
(Q, o7 P) olasilik uzayinda X bir rassal degisken olmak iizere X = X+ — X~ (Ta-

nmim 18) seklinde verilsin. Burada X ™, X ~ negatif olmayan rasssal degiskenlerdir.

Bu takdirde £(X ") ve E(X ™) her ikisi de ayni anda 4o olmadig1 siirece;

EX)=EX")—E(X") (4.11)
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seklinde tanimlanir. Ayrica E(X)’in alabilecegi degerler ile ilgili asagidaki du-

rumlar gozoniinde bulundurulmalidir.

AN
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=
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=
=
=
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~

(Q, o ,P) olasilik uzayinda X, Y rassal degigkenler ve ¢ € R olmak iizere E(X) <
oo Ise;
1. E(cX)=cE(X),
2.EX),E(Y)<wise E(X+Y)<cwove E(X+Y)=EX)+E(Y),
3. E(X),E(Y) mevcut olmak sartiylaX > Y ise E(X) > E(Y),
4. E(X) <eoise E(|X]) < oo,

5. E(X) < woise |E(X)| < E(|X

).

6. E(Y)<eove |X|<Yise E(X) < oo,

B

. X rassal degiskeni sinirli ise E(X) < o dir (Neveu,1965).

Yakinsama Teoremleri: Beklenen de8erin hesaplanmasi sirasinda karsilagila-
cak ana sorunlardan biri limitin hangi kogsullar altinda integralle yer degistirebildiginin
tespit edilmesidir. Bu nedenle asagidaki (4.12) esitliginin saglandigi durumlarin belir-
lenmesi i¢in yakinsaklik teoremlerini inceleyecegiz.

lim E(X,) = E(lim X,) (4.12)

n—soo n—yoo

Teorem 15. [Monoton Yakinsaklik Teoremi] Q iizerinde tanimlanan rassal degisken-
ler X1,Xp,...icin 0 < X) < Xp <. egitsizligi mevcut ve Vo € Q i¢in lim, e X, (@) =
X (@) olsun. Bu taktirde

lim E(X,) = E(lim X;,) = E(X) (4.13)

n—oo n—oo
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dir (Cohn, 2013; Capar, 2013).

Teorem 16. [Beppo-Levi Teoremi] (Q, .o/ ,P) olasilik uzaymda {X;} : Q — [0, 0] ras-

sal degiskenler olmak iizere;

/ Y (x)dp=Y. / {Xc}ap (4.14)
k=1 k=1

dir (Cohn, 2013; Capar, 2013).

Sonug 4. (Q,.o7 P) olasilik uzayinda {X;. } : Q — [0, 0| rassal degigkenler olmak iizere
Y1 Xn, Q iizerinde yakinsak ise;
E() X)) =) E(Xu) (4.15)
n=1 n=1

dir.(Cohn, 2013; Capar, 2013)

Teorem 17. [Fatou Lemmasi] (Q, <7 ,P) olasilik uzayinda {X;} : Q — [0,00] rassal

degiskenler olmak iizere;
/liminf{Xk}dP < liminf/{Xk}dP (4.16)
n—oo n—oo

dir (Cohn, 2013; Capar, 2013).

Teorem 18. [Baskin Yakinsaklik Teoremi] Q iizerinde tanimlanan rassal degiskenler
X1,X2,...,X,Y verilmis olsun. E(Y) < o icin |X,| <Y,(n=1,2,...) ve Vo € Q icin

lim, e X (@) = X (@) kosullar: saglanirsa ;

lim E(X,) = E(lim X,)) = E(X) 4.17)

n—oo n—oo

dir (Cohn, 2013; Capar, 2013).

Teorem 19. [Sinirli Yakinsaklik Teoremi] ) iizerinde tanimlanan rassal degiskenler
X1,X2,...,X ve c € Rverilmis olsun. | X,| < c,(n=1,2,...) ve Vo € Qicin lim,_,. X, (®) =

X (o) kosullart saglanirsa ;

lim E(X,) = E(lim X;,) = E(X) (4.18)

n—oco n—oo

dir (Cohn, 2013; Capar, 2013).
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Reel Sayilar Uzerinde Beklenen Deger : Bir olasilik uzayinda tanimlanan bekle-

nen degerin R iizerinde hesaplanmasi agagidaki teoremler araciliiyla kurulur (Capar,

2013).

Teorem 20. R iizerinde verilen J kiimeleri i¢in;E(J) = [ J(x)dP, = [ xdP; iken

a. E(X)’in mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E(J) nin varolmasidur.

E(X):/XdP:/dex (4.19)
Q R
dir (Capar, 2013).

b. g:R — R Borel dl¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere E(g(X))’in mevcut olmast i¢in

gerek ve yeter kosul E(g(J)) nin varolmasudur.

E(s(X) = [ s()dP= [ g 4.20)

dir.

Sonuc¢ 5. X rassal degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonunun uyardigi olasilik olgii-

stiniin J kiimeleri altindaki kisitlamasy,yani Fx = Py|; ile hesaplanir.

Teorem 21. Q iizerinde a < X < b olmak iizere;
b
E@):/fmaf 4.21)
a

dir.

Teorem 22. X rassal degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonu F ve g : R — R siirekli

bir fonksiyon olsun. Buna gore;
E@a»<me[:wF (4.22)
genellestirilmis Riemann-Stieltjes integrali mutlak olarak yakinsaktir ve
E(g(X)) = /_ ngF (4.23)

dir.
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Momentler : Teorem 22’ye gore bir g(x) fonksiyonunun beklenen degerinin he-
saplanmasinin yontemi verilmisti. Burada g(x) fonksiyonunu &zel olarak g(x) = x" ve
X rassal degiskeninin beklenen degerine E(X) = u dersek, pt. := E(X") ile tanimla-
nan beklenen degere r. moment denir. Ayrica p, == E((X —E(X))") =E((X —p)") ile

verilen beklenen degere ise . merkezilestirilmis moment denir (Capar, 2013).

r=1 iginu; =E(X) ve :0d1r.r:2igin,u;:E(X2) Ve/,LZ:E((X—,u)z) =

62 =V(X) > 0 dir. g = 62 ’ye varyans denir.

Sonu¢ 6. i) a,b € RicinV(aX +b) =a’V(X)
ii) V(X) =E((X —u)?) = E(X?) — u? dir.
Ayrica X, Y rassal degiskenleri i¢cin kovaryans fonksiyonu

Cov(X,Y)=oxy =E((X — )Y — uy)) (4.24)

seklinde tanimlanir.

Sonug 7. X;,Y; rassal degiskenler olmak iizere a;,bj e R (i=1,2,...,mvej=1,2,...,n

icin
COV(iX,’, Y v)= i i ibjCov(X;,Y;) (4.25)
=1 j=1 i=1j=1
V(iXi) = f‘,azv X)) +2Y Y aibjCov(X;,X;) (4.26)
i=1 i=1 i<j
dir.

Olasilik Uzayinda Esitsizlikler

1. Chebyshev Esitsizligi: f fonksiyonu [0, o0) iizerinde azalmayan bir fonksiyon ve
X rassal bir degigken olsun. (f(0) > 0) Bu taktirde;

E(f(X])) = f()P(|X] >1) (4.27)

dir.Ayrica X rassal degiskeninin ikinci momenti sonlu ve r > 0 ise,

P(X—EX)|>1) < 2 (4.28)
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dir. 1 = k\/V(X) = koy segilirse

1
P(|X —E(X)| > kox) < =z (4.29)
elde edilir.
[1,00] araligindan segilen p, g, r sayilart igin % = %—l—‘]—l saglanirsa
XY [L<[[ X [, Y g (4.30)

dir.

. Holder Esitsizligi: 117—'—%1 — 1 olmak iizere X € LP,Y € L9ise XY € L' ve
[ xyiaP=| XY i< X )Y Il @31

dir.

. Schwarz Esitsizligi:Holder Esitsizliginde p = g = 2 alinirsa;
E(IXY]) =l XY [i<[ X [l2[1 Y [l2 (4.32)
olur.
. Minkowski Esitsizligi:
IX+Y <[ X[, + 1Yl (4.33)

dir.

. Jensen Esitsizligi: ¢ : R — R taniml1 konveks bir fonksiyon olmak iizere X € L!
icin
ol X 1) = o(E(IX])) < E(¢(X)) (4.34)

dir.

. X bir rassal degisken olmak tizere 1 < p < g icin

I X (<[ X <[] X g <[] X [|oo (4.35)
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Ve

L.CL,CL,CL (4.36)

dir.

Rassal Degisken Dizilerinde Yakinsama

Tanim 22. [Noktasal Yakinsaklik] Sabitlenmis bir @ € Q degeri icin olusturulan
{Xn} (n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin rassal bir degigsken olan X’e yakin-
samast ile ilgili olarak; (X,(®) — X (®))

i limy e X (@) = X (o) limit degeri @ € Q ’ya gore diizgiin yakinsar denir.

ii. Yo € Q i¢inlim,_0 X, (@) = X (@) limitine Q iizerinde yakinsar denir.

iii. AN € (A),P(N) =0 olmak iizere Vo € N€ icin lim,, 0. X,,(®0) = X (®) ise hemem

hemen kesin (h.h.k.) yakinsar denir.

Tamm 23. [Olasihikta Yakinsaklik] {X,} (n = 1,2,...) rassal degiskenler dizisinin
rassal bir degisken olan X e yakinsamasu ile ilgili olarak; Ve > 0 i¢in, lim,_,. P({® €
QX,(w) —X(w)| < €)}) =1 ise {X,} rassal dedisken dizisi X’e olasilikta yakinsar

denir ve {X, } L X sembolii ile gosterilir.
Xrthxex)i-x50 (4.37)

dir.

Teorem 23. Bir {X,} (n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin X rassal bir degiske-

nine (h.h.k.) olarak yakinstyorsa olasilikta da yakinsar.
(X} = X(hhk) = {X,} 5 X (n — o) (4.38)

Teorem 24. Bir {X,} (n = 1,2,...) rassal degiskenler dizisinin (h.h.k.) yakinsakligi

icin yeter sart:

Je,>0,) g, <oo, Y P(IXps1—Xa| > €) <oo (4.39)
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dir.

Teorem 25. [Cauchy Kriterleri]

i. Bir{X,}(n=1,2,...) rassal degiskenler dizisinin (h.h.k.) olarak bir rassal de-
giskene yakinsamasi icin gerek ve yeter sart dizinin Cauchy dizisi olmasidir. Yani

m,n — oo icin X, — X, — 0(h.h.k.) saglanmasidur.

ii. Bir{X,}(n=1,2,...) rassal degigkenler dizisinin bir rassal degiskene olasilikta
yakinsamast igin gerek ve yeter sart dizinin Cauchy dizisi olmasidir. Yani m,n —

oo icin X, — X, Lo saglanmasudir.

Teorem 26. [Zayif Biiyiik Sayilar Kanunu] X|,X,... bagimsiz 6zdes dagilimli ve
sonlu ikinci mertebeden momentleri olan bir rassal degiskenler dizisi olsun.Bu dizinin

elemanlarimin beklenen degeri E(X,) = U ile gosterilsin. Buna gore,

X 4+ Xo ... 4X
7 2: RN (4.40)

dir (Bhat, 1981; Chung, 1974 ve 1975).

Teorem 27. [Markov Sarti] X|,X,... bagimsiz rassal degiskenler E(X;) = W ve
V(Xy) = of (k=1,2,...) olmak iizere

N Bt
,}520,7];% =0 (4.41)
esitligine Markov Sart1 denir.Bu sarti saglayan {X,} diziside zayif biiyiik sayilar kanu-

nunu saglar.

Teorem 28. [Kuvvetli Biiyiik Saylar Kanunu] X|,X;, ... bagimsiz 6zdes dagilimli bir

rassal degiskenler dizisi ve ortalamast U olsun. Eger

o ortalamast | ye

yakinstyorsa ;
Xi+Xo+...+X,
n

w=1 (4.42)

P(limy_so0
dir (Bhat, 1981; Chung, 1974 ve 1975).

Tamim 24. [Olasilikta Sinwr] € > 0 verildigi zaman oyle bir a > 0 degeri bulunabilir
ki
P(|X|>a)<e (4.43)
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dur. Yani reel degerli her X rassal degiskeni Olasilikta simirhidir.
Teorem 29. {X,} ve {Y,} iki rassal degisken dizisi ve n — oo icin X, 4 X, Y, Ly
saglasin. Buna gore;
- P
1. ceRigin cX, — cX
P
2. X,+Y, - X+Y
P
3. XY, = XY
4. % B X ey, £0(hhk.),Y #0(h.hk.) dir(Capar, 2013)

n

Teorem 30. [Slutsky Teoremi] n — oo icin X, LX ve f R — R siirekli fonksiyon
olmak iizere f(X,) KA f(X) dir.

Tamm 25. [LP’de Yakinsama] {X,},(n=1,2,...) rassal degisken dizisi L? i¢cinde bir
dizi olsun. n — oo igin || X,, — X || ,— 0 saglanirsa (p > 1) { X, } dizisi LP’de (p.ortalamada)

X’e yakinsar denir ve X, L—p> X ile gosterilir. Ayrica
X, B X o E(X,—X[P) =0 (4.44)

dir (Bhat, 1981; Chung, 1974 ve 1975;Capar,2013).
Teorem 31. X sonlu bir beklenen degere sahip rassal degisken olmak iizere; (E(|X| <
)
i. Ac o/ ,P(A)=0ise [ XdP =0,
ii. 1My sen [0 oy XdP = 0,
iii. Ay € o/, (n=1,2,...),limy e P(A) = 0 ise lim, o f, XdP =0 dir.

Tanim 26. [Dagilimda Yakinsama] X,X,,... ve X rassal degiskenler ve bu rassal
degiskenlerin kiimiilatif dagiluim fonksiyonlariFy,F;,... ve F olsun. Eger F(X)’in her
siireklilik noktasinda lim,,_,. F,,(x) = F (x) ise X,, dizisi X e Dagilimda yakinsar denir

ve X, 4 x seklinde gosterilir.

Yakinsama tipleri arasindaki iligskiyi veren Tablo asagida verilmistir (Capar, 2013).
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X untform X

n \
Q lizervide

X, —X

N

Xn h.hk > X

................... / R

X, —5X
Sekil 4.1: Yakinsama Tipleri Arasindaki iligkiler

Teorem 32. {X,} ve {Y,},(c € R) iki rassal degisken dizisi ve n — oo icin X, 4
X, Y, i ¢ saglasin. Buna gore;
d
1. X,+Y,—=X+c
d
2. XpYp — cX

d .
3. %—V?(vec%Odzr.
n

Kosullu Beklenen Deger

(Q, o7, P) olasilik uzayinda A € <7 olay1 kosulu altinda bagka bir B € </ olayinin

P%Q?) idi. Benzer sekilde bir A € &7 olay1

kosulu altinda bir X rassal degigkeninin beklenen degeri

gerceklesme olasiligt Py(B) = P(B|A) =

1
E(X|A) = /Q Xy = s /A XdP (4.45)

seklinde tanimlanir.

2/’nn bir pargalanigt (boliniimil) ¢ = {A,As,...,Ap,...} olsun. ¢ boluniimii

ile kosullu beklenen degeri olan

EX[6)(@):= Y oo /A XdP) 3,(©) (4.46)
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seklinde tanimlanir.

Bazi1 Onemli Dagilimlar

Olasilik ve Istatistikte kullanilan bazi dagilimlar asagida verilmistir (Akdi, 2005; Bhat,1981;
Capar,2013; Neveu, 1965).

1. Bernouilli Dagihmi: Bir deneyin sadece iki farkli sonucu varsa bu deneye Ber-
nouilli deneyi denir.Genel olarak "basarili" veya "basarisiz" diye tanimlanabilir.

Ornekleme uzay1 Q = {®;, @, } seklindedir. Deneyin bagarili olma sayis1 X ise;
P(X =x)=p'q' ", (x=0,1)

E(X) = p, V(X) = pq (4.47)
dir.

2. Binom Dagilimi:Bir Bernouilli deneyinin n defa tekrar edilmesi sonucu olusan

ornekleme uzayidir. Tekrarlanan olayda x defa basar i¢in ;
n
P(X =x) = g (x=0,1,...,n)

E(X)=np, V(X)=npq (4.48)
dir.

3. Cok Terimli Dagilim:{A,A,, ... ,A;} bir deneyin ayrik olaylari {X;,X>, ..., X;}
bagimsiz rassal degiskenleri olaylarin gozlem sayilari olsun. Zé‘:] pi=1ve ):i;l Xi=

n olmak iizere ;

n!
PXi=x1,X2=x,... . Xk =x) = ————P\'P7 - P} (4.49)
X1 X220 . X!

4. Geometrik Dagilim:Bir Bernouilli deneyinin n defa denenmesi sonucu istenilen
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durumun ilk defa n.denemede ortaya ¢ikma durumudur.Dolayisiyla;

PX=x)=pq ', (x=0,1,...)

, VX)=—= (4.50)
dir.

5. Poisson Dagilimi: Siirekli bir zaman aralif1 icinde bir olayin kesikli gozlem
sayisina sahip gergeklesen olaylari inceleyen dagilimdir.A > 0 belirlenen bir za-
man aralifinda ortalama gozlem sayisi olsun. X siirekli bir zaman aralifinda

gozlem sayisini veren rassal degisken ise;

E(X)=A, VX)=A (4.51)
dir.

6. Diizgiin Dagilim: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu a,b € R

ve a < b olmak iizere;

ﬁ a<x<b
flx)= (4.52)
0 dd.

ise X rassal degiskenine (a,b) araliginda diizgiin dagilimina sahip denir.

B a+b

E(X) =37,

dir.
7. Gamma Dagilim: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

a1, F
flx)=¢ BT@ x>0 (4.53)

0 dd.
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ise X rassal degiskenine Gamma dagilimina sahip denir.
EX)=aB,  V(X)=ap?

dir.

Hatirlatma:Gamma Fonksiyonu;
[(x) = / s e 5ds,x >0
0

veE

dir.

. Ustel Dagilim:X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu Gamma da-

giliminda o = 1 alinirsa;

LB x>0

fy=1{ P
0 d.d.

(4.54)

ise X rassal degiskenine Ustel dagilimia sahip denir.

dir.

. Ki-Kare Dagilimi:X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu Gamma

dagilimida o = £, 8 = 2 alinrsa;

x;%r p x>0
fx) = 5) (4.55)
0 d.d.

ise X rassal degiskenine Ki-Kare dagilimina sahip denir.Dagilimin serbestlik de-

recesi p ve dagilimin gosterimi X x}% seklindedir.

EX)=p, V(X)=2p
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dir.
10. Weibull Dagilhim:Xrassal degiskeni Ustel dagilima sahip olsun.y >0 ve Y = X7

olmak iizere Y nin olasilik dagilim fonksiyonu;

Y
Y15 0
y e y>0,>0,y>0
fo)=¢"F (4.56)
0 dd.

ise Y rassal degiskenine Weibull Dagilimina sahip denir.

Ewwqﬁn§+n, V(Y)=p

<Vt

[H§+n—r§+wﬂ

dir.

11. Beta Dagilimi:Beta fonksiyonu Analiz derslerinde

B(a,B):izjxa_WI—a@ﬁ_ldx

seklinde verilmistir.Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi

ise
_ I(@)T(B)

PP = Tarp)

dir.

X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

L(oa+B) ca—171 _ \B—1
floy =4 Tarpr (1) <x<l (4.57)
0 dd.

ise X rassal degiskenine Beta dagilimina sahip denir.

o of
EX) = ViX) = (a+B)2(a+B+1)

dir.
12. Cauchy Dagilimi:X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

1 1

T — 4,
rirep R (4:38)

fx)
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14.

15.
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ise X rassal degiskenine Cauchy dagilimina sahip denir. Cauchy dagiliminda

moment yoktur.

Normal Dagihm: y € R,0 € R" olmak iizere X rassal degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu

1 _w?
1) = e w2,  xeR (4.59)

ise X rassal degiskeni Normal dagilima sahip denir. X «~ N(u, 6?) ile gosterilir.
Ayrica 4 = 0,02 = 1 i¢in normal dagilima 6zel olarak Standart Normal Dagilim
denir. N(0, 1) seklinde ifade edilir. Standart normal dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonu ise;

)

1 Z
— -7 4.
f(2) me , ze€R (4.60)

dir.Merkezi Limit Teoremine gore ortalamada bircok dagilim normal dagilima

yakinsar.

Log-Normal Dagilim: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 _ (log(x)—w)?
f) = e 2 (4.61)

verilmisse Log-normal dagilimina sahiptir denir.
E(X)=elTT,  V(X)=elto — Hto’
dir.
Laplace Dagilimi: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ;

%[T* acR,BecRt
0 dd.

(4.62)

ise X rassal degiskenine Beta dagilimina sahiptir denir.

EX)=a, V(X)=2B>
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Stokastik Siirecler

Giinliik yasamimiz bir zaman akisi i¢inde olan olaylar zinciridir. Bu zincirde ali-
nacak kararlarda siirecleri iyi incelenmesi gerekir. Bu ihtimal iceren siirecleri stokastik
stirecler olarak ifade ederiz ( Chung ve Willams, 1983; Karatzas ve Shreve, 1988; Klo-
eden ve Platen, 2013; Lord vd.,2014; Mao, 2008; Mikosch, 2006; Oksendal, 2013).

Tanmim 27. [Stokastik Siirecler] (Q, </, P) olasilik uzayinda tamimlanacak olan
X:QxT—=R (4.63)

doniistimiine stokastik siirec denir. Bu doniisiimde Q orneklem uzayi iken T olayin
gerceklestigi zamani ifade eden indis kiimesidir X iki degiskenli bir rassal degisken
olup ilk bileseni orneklem uzayindan alinirken ikinci bilesen zaman indisinden alinan

gercel degerli fonksiyondur.Yani, X (o,t), (@0 € Q,t € T) dir.

Stokastik (Rassal) siire¢lerin iki de8iskeni agisindan incelenirken eer zaman de-
giskeni sabitlenirse ayni anda 6rneklem uzayda olan olaylar incelenir bu da X; (o) sek-
linde rassal degiskendir. Eger @ degiskeni sabitlenirse o zamanda bir olayin zamana
bagl degisimini inceleyen X, (¢) seklinde rassal fonksiyondur (Chung ve Willams,
1983).

Tamim 28. [Sonlu Boyutlu Dagilimlar] T zaman indis kiimesi 1] <1, <t3 < ... <ty
sirali degerleri i¢in I = {t,1>,13,...,t,} C T olan bir indis kiimesi olmak iizere Vz; € [
karsilik gelen X;, rassal degiskenlerinin olusturdugu rassal vektor ?1 =X, X, -, Xs,)
olsun. Ayrica ?1 vektoriine karsilik gelen Py := P—I> ile gosterilen olasiulik dagilim sto-

X
kastik siirecin sonlu boyutlu dagilimidir. {P;};c 7 sonlu boyutlu dagilimlarn ailesini

ifade eder.

I ve J sonlu ve sirali iki indis kiimesi / C J olmak iizere P; = Py dir. Yani Py, Py
dagilimin / indis kiimesine gore kisitlanmasi denir.

Sonlu boyutlu dagilimlara bir 6rnek Gauss Siirecidir (Capar,2013).

Kovaryans Fonksiyonu : Sonlu boyutlu bir X siireci i¢in I = {t1,1,,13,...,1,} €
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T ve ?1 = (X, X,,...,X,) olmak iizere;

W= by o= (E(X1),E(X2),...,E(Xy)) ;: ; = [Cov(X;,, Xi))], (i,j=1,2,....n)

Siirecteki her rassal degisken icin beklenen deger fonksiyonu
ux :=ux, =E(X;),teT

ve kovaryans fonksiyonu

cx(t,s) :=Cov(Xy,Xs) = E[(Xy — ux (1)) (X — px ()] (4.64)
eger X; ve X; bagimsiz rassal degiskenler ise

cx(t,s) := Cov(X;,Xs) = E(Xi Xs) — Ux Ux,, (1,5 € T) (4.65)
varyans fonksiyonu ise;

og =cx(t,))=V(X;),t €T (4.66)

dir (Capar,2013).

Tanim 29. [Gauss Siireci] Sonlu boyutlu dagilimlarin hepsi eger ¢cok degiskenli nor-

mal dagilim ise bu sonlu bayutlu dagilima Gauss Siireci denir.

I ={t1,tr,13,...,t,} € T igin f7 olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanir.

fr(x1,x0,. .., x,) = ﬁexp( - %<x_ﬁ)(2)_l x—m)") (4.67)

1

Burada (x — 1) = (x; — W1,x — Mo, ..., X, — Up) seklinde satir vektorii iken Y'; : kovar-
yans matrisi ve Det } ; kovaryans matrisin determinantidir.
Eger T = [0,1],7 € T igin X;’ler b.6.d ve Z = N(0, 1) rassal degiskenler ise Gauss sii-

recine Normallegtirilmis Gauss Siireci denir (Capar, 2013).

Tanim 30. [Es Dagumhilik] A ve B rassal degiskenler veya rassal vektorler ya da rassal
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stirecler olmak iizere eger ayni olasilik dagilimina sahiplerse es dagilimlidirlar denir

veALB seklinde gosterilir.

Tamm 31. X = {X,,t € T},T C R ile tammlanan siire¢ s.b.d. olsun.t € T indisi h

zaman oOtelemesi altinda degismiyorsa bu siirece Mutlak Duragan Siire¢ denir.

t,0,t3,....t, € T,n > 1 indisler t| + h,t + h,t3+h, ..., t,+h € T degerleri i¢in
eger

d
(Xll 7X127XI37 K 7Xl,1) = (Xt1+h,Xt2+h7Xt3+/’w s 7th+h) (4.68)
dir (Capar, 2013).

Tamim 32. ¢ indisi altinda otelenen bir X rassal siirecinin beklenen deger ve kovaryans

Jfonksiyonlar: degismiyorsa siirece Genis Anlamda Duragan Siire¢ denir.

,le(t-l—h) = [,Lx(t),CX(l—Fh,S—I—h) = Cx(t,s),Vh R (4.69)

dir. Bir Gauss Siireci mutlak duragan ise genis anlamda duragandir,terside dogrudur.
Ayrica Gauss siirecinde E (X?) < o oldugu zaman genis anlamda duraganligina ikinci

dereceden duraganlik denir.

Tammm 33. X rassal siireci n > 2 pozitif tamsayilart icin t) <t, <3< ...<t, €T
indislerine karsilik

Xio — X1, Xes — Xty o, X1, — Xi, (4.70)
artiglartmin olusturdugu rassal degiskenler bagimsiz rassal degisken ise X siirecine
Bagimsiz Artigh Siireg denir.

Eger X siireci X; — X; 4 Xion — Xoin, (2,8, +h,s+h €T) esitligi saglaniyorsa
siirece Duragan Artish Siire¢ olarak adlandirilir (Capar, 2013).

Stokastik Siirecin Olasilik Dagilimi

Teorem 9’da bir rassal degiskenin veya rassal vektoriin R veya R izerindeki ola-
silik Ol¢iisti tammmlanmugti. Stokastik siirecin olasilik 6l¢iisii sonsuz boyutlu bir fonksi-

yon uzay1 lizerinde tanimlanmasi gerekir.
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Bu nedenle V¢ aninda olusan (Qt,;zi,,P{t}) olasilik uzaylar1 i¢in iki olasilik uzayinin

tansor carpimi n adet olasilik uzayina da genellestirilebilir;

(Qh"d],P] HQt7®M7PI) (471)

tel

sonlu ¢arpim uzaylari olugturulur.({P; } ;c 7 olasilik ailesi)

Ayrica Qr = [l;er Q; ise Vt € T icin wy, €, lizerinde;
ow={w,t €T}

dersek @’lar yoriinge ailelerinden olusur. @y ,t aninda yoriinge seklinde ifade edilir. @

tizerinde s’nin koordinat1 ise X;(®) olarak yazilir.

Tamm 34. [Silindirik Kiimeler]

Ri(Ar,Ap, - AL) = (TTA) x (T ), (A € ) (4.72)

tel tel¢

formulasyonu ile yazilan kiimelere A; X Ay, X ... x A;, tabanl Silindirik Kiime denir.
Yani R := { ot X [L;e;c |l € T} toplulugudur.
Ayrica (Qr, 977, P) uzayina ise Kanonik Olasilik Uzay: denir (Capar, 2013).

Sayma Siirecleri {N;;7 > 0} stokastik siireci belirli rassal degiskenler i¢in t aninda
bir olayin tekrar sayisini belirtiyorsa bu siirece Sayma Siireci denir.Sayma siirecinin
ozellikleri ile ilgili olarak ;

i. Ny >0
ii. Ny e ZTU{0}
iii. s <tigin Ny < Ny
iv. s <t i¢in Ny — N, ifadesi (s,z] arahiginda gozlemlenen olay sayisidir (Capar;

2013).

Filtrasyonlar
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Tamim 35. (Q,.o7, P) bir olasilik uzay: olsun. Bu uzayda { %}, (t < 0) seklinde verilen
o-cebirler toplulugu asagidaki sarrtlart sagliyorsa bu o-cebir topluluguna Filtrasyon

denir.

i. %, CF

ii. s<ticin ¥y C

Sonug olarak filtrasyonlar genigleyen bilgi kiimeleridir.

Tamm 36. [Adapted Filtrasyon] {X;,t > 0} seklinde verilen bir rassal siirecin her
rassal degiskeni X;,.F 'ye gore olciilebilir ise {.F ,t < 0} filtrasyonuna adaptedir yani
Adapted Filtrasyon denir.

Tanmm 37. [Dogal Filtrasyon] .7, = 6{X;s <t} := G(Usgt G(Xs)> olarak verilen

genisleyen filtrasyona Dogal Filtrasyon denir.

Dogal filtrasyon bir siirecin adapte olabilecegi en kiiciik filtrasyondur.

Tamm 38. [Sagdan Siirekli Filtrasyon] {.%},;>0 seklinde verilen bir filtrasyonda
F = Newo Frre bu durumda F, = F,* esitligi saglamyorsa { F, } 1> filtrasyonuna

sagdan siirekli filtrasyon denir.

Tanim 39. [Durma Zamani] (Q, </ | P) bir olasilik uzayr ve {.%;},>0 bu uzayda ta-

muml bir filtrasyon olsun.T : Q — [0, 0| tamimlanan rassal degisken
{T(w)<t}eF, V€0,
sartint sagliyorsa T 'ye Durma Zamani denir.

Durma zamani bir siirecin zaman birakilmasinin daha iyi olduguna karar verme
an1 olarak kabul edilir.
T durma zaman verildiginde .#r = {A € Z|AN{T <t} € %Vt > 0} olaylar toplu-

lugu durma zamanina kadar gecen olaylarin kiimesidir.

T bir durma zaman olsun. Eger T asagidaki kosullar1 saglayan durma zamanlari-
nin olusturdugu dizi {7,,}(n > 1) varsa T’ye dnceden kestirilebilir bir durma zamam

denir(Capar, 2013).
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i. {T > 0} kiimesi tizerinde 7, < T, Vn
ii. T, genisleyen bir dizi

. lim, .7, =T (h.hk.)

Stokastik siireclerde onemli bir adim olan Kanonik iki siireci inceleyelim.

Poisson Siireci

Tanmm 40. [Poisson Siireci] {X;},>0 duragan ve bagimsiz artigli bir sayma siireci
ve A > 0 icin asagidaki kosullart saglryorsa bu siirece A hizinda Poisson Siireci de-
nir(Chung ve Willams, 1983).
i. Xo=0
.. . h
ii. P(Xy=1)=Ah+o(h),  (limy o2 =0)
iii. P(Xp>2)=o(h)
Poisson siireci siirekli zamanli bir stokastik siire¢ olmasina ragmen siirecin rassal
degiskenleri ayrik rassal degiskenlerdir.
Teorem 33. Bir Poisson siirecindeki X;,(t > 0) rassal degiskenleri Ah parametreli

Poisson Dagilimina sahiptir.

Bir Poisson siirecinde 7;, "n. olayi gozlemlendigi zamani" gdstermek tizere Y, ise
" . . .. . " . .
n — 1. ve n. olaylarin gozlemlenmesi siiresi arasinda gecen zamani" temsil etsin.Bu
taktirde ;
* T,,A ve n parametreli Gamma dagilimina sahiptir.

* Y,,A parametreli Ustel dagilima sahiptir.

Tanim 41. [Poisson Gegig Olasuliklari] Bir Poisson siirecindeki X;,(t > 0) rassal de-

giskenleri icin duragan artish olduklarindan X;_ 4 X; — X;, (s < t) dir. Yani s amindan
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t amina kadar olan artigi ifade eden X; — X, rassal degiskeni A(t — s) parametreli Po-

isson dagilimina sahiptir.

[2’ (t _ S)]nfmefl(tfs)

(n—m)!

p(s,t;m,n) =

dir (Chung ve Willams, 1983) .

Tanim 42. [Poisson Sonlu Boyutlu Dagibimlar] [ = {ty =0 <t <th < ... < tp}
olmak iizere ny;t;_ ile ty, arasindaki gozlem sayisi olsun.ny’larin bagimsiz artigl olma

ozelligi gozoniine alinirsa;

dir (Capar, 2013).

Brown Siireci

1827 yilinda Botanik bilimci Robert Brown’in mikroskop altinda polen soliisyo-
nunu incelemesi sirasinda polen taneciklerinin hareketlerini asirt hizli ve siirekli yon
degismesine anlam verememis fakat bu rastgele hareketlere Brown Haereketi( Brownian
Hareketi) veya Brown Devinimi (Brown Motion) ismini verdi. Sonraki yillarda bir cok
fizikci ve matematikci bu hareketi anlamaya ve modellemeye ¢alismistir. Bu ¢alismalar
sirasinda Wiener,Brown Hareketindeki taneciklerin yoriingelerinin siirekli fonksiyon-
lardan olusan kiimeler oldugunu tespit etti. Wiener bu siirekli fonksiyonlar kiimesi icin
Wiener Olgiisiinti gelistirdi. Bu nedenle Brown Hareketi Siirecine Wiener Siireci de

denir (Karatzas ve Shreve, 1988).

Tanim 43. [Brown Hareket Siireci] Siirekli bir stokastik siire¢ olan B = {B;,t € [0,0)}
duragan ve bagimsiz artish siire¢ asagidaki verilen kosullart sagliyorsa B; siirecine
Brown veya Wiener Hareket Siireci denir (Chung,1975; Chung ve Willams, 1983; Ca-
par, 2013; Karatzas ve Shreve,1988; Mao, 2008; Mikosch, 2006).

i. By=0

ii. Yt > 0igin siire¢ N(0,t) normal dagilimina sahiptir.
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iii. Stirecin yoriingeleri siirekli fonksiyonlardr.
Sonu¢8. i E(B;)=0

ii. Siirecin yoriingeleri siirekli fonksiyonlardir.Fakat hicbir noktasinda tiirevlene-

mez.

s <tigin B;_s— By = B;_g 4 B; — B duragan artigli olma 6zelliinin sonucu ola-
rak elde edilebilir. Bunun sonucu olarakta B; — B, degeri N (0,7 —s) Normal dagilimina

sahiptir.

Tamim 44. [Brown Hareket Siirecinin Sonlu Boyutlu Dagilumlarit] Onceki paragrafta
actklanan sonlu boyutlu dagilimlara Brown hareket siirecinin sonlu boyutlu dagilim-

lar1 denir.

Sonuc 9. Brown hareket siirecine kisaca Brown Siireci diyecegiz.

Y YA d
I={t1 <t <...<ty} swrali zaman indis kiimesi icin B;, — B, | =

ti—1), (j=1,2,...,m) dirBu taktirde

N(O,tj—

B,={B,.B,,....B,.}  (x0,0)=(0,0)

olmak iizere;

{Bto :-xO;Btl =Xy 7Btm :xm}

olaywni incelersek;
{Bto = xOvBtl _Bl‘o = X1 —X0y--- 7Blm _Bl‘m,1 = Xm _xm—l}

olayna denktir. Dolayisiyla Brown siireci ozel bir Gauss siirecidir (Capar,2013).

Tamim 45. [Brown Hareket Siirecinin Beklenen Degeri ve Kovaryans Fonksiyonlari]

i. up(t)=E(B;)=0,(t>0)

ii. 0<s<ticin siireg bagimsiz artisl oldugundan;

cp(t,s) = E(B;Bs) = min{t,s} =s (4.73)
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dir (Lord,Powell ve Shardlow, 2014).

Yoriingelerin Salinim

Tamim 46. [Salinum] h(t),|a,b] araliginda taniml bir fonksiyon olsun. Herhangi bir
boliiniim icin

A =ti—ti_ Aih = h(t;) — h(ti—1)
olmak iizere;
L hmt:ia=ty<t <..<t,=>b bolinimiine gire salimmi:v,([a,b],t) :=
i1 |Aih|
ii. h’n toplam salimimi :v,([a,b]) := sup,vy([a,b], )
iii. Egervy,(la,b]) < oo ise h’a smirlt salinimly, v, = oo ise siirsiz saliniml
iv. Opn([a,b],7) := YL |Aih|* degerine ise ikinci dereceden salinim denir (Capar,

2013).

[0,¢] araliginm bir T = {tp =0 < ; < ... <1, = b} bolinimii ve A;B=B;, —B;,_,

verilmis olsun. Buna gore siirecin [a,b] araligindaki salinimu;

vp(®)([0,],7) := i |AB(w)] 4.74)
i=1
ve toplam salinimu;
vp(®)([0,2]) := supvp(®)([0,?],7) (4.75)

T

olarak hesaplanir. Kisaca vg(®)([0,1],7,) = v, (@) ile gosterilir (Capar, 2013).

Tamim 47. [Yoriingenin 2. Dereceden Salinimi] Yoriingenin icin [0,t] araliginda
05(0)([0.7],7) = ) [AiB(o)[? (4.76)
i=1
seklinde hesaplanan degerine yoriingenin ikinci derece salinimi denir (Capar, 2013).

Kisaca Qp(®)([0,1],7,) = On; () ile gosterilir.
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Tamm 48. [2. Derece Salinum Siireci] Q,;(®) min olasiliktaki limit degerine ikinci

derece salinim siireci denir.

X stokastik siirecinin ikinci derce salinim siireci genel olarak [X]; ile gosterilir.

Brown siireci igin [X], = 7 dir.

Ozbenzesim Matematiksel olarak kendi kisimlarina veya bir parcasina benzeyen
objelere 6zbenzesimli denilmektedir. Ozbenzesimin 6nemli 6rneklerinden biri fraktal-

lardir.

Stokastik bir siire¢ {X;;# € [0,0)} olmak tizere; VT > 0 ve her rassal vektor
(Xll ,th, - ,th), (n = 1,2, .. ) lgln

d
(T(Xth 5 Tath, ey Tath) - ()(Tt1 ,XT[27 e 7XTtn) (477)

esitligini saglayan o > 0 degerine karsilik o ozbenzesimli siire¢ denir(Capar, 2013).
Brown siireci @ = % olan 6zbenzesimli siirectir.

Brown Kopriisii

Tanmm 49. {X; = B; —tB;,0 <t < 1} ile tamumlanan siirece Brown(Brownian) Kop-

rusi denir.

t =0vet=1i¢in Xo = X; = 0 oldugundan siirecin yoriingesi her iki ugtan sifir

baglidir. Bu nedenle siirece Bagli Brown Siireci de denir(Capar, 2013).

Siirecin sonlu boyutlu vektorleri Gauss dagilimli oldugundan bu siirecte Gauss
stirecidir. Siirecin beklenen degeri uyx(z) = 0, kovaryans fonksiyonu ise cx(z,s) =

Cov(B; —tB1,Bs — sBy) = min{t,s} — st dir.

Siiriiklenmeli Brown Siireci

Tamm 50. {X; = ut + oB;,t > 0,0 > 0} ile tamumlanan siirece Siiriiklenmeli Brown

Siireci denir.

Siirecin yine sonlu boyutlu vektorleri Gauss dagilimli oldugundan bu siirecte Ga-
uss siirecidir. Siirecin beklenen degeri pyx () = ut, kovaryans fonksiyonu ise cx (¢, s) =

o’min{t,s} dir(Capar, 2013).
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Geometrik Brown Siireci

Tammm 51. {X, = e*'+ 9B t > 0} ile tanimlanan siirece Geometrik Brown Siireci denir.

Bu siirece Ussel Siiriiklemeli Brown siireci de denir(Capar, 2013). Ussel donii-
stimler Gauss dagilimli olmadigindan bu siirecte Gauss dagilimli degildir.Gauss siireci

degildir.

Siirecin beklenen degeri

ayrica s =t icin

dir.

Ak ve Renkli Giiriiltii : Brown siirecinin yoriingelerinin hi¢bir noktada tiirevi ol-
madigini ifade etmistik. Brown siirecinin tiirevlenebilme sorununu agmak i¢in Gelfand
stirecin rassal fonksiyonlar1 yerine rassal genellestirilmis fonksiyonlar tanimlamistir.
Laurent Schwartz tarafindan kurami olusturulan genellestirilmis fonksiyonlarin belli
bir topolojik vektér uzaymin dualinin elemanlari olarak verir. Ozel tiirev tanimu ile her

mertebeden tiirevleri vardir.

Ak giiriiltii (White Noise), Brown siirecinin tiirevi olarak tanimlandigindan siire-
cinin yoriingelerinin genellestirilmis tiirevi Ak giiriiltiiyii verecektir. Simdi Ak giiriil-
tiiniin farkli bir yaklagimi olan Renkli giiriiltii siirecini inceleyelim.

Bu siirecte;

_ B p— B,

Xth : "

+>0,h>0

(h sabit say1) olarak tanimlanir. Brown siirecinin dogrusal bir bilesimi oldugunda bu

siirecte bir Gauss siirecidir.
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Siirecin beklenen degeri

|
o

px (t)

ve kovaryans fonksiyonu ise

1
s<t cx(t,s) = ﬁCOV(BH—h — B;, By, — By)

1
= ﬁ[s+h—s—min{t,s+h}+s]
1 :
= ﬁ(s—kh—mm{t,s—kh})
elde edilir.

Eger s+ h < t ise min{t,s+h} = s+ h ve cx(t,s) = 0 olur. X; ve X; ilintisizdir.
Gauss siireci bagimsizdir. Fakat s +h > ¢ ise min{t,s +h} =1 ve cx(t,s) = h=(i=s)

h2
olur. § =t — s dersek cx(t,s) = h;—z‘s ve siire¢ genis anlamda dura8an siirectir. Gauss

stireci olarak da mutlak duragandir.

Varyans fonksiyonu ise t —s = § = 0 ise 6~

= % olur. Burada 4 | 0 oldugunda
renkli giiriiltiiniin salinimlar sinirsiz artacagindan siire¢ gercek anlamda stokastik bir
slire¢ olmayacaktir. Yeterince kiiciik secilen h’lar icin X;’ler bagimsiz olmaya baslarlar.

Yani b.6.d. olur ve N(0,1) dagilimli Gauss siireci yoriingelerine benzerler.

Brown siireci {B;} ve dogal filtrasyon olan {F;,# > 0} olsun. Iki degiskenli siirekli
ve Olgiilebilir bir fonksiyon olan f i¢in X; = f(¢, B;) seklinde yazilan dogal filtrasyonlar
da adapted filtrasyondur.

Siirecin dogal filtrasyonlarin1 genigletebiliriz. Siirecin yeni filtrasyonlarina gore

adaptedtir.

{By,t > 0} bir Brown siireci ve F; = 6(Bs,s < 1), (t > 0) dogal filtrasyon olsun.
Siire¢ s aninda iken bir t zamaninda (z > s) bir olayin olasihig1 sadece s anindaki du-

ruma baghdir. Buna "Belleksizlik" 6zelligi denir. Yani
P(X; € B|F,) = P(X; € B|X;) = P(X; € Blo(Xj)),(s > t,B € B) (4.78)

olur. Bu 6zellige Markov ozelligi denir.
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Markov 6zelligini tasiyan siireglere Markov Siireci denir.
Olasihikta Zayif Yakinsama

Tamim 52. [Olgii Ailesinin Stkiligi:] € > 0 verildiginde oyle bir tikiz K kiimesi vardir
ki {u,} ol¢ii ailesinin her iiyesi icin (W(K) > 1 — € egitsizligi saglantyorsa {,} olgii

ailesine siki(bagil tikiz) denir.

I={11,t,...,tn} C[0,T] sirali ve sonlu zaman indisleri ve P; siirecin s.b.d.’larint

gostersin.

Teorem 34. [Olasilikta Zayyf Yakinsama:] {X; ,,t > 0} seklinde verilen dagilimlar
Wy, olan stokastik siire¢ dizisi ve siirecin s.b.d.’lart Py, olsun. Bu siirecin s.b.d.’lar Py,
olasilik dagilimi U olan siirece zayif yakinsamasi icin asagidaki kosullari saglanmast

gerekir.

i. n— oo olmak iizere P, = Pj

ii. {},(n=1,2,...)olasilik olciisii ailesi sikidur.

Rassal Yiiriiyiis(Random Walking) Brown siireci kullanarak rassal yiiriiyiisiin

simiilasyon kurulumu i¢in asagidaki asamalara gore hareket edilir.

Eksen iizerinde rastgele hareket eden polen taneciklerinin var oldugu kabul edi-
lerek her At zaman birimine karsilik gelen siirede % olasilikla saga veya sola dogru Ax

kadar hareket etsin.
Y1,Y>,... bagimsiz ve % olasilikla +Ax degeri alan rassal degiskenler olsun.

T

an:Y1+Y2++Y[£} ’n:[A_t

stireci tammlanir. Bu siiregte; n — oo, At — 0 ve Ax ~ \/E mertebesinde 0’a giderken
Wiener olgiisii 1’ye zayif olasilikla yakinsar. ¥;’ler b.6.d. ve N(0,1) dagilimli rassal

degiskenler olmak iizere;

Y1 (0)4+Ys(0)+...+Y (o) tr=Li=01.2....
Xnt<w): \/ﬁ n’ ) e

7 lineerinterpolasyon d.d.t'ler
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1. XOJ - 0

2. 01,02,...,0, tamsayllarinin 0 < i) <ip < ... < i, < nolmak iizere

im _Xim71
n n n M

Xi, —Xi Xin —Xip ,....X

’ no

bagimsiz rassal degiskenlerdir. Ciinkii bu artiglar dizisinin her biri sonlu sayida
bagimsiz % degiskeninin toplamidir.

3. Artiglar ayni sayida % toplamindan olusuyorsa iki dagilim aymdir.

4. V0 < i< nigin X; ’nin dagilimi N(0, <) ve V[Y‘(w)+yz(w)+”'+n(‘°)] = L dir.

i
'n \/ﬁ
Verilen siire¢ bagimsiz artigh ve duragan artigh oldugundan Brown siirecidir.

Donsker Degismezlik Prensibi

Y (0)+h(0)+...+Yi(0) t=Li=0.1.2....
X1 (@) = v ) o

’ lineerinterpolasyon d.d.t'ler

ifadesi ile verilen siire¢ dagilimda Brown siirecine yakinsar. Siirecin olasilik dagilimi

U, ise Wiener Ol¢iisiine y’ye yakinsamaktadir(Karatzas ve Shreve, 1988).

Martengaller

Tanmim 53. [Martengaller:] X = {X;;t > 0} stokastik siireci ve { % },;>0 filtrasyonu
verilmis olsun. Bu siire¢ asagidaki kosullart sagliyorsa {F },;>0 filtrasyonuna {.%; }-
Martengali denir.

i. Vticin E(|X;]) < oo

ii. X¢,{%:} filtrasyonuna adaptedir.

iii. Her0 < s <ticin E(X;|F5) = X,(h.h.k.) dir.
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Eger (iii.) kosulunda verilen esitlik yerine E(X;|-Z;) > X;(h.h.k.) ise Marten-
gale Alt-Martengal, E(X;|.7;) < Xs(h.h.k.) ise Martengale Ust-Martengal denir. Ay-
rica (i.) yerine X; € LP, p € [1,00) gelirse LP-Martengal denir. Bir LP-Martengel igin

sup;cp+ E(|1X¢|P) < oo ise X'e, LP —sinurly Martengal denir.

Bir Martengalin beklenen deger fonksiyonu;

wx(t) =E(X;) = c,(c: sabit)

dir.
Tamm 54. [Ayrik Zamanlh Martengal:] Ayrik zamanl bir siire¢ olan X = {X,;n =
0,1,2,...} ve {F#,n=0,1,2,...} filtrasyonu verilmis olsun.
i E(|JX,|) <o, n=0,1,2,...
ii. Xy,{%} filtrasyonuna adaptedir.
iii. Herm > 1 icgin E(X,+m|.%,) = X,(h.h.k.) dir.

kogsullart saglaniyorsa X siirecine {.%,} filtrasyonuna adapte bir ayrik zamanl mar-

tengal denir.
Bagimsiz rassal degiskenlerin kismi toplamlarindan olusan siire¢ ayrik zamanl
martengaldir(Protter,1990).

Tamm 55. Poisson Martengali N = N{N; : t > 0} bir Poisson siireci ve .%; dogal
filtrasyon olsun. Bu taktirde {N; — At };> siireci { % };>0 filtrasyonuna adapte sagdan

stirekli bir LP-Martengalidir.

Tamim 56. Brown Martengali Poisson martengali gibi Brown siireci dogal filtrasyo-

nuna gore LY —Martengalidir.

E(X,+ 11%,) = X, & E(Xy+1 — Xu|-%,) = 0 olmak iizere tanimlanacak ayrik

zamanl {Y,;n=0,1,2,...} siirecine Martengal Fark Dizisi denir.

L. Y, =X,—X,-1n>20
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ii. E(Y,|-%y—1)=0dur.

Onceden Kestirilebilir Siirec W = {W,;n = 1,2,...} ayrik zamanlh martengal

olsun. Vn i¢in W,,,.%,_; olciilebilir ise W,.#, e gore onceden kestirilebilir siire¢ denir.

Martengal Doniisiimii ¥, = {Y,;n =0,1,2,...} siireci {.%,} filtrasyonuna gére
bir martengal fark dizisi ve W = {W,;n = 1,2,...} de bu filtrasyona gore dnceden

kestirilebilir siirec olsun.
n
Zy=0, Z,=) WY, n>1
i=1

seklinde tanimlanan Z siirecine Y’nin W doniigiimii denir. Kisaca Z = W oY ile goste-

rilir(Protter, 1990).

Brown Martengal Déniisiimii B = {B;0 < s < t};[0,7] aralifinda taniml1 bir
Brown siirecive 0 =1y <t; <tp < ... <t,_1 < t, =t tamim araliginin bir boliiniimii

Fo=1{0,Q}, 7 =0(B;;1 < j<i);(i=1,2,...,n) de bir filtrasyon olsun.
AB={AoB=0,AB=B, —B, . (i=1,2,....n)}

rassal degisken dizisini tanimlayalim. Buna gore verilen filtrasyona adapte martengal
fark dizisidir. Ayrica
B={B,=B,_1,(i=12,....n)}

siirecini tanimlayalim.

Bu siirec BN,l: B;,_1 olarak tanimlandigindan 6nceden kestirilebilir siiregtir. ]NB oAB

bir martengaldir.

N ko~ k
{BeAB}, =) BieAB=) B, (B,—B, )
i—1 i=1

1
dir(Capar, 2013).

Martengal Yakinsaklik Teoremi

Teorem 35. {X;};>0;p > 1 icin LP-simirly ve siirekli zamanli martingale olsun. Bu

taktirde dyle bir X € LP(Q, %, P) rassal degiskeni bulunabilir ki t — oo hem LP hem
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de h.h.k. olarak X;,X.. ye yakinsar.(X; — Xoo)

Ayrica {X,} Martengali kapatir denir(Chung ve Willams,1983).

Stokastik Diferansiyel Denklemler

Doga Bilimleri, Sosyal Bilimler, Ekonomi, Finans ve diger bilimlerle ilgilenen
arastirmacilarin zamana bagh degisimi incelemek amaciyla kurduklart modellerde di-
feransiyel denklemler(ODE) kullanilmigtir. Fakat bu denklemlerin deterministik ol-
mast bir¢ok etkinin sbit kabul edilmesi veya dikkate alinmamasi tam ¢oziimler ile mo-
del sonucu arasinda onemli farkliliklar olusturmaktadir. Bu nedenle diger etkilerin ve
belirsizlikten kaynaklanacak farkliliklarin olusturacag: bir terimi diferansiyel denk-
leme dahil etmenk gerekmektedir. Boylece Stokastik Diferansiyel Denklemler (SDE)
giindeme gelmistir(Applebaum, 2007; Bhat, 1981; Evans, 2012; Higham, 2001; Klo-
eden ve Platen, 2013; Lord vd. 2014; Mao, 2008; Oksendal, 2013).

Bir baslangi¢ deger problemi olan adi diferansiyel denklem asagidaki gibi veril-
mis olsun:
X (t)=b(x(t)) (t>0)
x(0) = xo,

4.79)

Yukaridaki denklemde xg € R” ve b : R" — R” olmak iizere x : [0,00) — RR” fonksiyo-

nun yoriingesi asagidaki gibi verilebilir(Evans, 2012).

x(t)
X0

Sekil 4.2: Adi Diferansiyel Denklemin Ornek Coziim Yoriingesi

Fakat diger belirsizlikler "Ak Giiriiltii" (White Noise) terimi olarak denkleme

ilave edilirse;
X'(t)=b(X(1))+B(X()5()  (t>0)
X(0) = xo,

(4.80)

Burada & () := m-boyutlu "Ak Giiriilti" ve B : R" — M™*" tanimlidir. Fonksiyonun

yoOriingesi ise asagidaki gibi verilebilir(Evans, 2012).



105

X(t)

Sekil 4.3: Stokastik Diferansiyel Denklemin Ornek Coziim Y6riingesi

(6.80) SDE sisteminde m = n,xo = 0,b = 0 ve B = I degerleri i¢in n — boyutlu
Brown Hareketi elde edilir. Kisaca W (.) sembolii ile gosterilir. Ayrica W/(.) = &(.) dir.

Ak giiriiltii ,Brown Hareketinin zamana gore tiirevidir. Yani (6.80) SDE,

ax(t) dW (1)
- = bX (@) +BX(1)— (4.81)
dir. Dolayisiyla;
X(t) = x0+ /0 b(X(s))ds+ /0 B(X(s))dW (4.82)

genel ¢oziimii formu elde edilir(Evans, 2012).

Brown Hareketinin hicbir noktada tiirevlenememesi nedeniyle integralin hesap-
lanmasi i¢in daha az kisitlar gerekmektedir. Riemann-Stieltjes integrali yeterli degildir.
Japon matematik¢i Kiyosi Ito tarafindan 1944-1946 yillar1 arasinda yayinladig1 maka-
leler stokastik integral hesaplanmasinda dnemli bir doniim noktas1 olmustur. (Ito, 1944

ve 1946)

Ito, yoriingeler iizerinde alinan Riemann-Stieltjes toplamlarinin klasik limitleri
yerine L? uzayinda ya da olasilikta limitlerini alarak stokastik integral taniminda genis

bir integrand ailesi iizerinde sonuca ulagir.
Stokastik Integral

Tanm 57. Basit Siirecler ve Ito Stokastik Integralleri X = {X; : t € [0,T|} siireci T,

boliimiine gore asagidaki tamimlaniyorsa siirec e Basit Stire¢ denir(Capar, 2013).

T,: 0= <th<h<..<t,=T

X(w,t) =

-

Zi(w)l[ti,l,t[) (t) +Zf’l(w)l{tn}(t) (483)

i=1
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yada kisaca

n
X = Z{Z"I[ti—l,ti) +Zn[{tn} (4.84)

1

dir.Basit siirecin ac¢ik yazilimi ise

Zi(® tii1 <t <t i=1,2,...n
X,(0) = () ! i ) (4.85)
Zy(w) t=t,=T

seklindedir.

Yukaridaki tanimlamada Z; ’ler, {.%;_, } filtrasyonuna gére karesi integrallenebi-

lir rassal degiskenlerdir. Yani E(Z?) < oo dir.

X = {X;;0 < s < T} basit siireci i¢in tanimlanancak olan Ito stokastik integrali,

n

T n
/0 X, dBs =Y Zi(B,— B, ,)=Y Xi_1(B,—B,_,) (4.86)
=ll i=1

formiilleri ile verilir.Diger bir ifade ile

t T n
/0 XsdB; = /0 Xlj0,dBs = Y Zi(Buin{t,1} = Bmint,_1 1}) (4.87)
i=1

tanimlanir.
Basit Siireclerin Ito Stokastik Integralinin Ozellikleri:

Basit siirecin stokastik integrali;
t
L@xmﬁié&@mwxm (te0,1]) (4.88)
olarak tanimlanirsa 7, (X)(w)’da bir stokastik siire¢ olur. Bu siire¢ i¢in;

i E(L(X)(@) =0

ii. E(I}(X)(0)) = E((JoXs(@)dBs(0))*) = [E(X}(@))ds 1 €[0,T)
Bu ozellige Izometri Ozelligi denir.

i, = L(X4Y)=L(X)+L(Y)

- L(cX) =cl(X) (ceR)



107
- fOTXSdBS — f(;XsdB_s + ftTXsst
iv. I;(X) yoriingeleri siireklidir.

v. I;(X)(w) siireci Brown siirecinin dogal filtrasyonuna adapted olan martengaldir.

Ito Stokastik Integral X bir stokastik siire¢ ve ¢, basit stokastik siire¢ olmak iizere,
T
limyE( / (X (@) — ¢u(@))2dr) — 0 (4.89)
0
oldugunu varsayim altinda Ito integrali ;

T T
/ X, ()dBy (@) = liny e / 0 (©)dBy () (4.90)
0 0

limiti ile .#%(P) iginde tanimlamir. Bu limitle hesaplanan Ito integralinin 6zellikleri,

1. foT (X; +Y;)dB; = fOTXtdBt + fOT Y,dB, dir

ii. I,(X) = JI X,dBy, (1 € [0,T)) siireci Brown hareket siirecinin dogal filtrasyonuna

gore martengaldir.
iii. E(L(X)(w)) =0 dir
iv. {[;(X)(w)} stokastik siirecinin yoriingeleri siireklidir

v. E((fyXsdBy)?) = [JE(X?)ds  t€][0,T)]

dir(Ito, 1944 ve 1946).

Ito Lemmalari Ito’nun stokastik integral alarken kullandig1 argiimaanlardan en
onemlileri arasina giren Ito Lemmmalarina stokastik degisken degistirme gozii ile ba-
kilabilir. Taylor acilimi yardimiyla tanimlanan bu lemmalarin diferansiyel ve integral
formu asagidaki gibidir. (Kloeden ve Platen, 2013; Lord vd., 2014; Mao, 2008; Oksen-
dal, 2013)

e Ito Lemmasi-1:
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Ito Lemmasi-1 (Diferansiyel Formu): f fonksiyonu 2.defa tiirevlenebilen siirekli

bir fonksiyon olmak iizere,
1
df(B:) = f'(B:)dB; + 3 f" (B:)dt (4.91)

Ito lemmasinin diferansiyel formunu s’den t’ye integrali alinarak Ito lemmasinin

integral formu elde edilir.

Ito Lemmasi-1 (Integral Formu):

J/

t t y 1 t "
fy e =58 =18y = [ 7Boaw 3 [ f B @92)

Itointegrali Riemann integrali

Ito Lemmasi-2:

f(z,x) iki degiskenli, siirekli ve ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip bir fonk-

siyon olmak iizere,

10,80~ (B = [ 6B+ 3 fa(x B+ [ foB)a(By) 499

TV TV
Riemann integrali Itointegrali

dir.

Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemler Stokastik modellemelerde temel

denklemlerden,

diferansiyel formu ile verilen stokastik diferansiyel denklemi integral formunda yazar-

t t
X, =Xo +/ a(s,Xs)ds—f—/ b(s,Xs)dB; 0<t<T (4.95)
0 0

Ito stokastik diferansiyel denklemini elde ederiz. Denklemin 6zel durumlarini inceler-

. Xo=0,a=0veb=1icin X; = fé dB; = B; olur. Denklemin ¢6ziimii Brown

hareket siireci olur.
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ii. Xo=0,a=p veb=1igin X, = [judt+ [jdB; = ut + B, olur. Denklemin

¢Ozlimii siiriiklenmeli Brown hareket siireci olur.

iii. Ayrica a(t,x) =c1(t)x+c2(t) ve b(t,x) = 01(t)x + 02(¢) olmak iizere
t t
X = Xo+ /O le1(5)X, + e (s)]ds + /O [61(5)Xs + 02(5)]dB, (4.96)

elde edilen stokastik diferansiyel denkleme Genel Dogrusal Ito Diferansiyel

Denklemi denir.

Gronwall Esitsizligi f(z) > 0 fonksiyonu 0 <7 < T araliginda a,c € R sabit degerler

olmak iizere,f(t) < ¢ +a [; f(s)ds esitsizligi mevcutsa
f(t) < ce” (4.97)
dir(Capar, 2013).

Lipschitz Kosulu Bir f(x) fonksiyonu verildiginde her x,y € R i¢in

[f(x) = F)] < Klx =] (4.98)

esitsizligini saglayacak sekilde K > 0 sayis1 bulunabiliyorsa f(x)’e Lipschitz fonksi-

yonu veya Lipschitz siirekli fonksiyon denir(Capar, 2013).

Ito Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri Genel dogrusal Ito

diferansiyel denklemin 6zel hali olan,
t t
X=Xote [ Xds+o [ XdB o>0 (4.99)
0 0

denkleminde X ve B siirecleri arasindaki ¢arpimsal iliskide dolay1 Carpimsal Giiriil-

tiilii Dogrusal Stokastik Diferansiyel Denklem denir.

w1 ve W2 Brown siirecinin dogal filtrasyonuna adapted siirecler olmak iizere,
‘Wb ‘W@
X; = Xo +/ Wy ds+/ Wy~ dBg (4.100)
0 0

formunda verilen siirece Ito Siireci denir. Bu siirecin stokastik diferansiyel denklemi
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ise,

ax, =wVar + w®as, (4.101)

formundadir.

e Ito Lemmasi-3: (6.99) ve (6.100) denklemleri ile verilen Ito siireci ve f(z,x)

ikinci mertebe kismi tiirevleri varolan ve siirekli fonksiyon olmak iizere,

7030 = 705.%) = [ 10X+ W o X) 4 5 W2 a0

t
+ / Hx,X)W2dB, (s<1) (4.24)
N
esitligi elde edilir(Capar, 2013).

Ito Carpim Kurah X; ve X, iki Ito siireci olmak iizere bu siireclerin stokastik

diferansiyelleri,

dx,, = w"Vdr + wgp,
Xy, =WVt + waB,

olsun. Bu taktirde XX, carpimida bir Ito siireci olup stokastik diferansiyeli,
d(X1X2) = X1,1dXp  + Xp.1dX1  + W2 W Dy (4.102)

elde edilir.

Teorem 36. [Levy’nin Brown Hareket Siirecinin Karakterizasyonu:] (Q,.7 ,P) ola-
silik uzayinda tammlanan {X,};(t > 0) siirekli stokastik siireci ve X} —t siireci {.%;}
dogal filtrasyonuna gore martengal olmast ile {X;} nin Brown siireci olmast denk-

tir(Capar, 2013).

Girsanov Teoremi
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Teorem 37. [Girsanov Teoremi:] X; = at+B;, 0 <t <T,Xy=0 olmak iizere

(Q,.Z,P) olasilik uzayinda tanimlanan bir Ito siireci olsun. Ayrica M, = e~ %P —30c
tamimlayalim. Bu taktirde;
i. My, P olciisiine gore martengaldir.
ii. Q(A)= [4Mr(w)dP(®w) A€ .F iletammlanan dlgii P ile esdegerdir.
iii. Q olgiisii altinda X; = ot + B; bir Brown siirecidir.
Kant. i f(t,x) = e OR300 fonksiyonu igin M; siirecine Ito lemmasi-2 uygula-
nirsa ,
f(taBl) =M,
062
fl(tax):_jf(nx)v f2(t7x):af(t7x)
ve

2 (l‘ , x) = Olzf(t , x)

yerine yazarsak ,

A(6,B) = [f1(0,B) + 5 flt, B)] + ot B)dB,

—a? 1,
= Tf(taBl‘) +§05 f(t,B)) —af(t,B)dB,

olur. Buradan,

th - —OCM,dB,
t
Mtzl—/ aMdB, M= 1
0
dir.

M;, Brown filtrasyonuna gére olgiilebilir oldugundan E(M?) = E (e_zo‘B’_O‘Zt )

dir. 4 = —a? ve 6 = —2« igin Geometrik Brown siireci olur.

T 5 T,
/E(M,dt:/ e *dr < oo
0 0
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gerceklesir.
t
M, = / oMdB;
0
bir Ito integraldir. Dolayisiyla M;, P 6l¢iisiine gore martengaldir.

Q ol¢iisiiniin ifadesi P 6l¢iisiine gore mutlak siirekli oldugunu gosterir. Q(A) =0
ise M; > 0 oldugundan P(A) = 0 olur. Bu da bize Q ve P ol¢iilerinin esdeger

oldugunu gosterir.

Levy karakterizasyonuna gore X; nin Brown siireci oldugunu gosterelim. Yani,X; =
at + B, ve X? —t siireglerinin dQ = M,dP’ye gore martengal oldugunu gostere-

lim. Bunun icin K; = M, X; alinarak Ito carpim kurali uygulanirsa;

dK; = M,dX; + X;:dM; + dX;dM,
elde edilir. Buradan

dK; = M, (audt + dB;) — X,aM,dB; — dB;otM,dB,
ve M, odt — aM;(dB;)? = 0 esitligi dikkate alinirsa,
dK, = M,(1 — oX;)dB,

olur. Dolayisiyla P 6lciisiine gore martengaldir.

EMX;|Fs) _ E(K|Fs) _ K

Eo(X,|.Z,) = — — 25 X (hhk
0(Xi|Fs) EM|Z,) EM|F) M, s(h- k)

Benzer sekilde X2 — ¢ gosterilebilir(Capar, 2013).

]

Girsanov Teoreminin Genel Hali: X;,(Q,.7 ,P) olasilik uzayinda tammlanan dX;, =

oy (w)dt + dBy,t € [0,T)] ile verilen Ito siireci i¢in

M, = e Joos(@)dBi—5 [jai(@)ds 4 10 7]

2

tammunt yapalim ve o4 (®) siireci icin Novikov sarti P él¢iisiine gore E (e% o o (0)ds) <
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o saglasin. Buna gore (Q,.%;) iizerinde Q ol¢iisii dQ(®) = Mr(®)dP(®) seklinde
verilmigse,

a. M, bir P martengaldir.

b. Q olciisii ile P ol¢iisii esdegerdir.

c. Q olgiisii altinda X; siireci bir Brown siirecidir(Capar, 2013).

Stokastik Adi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziim Metotlar:

dX, =a(t,X;)dt +b(t,X;)dW;, Xo=x (4.103)
stokastik diferansiyel denklemin tam ¢oziimii,
t t
X, :XO—I—/ a(s,Xs)ds+/ b(s,X;)dW; (4.104)
0 0
bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle niimerik metotlar aracilifiyla ya-

kin degerlerle ¢oziime yaklasilabilir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin en basit niimerik metotlarindan biri Stokas-
tik Euler Metodu veya daha genel adiyla Euler-Marumaya Metotudur.(Capar, 2013;
Higham, 2001; Kloeden ve Platen, 2013; Lord vd., 2014)

Euler-Marumaya Metodu (6.103) ve (6.104) denklemleri ile verilen stokastik

diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimiinii yapmak icin,

AW, =W, — Wi

n

Int1 In+1
/ " b5, X AW, = b(tn, X,)AW, / s, Xy AW, = altn, X,) 8t
n In

olmak tizere,

Xt = X + a(tn, X) 8t + b(tn, X ) AW}, (4.105)

iterasyon denklemi elde edilir.
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Iterasyonun uygulanmasi sirasindaki adimlarda #,, = ndt olmak iizere,

t—t,

X% =X, + Xps1—Xn) 1€ [taytus1) (4.106)

Iny1 —In

iterasyon sonucu ¢ikan degere karsilik X; kesin ¢oziimii kiyaslandiginda;

i. Eger limg,_,oE(|X; — X%|) = 0 ise iterasyon giiclii yaknsar,

ii. Eger biitiin g(x) polinomlar i¢in limg,_,o|E(g(X;) — E(g(X%))| = 0 iterasyon

zayif yakinsar denir.

iii. Yy mertebeden(order) gii¢lii ve zayif yakinsama ise asagidaki gibi tamimlanir.
E(|1X, —x%") < K(81)"  (K;sabit)
Y. mertebeden giiclii yakinsama
E(s(X,) —E(g(X”))| <K(81)" (K;sabit)
Y. mertebeden zayif yakinsamadir.

Milstein Metodu Stokastik niimerik metotlarindan biri de Milstein metodudur.
(6.103) ve (6.104) denklemleri ile verilen stokastik diferansiyel denklemin niimerik
¢Ozlimiinii farkl: bir yaklasim kullanarak elde etmeye calisir. Milstein metodu, Stokas-

tik Taylor aciliminin Ito formiiliine uygulanmasi esasina dayalidir.

AW, =W, — W,

n

th+1 In+1
/ (s, X,) AW, & b(tn, X ) AW, / (s, X AW, & altn, X,) 6t
Iy Iy

ve b(ty,X,) 1. tiirevi b’ (1, X,,) olmak iizere,
1
Xpi1 = X+ a(X,) 8t + b(X,) AW, + 5b’(X,,)b(Xn)((AWn)2 —81) (4.107)

denklemi elde edilir (Milstein, 1974).
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Ornek: Geometrik Brown siirecinin stokastik diferansiyel denklemi,
dX, = uXidt + o X, dW;, X(0)=Xp
icin olmak iizere Euler-Marumaya ve Milstein metotlar1 uygulanirsa
Xni1 = X, + uX,At + oX,VAZ (Euler — Marumaya)

\

1
Xt 1 = Xn + UX,AL 4+ 6X,VAZ + 562 (Z2—1)  (Milstein)

Ayrica Geometrik Brown siireci finansal degerlemede kullanilan tam ¢oziimii i¢in,
Xr = Xoe(#*%z)TﬂLGw(T)

denklemi de kullanilir.

Ornek: CIR( Cox- Ingersol-Ross) stokastik diferansiyel denklemi,
dX, = (a — BX;)dt + o/X,dW,, X(0)=Xo>0

icin
fX)=(a—P)X, gX)=0oVX

Euler-Marumaya ve Milstein metotlar1 uygulanirsa
X1 = Xu + (@ — B)X,At + 0V/X,VAZ (Euler — Marumaya)

ve

1
X1 = Xn+ (00— B) X, AL 4 6/ X, VAZ + 102(22 —1)  (Milstein)
dir (Yildirak ve Caligkan, 2008).

Ornek: Vasicek stokastik diferansiyel denklemi ise
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seklindedir (Yildirak ve Caligkan, 2008).

CIR ve Vasicek modelleri birbiribe benzeyen tahvil fiyatlar: ile kisa donem faiz
haddi arasindaki dogrusal iliskiyi veren stokastik modellerdir(Yildirak ve Caligkan,
2008).



