CANAKKALE ONSEKIZ MART UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
YUKSEK LISANS TEZI

GENELLESTIRILMIS KAPALILIGIN
ILISKILERI UZERINE
Shamsitdin IBRAGIMOYV
Matematik Anabilim Dal

CANAKKALE



T.C.
CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
YUKSEK LISANS TEZI

GENELLESTIRILMIS KAPALILIGIN
ILISKILERI UZERINE
Shamsitdin IBRAGIMOV
Matematik Anabilim Dal
Tezin Sunuldugu Tarih: 11/06/2019

Tez Damismani:

Prof. Dr. Erdal EKiCI

CANAKKALE



Shamsitdin IBRAGIMOV tarafindan Prof. Dr. Erdal EKICI yénetiminde hazirlanan
ve 11/06/2019 tarihinde asagidaki jiiri karsisinda sunulan “Genellestirilmis Kapahhgin
Nliskileri Uzerine” baslikli calisma, Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Matematik Anabilim Dal’'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak oybirligi ile
kabul edilmistir.

JURI
Prof. Dr. Erdal EKICI .
Bagskan

Dr. Ogr. Uyesi Giilseli BURAK ...
Uye

Dr. Ogr. Uyesi Ozlem ELMALI ...

Uye
Prof. Dr. Levent GENC
Miuidir
Fen Bilimleri Enstitusu
Swra No:.........

Bu calisma Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon

Birimince Desteklenmigstir. Proje Numarasi: FYL-2017-1337

1



INTIHAL (ASIRMA) BEYAN SAYFASI

Bu tezde gorsel, isitsel ve yazih bicimde sunulan tiim bilgi ve sonu¢larin akademik ve
etik kurallara uyularak tarafimdan elde edildigini, tez icinde yer alan ancak bu
calismaya 6zgii olmayan tiim sonuc¢ ve bilgileri tezde kaynak gostererek belirttigimi

beyan ederim.

Shamsitdin IBRAGIMOV

111



TESEKKUR

Bu tezin ger¢eklestirilmesinde, ¢alismam boyunca benden bir an olsun yardimlarini
esirgemeyen sayg1 deger danisman hocam Prof. Dr. Erdal EKIClI’ye, ¢alisma siiresince tiim
zorluklar1 benimle gogiisleyen hayatimin her evresinde bana destek olan degerli aileme
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Bu c¢alisma Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri
Koordinasyon Birimince Desteklenmistir. Proje Numarast: FYL-2017-1337. Canakkale
Onsekiz Mart Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimine danisman

hocam Prof. Dr. Erdal EKICI ve ben tesekkiirlerimizi sunariz.

Shamsitdin IBRAGIMOV
Canakkale, Haziran 2019

v



OZET

GENELLESTIRILMIiS KAPALILIGIN iLISKiLERI UZERINE

Shamsitdin IBRAGIMOV
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Erdal EKiCi
11/06/2019, 56

Bu tezde topolojik uzaylarda genellestirilmis kapaliligin iliskileri {izerinde
durulmustur. Topolojik uzaylarda genellestirilmis kapali kiimeler ile hemen hemen p-
regiiler topolojik uzaylarin 6zellikleri arastirilmistir.

Topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve regiiler genellestirilmis
kapali kiimeler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar {izerine arastirmalar
yapilmistir.

Topolojik uzaylarda doniistimler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar

iizerine arastirmalar yapilmistir.

Anahtar sozciikler: Genellestirilmis Kapali, Hemen Hemen p-regiiler Topolojik

Uzay, Topolojik Doniisiim, Regiiler Uzay



ABSTRACT

ON THE RELATIONSHIPS OF GENERALIZED CLOSEDNESS

Shamsitdin IBRAGIMOV
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Erdal EKICI
11/06/2019, 56

In this thesis, the relationships of generalized closed sets in topological spaces are
studied. Properties of generalized closed sets in topological spaces and almost p-regular
topological spaces are investigated.

This thesis contains some investigations on generalized p-closed sets and regular
generalized closed sets in topological spaces with almost p-regular topological spaces.

The investigations on maps in topological spaces and almost p-regular topological

spaces are considered.

Keywords: Generalized Closed, Almost p-regular Topological Space, Topological
Map, Regular Space
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BOLUM 1
GIRIS

Topolojik uzaylarda genellestirilmis kapali kiimeler Levine (1970) tarafindan,
genellestirilmis p-kapali kiimeler Noiri, Maki ve Umehara (1998) tarafindan calisilmistir.

Hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar Malghan ve Navalagi (1990) tarafindan
calisiimastir.

Ayrica topolojik uzaylarda doniisiimler 6nemli yere sahiptirler. Topolojik uzaylarin
temel konularinda karsimiza ¢ikmaktadir.

Son yillarda topolojik uzaylarda 6nemli ¢alismalar yer almaktadir. Bu ¢alismalar
topolojik uzaylara ve uygulamalarina biiyiik katkilar saglamaktadir.

Bunlardan bazilar1 Caldas ve ark. (2008, 2009); Noiri (1998); Aurichi (2011); Ekici
(2005, 2006, 2007, 2008, 2011, 2012, 2016); Levine (1970); Roy ve Ekici (2011);
Malghan ve Navalagi (1990); Hung (2011); Ekici ve Noiri (2007); Dorsett (2012); Ekici ve
Elmal1 (2015) v.b. topolojide ki ¢aligmalardir.

Sunulan tezde hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar ve genellestirilmis p-kapali
kiimeler, regiiler genellestirilmis kapal1 kiimeler {izerine ¢alismalar yapilmistir.

Bu tezde topolojik uzaylarda genellestirilmis kapaliligin iligkileri iizerinde
durulmustur.

Topolojik uzaylarda genellestirilmis kapali kiimeler ile hemen hemen p-regiiler
topolojik uzaylarin 6zellikleri arastirilmistir.

Topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve regiiler genellestirilmis
kapali kiimeler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine arastirmalar
yapilmistir.

Topolojik uzaylarda doniistimler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar
iizerine arastirmalar yapilmistir.

Bu tezde ikinci boliimde onceki ¢alismalar verilmistir.

Ugiincii ve dordiincii bdliimlerde topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali
kiimeler ve hemen hemen p-regiiler uzaylar iizerine c¢aligmalar yapilmis, topolojik
uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve hemen hemen p-regiiler uzaylar {izerine
yapilan ¢aligmalar ile elde edilen sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.

Besinci ve altinc1 boliimlerde topolojik uzaylarda regiiler genellestirilmis kapali

kiime ve hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine ¢alisilmis ve topolojik



uzaylarda regiiler genellestirilmis kapali kiime ve hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar

iizerine yapilan ¢caligmalar ile elde edilen sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.

Yedinci ve sekizinci boliimlerde topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen hemen p-
regliler topolojik uzaylar {izerine ¢alisilmis ve topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen
hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine yapilan ¢aligmalar ile elde edilen sonuglar ve

ozellikler sunulmustur.



BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

Bu béliimde onceki ¢alismalar, temel tanim ve teoremler verilmistir.
G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun.
G kiimesinin X topolojik uzayma gore kapanis kiimesini
G
ile gosterecegiz.
G kiimesinin X topolojik uzayma gore i¢ kiimesini
GO
ile gosterecegiz.
TANIM 2.1. X bir topolojik uzay ve KEX olsun. X uzayinda
KcG
olmak tizere G agik alt kiimeleri i¢in
K<G
ise K kiimesine X in genellestirilmis kapali alt kiimesi denir (Levine, 1970)
UYARI 2.2: X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzayinda
genellestirilmis kapali bir G kiimesini kisacasi
g-kapali
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Levine, 1970)
TANIM 2.3. X bir topolojik uzay olsun. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt
kiimesi olsun.
Gt
g-kapali ise G kiimesine X in genellestirilmis acik alt kiimesi denir (Levine, 1970)
UYARI 2.4: X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzayinda
genellestirilmis acik bir G kiimesini kisacasi
g-agik
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Levine, 1970)
TANIM 2.5. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger
G=(6)°
ise G kiimesi X in regiiler acik alt kiimesi denir (Stone, 1937)
UYARI 2.6. X bir topolojik uzay olsun. X topolojik uzaymnin regiiler agik alt

kiimelerinin ailesi



RO(X)
biciminde gosterilir (Stone, 1937)
TANIM 2.7. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger
G=(G®)
ise G kiimesi X in regiiler kapali alt kiimesi denir (Stone, 1937)
UYARI 2.8. X bir topolojik uzay olsun. X topolojik uzaymin regiiler kapal alt
kiimelerinin ailesi
RC(X)
bi¢iminde gosterilir (Stone, 1937)
TANIM 2.9. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger

GS(G)°
ise G kiimesine X in 6n agik alt kiimesi denir (Mashhour, 1982)
TANIM 2.10. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. G kiimesi X topolojik uzaymin
bir alt kiimesi ve
Gt
on acik ise G kiimesine 6n kapali kiime denir. (Mashhour, 1982)
TANIM 2.11. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.
G kiimesini bulunduran X’in tiim 6n kapali alt kiimelerinin kesisimine G’nin 6n
kapanis1 denir (El-Deep ve ark., 1983)
UYARI 2.12: X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzaymda bir G
kiimesinin 6n kapanisini
Gon
seklinde gosterecegiz.

TANIM 2.13. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun.

G kiimesi tarafindan kapsanan X deki tiim 6n ac¢ik kiimelerinin birlesimine G’ nin 6n
ici denir (El-Deep ve ark., 1983)

UYARI 2.14: G kiimesi X topolojik uzaymnm bir alt kiimesi olsun.

G kiimesi tarafindan kapsanan X deki tiim 6n a¢ik kiimelerinin birlesimi olan G’nin
on i¢ini

GO on

seklinde gosterecegiz.

TANIM 2.15. G kiimesi X topolojik uzaymnm bir alt kiimesi olsun. Eger K kiimesi X

topolojik uzaymin regiiler acik alt kiimesi ve



GCcK
oldugunda
GSK
ise G kiimesine regiiler genellestirilmis kapali kiime denir (Palaniappan ve Rao, 1993)
UYARI 2.16: G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. X topolojik
uzayimnda regiiler genellestirilmis kapali bir G kiimesini kisaca
rg-kapal
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Palaniappan ve Rao, 1993)
TANIM 2.17. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun.
Eger
Gt
regiiler genellestirilmis kapali kiime ise G kiimesine regiiler genellestirilmis acik kiime

denir (Palaniappan ve Rao, 1993)

UYARI 2.18: G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. X topolojik
uzayinda regiiler genellestirilmis agik bir G kiimesini kisaca
rg-agik
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Palaniappan ve Rao, 1993)
TEOREM 2.19. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.
G kiimesi genellestirilmis ac¢iktir ancak ve ancak KEG ve K kapali kiime i¢in
KcGP
dir (Levine, 1970)
TEOREM 2.20. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.

G kiimesi regiiler genellestirilmis aciktir ancak ve ancak KEG ve K regiiler kapali
kiime i¢in
KcGO
dir (Palaniappan ve Rao, 1993; Noiri, 1998)
TANIM 2.21. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger
GcEK
olan X in K acik alt kiimeleri i¢in
G°"cK

ise G kiimesine genellestirilmis p-kapali kiime denir (Noiri ve ark., 1998)



UYARI 2.22: X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzaymin

genellestirilmis p-kapali G kiimesini kisacasi
gp-kapali

G kiimesi olarak belirtilmektedir (Noiri ve ark., 1998)

TANIM 2.23. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger

GCK
ve K regiiler acik olmak iizere
GoncK

ise G kiimesine regiiler genellestirilmis p-kapali kiime denir (Noiri, 1998)

UYARI 2.24: G kiimesi X topolojik uzaymnm bir alt kiimesi olsun.
X topolojik uzaymin regiiler genellestirilmis p-kapali G kiimesini kisacasi
rgp-kapal

G kiimesi olarak belirtilmektedir (Noiri, 1998)

TANIM 2.25. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger

Gt
kiimesi genellestirilmis p-kapali ise G kiimesine genellestirilmis
p-acik

kiime denir (Noiri ve ark., 1998)

UYARI 2.26: G kiimesi X topolojik uzaymnin bir alt kiimesi olsun. X topolojik

uzaymin genellestirilmis p-acik G kiimesini kisacasi

gp-agik
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Noiri ve ark., 1998)
TANIM 2.27. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger
Gt
kiimesi regiiler genellestirilmis p-kapali ise G kiimesine
regiiler genellestirilmis p-acik
kiime denir (Noiri, 1998)
UYARI 2.28. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. Eger
Gt
kiimesi regiiler genellestirilmis p-kapali ise G kiimesi
rgp-acik
kiime olarak belirtilmektedir (Noiri, 1998)



TANIM 2.29. G kiimesi X topolojik uzayinm bir alt kiimesi olsun. Eger K kiimesi X
topolojik uzaymin regiiler acik alt kiimesi ve
GeK
oldugunda
GCK
ise G kiimesine regiiler genellestirilmis kapali kiime denir (Palaniappan ve Rao, 1993)
TEOREM 2.30. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.
G kiimesi genellestirilmis p-agiktir ancak ve ancak G kiimesinin kapali K alt
kiimeleri i¢in
KCGO on
dir (Noiri, 1998)
TEOREM 2.31. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.
G kiimesi regiiler genellestirilmis p-acgiktir ancak ve ancak G kiimesinin regiiler
kapali K alt kiimeleri i¢in
KCGO on
dir (Noiri, 1998)
TANIM 2.32. X bir topolojik uzay olsun. Eger her regiiler kapali G ve her x€ G* i¢in

x€Kj,
GC K,
ve
KiN K,=0
ozelliklerini saglayan X’in K; ve K, acik alt kiimeleri varsa, X uzayma hemen hemen
regliler uzay denir (Singal ve ark., 1969)
TANIM 2.33. X bir topolojik uzay olsun. Eger her G kapali kiimesi ve x€ G¢ i¢in

x€ Kj,

GCE K,
ve

KiN K,=0
ozelliklerinin saglayan 6n acik K;, K, kiimeleri varsa, X uzayma p-regiiler uzay denir (EI-
Deep ve ark., 1983)
TANIM 2.34. X bir topolojik uzay olsun. Eger her regiiler kapali kiime G ve x€ G*

i¢cin

x€ Kj,



GCE K,
ve
KiN K,=0

ozelliklerinin saglayan 6n ac¢ik K;, K, kiimeleri varsa, X uzayma hemen hemen p-regiiler
uzay denir (Malghan ve ark., 1990)

TANIM 2.35. X topolojik uzayi, Y topolojik uzay1 ve f, X den Y ye bir fonksiyon
olsun.

Her regiiler agik G igin f'(G) regiiler agik ise f fonksiyonuna R-doniisiim denir
(Carnahan, 1973).

TANIM 2.36. X topolojik uzayi, Y topolojik uzay1 ve f, X den Y ye bir fonksiyon
olsun.

Her regiiler agik G igin f'(G) agik ise f fonksiyonuna hemen hemen siirekli denir

(Singal and Singal, 1968).

TEOREM 2.37. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. G agik alt uzay olsun. KcG
alalim.

Bu durumda
KbnG =GﬁK0n
olur (Malghan ve Navalagi, 1990).



BOLUM 3
GENELLESTIRILMIS p-KAPALI KUMELER VE
HEMEN HEMEN p-REGULER UZAYLAR

Bu béliimde topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve hemen hemen
p-regiiler uzaylar lizerine ¢alismalar yapilmis, topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali
kiimeler ve hemen hemen p-regiiler uzaylar ilizerine yapilan caliymalar ile elde edilen
sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.

TEOREM 3.1. X bir topolojik uzay olarak verilsin. X uzay1 hemen hemen p-regiiler
olsun.

X topolojik uzayidaki her regiiler acik G kiimesi ve her X€G i¢in

X¢ Ky,
K, G
ve
K;UK,; =X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi X
topolojik uzaymda vardir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X hemen hemen p-regiiler olsun.

X deki her regiiler a¢ik G kiimesi ve her X€G i¢in

X& K,
K, cG
ve
KUK, =X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
oldugunu gostermeliyiz.

X de bir G regiiler agik kiimesi ve xEG verilsin. Bu durumda G*t regiiler kapali ve

x¢Gt dir.

Hemen hemen p-regiiler uzay tanimindan

x€ Kj,
Gt CK,,
ve

Kan2=®



olacak bicimde 6n acik K; ve K, kiimeleri mevcuttur.

x€ Kj,
Gt CK,,
ve
KiNK, =0
olma durumunu kullanacagiz.
Buradan
Ki
ve
K;

kiimelerinin birlesimleri X’1 olusturur.
Dolayisiyla
x¢ Kf ve Kf
on kapah, K genellestirilmis p-kapalidir.
Ayrica
KicG
olacaktir.
X bir topolojik uzay ve hemen hemen p-regiiler oldugunda, X deki her regiiler acik G

kiimesi ve her x€G i¢in

xX¢ K,
K,cG
ve
K; UK,=X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 3.2. X bir topolojik uzay olarak verilsin.
X’ deki her regiiler agik G kiimesi ve her x€G i¢in
XEKj,
K, €G
ve

Kl U KZZX

10



olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
olsun.

X hemen hemen p-regiiler uzaydir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

i¢in
x€K;,
K,<€G
ve
K; U K,=X

olacak bicimde 6n kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermeliyiz.

G kiimesi X de regiiler kapali bir kiime ve x elemani G ®’ye ait olsun. Bu halde
G t
X de regiiler agik ve x€ G* dur.

Hipotezden K; 6n kapahsi ve K, € G* olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve

XEKj,
ve
K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K; UK,
kiimesinin X’1 verme durumunu kullanacagiz.
O zaman
XEKj,
K—Zan cct
ve
K, U Ean
kiimesi X’1 verecektir.
Buradan
XEKj,
K—Zan cct
ve

11



K, U Ean
kiimesinin X’1 vermesini ele alacagiz.
x€ Kf,
ve
K{
kiimesi X’de 6n agik bir kiime oldugunu kullanarak
GC(KhHoom
elde ederiz.
Ayrica
K{ ve (K£)oom
kiimeleri ayriktir.
Yada;
G kiimesi X de regiiler kapali bir kiime ve x eleman1 G®’ye ait olsun.
O zaman G*t, X de regiiler agik ve
X € Gt
olacaktir.
Hipotezden x elemanin bulundurmayan bir K; 6n kapalisi ve
K, C Gt

olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve

K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K, 6n kapalis1 ve
K, € Gt
olan bir genellestirilmis p-kapalis1 ve
K; UK,
kiimesinin X1 vermesini ele alacagiz.
Bu durumda
x€ Kf,
K{
on agik bir kiimedir ve
GCSK{,

K} genellestirilmis p-agik bir kiimedir.

12



Buradan x€ Kf, K} 6n agik bir kiimedir ve
GCK{,
K} genellestirilmis p-acik bir kiime olmasimi kullanacagiz.
Ayrica K{ ve K} ayriktir.
Bu eldeki bilgilerle Noir1 (1998) den X topolojik uzayr hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.
X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G
i¢in
XEK;,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak bicimde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 3.3. X bir topolojik uzay olarak verilsin.
X hemen hemen p-regiiler uzaydir ancak ve ancak X deki her regiiler agik G kiimesi

ve her x€G i¢in

x€K;,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
olmasidir.
Ispat:
=)

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X hemen hemen p-regiiler olsun.

X deki her regiiler a¢ik G kiimesi ve her X€G i¢in
X€ K,
K, <G
ve
KUK, =X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunu gostermeliyiz.
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X de bir G regiiler acik kiimesi ve Xx€G verildiginde bu durumda
Gt
regiiler kapali ve
X¢Gt
oldugunu ve buradan;
hemen hemen p-regiiler uzay tanimindan
x€ Kj,
Gt CK,,
ve
KKNK,=0

olacak bi¢imde 6n acik K; ve K, kiimeleri mevcut oldugunu elde etmistik.

x€ Kj,
Gt CK,,
ve
KiNK, =0
olma durumunu kullanarak;
K{ ve K}

kiimelerinin birlesimleri X’1 olusturdugunu ve dolayisiyla
x¢ Kf

ve Kf on kapal, K genellestirilmis p-kapali oldugunu ve

ayrica
Kica
oldugunu goérmiistiik.
X bir topolojik uzay ve hemen hemen p-regiiler oldugunda, X deki her regiiler acik G
kiimesi ve her x€G i¢in
X€ K,
K,cG
ve
K; UK,=X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
oldugunu elde ettik.
(&)

X bir topolojik uzay olarak verilsin.
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X deki her regiiler a¢ik G kiimesi ve her X€G i¢in
XEK;,
K,cG
ve
K; UK,=X
olacak bicimde 6n kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gosterecegiz.
G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G%ye ait olsun. Bu halde G¢, X

de regiiler agik ve

X€E Gt
dir.
Hipotezden K; 6n kapalisi ve K, € G* olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve
x€K;,
ve
K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K; UK,
kiimesinin X’1 verme durumunu kullanacagiz.
Buradan
XEKj,
K—zén cct
ve
K, U Eén
kiimesi X’1 verdigini elde etmistik.
Ustelik
XEKj,
K—zén cct
ve
K, U Eén
kiimesinin X1 vermesini ele alarak
x€ Kf,

\
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K{

kiimesi X’de 6n agik bir kiime oldugunu kullanarak ve ayrica

GC(KhHoom
elde etmistik.
Ayrica
K{
ve
(K500

kiimeleri ayrik oldugunu gérmiistiik.
Yada;
G kiimesi X de regiiler kapali bir kiime ve x eleman1 G®’ye ait olsun.
O zaman G, X de regiiler agik ve
X € Gt
olacaktr.
Hipotezden x elemanin bulundurmayan bir K; 6n kapalis1 ve
K, € G

olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve

K; UK,
kiimesi X’1 verecegini bulmustuk.
K, 6n kapalis1 ve
K, € Gt
olan bir genellestirilmis p-kapalis1 ve
K; UK,

kiimesinin X’1 vermesini ele alarak;
bu durumda x€ K{, Kf 6n agik bir kiime oldugunu ve
GCK{,

K} genellestirilmis p-acik bir kiime oldugunu gordiik.

Buradan

K| 6n agik bir kiimedir ve

K% genellestirilmis p-agik bir kiime olmasimni kullanarak;

ayrica Kf ve Kt ayrik oldugu kullanilarak;
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bu eldeki bilgilerle Noiri (1998) den X topolojik uzayr hemen hemen p-regiiler
olduguna ulastik.
X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G
i¢in
XEKj,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak bicimde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermis olduk.
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIS p-KAPALI KUMELER,
HEMEN HEMEN p-REGULER UZAYLAR
VE OZELLIiKLER

Bu boliimde topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve hemen hemen
p-regiiler uzaylar iizerine ¢alismalar yapilmis, topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali

kiimeler ve hemen hemen p-regiiler uzaylar ilizerine yapilan caligmalar ile elde edilen

sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.
TEOREM 4.1. X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiiler olarak verilsin.

G4, X de regiiler agik bir kiime olsun.
G, € Gy

olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GZO on
kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verir.

Ispat:
X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiiler olarak verilsin.

G4, X de regiiler acik bir kiime oldugunda, G, € G; olan G, genellestirilmis p-kapali
kiimeleri i¢in
GZO on
kiimelerinin birlesimi G, kiimesine esit oldugunu gostermeliyiz.
G4, X de regiiler agik bir kiime olsun.

Her
G, € Gy

olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in

GZO on
kiimelerinin birlesimi G, kiimesinin i¢inde kalacaktir.
Diger yandan G, kiimesinde bir x elemanini alalim.

Hipotezden
x¢ K,

Ve
K, € G,
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olan K; on kapali kiimesi ve K, genellestirilmis p-kapali kiimesi bulunur ve K; ve K,
kiimelerinin birlesimi X’1 verecektir.
X€ Ky,
ve
K, € G,
olan K; 0n kapali kiimesi ve K, genellestirilmis p-kapali kiimesi ve K; ve K, kiimelerinin
birlesimi X’1 vermesini kullanilacaktir.

Buradan da K kiimesi x elemanm1 bulundurur ve bu kiime i¢in

Kf €K,
olur.
Dolayisiyla
K, € G,
oldugundan
kP on

kiimesi x elemanin1 bulunduracaktir.
X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiiler olarak verilmesi ile G;, X de
regiiler agik bir kiime oldugunda,
G, € Gy
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o
kiimelerinin birlesimi G; kiimesine esit oldugunu gostermis olduk.
TEOREM 4.2. X bir topolojik uzay olarak verilsin.
G4, X de regiiler agik kiime olsun.
G, € Gy

olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in

GO o
kiimelerinin birlesimi G; kiimesini versin.
X hemen hemen p-regiiler olur.
Ispat:
X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler agik kiime olsun.
G, € G, olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in

0 on
G
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kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermeliyiz.

G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.

Bu durumda x elemani

KcGt
olan genellestirilmis p-kapali K kiimeleri igin K %" kiimelerinin birlesiminin i¢indedir.
Buradan
xe KO0 on
ve
KcGt

olan genellestirilmis p-kapali K kiimesini alalim.

Bu halde
GC ( K t) 0 o6n
olacaktir.
Sonug olarak
( K t) 0 on
kiimesi ve
KO on
kiimesi elde edilmis olur.
( K t)O on
kiimesi ve
KO on

kiimesi bizi sonuca gotiirtr.

Yada
G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.
O zaman x elemani
KcGt
olan genellestirilmis p-kapali K kiimeleri i¢cin
KO on

kiimeleri birlesiminin i¢indedir.
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Bu elde ettiklerimiz

——0n

(KD
kiimelerinin kesisimleri G kiimesinin i¢inde oldugunu verir.
Sonu¢ olarak Noiri (1998) den X topolojik uzaymnin hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.
Dolayisiyla, X bir topolojik uzay olarak verildiginde G, X de regiiler acik bir kiime
oldugunda
G, € Gy
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o
kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermis olduk.

TEOREM 4.3. X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiilerdir ancak ve
ancak G,, X de regiiler acik kiime olmak iizere
G, € G,y

olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in

GO o
kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verir.
Ispat:
=)
X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiiler olarak verilsin.
G4, X de regiiler agik bir kiime oldugunda, G, € G, olan G, genellestirilmis p-kapali
kiimeleri i¢in
GO o
kiimelerinin birlesimi G, kiimesine esit oldugunu gosterecegiz.
G4, X de regiiler acgik bir kiime olsun.
Her
G, € G,
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o

kiimelerinin birlesimi G; kiimesinin i¢inde kalacagmi sdylemistik.

Diger yandan G, kiimesinde bir x elemanini alalim.
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Hipotezden

\(

olan K; 6n kapali kiimesi ve K, genellestirilmis p-kapali kiimesi bulundugunu ve K; ve K,
kiimelerinin birlesimi X’1 verecegini gérmiistiik.
xX¢ K,
ve
K, € G,
olan K; 0n kapali kiimesi ve K, genellestirilmis p-kapali kiimesi ve K; ve K, kiimelerinin
birlesimi X’1 vermesini kullanarak;
Buradan da K kiimesi x elemanm1 bulundurur ve bu kiime i¢in
Kf €K,
olur.
Dolayisiyla K, € G, oldugundan
kP on

kiimesi x elemanini bulunduracagini gérdiik.

X bir topolojik uzay olsun. X hemen hemen p-regiiler olarak verilmesi ile G;, X de
regiiler agik bir kiime oldugunda,
G, € Gy
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o

kiimelerinin birlesimi G; kiimesine esit oldugunu gostermis olduk.

(&)
X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler acik kiime olsun.
G, € Gy
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o

kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu
gosterecegiz.

G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.

Bu durumda x elemant
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Kcat

olan genellestirilmis p-kapali K kiimeleri i¢in K" kiimelerinin birlesiminin i¢inde

oldugunu gordiik.
Buradan
ve
KcaGt

olan genellestirilmis p-kapali K kiimesini aldigimizda;

Bu halde
GC (K t) 0 o6n
olacagini ve;.
Sonug olarak
(Kt)o on
kiimesi ve
KO on
kiimesi elde edilmis idi.
(Kt)o on
kiimesi ve
KO on

kiimesi bizi sonuca gotiirecektir.
Yada
G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.
O zaman x elemani
KcGt
olan genellestirilmis p-kapali K kiimeleri i¢in
KO on
kiimeleri birlesiminin i¢indedir.
Bu elde ettiklerimiz
mtsn

kiimelerinin kesisimleri G kiimesinin i¢inde oldugunu ifade etmistik.
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Sonug¢ olarak Noiri (1998) den X topolojik uzaymm hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.

Dolayisiyla, X bir topolojik uzay olarak verildiginde G, X de regiiler agik bir kiime
oldugunda

G, € Gy
olan G, genellestirilmis p-kapali kiimeleri i¢in
GO o

kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermis olduk.
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BOLUM 5
REGULER GENELLESTIRILMIS KAPALI KUME
VE HEMEN HEMEN P-REGULER UZAY

Bu boliimde topolojik uzaylarda regiiler genellestirilmis kapali kiime ve hemen
hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine calisilmis ve topolojik uzaylarda regiiler
genellestirilmis kapali kiime ve hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar tizerine yapilan
calismalar ile elde edilen sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.

TANIM 5.1. G kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger K kiimesi X
topolojik uzaymin regiiler acik alt kiimesi ve

GCK
oldugunda
GSK

ise G kiimesine regiiler genellestirilmis kapali kiime denir (Palaniappan ve Rao, 1993)

TANIM 5.2. A kiimesi X topolojik uzaymin bir alt kiimesi olsun.

Eger

Gt

regiiler genellestirilmis kapali kiime ise G kiimesine regiiler genellestirilmis acik kiime
denir (Palaniappan ve Rao, 1993)

UYARI 5.3. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzayinda regiiler

genellestirilmis acik bir G kiimesini kisaca
rg-agik
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Palaniappan ve Rao, 1993)
UYARI 5.4. X bir topolojik uzay ve GEX olsun. X topolojik uzayinda regiiler

genellestirilmis kapali bir G kiimesini kisaca

rg-kapal
G kiimesi olarak belirtilmektedir (Palaniappan ve Rao, 1993)
TEOREM 5.5. X bir topolojik uzay ve GEX olsun.
G kiimesi regiiler genellestirilmis p-acgiktir ancak ve ancak G kiimesinin regiiler
kapali K alt kiimeleri i¢in
Kc GO on
dir (Noiri, 1998)
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TEOREM 5.6. X bir topolojik uzay olarak verilsin. X’ deki her regiiler acik G
kiimesi ve her x€G i¢in
XEKj,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve regiiler genellestirilmis kapali bir K, kiimesi var
olsun.
X hemen hemen p-regiiler uzaydir.
Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

igin
XEK;,
K,C€G
ve
K; U K,=X

olacak bicimde 6n kapali bir K; kiimesi ve regiiler genellestirilmis kapali bir K, kiimesi

var oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermeliyiz.

G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G %ye ait olsun. Bu halde G¢, X
de regiiler acik ve x€ Gt dir.

Hipotezden K; 6n kapalis1 ve

K, € Gt

olan bir regiiler genellestirilmis kapalis1 vardir ve

K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.
Bu durumda

K; UK,
kiimesinin X’1 verme durumunu kullanacagiz.

O zaman

XEK;,

K,cGt
ve

K, U Ebn
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kiimesi X1 verecektir.

x€ Kf,

K{

kiimesi X’de 6n acik bir kiime oldugunu kullanarak
GC(K})oom
elde ederiz.
Ayrica
K{

ve

(K5O

kiimeleri ayriktir.
Yada;
G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G %ye ait olsun. O zaman G¢, X

de regiiler agik ve x € G* olacaktir.

Hipotezden x elemanin bulundurmayan bir K; 6n kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir regiiler genellestirilmis kapalis1 vardir ve
K, UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K, 6n kapalis1 ve
K, € Gt

olan bir regiiler genellestirilmis kapalis1 ve

K; UK,
kiimesinin X1 vermesini ele alacagiz.
Bu durumda
x€ Kf,
Ki
on agik bir kiimedir ve
GCK{,

K regiiler genellestirilmis agik bir kiimedir.

Ayrica K| ve K} ayriktir.
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Bu eldeki bilgilerle Noiri (1998) den X topolojik uzayr hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

i¢in
XEK;,
K, €G
ve
K; U K,=X

olacak bicimde 6n kapali bir K; kiimesi ve regiiler genellestirilmis kapal1 bir K, kiimesi var
oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 5.7. X bir topolojik uzay olarak verilsin.

G1, X de regiiler agik bir kiime olsun. G, € G; olan G, regiiler genellestirilmis
kapali kiimeleri i¢in

GO on

kiimelerinin birlesimi G; kiimesini versin.

X hemen hemen p-regiiler olur.

Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler acik bir kiime olsun.

G, € G, olan G, regiiler genellestirilmis kapali kiimeleri i¢cin

GZO on
kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermeliyiz.
G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G® kiimesine ait bir x elemani

verilsin.

Bu durumda x elemant
KcGt

olan regiiler genellestirilmis kapali K kiimeleri i¢in K°°" kiimelerinin birlesiminin

icindedir.
Buradan
ve
KcaGt

olan regiiler genellestirilmis kapali K kiimesini alalim.
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Bu halde

GCS(KhH°
olacaktir.
Sonug olarak
(K t)O on
kiimesi ve
KO on
kiimesi elde edilmis olur.
(K t)O on
kiimesi ve
KO on

kiimesi bizi sonuca gotiirtr.
Yada
G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani

verilsin.

O zaman x elemani
KcGt
olan regiiler genellestirilmis kapali K kiimeleri i¢in
KO on
kiimeleri birlesiminin i¢indedir.

Bu elde ettiklerimiz

mbn
kiimelerinin kesisimleri G kiimesini verir.
Sonu¢ olarak Noiri (1998) den X topolojik uzaymnin hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.
Dolayisiyla, X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler agik bir kiime
olsun.
G, € Gy

olan G, regiiler genellestirilmis kapal1 kiimeleri i¢in

GZO on
kiimelerinin birlesimi G; kiimesini verildiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermis olduk.
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TEOREM 5.8. X bir topolojik uzay olarak verilsin. X’ deki her regiiler acik G
kiimesi ve her x€G i¢in
xZK;,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak sekilde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis kapali bir K, kiimesi var olsun.
X hemen hemen p-regiiler uzaydir.
Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

igin
XEK;,
K,<€G
ve
K; U K,=X

olacak bi¢imde on kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis kapali bir K, kiimesi var

oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu goéstermeliyiz.

G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G%ye ait olsun. Bu halde G¢, X
de regiiler acik ve x€ Gt dir.

Hipotezden K; 6n kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir genellestirilmis kapalis1 vardir ve
K, UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K, UK,

kiimesinin X’1 verme durumunu kullanacagiz.

O zaman
X€Ki,
K,cGt
ve
K, U Eén
kiimesi X’1 verecektir.
x€ Kf,
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K{

kiimesi X’de 6n acik bir kiime oldugunu kullanarak

GC(KhHoom
elde ederiz.
Ayrica
K{
ve
(K5)o0om

kiimeleri ayriktir.

Yada;

G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G%ye ait olsun. O zaman G¢, X
de regiiler acik ve x € G* olacaktir.

Hipotezden x elemanin bulundurmayan bir K; 6n kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir genellestirilmis kapalis1 vardir ve

K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.

K; 6n kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir genellestirilmis kapalis1 ve

K; UK,

kiimesinin X1 vermesini ele alacagiz.

Bu durumda x€ K{, Kf 6n agik bir kiimedir ve

GCSK{,
K} genellestirilmis acik bir kiimedir.
Ayrica K| ve K} ayriktir.
Bu eldeki bilgilerle Noiri (1998) den X topolojik uzayr hemen hemen p-regiiler

olduguna ulasilir.
X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G
igin
XeKla
K, €G
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ve
K; UK,=X
olacak bicimde 6n kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis kapali bir K, kiimesi var
oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermis olduk.
TEOREM 5.9. X bir topolojik uzay olarak verilsin.
G1, X de regiiler agik bir kiime olsun. G, € G; olan G, genellestirilmis kapali
kiimeleri i¢in
GO o
kiimelerinin birlesimi G; kiimesini versin.
X hemen hemen p-regiiler olur.
Ispat:
X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler a¢ik bir kiime olsun.
G, € G, olan G, genellestirilmis kapali kiimeleri i¢in
GO on
kiimelerinin birlesimi G, kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermeliyiz.

G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.
Bu durumda x elemani
KcGt
olan genellestirilmis kapali K kiimeleri icin K © 9" kiimelerinin birlesiminin i¢indedir.
ve
KcGt

olan genellestirilmis kapali K kiimesini alalim.

Bu halde
GCS(KhH°
olacaktir.
Sonug olarak
(Kt)0on
kiimesi ve
KOon

kiimesi elde edilmis olur.
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( K t)O on
kiimesi ve
KO on
kiimesi bizi sonuca gotiirtr.
Yada
G kiimesi X topolojik uzayinda regiiler kapali ve G* kiimesine ait bir x elemani
verilsin.

O zaman x elemani

KcGt
olan genellestirilmis kapali K kiimeleri i¢in
KO on
kiimeleri birlesiminin i¢indedir.
Bu elde ettiklerimiz
@671

kiimelerinin kesisimleri G kiimesini verir.
Sonu¢ olarak Noiri (1998) den X topolojik uzaymnin hemen hemen p-regiiler

olduguna ulasilir.

Dolayisiyla, X bir topolojik uzay olarak verilsin. G, X de regiiler agik bir kiime
olsun. G, € G, olan G, genellestirilmis kapali kiimeleri i¢in
GZO on
kiimelerinin birlesimi G4 kiimesini verdiginde X hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermis olduk.
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BOLUM 6
BAZI ARASTIRMALAR

Bu boliimde topolojik uzaylarda genellestirilmis kapali kiime ve hemen hemen p-
regliler topolojik wuzaylar {izerine arastirmalar yapilmis ve topolojik uzaylarda
genellestirilmis kapali kiime ve hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine yapilan
arastirmalar ile elde edilen sonuglar ve 6zellikler sunulmustur.

TEOREM 6.1. X bir topolojik uzay olarak verilsin. X uzay1 hemen hemen p-regiiler
olsun.

X uzayidaki her regiiler agik G kiimesi ve her x€G i¢in

x¢ K4,
K, € GO
ve
K;UK; =X
olacak sekilde genellestirilmis p-kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K,
kiimesi vardir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X hemen hemen p-regiiler olsun.

X deki her regiiler agik G kiimesi ve her X€G i¢in

X€ K,
K, € GO
ve
KUK, =X
olacak sekilde genellestirilmis p-kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K,
kiimesi var oldugunu gostermeliyiz.
X de bir G regiiler agik kiimesi ve x€G verilsin. Bu durumda G*¢ regiiler kapali ve

x€G*t dir.
Hemen hemen p-regiiler uzay tanimindan
x€ Kj,
Gt CK,,
ve
KiNK, =0

olacak bicimde 6n acik K; ve K, kiimeleri mevcuttur.
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Buradan

x€ Kj,
Gt CK,,
KiNK, =0
olma durumunu kullanacagiz.
Buradan da
K{
ve
Kz
kiimelerinin birlesimleri X’1 olusturur. Dolayisiyla
x¢ Kf
ve
K{
genellestirilmis p-kapali, K} genellestirilmis p-kapalidir.
Ayrica
Kf c GO
olacaktir.

X bir topolojik uzay ve hemen hemen p-regiiler oldugunda, X deki her regiiler acik G

kiimesi ve her x€G i¢in

xX¢ K,
K,SGo™
ve
K; UK,=X
olacak sekilde genellestirilmis p-kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K,

kiimesi var oldugunu géstermis olduk.

TEOREM 6.2. X bir topolojik uzay olarak verilsin.
X’ deki her regiiler agik G kiimesi ve her x€G i¢in
x€K;,
K, €G
ve
K; UK,=X
olacak sekilde kapal1 bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var olsun.

X hemen hemen p-regiiler uzaydir.
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Ispat:

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

igin
XEK;,
K,<€G
ve
K; U K,=X

olacak bicimde kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var
oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermeliyiz.
G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G %’ye ait olsun. Bu halde G¢, X

de regiiler acik ve x€ Gt dir.

Hipotezden K; kapalis1 ve

K, € G
olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve
K, UK,
kiimesi X’1 verecektir.
K, UK,

kiimesinin X’1 verme durumunu kullanacagiz.

O zaman
X€Ki,

K—zan cct
ve

K, U Ean
kiimesi X’1 verecektir.

x€ Kf,
K{

kiimesi X’de onacik bir kiime oldugunu kullanarak

GE(K$)oom
elde ederiz.
Ayrica Kf ve (K£)99™ kiimeleri ayriktir.

Yada;
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G kiimesi X de regiiler kapal bir kiime ve x eleman1 G%ye ait olsun. O zaman G¢, X
de regiiler acik ve x € G* olacaktir.

Hipotezden x elemanin bulundurmayan bir K; kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir genellestirilmis p-kapalis1 vardir ve

K; UK,
kiimesi X’1 verecektir.

K; kapalis1 ve

K, € Gt
olan bir genellestirilmis p-kapalis1 ve

K; UK,

kiimesinin X’1 vermesini ele alacagiz.
Bu durumda x€ K{, Kf 6n agik bir kiimedir ve
t
GCEK5,

K} genellestirilmis p-agik bir kiimedir.

Ayrica K{ ve K} ayriktir.
Bu eldeki bilgilerle Noiri (1998) den X topolojik uzayr hemen hemen p-regiiler
olduguna ulasilir.

X bir topolojik uzay olarak verilsin. X deki her regiiler acik G kiimesi ve her x€G

i¢cin
XEK;,
ve
K, €G
ve
K; U K,=X

olacak bicimde kapali bir K; kiimesi ve genellestirilmis p-kapali bir K, kiimesi var

oldugunda X’in hemen hemen p-regiiler uzay oldugunu gostermis olduk.
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BOLUM 7
DONUSUMLER
VE HEMEN HEMEN P-REGULER UZAY

Bu boliimde topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen hemen p-regiiler topolojik
uzaylar iizerine ¢alisilmis ve topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen hemen p-regiiler
topolojik uzaylar iizerine yapilan calismalar ile elde edilen sonuglar ve 06zellikler
sunulmustur.

TANIM 7.1. X topolojik uzay1 ve GEX olsun. G kiimesi tarafindan kapsanan X in
regiiler agik kiimelerinin birlesimine G kiimesinin 8-i¢i denir (Velicko, 1968)

UYARI 7.2. X topolojik uzay1 ve GEX olsun. X topolojik uzaymin G alt kiimesinin
8-i¢ini

Go S
bi¢iminde gosterecegiz.
UYARI 7.3. X topolojik uzaymin G alt kiimesinin §-kapanigini
G®
seklinde gosterecegiz.
TANIM 7.4. X topolojik uzayr ve GEX olsun. Eger
G=G° ¢
ise G alt kiimeye 8-acik kiime denir (Velicko, 1968)
TANIM 7.5. X topolojik uzay1 ve GEX olsun. Eger
Go={x € X: G N(K)° # @} (K agik ve xeK)
iken,
G=G°
ise X uzaymin G alt kiimesine 8- kapali kiime denir (Velicko, 1968)
TANIM 7.6. X topolojik uzayi, Y topolojik uzayi ve f, X den Y ye bir fonksiyon

olsun.

Her regiiler acik G i¢in f 1(G) regiiler agik ise f fonksiyonuna R-doniisiim denir
(Carnahan, 1973).
TEOREM 7.7. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayimna bir g fonksiyonu verilsin.

On aciklarin goriintiisii acik olsun. R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-
kapalilarin goriintiileri 8-kapali ve orten olsun.

X hemen hemen p-regiiler ise Y de hemen hemen p-regiilerdir.
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Ispat:

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma bir g foksiyonu verilsin.

On aciklarin goriintiisii acik olsun. R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-
kapalilarin goriintiileri §-kapali ve orten olsun.

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermeliyiz.

Y uzayinda K regiiler kapali ve K¢ de bir y noktasi verilsin. X uzayindan bir

X€ g7H(y)
noktasimi alalim ve
x¢ g~ (K)
olacaktir.
G, ve G, 0n aciklarmi
X € Gq,
6 )6.=o
ve
g (K)Ea,
olacak bicimde buluruz.
ye€ g(Gy),
ve
g(G,), g(G,) agiklar olur.
Noiri 1998 i kullanarak,
KCK*
ve
g (K)EG,

olan K* regiiler genellestirilmis p-a¢ik kiimesi vardir.

Noiri 1998 den Y hemen hemen p-regiilerdir.

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina bir g foksiyonu verildiginde 6n agiklarin
gorlintiisi acik olarak, g nin R-doniisim ve regiiler genellestirilmis p-kapalilarin
goriintiileri §-kapali ve 6rten olarak aldigimizda;

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu

gostermis olduk.
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TEOREM 7.8. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin.

Regiiler genellestirilmis p-kapali kiimelerin goriintiileri §-kapali ve orten olsun.

g~ (K)SG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-acik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi
KcA
ve
g~ (A)SG

olacak bi¢cimde bulunur.

Ispat:

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin.

X uzaymdaki regiiler genellestirilmis p-kapali kiimelerin goriintiileri §-kapali ve
orten olsun.

g 1(K) €G olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik

kiimesi i¢in bir A §-ag¢ik kiimesi

KcA
ve
g (A)CG
olacak bicimde bulunacagini gostermeliyiz.
g~ (K) G

olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-a¢ik kiimesi olsun.

(g(GH)*

alalim.

Ke (g(GH)*
olur.
Ustelik

_ ¢

g7 ((g6")")
cG
olacaktir.
Boylece
g Y (K) €G
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olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-acik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi
KcA
ve
g~ (ASG
olacak bi¢imde bulunacagini gdstermis olduk.
TEOREM 7.9. X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayina orten bir g fonksiyonu
verilsin.
g Y(K) € G olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik
kiimesi i¢in bir A §-ag¢ik kiimesi
KcA
ve
g A <SG

olacak bi¢cimde bulunsun.

Bu durumda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri - kapalidir.
Ispat:
X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma orten bir g fonksiyonu verilsin.
g HK)EG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi
KCcA
ve
g A ca
olacak sekilde bulundugunda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri §-kapali

oldugunu gostermeliyiz.

X uzaymnin K alt kiimesi regiiler genellestirilmis p-kapali olarak verilsin.

g~ ((g(K)N

kiimesi K in alt kiimesidir.

GE)H a6
olan ve
g '(G) €K'

olan Y uzaymin G §-a¢ik kiimesi vardir.

41



g(K)=G*

olur.
Bu durumda
(KN <G
olan ve
g (G) S K’
olan Y uzayinin G §-agik kiimesi varligini ve
g(K)=G*
olmasini kullanirsak sonug olarak g(K) §-kapalidir.
g~ (K)SG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi igin bir A §-acik
kiimesi
KCcA
ve
g A ca

olacak sekilde bulundugunda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri §-kapali

oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 7.10. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma bir g fonksiyonu
verilsin.

On aciklarin goriintiisii §-agik olsun. R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-
kapalilarin goriintiileri 8-kapali ve orten olsun.

X hemen hemen p-regiiler ise Y de hemen hemen p-regiilerdir.

Ispat:

X topolojik uzaymndan Y topolojik uzayma bir g foksiyonu verilsin.

On aciklarin goriintiisii §-agik olsun. R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-

kapalilarin goriintiileri §-kapali ve orten olsun.

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermeliyiz.

Y uzayinda K regiiler kapali ve K¢ de bir y noktasi verilsin. X uzaymndan bir

x€ g~ (y)

noktasint alalim ve

x¢ g~ (K)
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olacaktir.

G, ve G, On acgiklarmi

X E Gla
Gl ﬂ Gz = ®,
ve
9 (K)EG,
olacak bicimde buluruz.
V€ 9(G1),
ve
g(G,), g(G,) 6-agiklar olur.
Noiri 1998 i kullanarak,
KEK*
ve
gl(KMESG,

olan K* regiiler genellestirilmis p-ac¢ik kiimesi vardir.

Noiri 1998 den Y hemen hemen p-regiilerdir.

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina bir g foksiyonu verildiginde 6n agiklarin
gorlintlisii §-agik olarak, g nin R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-kapalilarin

goriintiileri §-kapali ve 6rten olarak aldigimizda;

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermis olduk.

TEOREM 7.11. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayimna 6rten bir g fonksiyonu

verilsin.
g lK) <SG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi
KCA
ve
grA G

olacak bicimde olmasi i¢cin gerek ve yeter sart regiiler genellestirilmis p-kapalilarin
gorilintiileri §-kapali olmasidir.

Ispat:
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X topolojik uzaymndan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin. X uzayindaki

regiiler genellestirilmis p-kapali kiimelerin goriintiileri §-kapali ve orten olsun.

g~ (K) G
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi

KCA
ve

g~ (ASG

olacak bicimde bulunacagini gostermeliyiz.
g 1(K) €G olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik

kiimesi i¢in

(g(@G")"

aldigimizda

K< (g(G9))*
olur.

Ayrica

g7 ((g6H)")
cG

olacagini gostermistik.

Diger taraftan, X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina orten bir g fonksiyonu

verilsin.
g HK)EG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi igin bir A §-agik
kiimesi
KCcA
ve
gl ca

olacak sekilde bulundugunda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri §-kapali

oldugunu gostermeliyiz.

X uzaymin K alt kiimesi regiiler genellestirilmis p-kapali olarak verildiginde

g~ ((g(K)N

kiimesi K* in alt kiimesi oldugunu,

44



gK)Ntca

olan ve
g (G) S K’
olan Y uzaymnin G §-a¢ik kiimesi var oldugunu,
g(K)=G*
ve
g(K)

6-kapali oldugunu gostermistik.

TANIM 7.12. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin.

X uzaymdaki G agik kiimeleri i¢in g(G) on acik oluyorsa g fonksiyonu on agiktir
denir (Mashhour ve ark., 1982)

TANIM 7.13. X topolojik uzayi, Y topolojik uzay1 ve f, X den Y ye bir fonksiyon
olsun.

Her regiiler acik G i¢in 1(G) acik ise f fonksiyonuna hemen hemen siirekli denir
(Singal and Singal, 1968).

TEOREM 7.14. X topolojik uzaymndan Y topolojik uzayma g fonksiyonu orten

olarak verilsin.

g On acik ve hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. X topolojik uzayinda regiiler
genellestirilmis p-kapali alt kiimelerinin g altindaki goriintiileri d-kapali olsun.

X uzayi regiiler uzay olarak alinirsa Y uzay1 hemen hemen p-regiiler uzay olur.

Ispat:

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma g fonksiyonu orten olarak verilsin. g 6n

acik ve hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun.

X topolojik uzayinda regiiler genellestirilmis p-kapali alt kiimelerinin g altindaki
gortiintiileri 6-kapal1 olsun.

X uzayr regiiler uzay olarak almirsa Y uzaymin hemen hemen p-regiiler uzay
olacagini gostermeliyiz.

Y topolojik uzayinda K regiiler kapali alt kiime olsun. Kt de bir y noktas1 verilsin.

x€ g~ (y)
alalim.

Buradan da

xgg~'(K)
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olur.

X uzayinda
X€E G,
g7 (K) € G,
ve
GiNG, =0
olan G; ve G, acik alt kiimeleri vardur.
y€ g(G1),
g(G,) On agiktir.
Y uzayinda A d-acik alt kiimesi
KCA,
ve
g '(4) € G,
ve
gG))NA=0

olacak bi¢cimde vardir.

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma g fonksiyonu orten olarak verildiginde g
on ac¢ik ve hemen hemen siirekli bir fonksiyon olmasi durumunda X topolojik uzaymda
regililer genellestirilmis p-kapali alt kiimelerinin g altindaki goriintiileri d-kapali olarak
aldigimizda X uzay: regiiler uzay olmasi bize Y uzaymin hemen hemen p-regiiler uzay

olacagini gdstermemizi saglamistir.
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BOLUM 8
BIiREBIiR ESLEME
VE HEMEN HEMEN p-REGULER UZAY

Bu boliimde topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen hemen p-regiiler topolojik
uzaylar iizerine ¢alisilmis ve topolojik uzaylarda doniisiimler ve hemen hemen p-regiiler
topolojik uzaylar iizerine yapilan calismalar ile elde edilen sonuglar ve 06zellikler
sunulmustur.

TEOREM 8.1. X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma bir g fonksiyonu verilsin.

Onkapalilarin goriintiisii kapali olsun. R-doniisiim ve regiiler genellestirilmis p-agik
kiimelerin goriintiileri 8-agik ve birebir esleme olsun.

X hemen hemen p-regiiler ise Y de hemen hemen p-regiilerdir.

Ispat:

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma bir g foksiyonu verilsin.

R-donilisim ve regiiler genellestirilmis p-agiklarin goriintiileri §-agik ve birebir
esleme olsun.

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermeliyiz.

Y uzayinda K regiiler kapali ve K¢ de bir y noktasi verilsin. X uzaymndan bir

X€E g71(y)
noktasini alalim ve
x¢ g~ (K)
olacaktir.
G, ve G, On acgiklarmi
X € Gla
Gl ﬂ Gz = ®,
ve
g _1(K)§G 2
olacak bicimde buluruz.
y€ g(Gy),

ve

g(Gy), 8(G2)
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aciklar olur.

Noiri 1998 i kullanarak,

KcK*
ve
g (KH)EG,

olan K* regiiler genellestirilmis p-a¢ik kiimesi vardir.

Noiri 1998 den Y hemen hemen p-regiilerdir.

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzaymna bir g foksiyonu verildiginde g nin
Oonkapalilarin gorintiisii  kapali, R-doniisim ve regiiler genellestirilmis p-agiklarin

goriintiileri §-agik ve birebir esleme olarak aldigimizda;

X hemen hemen p-regiiler iken Y uzaymin da hemen hemen p-regiiler oldugunu
gostermis olduk.

TEOREM 8.2. X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma g fonksiyonu birebir
esleme olarak verilsin.

Kapalilarin goriintiisii 6nkapali, g hemen hemen stirekli bir fonksiyon olsun.

X topolojik uzaymda regiiler genellestirilmis p-agik alt kiimelerinin g altindaki

goriintiileri 6-agik olsun.

X uzayi regiiler uzay olarak alinirsa Y uzay1 hemen hemen p-regiiler uzay olur.

Ispat:

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma g fonksiyonu birebir esleme olarak
verilsin.

g hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun.

X topolojik uzaymda regiiler genellestirilmis p-agik alt kiimelerinin g altindaki
goriintiileri 6-agik olsun.

X uzayr regiiler uzay olarak alinirsa Y uzaymnin hemen hemen p-regiiler uzay
olacagini gostermeliyiz.

Y topolojik uzayinda K regiiler kapali alt kiime olsun. Kt de bir y noktas1 verilsin.

x€ g7 (y)
alalim.

Buradan da
xgg~'(K)

olur.
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X uzaymnda x€ Gy,

g~ (K)
€ Gy,
ve
GiNG, =9
olan G; ve G, agik alt kiimeleri vardur.
y€ g(G1),
ve g(G4) On agiktir.
Y uzayinda A d-acik alt kiimesi
KCA,
ve
g '(4) € G,
ve
g(Gy)NA
=0

olacak bi¢cimde vardir.

X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma g fonksiyonu birebir esleme olarak,
kapalilarin goriintiisii 6nkapali verildiginde g hemen hemen siirekli bir fonksiyon olmasi
durumunda X topolojik uzayinda regiiler genellestirilmis p-agik alt kiimelerinin g altindaki
gortntiileri 8-acik olarak aldigimizda X uzay1 regiiler uzay olmasi bize Y uzaymin hemen

hemen p-regiiler uzay olacagini gostermemizi saglamustir.

TEOREM 8.3. X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin.

Regiiler genellestirilmis p-kapali kiime goriintiileri regiiler kapali ve 6rten olsun.

g~ HK)ESG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi igin bir A §-agik
kiimesi
KCA
ve
g (A)
cG

olacak bi¢cimde bulunur.
Ispat:

X topolojik uzayindan Y topolojik uzayma g fonksiyonu verilsin.
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X uzayindaki regiiler genellestirilmis p-kapali kiimelerin goriintiileri regiiler kapali

ve Orten olsun.

g (K)
cG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A §-agik
kiimesi
KCA
ve
g~ (A)<G
olacak bicimde bulunacagini gostermeliyiz.
g (K)
cG

olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi olsun.

(g(GH)"
alalim.
Kc (g(69)*
olur.
Ustelik
g7 ((g6")")
ca
olacaktir.
Boylece
g (K)
cG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi igin bir A §-agik
kiimesi
KCA
ve
g~ (ASG

olacak bicimde bulunacagini géstermis olduk.
TEOREM 8.4. X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayina orten bir g fonksiyonu

verilsin.
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g KIS G
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A regiiler

acgik kiimesi

KcA
ve
g A ca
olacak bi¢cimde bulunsun.
Bu durumda regiiler genellestirilmis p-kapalilari goriintiileri §- kapalidir.
Ispat:
X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma orten bir g fonksiyonu verilsin.
g Y K)SG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-a¢ik kiimesi i¢in bir A regiiler
acik kiimesi KCA ve
grA G
olacak sekilde bulundugunda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri §-kapali

oldugunu gostermeliyiz.

X uzaymnin K alt kiimesi regiiler genellestirilmis p-kapali olarak verilsin.

g~ ((g(K)H
kiimesi K in alt kiimesidir.
KNt ca
olan ve
(&)
C K!

olan Y uzayinm G regiiler acik kiimesi vardir.

g(K)=G*
olur.
Sonug olarak g(K) §-kapalidir.
g~ (K)SG
olan Y nin K alt kiimesi ve X in G regiiler genellestirilmis p-agik kiimesi i¢in bir A regiiler
acgik kiimesi
KCcA
ve
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grA G
olacak sekilde bulundugunda regiiler genellestirilmis p-kapalilarin goriintiileri §-kapali

oldugunu gostermis olduk.
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BOLUM 9
SONUC VE ONERILER

Bu tezde topolojik uzaylarda genellestirilmis kapaliligm iligkileri iizerinde
durulmustur. Topolojik uzaylarda genellestirilmis kapali kiimeler ile hemen hemen p-

regiiler topolojik uzaylarin 6zellikleri arastirilmistir.

Topolojik uzaylarda genellestirilmis p-kapali kiimeler ve regiiler genellestirilmis
kapali kiimeler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar iizerine arastirmalar

yapilmistir.

Topolojik uzaylarda doniistimler ile hemen hemen p-regiiler topolojik uzaylar

iizerine arastirmalar yapilmistir.
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