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OZET

RLW DENKLEMININ HAREKETLI EN KUCUK KARELER SIRALAMA YONTEMI
ILE SAYISAL COZUMU

Nur Dilek DURMUSOGLU
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Damgman :Dr. Ogr. Uyesi Ayse Giil KAPLAN

Temmuz 2019, 25 sayfa

Bu tezde Regularized Long Wave (RLW) denkleminin Hareketli En Kii¢iik Kareler Siralama
Yontemi ile sayisal ¢oziimii elde edilmistir. Onerilen yontemin etkinligini gostermek
amaciyla dort test problemi ile calisilmistir. Biitiin test problemleri i¢in Cy, Cp, C3 korunum-
lar1 ve analitik ¢6zlimii bilinen test problemi icin L,, L., hata normlar1 hesaplanmistir. Elde
edilen sonuclar literatiirdeki baz1 sayisal sonuglarla ve analitik sonuglarla karsilagtirilmigtir.
Ayrica biitiin test problemleri i¢in elde edilen sayisal ¢oziimlerin grafikleri verilmistir. Sonug
olarak, RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii hesaplamada kullanilan yontemin yiiksek
dogruluklu bir yontem oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli En Kiigiik Kareler Yaklagimi, Siralama Yo6ntemi, RLW
Denklemi.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF RLW EQUATION USING MOVING LEAST SQUARES
COLLOCATION METHOD

Nur Dilek DURMUSOGLU
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist.Prof.Dr. Ayse Giil KAPLAN

July 2019, 25 pages

In this thesis, numerical solution of Regularized Long Wave (RLW) equation was obtained
with Moving Least Squares Collocation Method. Four test problems were studied to shown
the effectiveness of the proposed method. For all test problems Cy, C;, C3 invariants and for
the test problem whose analytical solution L, L., error norms were calculated. The obtained
results were compared with some numerical results in the literature and analytical results. In
addition, graphs of the obtained numerical solutions for all test problems were given. As a
result, it is seen that the method used to calculate the numerical solution of RLW equation is
a high accuracy method.

Key Words: Moving Least Squares Approximation, Collocation method, RLW equation.
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1. GIRIS

Bilimin bir ¢ok alaninda ortaya ¢ikan problemleri modellemek i¢in genellikle lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemler kullanilir. Bu denklemlerin ¢ogunun analitik ¢oziimii
mevcut degildir ya da analitik ¢6zlimiinii bulmak ¢ok zordur. Bu nedenle bu tip denklemlerin
yaklagik ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in sayisal yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bugiine
kadar yaygin olarak kullanilan sonlu elemanlar ve sonlu hacim yontemleri gibi geleneksel
sayisal yontemler incelendiginde bu yontemler iizerinde bazi eksiklikler tespit edilmistir.
Son yillarda yapilan ¢alismalar sonucunda modelleme eksiklikleri ve ¢oziim siireclerinin
zorlugu gibi eksikliklere olumlu cevaplar verebilen agsiz yontemler gelistirilmistir [1].

Hareketli En Kiigiik Kareler Siralama (HEKS) yontemi de bir agsiz yontemdir.

IIk olarak Lancaster ve Salkauskas [2] tarafindan 1981 yilinda yiizey konstriiksiyonu
amaciyla kullanilan Hareketli En Kiigiik Kareler (HEK) yaklasimi, HEKS yodnteminin
temelini olusturmaktadir. HEKS yonteminde HEK yaklasimi ile bulunan sekil fonksiyonlari
kullanilmigtir. Giintimiizde sekil fonksiyonlarinin olusturulmasinda siklikla kullanilan HEK
yaklagimy, ilk olarak 1992 yilinda Nayroles ve ark. [3] tarafindan Difiize Eleman yonteminde

sekil fonksiyonlarini elde etmek icin kullanilmisgtir.

Bu tezde RLW denkleminin HEKS yoOntemiyle sayisal coziimii elde edilmistir. Lite-
ratiirde bir ¢cok yontem kullanilarak RLW denkleminin sayisal ¢oziimii arastirilmistir. Bu
yontemlerden bazilar1 sunlardir: Lineerlestirilmis kapali sonlu farklar yontemi [4], yiiksek
siral1 kompakt fark yontemi [5], kuadratik B-spline sonlu elemanlar kullanilarak parcali
Galerkin yontemi [6], kuartik B-spline kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi [7], HI-
Galerkin karma sonlu elemanlar yontemi [8], en kii¢iik kareler kuadratik B-spline sonlu ele-
man yontemi [9], en kii¢iik kareler karma sonlu elemanlar yontemi [10], kuadratik B-spline
kullanilarak siralama yontemi [11], kiibik B-spline sonlu elemanlar kullanilarak siralama
yontemi [12], kuintik B-spline Galerkin sonlu eleman yontemi [13], B-spline siralama
yontemleri [14], lineer sonlu elemanlar kullanilarak Galerkin yontemi [15], ekstrapolasyon

teknigi ile Galerkin yontemi [16], kiibik B-spline siralama yontemi [17].

Bu tez; birincisi giris boliimii olmak iizere ii¢ boliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde soli-
tary dalgalar hakkinda bilgiler verilip, sonrasinda HEKS yontemi, HEK yaklagimi ve sonlu
fark yaklagimlari anlatilmistir. Ugiincii boliimde RLW Denkleminin HEKS Yontemi ile
sayisal coziimleri elde edilmistir. Yontemin etkinliini gostermek icin dort test problemi

ile calisilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Solitary Dalgalar

Dalga genel olarak belirli bir sinyali ortamin bir noktasindan baska bir noktasina belirli bir
hizla aktaran bir hareket olarak tanimlanabilir. Bir fizik terimi olarak dalga, maddede ve

uzayda yayilan, enerjinin taginmasina yol acan titiresimdir.

Soliton dalgalar, sahip olduklar1 hiz1 ve sekli koruyarak yayilan ve herhangi bir etkilesim
anindan sonra da bu 6zellikleri korumaya devam eden dalgalardir [18]. Seklini ve hizini
korumasindan dolay1 bir¢ok bilim adami solitonlar iizerine ¢alismalar yapmis ve Soliton
teorisi dogmustur. Bu teori bilimin ¢esitli alanlarinda bir¢ok uygulamaya sahiptir. Soliton-
lar giiniimiizde elektronik ve haberlesme alanlarinda siklikla kullanilmaktadir. Ciinkii bu
alanlarda, herhangi bir sinyal iletiminde sinyalin en az kayipla ve yeterli biiyiikliikte hedefe
ulagabilmesi 6nemlidir. Solitonlar, genisliklerini ve hizlarin1 de8istirmeden sabit tutabildik-
lerinden tagman sinyalde herhangi bir kayip olmaksizin, biiyiik miktardaki bilgi binlerce

kilometre boyunca taginabilmektedir.

Solitary dalgalar ise sekil ve hizlar1 degismeksizin yayilan dalgalardir. Solitary dalgalar
etkilesim sonras1 6zelliklerini korumaya c¢alisan dalgalar olduklari i¢in solitonlara benzeyen
dalgalar olarakta tanimlanmaktadir. Bu 6zelliklerinden dolay1 Solitonumsu dalgalar olarakta
adlandirilirlar. Solitary dalgalarin belgeli ilk gozlemleri 1834’te Isko¢ miihendis John Scott
Rusell tarafindan yapilmistir [19]. Russell bir ¢ift atla birlikte dar bir kanal boyunca
stiriklenen bir botu izlemeye basladi. Russell at sirtinda botu takip etti ve sasirtici bir olay1
gozlemledi: Bot aniden durdugunda bir egri dalga bottan ayriliyor ve oldukga 1yi bir hizla,
tek genis bir yiikselti seklinde ilerliyordu. Solitary dalga, kanal boyunca seklinde ve hizinda
bir degisme olmaksizin ilerledi, bilim adami at sirtinda dalgay1 takibe devam etti, fakat saatte
yaklagik 8-9 mil hizla ilerleyen dalgay1 2 mil sonra kaybetti [20]. Iskog bilim adami, oldukga
onemli bir doga olaymi gozlemledigine inanmig ve Dalganin aktarimi (The wave of trans-
lation) olarak isimlendirdigi ¢alismaya devam edebilmek i¢in bahgesinde deneysel bir su
havuzu insa ettirmistir [21]. Bu havuzda su tanklar1 olusturmus ve solitary dalgalar1 elde
edebilmek i¢in tanklarin bir ucuna agirlik birakarak deneyler yapmistir. Bu deneyler sonu-

cunda solitary dalgalarin 6zellikleri hakkinda agagidaki onemli bilgilere ulagsmistir [22]:

i) Solitary dalgalar hsech?(k(x — vt)) seklindedir.

i1) Solitary dalgalar normal dalgalardan farkli olarak asla birlesmezler. Bu sebeple biiyiik



genlikli solitary dalga ile kiigiik genlikli solitary dalga etkilesime girdikten sonra, bu
solitary dalgalar birbirinden tamamen ayrilarak sekillerinde herhangi bir degisim ol-

madan ilerlerler. Normal dalgalar ise dikleserek sonerler ya da diizlesmeye baslarlar.

iii) Bir solitary dalganin hizi v = /g(d +h) dir. Burada g yercekimi ivmesi, d kanalin
derinligi, & ise solitary dalganin yiiksekligidir. Bir solitary dalganin hizi genligi ile
dogru orantilidir. Bundan dolay1 kiiciik genlikli bir solitary dalga, biiylik genlikli bir

solitary dalgaya gore daha yavas ilerler.

O yillarda Russel’1in sonuclar1 deneysel olarak kalmistir. Sonrasinda bir diferansiyel denk-
lemin ¢oziimii olan solitary dalga problemleri yillarca aragtirllmigtir. 1895°te Korteweg-
deVries (KdV) denklemi olarak bilinen kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin solitary

dalgalar oldugu Korteweg ve de Vries tarafindan ispatlanmistir [23].

Bu gelismelerden sonra solitary dalgalar pek cok alanda kullamlmistir. Ornegin soli-
tary dalgalar; hidrodinamik alaninda, dalgalarin gemi ve deniz insaatlarina etkilerinin sap-
tanmasinda, sualti akustik calismalarinda, elektromanyetik dalgalarin deniz yiizeyinden
yansimasinda, kiyr hattin1 tehdit eden tsunamilerin modellenmesinde ve erken uyari
calismalarinda, biyoloji alaninda sinir sistemindeki uyar1 iletimini agiklamada, plazma

fiziginde ise 15181n iletiminde kullanilmugtir.

2.2 Hareketli En Kiiciik Kareler Siralama Yontemi

Siralama yontemindeki ana fikir, bilinmeyen fonksiyona degerleri sonrasinda bulunacak olan
katsayilarin ve sekil fonksiyonlarinin cebirsel birlesimi olarak yaklagilmasidir. Bu ¢calismada

sekil fonksiyonlart HEK yaklasimu ile elde edilmistir.

2.2.1 Hareketli En Kiiciik Kareler Yaklasimi

ui = u(x;),i = 1,2,...,N noktalar1 u(x) fonksiyonunun (x;,u;) noktalarindaki gercek
degerleri, u"(x) fonksiyonu da u(x) fonksiyonunun hareketli en kiiciik kareler yaklagimi

olmak iizere; 1" (x) fonksiyonu

u"(x) =p’ (x)a(x) 2.1)

seklinde tanimlanir. Bu esitlikte

p'(x)=(po(x) pi(x) ... pu(x)) (2.2)



veE

al (x) = (ap(x) a;(x) ... am(x)) (2.3)

seklinde olup p;(x), j =0, 1,...,m taban fonksiyonlari, a;(x), j = 0,1,...,m ise taban fonksi-

yonlarinin katsayilarini iceren bir vektordiir.

Bir boyutlu problemler icin hareketli en kiiciik kareler yaklagimi

u"(x) =ap  Sabit Yaklagim

u"(x) =ag+a;x Lineer Yaklagim

u"(x) =aop +ajx+ax®> Kuadratik Yaklagim

u" (x) =ap+a1x+ arx* +azx>  Kiibik Yaklagim 2.4)

seklinde olabilir. Hareketli en kii¢iik kareler yaklasiminda daha yiiksek dereceden polinom

yaklasimlar1 da kullanilabilir.

(2.1) denkleminde amag u; gercek degerleri ile u”(x;) yaklasik degerleri arasindaki farki
minimum yapan a(x) katsay1 vektoriinii bulmaktir. Bu ise agirlikli rezidii denklemi olan

J(x) in minimize edilmesiyle bulunur. Agirlikl rezidii denklemi

Za), )P (x)a(x) — u;)? (2.5)

seklindedir. Bu esitlikte i = 1,2,--- N i¢in ®;(x) agirlik fonksiyonlar1 olup rezidii denk-
leminin agirlhiklandirilmasi isleminde kullanilmaktadir. Her diigiim etrafinda bir destek
olusturan agirlik fonksiyonlart destek bolgesi icinde w;(x) > 0, destek bolgesi diginda
;(x) = 0 olacak sekilde se¢ilmelidir. Bu destek bolgelerinin kesisimi diigiimler arasindaki

baglantiy saglar. Agirlikli rezidii denklemi en agik hali ile asagida verilmistir.



N
J(x) =Y oi(x)[p" (x;)a(x) — u;]?

i=1

J(x) =01 (x)[p" (x1)a(x) —m]* + @(x)[p’ (x2)a(x) — u]®

+.Foyx)[p" (w)a(x) —uy)?
J(x) =01 (x){[po(x1) p1(x1) ... pm(x1) [[ao(X) a1 (x) ... am(x)]" —ur1}?

+ o (x){[po(x2) p1(x2) ... p(x2) [[a0(x) a1 (x) ... am(x)]" —u2}?

+. oy @) {[po(av) p1(w) - pmlaw) |[ao(x) a1 (x) ... am(x)]" —un}?
J(x) =1 (x)[po(x1)ao(x) + p1(xr)ar (%) + ...+ pm(xr)am(x) —u1]?

+ (%) [po(x2)ao (x) + p1(x2)a1 (x) + ... + pm(x2)am(x) — ua)?

+...+ wN(x) [po(xN)ao(X) + p1 (xN)a1 (X) +... —|—pm(xN)am(X) — l/t]\/]2

(2.6)

(2.3) denkleminde bilinmeyen a(x) katsayr vektoriini bulmak i¢in J(x) in sirasiyla

ap(x),ai(x), -+ ,an(x)’ e gore kismi tiirevleri sifira esitlenir. O halde
c1 = po(x1)ao(x) + pr(x1)ai(x) + ...+ pm(x1)am(x) — u

2 = po(x2)ao(X) + p1(x2)ai(X) + ... + pm(x2)am(X) — uz

en = po(xn)ao(X) + pr(xn)ar(x) + ...+ pm(xn)am(X) — uy

olmak lizere
1 (X)c1po(x1) + @2 (X)c2po(x2) + ... + oy (X)cnpo(xy) =0

w1 (X)c1pi(x1) + @2 (X)e2pi(x2) + ...+ Oy (X)enpi (xn) =0

01 (X)c1pm(x1) + @2 (X)c2pm(x2) + - .. + On(X)enpm(xn) =0

sistemi elde edilir.

2.7

(2.8)



Bu sistem matris formunda

o1 (x)po(x1)
o1 (x)p1(x1)

@1 (X) pm(x1)

seklinde yazilir. (2.7) deki esitlikler matris formunda yazilip diizenlenirse

seklinde olur. (2.10) esitligi (2.9) da yerine yazilirsa

o1 (x)po(x1)
o1 (x)p1(x1)

()] (X)pm(xl)

po(x1)
Po(x2)

@1 (X)po(x1)
o1 (x)p1(x1)

(O] (X)pm (xl)

p1(x1)
p1(x2)

po(xy) pi(xy) ---

@ (X)pm(x2) -+

o] | po(x1)  pi(x1)
2 | _ | pox) pi(x)
L ev | | polw) pilan) -

@ (X)po(x2)
@ (x)p1(x2)

@ (X)pm(x2) -+

pm(x1)
Pm(x2)

@ (X)pm(x2) -+

elde edilir. (2.11) diizenlenerek

oy (x) po(xn)

oy (x)p1(xn)

N (X) i (xN)

C1

2

CN

pu) | [ | |
Pm(x2) ar(x) |
Pm(xn) 1 L am(X) | |

oy (X)po(xn)

oy (x)p1(xn)

O (X) pm (XN

ao(Xx)

aj (X)

Wy (X)Pm (xN)

ui

u

Uun

ui

uz

uN

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



po(x1)
p1(x1)

| pm(xl)

po(x1)
Po(x2)

| Po(xw)

po(x1)

PO(X2>
pl(Xz)

pm(xz)

Pl(xl)
PI(XZ)

PI(XN)

po(xz) e

pi(x1) pi(x2) -

_pm(xl) pm(XZ)

po(xn)
p1(xn)

pm(xN) ]

Pm(xl) |
Pm(X2>

Pm(xn) i

Po(xn)
p1(xn)

pm(xN) ]

seklinde yazilabilir. Burada

_PO(xl)
pr_ | Prx)
_Pm<xl) Ppm(x2) -
[ o) pi(x)
p_ po(x2)

olmak iizere (2.13)

PTWPa(x) = P"Wu

PO(X2) .
D1 (XZ) .

Pl(x2>

| polxn) pi(xw) -

Po (XN)
p1(xn)

pm(xl)
Pm(x2)

seklinde yazilabilir. (2.15) de

Ax)=P"WP  B(x)

=P'w

Pm(xn) i

pm(xN> ]

ao (X)

ai(x)

) |

ap(x)

aj (x)

| aul) |

ui

u

un

ui

uz

un

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



denirse

elde edilir. Buradan

a(x) = [A(x)]"'B(x)u

bulunur. O halde (2.18), (2.1) denkleminde yerine yazilirsa
u"(x) = p" (X)[A(X)]'B(x)u

elde edilir. (2.19) esitliginde

bulunur. (2.21) denkleminde

6:x) = Y pi(x)[A (X)B(X)]

=

seklindedir. Yukarida ¢;(x) ler sekil fonksiyonlaridir.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Sekil fonksiyonlarinin

olusturulmasinda agirlik fonksiyonunun se¢ilimi 6nemli bir yere sahiptir. En ¢ok kullanilan

agirlik fonksiyonlarindan biri Gaussian agirlik fonksiyonu olup bu calismadaki tiim test

problemlerinde asagidaki sekilde verilen bu fonksiyon kullanilmistir [24].

(2.23)

Burada r; parametresi; d; = |x — x;| X;, diigiim noktasi ile incelenen x noktasi arasindaki



mesafe, rq de etkinlik yaricapr olmak iizere

-} (2.24)

e
dir.

2.3 Sonlu Fark Yaklasimlari

Taylor serisi kullanilarak iki degiskenli fonksiyonlar i¢in ileri, geri ve merkezi sonlu fark

yaklagimlar elde edilir. N, M pozitif tamsayailar,

G p— (2.25)

ve boliintii noktalari

xi=a+({i—1)h, i=1N

yi=c+(j—1Dk, j=1,M (2.26)

olmak iizere U (x,y) fonksiyonu ve kismi tiirevleri tanim bolgesi tizerinde siirekli olsun. Bu
durumda U (x; 4+ h,y;), U(x; — h,y;), U(xi,y; +k) ve U(x;,y; — k) ifadelerinin (x;,y;) nok-

tasindaki Taylor seri acilimlari

h? n

U(xi —|-h,yj) = U(xhyj) +hUx(xi7yj) + EUxx(xiayj) + gUxxx(xiyyj) +--- (2.27)
h? n

U(xi - hv)’j) = U(xi7yj) - hUx(xivyj) + EUxx(xiayj) - §Uxxx(xi7yj) +--- (2.28)
k? k3

U(xi,yj+k)=U(xi,y;) +kUy(xi,yj) + EUyy(xi,yj) + yUyyy(xi,yj) + (2.29)
k> k3

U(xi,yj —k) = U(xi,yj) — kUy(xi,yj) + EUW(xi,yj) — yUyyy(x,-,yj) +--- (2.30)

seklinde yazilir. Buradan (2.27)-(2.28) esitliklerinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

Uxi+h,y:))—U(xi,y;) h h?

Uy(xi,yj) = S y,})l (xi,)) — 5Uxx(xi,yj) — gUm(xi,yj) + - (2.31)
U(xi,y;)—U(xi—hyy;) h h?

Ux(xi7yj) = ( l yj) A ( l yj) "’EUxx(xiayj)_gUxxx(thj)“‘”' (232)

esitlikleri elde edilir.



O halde U (x;,y;) ifadesinin (x;,y;) noktasindaki x degiskenine gore birinci tiirevi

U(xi,yj) —U(xi—h,y; Uij—U_1;
Uy(xi,yj) = (xi,;) ; (i Yj) +0(h) = WT’W+ O(h) (2.33)
veya

Uxi+h,y;)—U(xi,y; Uit1,;— Ui
Unlyy) = LRI ZO0021) oy Bieni ZUii o) (2.34)

formunda yaklasik olarak bulunur. Bu yaklagimlara sirasiyla geri ve ileri sonlu fark
yaklasimlar1 denir. Bu yaklagimlarda seri belli bir yerden kesilmistir. Bu kesme islemi sebe-
biyle bir hata olusur. Bu hatalar, serinin kesildikten sonraki ilk terimine gore degerlendirilir

ve O(.) seklinde yazilir. (2.28) esitligi (2.27) esitliginden cikarilip diizenlenirse

U(xi+h,y;)—U(x;—h,y;)
2h

Uit1,j = Ui,
2h

Ux(xi,y)) = +0(h*) = +0(1?) (2.35)

seklinde x degiskenine gore birinci tiirev icin merkezi sonlu fark yaklagimi bulunur. Ben-
zer sekilde (2.29)-(2.30) esitlikleri kullanilarak U (x;,y;) ifadesinin (x;,y;) noktasindaki y

degiskenine gore birinci tiirevi icin ileri, geri ve merkezi sonlu fark yaklagimlari sirasiyla

U(xi,yj+k)—U(xi,y;) Ui j+1—Ui

Uy(xi,yj) = . + 0(k) = p + O(k)
Uxi,yj) —Uxi,yj —k Uj—Usj-

Uy(xi;yj) — (-xl yj) k (-xl yj ) _|_ O(k) _ 1] k 1] 1 + O(k)
U(xi,yj+k)—U(xi,y; —k Uij+1 = Ui j—1

formunda bulunur. U (x;,y;) ifadesinin (x;,y;) noktasindaki x ve y degiskenlerine gore ikinci

ve liclinci tiirevi i¢in sonlu fark yaklagimlari da benzer sekilde elde edilir.
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3. RLW DENKLEMININ HAREKETLI EN KUCUK KARELER SIRALAMA
YONTEMI ILE SAYISAL COZUMU

Regularized Long Wave (RLW) denklemi, ardigik dalgalarin gelisimini modellemek icin

Onerilmistir [1]. Lineer olmayan RLW denklemi asagidaki formdadir:
Ut+Ux+8UUx—NUxx[:O. (31)

Bu denklemdeki € ve u reel sabitler, ¢ ve x alt indisleri ise sirasiyla zamana ve konuma gore

tiirevleri gostermektedir.

Baglangi¢ ve sinir kogsullar ise

U(x,0)=f(x), a<x<b (3.2)
U(a,t)=a, U(bit)=p, t>0 (3.3)
seklinde verilmistir.

3.1 RLW Denkleminin Ayristirilmasi

Bu calismada RLW denklemini ayristirmak icin zamana gore tiirevde ileri sonlu fark
yaklasimi, kalan terimlerde Crank-Nicolson formiilii kullanmilmistir [25]. Bu formiilde
simdiki ve bir sonraki zaman adimindaki degerlerin ortalamalar1 alinmigtir. O halde RLW

denklemini ayristirmak icin

Un+1 —_yr
U=— "
/At
_ ottty
2
(DU + (UU,)"
2
U;lx_H - U)’clx
At

Uy

UU, =

Uxxt - (34)

esitlikleri kullanilmistir. Bu esitlikler RLW denkleminde yerlerine yazilirsa

urtl—ur urttyur | (U (UU) URT UL
£ - =0 3.5
A T2 T 2 S G-

denklemi elde edilir. Burada U" = U(x,t") ve At de zaman adimi olup At = ¢" — "~

seklindedir.
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(3.5) denkleminde lineer olmayan (U Ux)'”rl terimini lineerlestirmek icin Rubin ve Graves

[26] tarafindan verilen asagidaki lineerlestirme metodu kullanilirsa
(o)t =ty ururtt o (3.6)

(3.5) nolu denklem

n+l _yrn n+1 n n+1Un UnUn—H Un+1 —_yr
U U _|_ Ux + UX +8U X + X _ ‘LL XX XX — O (3.7)
At 2 2 At

seklinde olur. (3.7) denklemi diizenlenirse

At
uvrttur +ururth —puttt =yt — — U — pun (3.8)

YAV A\t
UVH—I +e— 2

Ly 2 2 (

ayristirilmis denklemi elde edilir.
3.2 HEKS Yonteminin RLW Denklemine Uygulanmasi

U fonksiyonunun n. ve (n+ 1). adimindaki yaklagik ¢ztimlerine HEKS y6nteminin uygu-

lanmasiyla

N
Un:Z(Pi(Xk)A‘in? k= 1727"' 7N (39)
Ut = Z@ AT k=12, N (3.10)

seklinde yaklasimlar1 yapilir. Bu yaklagimlarin birinci ve ikinci tiirevleri de
N ! N 1

Ur=Y) o:(x)A"  Ux=Y ¢; (x)A] (3.11)
i=1 i=1

seklindedir. (3.9), (3.10) ve (3.11) de yapilan yaklagimlar (3.8) denkleminde yerine yazilirsa

bu denklem

N

N N
Z ¢< )An+1 +e— < z Xk ln+1 z ¢; Xk )Ln‘i‘ 2 ¢l Xk ’ E (pi/(xk)/linﬂ)
i=1 B =

At N N
+ 7 Z (pz Xk An-&—l Z )vn-‘rl Z (Pi(Xk))L,n—
i=1 =1

N
Y %i(x)A =B, k=N (3.12)
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sekline gelir. Burada ¢;(x) sekil fonksiyonlar1 yerine (2.22) denkleminde verilen esitlik

yazilirsa;

m N
+8%L_21 (gpxxk)[A <xk>B<xk>],,);Lln+1_i_Zl(j;p,<xk>[A (xk>B<xk>]ﬂ) }
N m N m !
re | L (Lo osomos )i 3 (L pitson tsmosls ) 4
AV ANt 1 , n+1 Al ' nt1
+ 2Ly (Lpisoia <xk>B<xk>]ﬂ) ! —uz(zp,<xk>[A <xk>B<Xk>]ﬂ) A
i=1 \j=1 i=1 \j=1
N /m N !
=¥ (Lpstsia ool )47 - 21X (L pitsla csoBxuls ) A
i=1 \j=1 i=1 \j=1
N m "
_“Z<Zp] x)[A ! (x¢)B (xk)],,> k=2, ..N—1
i=1 \j=1
N m
y (szxknA—l(xk)B(xk)]ﬁ) A —a, k=1
i=1 \j=1
N m
Z(Zl’] x;) A~ (x)B(x )]ji)%"H:ﬁ, k=N (3.13)
i=1

seklinde bir sistem elde edilir. Bu sistem gosterim kolaylig1 agisindan
N

Go = Z(i)l?j(xk)[l\_l(Xk)B(Xk)]ji>

G = & [i (£ psla Bl ) Aﬁl (gopj(xknA1<xk>B<xk>1ﬁ)]
G = ¢5| f (ipxxmrl<xk>B<xk>]ﬁ) AN ( gp,-<xk>[A—l<xk>B<xk>1ﬁ)]
G = %;(g}pxxm1<xk>B<xk>]ﬁ)/

N m "
Gy = —MZ(ij(xk)[A_l(Xk)B(Xk)]ji>

(Go+Gy +G2+G3+G4))L"+1 (Go—G3+GyA", k=2,--- N—1
GoA™ =B, k=N (3.14)
seklinde diizenlenebilir.
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Bu sistem coziilerek hesaplanan ?Li’”'l ler (2.21) denkleminde yerine yazilirsa (n+ 1).

adimdaki U sayisal ¢oziimii elde edilir.

RLW denklemi icin HEKS yontemi ile elde edilen sayisal sonuclar asagidaki program algo-

ritmas1 ile bulunmustur.

Algoritma

Algoritma asagidaki sirayla ¢aligir:
1. [a,b] tamm bolgesinden N tane diigiim belirlenir.
2. m, rj, c; ve At parametreleri belirlenir.

3. n:=0 alinir.

4. (3.2) baglangi¢ kosulu kullanilarak (3.9) denkleminden A bilinmeyenleri ve U"

baslangi¢ ¢oziimii bulunur.
5. n:=n+1 alinr.
6. (3.14) sistemi kullanilarak A""*! degerleri hesaplanr.
7. (3.10) denklemi kullanilarak U”*! yaklagik ¢oziimii elde edilir.

8. nAt =t olana kadar iterasyona devam edilir.

3.3 Test Problemleri

Bu boliimde, HEKS y6nteminin etkinligini gdstermek amaciyla asagida verilen test problem-

leri kullanilmigtir. Biitiin test problemleri i¢in Cy, C>, C3 korunum kanunlar1 hesaplanmagtir.

Ayrica analitik sonucu bilinen birinci test problemi i¢in L., ve L, hata normlarimin degerleri

bulunmustur. Elde edilen sonuclar literatiirdeki bazi1 sonuglarla karsilastirilmisti. RLW

denklemi agsagidaki sekilde verilen li¢ korunum kanununa sahiptir [27].

(o)

clz/ Udyx, czz/ (U 4 uU2)dx, c3:/ (U3 4+3U%)dx

— —o0

Burada C kiitle, C; momentum, C3 enerji korunumuna karsilik gelir.

L> ve L., hata normlari

N
L, = h ’analmk o Us.aylsal‘, L., = max ‘U]qtnalltzk . Ufaylsal|
= g 1<j<N /

(3.15)

(3.16)
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seklinde verilen formiillerle hesaplanmustir.

3.3.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

RLW denkleminin tek solitary dalga ¢oziimii; k dalganin genisligi, v dalganin hiz1, 3d dal-

ganin genligi olmak {izere

1 d
U(x,t) = 3dsech® (k|x — xg — vt]), k= 7 / m, v=1+ed (3.17)

seklindedir [28]. Bu ¢oziim; baslangicta tepe noktasi xo lizerinde bulunan saga dogru v
sabit hiziyla hareket eden 3d genlikli tek solitary dalgay: ifade eder. Bu test probleminde
U(—40,t) =0, U(60,t) = 0 sinir kosullart ile U (x,0) = 3dsech? (k[x — xo]) baslangi¢ kosulu
kullanilmugtir. 4 = 1, € = 1 ve xg = 0 parametreleri se¢ilerek program t=20 zamanina kadar

caligtirilmisgtir.

C1, (3, C3 korunumlarinin analitik degerleri

cr — %’ Cy— 12kd2 4 48de2“, Cy = %512 1454kd3 3.18)
seklinde hesaplanmugtir. Bu esitliklerden d = 0.1 i¢in

C1 =3.979949, (C; =0.8104624, (3 =2.579007 (3.19)
d =0.03 i¢in

C1 =2.109407, C;=0.1273017, C3 =0.388805 (3.20)

degerleri bulunmustur.

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 de d = 0.1 ve d = 0.03 i¢in t = 20 zamanindaki Cj, 3, C3
korunumlari ile L,, L., hata normlar listelenmis ve elde edilen sonuclar [13], [15], [16], [17]
ve [29] calismalarindaki sonuglarla karsilagtirnllmisgtir. Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 de ise sirasiyla
0.3 ve 0.09 genlikli dalgalarinz = 0, # = 10 ve = 20 zamanlarinda elde edilen ¢6ziimlerinin

grafikleri verilmistir.
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Cizelge 3.1 0.3 genlikli tek solitary dalga hareketi icin hata normlari ve korunumlar.
Yontem | h | At Ci C, G; Ly x 10° | Lo x 10°
HEKS | 0.125 | 0.1 | 3.979883 | 0.8104625 | 2.579007 | 0.20717 | 0.07815
[13] | 0.125 | 0.1 | 3.9798830 | 0.8104616 | 2.5790043 | 0.35489 | 0.12848
[15] |0.125|0.1 | 3.98206 | 0.811164 2.58133 0.511 0.198
[16] |0.125 | 0.1 | 3.97972 0.81026 2.57873 | 0.266856 | 0.091465
[17] |0.125 | 0.1 | 3.979883 | 0.81027618 | 2.57839258 |  0.30 0.116
[29] |0.125| 0.1 | 3.980016 | 0.8104624 | 2.579006 | 0.2205 | 0.08448

Cizelge 3.2 0.09 genlikli tek solitary dalga hareketi icin hata normlar1 ve korunumlar.

Yontem | h | At C C, Cs Ly x10% | L x 103
HEKS | 0.125 | 0.1 | 2.104600 | 0.1273015 0.388802 0.5658 0.4315
[13] 0.125 | 0.1 | 2.10457 0.12730 0.38880 0.566 0.207
[15] 0.125 | 0.1 | 2.10906 0.127305 0.388815 0.535 0.198
[16] 0.125 | 0.1 | 2.10902 0.12730 0.38880 | 0.559402 | 0.439145
[17] 0.125 | 0.1 | 2.104584 | 0.12729366 | 0.3887776 0.57 0.432
[29] 0.125 | 0.1 | 2.112292 | 0.1273037 | 0.388812 1.2735 0.3647
0.3r —t=0
t=10
0.25¢ =20
02
2015
]
0.1
0.05-
S0 30 O R a—

Sekil 3.1

0.3 genlikli solitary dalga profilleri.

16



0.09

0.08

I
|
—_ .

0.07
0.06

=0.05

X

= 0.04f
0.03
0.02

0.01

4

Sekil 3.2 0.09 genlikli solitary dalga profilleri.
3.3.2 ki Solitary Dalga Etkilesimi
Bu test problemi asagidaki baslangic kosulu ve sinir kosullar1 kullanilarak ¢aligilmustir.

Ux,0)=U+U,

4k3
Uj=3Ajsech®(kj(x—%;)), Aj=—21= j=12 (3.21)
U(0,t) =U(120,1) =0 (3.22)

Buradau =1,e=1,x; =15, x; =35, k; = 0.4, kp = 0.3 parametre degerleri se¢ilmistir. Bu-
rada biiyiik genlikli ve kiiciik genlikli solitary dalgalarin tepe noktalar: sirastyla x = 15, x =

35 noktalarina yerlestirilmistir. Sonrasinda program ¢ = 30 zamanina kadar caligtirilmigtir.

Cizelge 3.3 de t = 30 zamaninda olusan Cy, C;, C3 korunumlar listelenmis ve elde edilen
sonuglar [13] ve [29] calismasindaki sonuclarla karsilagtirilmigtir.  Sekil 3.3 de ise t =0,

t = 15 ve t = 30 daki ¢oziimlerin grafikleri gosterilmisgtir.

Sekil 3.3 den de goriildiigii gibi baglangicta biiyiik genlikli dalga, kiiciik genlikli dalganin sol-
undadir. Zamanla biiyiik genlikli dalga, daha hizli hareket ettiginden kiiciik genlikli dalgay1
yakalayarak etkilesimi baglatir. Bu anlarda iki dalga tek bir dalga gibi goriiniir. Etkilesim
sonrasinda sekillerinde bir bozulma olmadan biiyiik genlikli dalga, kiiciik genlikli dalgadan
ayrilarak kiictik genlikli dalgay1 gecer.
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Cizelge 3.3

Iki solitary dalga etkilesimi icin korunumlar.

Yontem | h | At C (6 C3
HEKS | 0.3 | 0.1 | 37.9166 | 120.5233 | 744.0815
[13] 0.3 0.1 ]38.0922 | 1229104 | 764.0126
[29] 0.3 0.1 379184 | 120.5264 | 744.1053

or —t=0

t=15

5- =30

4,

Zs

=)

2,

1+

% 20 40 B —T 120

Sekil 3.3  1ki solitary dalga etkilesimi.

3.3.3 Dalga Olusumu
Bu test probleminde, asagidaki baslangi¢ kosulu kullanilarak dalga olusumu gozlenmistir.

U(x,0) = exp(—(x—7)?) (3.23)

U(0,t) = U(50,¢) = O smr kosullar1 ve € = 1 parametre degeri secilerek = 25 aninda

dalganin olusumu izlenmistir.

Cizelge 3.4 de u niin farkl degerleri icin ¢+ = 25 zamaninda olusan Cy, C>, C3 korunumlari
listelenmis ve elde edilen sonuglar [29] ¢alismasindaki sonuclarla karsilagtirilmigtir. Sekil
3.4 de baslangi¢c aninda elde edilen ¢oziimiin grafigi, Sekil 3.5, Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 de
ise swrastyla g = 0.04, u = 0.01, u = 0.001 degerleri i¢in t = 25 zamaninda elde edilen

cOziimlerin grafikleri verilmistir.

Sekil 3.4 den de goriildiigii gibi RLW denkleminde p = 0.04 secimi ve (3.23) baslangic¢
kosulu kullanildiginda, kiiciik salinimlar ile birlikte tek bir dalganin olstugu gozlenmistir.

Sekil 3.5, Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 de ise u niin degerlerinin kiigiiltiilmesiyle olusan dalga
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sayisinin arttigi gozlenmistir.

Cizelge 3.4 u© =0.04, u =0.01, u = 0.001 degerleri i¢in elde edilen korunumlar.

Yontem u h At C G C3
HEKS | 0.04 | 0.05 | 0.01 | 1.772454 | 1.303472 | 4.783408
[29] 0.04 | 0.01 | 0.01 | 1.772454 | 1.303447 | 4.783298
HEKS | 0.01 | 0.05|0.01 | 1.772454 | 1.266276 | 4.785945
[29] 0.01 | 0.01 | 0.01 | 1.772454 | 1.265846 | 4.783793
HEKS | 0.001 | 0.05 | 0.01 | 1.772454 | 1.263611 | 4.852180
[29] 0.001 | 0.01 | 0.01 | 1.772484 | 1.254676 | 4.790517
1.2
—t=0
1 ‘5 2‘0 2;(5 3‘0 3‘5 4b 4‘5 5‘0
Sekil 3.4 ¢ = 0 anindaki ¢oziim.
1.2

Sekil 3.5 p =0.04 icin t = 25 anindaki ¢oziim.
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—t=25

Sekil 3.7 u =0.001 i¢in t = 25 amindaki ¢oziim.

3.3.4 Ardisik Dalgalarin Gelisimi

Son olarak RLW denkleminin

U(x,0) = 0.5Uj (1 — tanh (XZZXC)) (3.24)

baglangi¢ kosulu altinda ¢oziimii ¢alisgilmistir. Buradaki U (x,0), t = 0 zamanindaki durgun
su yiizeyinin iistiindeki suyun yiikseltisini, d derin su ve durgun su arasindaki egimi, Uy
su yiizeyindeki ilave yiikseltiyi, x = x, noktasi ise biiyiikliigii Uy olan su seviyesindeki
degisimin merkezini gosterir. Boylece durgun su bolgenin saginda yer alir ve U = 0
yiizeyinden U ilave yiikseltisinde suyun sahip oldugu akis soldan durgun suyun i¢ine dogru
hareket eder. Bu test probleminde Uy = 0.1, u = 0.16666667, € = 1.5, x, =0, d =2 ve
d = 5 parametre degerleri ile U (—36,1) = Uy, U(300,¢) = 0 sinur kosullart kullanilarak

20



t = 250 aninda ardigik dalgalarin olusumu izlenmistir.

Cizelge 3.5 ve Cizelge 3.6 dad =2, d =5 degerleri icin t = 0, t = 250 zamanlarinda olusan
C1, G, C3 korunumlan listelenmis ve elde edilen sonuglar [29] calismasindaki sonuglarla
karsilagtirilmigtir.  Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 da d = 2, d = 5 degerleri i¢in t+ = 0 baglangic
aninda elde edilen ¢oziimlerin grafikleri, Sekil 3.10 ve Sekil 3.11 de ise yined =2,d =5
degerleri i¢in # = 250 aninda elde edilen ¢6ziimlerin grafikleri verilmistir. Bu grafiklerden de
goriildiigii gibi d = 2 egiminin kullanilmasiyla elde edilen ardisik dalgalarin d = 5 egiminin

kullanilmasiyla elde edilen ardisik dalgalara gore biraz daha fazla oldugu gozlenmistir.

Cizelge 3.5 d =2 i¢in elde edilen korunumlar.

Yontem | h At t C (653 C3

HEKS | 0.5 | 0.1 | O | 3.62500 | 0.35278 | 1.09225
[29] [024|0.1| O | 3.61200 | 0.35148 | 1.08822

HEKS | 0.5 | 0.1 | 250 | 30.50000 | 3.10291 | 9.61655
[29] [0.24 | 0.1 | 250 | 30.48699 | 3.10148 | 9.61202

Cizelge 3.6 d =5 i¢in elde edilen korunumlar.

Yontem | h At t C (&) C3
HEKS | 05 | 0.1 | 0 | 3.62500 | 0.33761 | 1.04500
[29] 024 01| 0 | 3.61200 | 0.33631 | 1.04097
HEKS | 0.5 | 0.1 | 250 | 30.50000 | 3.08770 | 9.57033
[29] 0.24 | 0.1 | 250 | 30.48704 | 3.08631 | 9.56594

0.12r

0.08"
30.06F
0.04

0.02r

-50 0 50 100 150 200 250 300
X

Sekil 3.8 d =2 i¢in t = 0 zamanindaki ¢oziim.
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0.2
0.18
0.16/
0.14
0.12/

Z o1f
0.08
0.06/
0.041

0.021

1 1 1 1 |
-50 0 50 100 150 200 250 300
X

Sekil 3.9 d =2 i¢in t = 250 zamanindaki ardigik dalgalar.

0.12r

0.081

0.061

0.02r

1 1 1 1 |
-50 0 50 100 150 200 250 300

Sekil 3.10 d =5 i¢in t = 0 zamanindaki ¢6ziim.

—t=250
0.18f

0.161
0.14-
0.12r

2 o1
0.08f
0.06}
0.04-
0.02

1 1 1 1 |
-50 0 50 100 150 200 250 300

Sekil 3.11 d =5 icin t = 250 zamanindaki ardigik dalgalar.
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