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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
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Danigsman: Prof. Dr. Ahmet YUCESAN

Bu tez caligmasinda, Lorentz diizleminde Bezier egrilerinin nedensel(causal)
karakterizasyonunu veren bir teorem elde edildi ve farkli nedensel karakterlere
sahip Bezier egri ornekleri verildi. Daha sonra, Lorentz diizleminde minimum
esneme, gerilme ve titreme enerjili Bezier egrilerinin bilinmeyen kontrol noktalari,
bilinen kontrol noktalarinin lineer birlegimi seklinde bulundu. Minimum esneme,
gerilme ve titreme enerjili Bezier egri ornekleri verildi. Son olarak, Oklid
diizleminde minimum titreme enerjili Bezier egrilerinin bilinmeyen kontrol
noktalar1, matrisler yardimiyla farklh bir yontem ile elde edildi ve bu yontemin

Lorentz diizleminde de gecerli oldugu sonucuna varildi.

Anahtar Kelimeler: Bezier egrileri, minimum enerji, esneme enerjisi, gerilme

enerjisi, titreme enerjisi, Lorentz diizlem.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

BEZIER CURVES WITH MINIMAL ENERGY IN THE
LORENTZIAN PLANE

Hale ERISKIN

Suleyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ahmet YUCESAN

In this thesis, a theorem which gives the causal characterization of Bezier curves
in Lorentzian plane is obtained and examples of the Bezier curve having different
causal characters are given. Then, the unknown control points of the Bezier
curves with minimal stretch, strain and jerk energy in Lorentzian plane are found
linear combination of the known control points. The examples of Bezier curves
with minimal stretch, strain and jerk energy are given. Finally, the unknown
control points of Bezier curves with minimal jerk energy in Euclidean plane are
obtained a different method by means of matrix and it is concluded that this

method is valid in Lorentzian plane.

Key Words: Bezier curves, minimal energy, stretch energy, strain energy, jerk

energy, Lorentzian plane.
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1. GIRIS

Holladay’in 1957 yilinda integrasyon ve fonksiyon interpolasyonu icin kiibik
splinleri tanitmasindan sonra minimum enerjili egrilerin modellemesi bilgisayar
destekli dizaynin onemli bir konusu haline gelmigtir.
Bu tiir egriler giiniimiizde hareket dizayni, fontlarin iiretiminde, modelleme
calismalarinda, bilgisayar goriintiisii, goriintii igleme, otomotiv endiistrisi, araba
govdeleri tasarimi gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Yakin zamana kadar
minimum enerjili egri modellerini elde edebilmek igin iterasyonlu niimerik
metodlara bagvurulmustur. Fakat minimum enerjili egri modelleri geometrik
hesabin en temel problemlerinden birisi oldugundan giiniimiizde bu egri
modellerinin dizaynina geometrik bir problem olarak yaklagilmaktadir ve bu egri
modelleri varyasyonel hesap teknikleriyle elde edilebilmektedir.  Ozellikle,
bilgisayarda yapilabilen resim ve hareketlerde siklikla kullanilan Bezier
egrilerinin minimum enerjili modeli, mevcut kontrol noktalar1 yardimiyla elde

edilebilen ve yeni gelistirilen bir konudur (Xu vd., 2011).
n. dereceden Fy, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip bir Bezier egrisi,

Brity=()t@-t)"", i=0,1.,n

)

seklinde verilen n. dereceden bir Bernstein polinomu yardimiyla
B(t)=>.Br(t)P, tel0,1]
i=1

formunda tanmimlanir. Bezier egrisinin parametrik denkleminde yer alan 7 degeri
n + 1 adet koseyi indekslemede kullanilmaktadir. ¢ nin 0 ile 1 arasinda aldig:
degerler egrinin ara noktalarimi belirler. ¢ = 0 degeri egrinin F, baslangic
noktasina, ¢ = 1 degeri ise egrinin P, bitim noktasina karsilik gelir. n ise kose
sayisimin bir eksigi olup ¢izilecek egrinin derecesini belirler (Farin, 2002).
Bezier egrileri sahip olduklari kontrol noktasi sayisina gore lineer, kuadratik,
kubik veya daha yiiksek dereceli egriler olarak isimlendirilir. Eger Bezier egrisi

sadece iki kontrol noktasiyla olugturuluyorsa t € [0, 1] arasinda

B (t) = by +t(by — by) = (1 — )by + tby



seklinde verilen dogrusal interpolasyon formuna doniigiir (Sekil 1.1).

R R

t=0,4 t=0,8 t=1
Sekil 1.1 Dogrusal Bezier egrisi (Wikipedia, 2015).

Py, Py, P; gibi 3 kontrol noktasina sahip Bezier egrisi
B(t)=(1—-t)?Py+2t(1—1t) P+ P, tel0,1]

seklindeki kuadratik forma doniigiir (Sekil 1.2).

oP,

0 oF;

Sekil 1.2 ¢ = 0,25 igin kuadratik Bezier egrisi (Wikipedia, 2015).

Benzer sekilde Py, Py, P, P3 gibi 4 kontrol noktasina sahip kiibik Bezier egrisi

Bt)=1—t)’Py+3t(1—1)>P +3t2(1 —t)P, + 3P, t€0,1]



formundadir (Sekil 1.3).

oP, oP,

P, oP,

Sekil 1.3. ¢t = 0,25 igin kubik Bezier egrisi (Wikipedia, 2015).

Boylelikle kontrol noktalar1 ¢ogaltilarak daha yiiksek dereceli Bezier egrileri elde
edilir (Farin, 2002) (Sekil 1.4 ).

1
0.8r
0.6
0.4

0.2¢

% 02 04 06 08 1

Sekil 1.4. Beginci dereceden Bezier egrisi

Bilgisayar grafiklerinin énemli bir uygulamasi olan Bezier egrileri, ilk olarak 1960
yilinda Renault firmasinda galigan Fransiz miihendis Pierre Bézier tarafindan
otomobil  govdelerinin  tasariminda  kullamilmak  iizere  gelistirilmistir.
Bezier, her bir bileseni polinomlarla ifade edilen bu egri tiiriinii otomobil
yiizeyleri iizerinde daha fazla degisiklik yapabilmek ic¢in gelistirmigtir. Boylece
Bezier’in 6zel Bernstein polinomlar1 yardimiyla tamimladigi Bezier egrileri ile
sadece otomobil tasarimi degil farkl tasarim alanlarindaki aciklar da biiyiik 6lciide
kapanmigtir. Ciinkii giiniimiizde Bezier egrileri otomobil, gemi, ucak govdeleri
ve {iriin tasarimi gibi endiistriyel tasarimda kullanildigi gibi egrilerle kaplama,

hareket dizayni, bilgisayar goriintiisiit ve goriintii isleme gibi bir ¢ok alanda
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kullanilmaktadir. Bezier egrileri ile ilgili literatiirde bircok calisma mevcuttur.
Bu ¢alismalar 1g1ginda Bezier egrileri ve onun geometrisi Farin G.’nin "curves and

surfaces for CAGD" isimli kitabinda genis bir sekilde toparlanmigtir (Farin, 2002).

CAD de yapilan ¢aligmalarin biiyiik bir kismi minimum enerjili egriler tizerinedir.
1964 yiiinda  Ferguson, parametrik  kiibik  spline  egrileri  kiibik
spline fonksiyonlarinin interpolasyonlar1 yardimu ile tanitti. Nielson, ilk olarak
1974 yilinda C* kiibik polinomlarma alternatif olarak v—splinelar1 onerdi, 1983
yilinda gerilme enerjisinin bir lineer yaklagimiyla minimum normu (MNN) tanitta,
1984 yilinda MNN f{izerine interaktif bir sistem ¢nerdi ve diizlemsel pargalarin
u¢ noktalarinda egriligi sifir olan rasyonel splinelar1 tamimladi. 1985 yilinda
Hagen minimum enerjili v—splinelarin bir genellemesi olan 7—splinelar1 tanitti.
1987 yilinda Meier ve Nowachi minimum titreme enerjili splinelar1 cahstilar.
1988 yilinda Higashi diizgiin egrilikli kiibik Bezier egrilerinin teget ve egriliginin
yapisini inceledi. 1988 yilinda Roulier pozitif egrilikli kiibik Bezier egrilerinin
sartlarmi verdi. 1990 yihinda Jou ve Han cesitli kisitlamalar ile minimal
enerjili splinelar1 elde ettiler. 1995 yilinda Park ve Ravani, Bezier egrilerini
Riemann manifoldlar1 ve kompakt Lie gruplarinda tanimladilar ve Bezier
egrilerini kat1 cisim hareketleri {izerine uyguladilar. 1999 yilinda Brunnet hareket
planlama ve kaplama egrileri icin iki varyasyonel model 6nerdi. 2001 yilinda
Zhang, C.M. ve Zhang, P.F. minimum biikiilme enerjili kiibik kaplama spline
egrileri i¢in bir algoritma verdi. 2004 yilinda Young ve Cheng minimum biikiilme
enerjili Hermit egrilerinin geometrisini incelemistir. 2006 yilinda Popiel ve
Noakes, keyfi dereceli kiiresel Bezier egrilerinin baglangic ve bitim
noktalarindaki hiz ve ivme vektorlerini hesapladilar ve bu formiilleri istenen
baglangic hiz ve ivmeye sahip egriyi veren kontrol noktalarini belirlemek icin
kullandilar. 2007 yilinda Popiel ve Noakes, kompakt Lie gruplarinda ve kiirelerde
genellegtirilmis Bezier egrilerinin baglangic ve bitim noktalarindaki hiz ve ivme
vektorlerinin hesaplanmasini keyfi baglantili Riemann manifoldlarina genellediler.
2011 yilinda Xu vd., Bernstein polinomlari yardimiyla minimum enerjili Bezier
egrilerin geometrik ingasimi caligtilar. Bu calismada Oklid diizleminde

minimum enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktalarimin nasil
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yapilandirilacagi problemini ¢ozdiiler. Ayrica bazi kontrol noktalar: verildiginde
minimum enerjiye sahip Bezier egrisinin diger kontrol noktalarimin nasil insa
edilecegini buldular ve egri modelleme tekniklerinin bazi uygulamalarin

tamttilar.

Lorentz-Minkowski  geometri hem  diferansiyel geometrinin hem de
matematiksel fizigin parcasi olarak goriilen, matematiksel arastirmalarin canh
bir alamdir. Lorentz-Minkowski geometri fizigin en bagarili ve giizel
teorilerinden biri olan izafiyet teorisinin matematiksel temelinin bir temsilidir.
Oklid 2—uzay dairesel trigonometri (cos ve sin) iceren dogrular ve cemberlerin
geometrisi olarak bilinirken Lorentz diizlem (veya Minkowski 2—uzay)
hiperbolik trigonometri (exp ve In) igeren dogrular ve dikdortgensel
hiperbollerin geometrisi olarak bilinir. Bu ise bu diizlemde bulunan egrileri daha
detayli inceleme imkani sunar. Ayrica Oklid geometri sadece kiiresel geometriyi
igerirken Lorentz-Minkowski geometri hem kiiresel geometriyi hem de
hiperbolik geometriyi icine alir (Felsager, 2004). Oklid uzaylarda klasik fizik
varken Lorentz-Minkowski uzaylarda goreceli fizik vardir (Schmuckenschléger,
2013). Bu nedenle Bezier egrilerinin Lorentz-Minkowski geometride galigilmasi
oldukea ilgi cekicidir. 2008 yilinda Georgiev, Minkowski 3—uzayda spacelike
Bezier egrilerinin egrilik ve torsiyonunu elde etti ve bu uzayda spacelike Bezier
egrilerinin bazi orneklerini verdi. Fakat bugiine kadar Bezier egrileri Lorentz

diizleminde cahigilmadi.

Bu yiiksek lisans tez caligmasinda, Lorentz diizleminde Bezier egrilerinin
nedensel(causal) karakterleri verildi ve minimum enerjili Bezier egrilerinin
geometrik yapisi inga edildi. Bilinen kontrol noktalar1 yardimiyla
minimum esneme, gerilme ve titreme enerjisine sahip Bezier egrilerinin
bilinmeyen kontrol noktalar1 bilinen kontrol noktalarinin lineer bilesimi olarak
elde edildi. Ayrica minimum esneme, gerilme ve titreme enerjili Bezier egri
ornekleri verildi. Son olarak, minimum titreme enerjisine sahip Bezier egrilerinin

bilinmeyen kontrol noktalar1 matrisler yardimiyla elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, Lorentz diizleminde minimum enerjili Bezier egrilerini ¢aligabilmek

i¢in gerekli olan temel tanim ve teoremler verildi.
2.1. Bezier Egrisi

Tamim 2.1. i = {0,1,2,...,n} olmak iizere
n ‘
Brn=| " |ra—om
0
seklinde tanimlanan n. dereceden bir polinoma Bernstein polinomu denir. Burada

binom katsayilar:

L z'(nle)” 0<:<n
{ 0, diger durumlarda,

dir (Farin, 2002).

Teorem 2.2. Bernstein polinomlar: agsagidaki 6zeliklere sahiptir:

1, i=0
i) B}(0) =
0, i#0,
{ z%n
) < Br(%),telo,1],
)B”(') Bi' () L # 1,

U)ZBZ-"(t)Zl

n m
. i l m
vi) B (1) Bi* (1) = ————==B" (1),
n+m
i+1
1
V1) / BI'(t)dt = n+r1 (Farin, 2002; Gravesen, 2002).
0
Tanim 2.3. ¢ € [0, 1] olmak iizere Bernstein polinomlar: yardimiyla tanimlanan

y(t) = %Bm)a



seklindeki egriye Py, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip bir Bezier egrisi denir

(Gravesen, 2002).

r r
A"P =y (=1)"*Pix, 0<i<n
k=0 k

seklinde tanimlanan operatore A" diferansiyel operatorii denir (Farin, 2002).

Tanim 2.5. Fy, P, ..., P, kontrol noktalarina sahip bir v Bezier egrisinin r. tiirevi,
1) = 1(1) = 2 & BIT(OAP

seklinde tammlanir (Farin, 2002).

Tanim 2.6. v; Py, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip Bezier egrisi icin

1
Eesneme () = Of 1Y (@)1 at

seklinde tanmimlanan enerji fonksiyoneline v Bezier egrisinin esneme enerjisi denir

ve egrinin uzunlugunu Slger (Xu, Wang ve Chen, 2011).

Tanim 2.7. v; Py, Py, ..., P, kontrol noktalarina sahip Bezier egrisi icin

1
2
Egeritme(7) = ) J @) dt
seklinde tanmimlanan enerji fonksiyoneline v Bezier egrisinin gerilme enerjisi denir

ve egrinin verilen aralikta kag kez biikiildiigiinii clger (Xu, Wang ve Chen, 2011).

1
Etitreme(’)/): f ||/7”/<t)||2dt
0

seklinde tanimlanan enerji fonksiyoneline v Bezier egrisinin titreme enerjisi denir

ve egriligin degisimini 6lger (Xu, Wang ve Chen, 2011).
2.2. Lorentz Diizlemi
Bu alt boliimde, .2 Lorentz diizlemi tanitildl ve bu uzay ile ilgili baz1 temel
kavramlar verildi.
Tanmim 2.9. V bir reel vektor uzay1 ve
<> VxV — R

bir simetrik bilineer form olsun.



i) v #0igin < v,v>>0 (< v,v><0)ise <, > simetrik bilineer formuna pozitif
(negatif) taniml,

it) Yo € V igin < v,v >> 0 (< v,v ><0) ise <,> simetrik bilineer formuna
pozitif (negatif) yari-taniml,

i) Yw € V i¢in < v,w >= 0 iken v = 0 ise <,> simetrik bilineer formuna
non-dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Eger Vv € V igin < w,v >= 0 iken V nin bir w # 0 vektorii varsa <, > simetrik

bilineer formu dejeneredir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.10. <, >, V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form ve
W, V nin herhangi bir altuzay1 olsun. <, > nin W {izerine kisitlamas1 <, > |,
negatif tanimh olacak gekildeki en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna <, >

simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.11. Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V reel vektor uzay: tizerinde bir skalar ¢arpim denir ve iizerinde bir skalar

carpim taniml olan V' reel vektor uzayina skalar carpim uzay: denir.

Pozitif tanimh skalar ¢arpim bir i¢ carpimdir ve kanonik drnegi < v, w >= > v;w;
i=1
seklinde R™ iizerindeki nokta ¢arpimdir (O’Neill,1983).

Tanim 2.12. v, w € V vektorleri i¢in < v,w >= 0 ise v ve w vektorleri diktir

(ortogonaldir) denir ve vLw geklinde gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.13. W, V nin bir altuzay1 olsun. W+ = {v € V|v LW} altuzayna

V nin W ya dik altuzay: denir.

W+ altuzayr W nin ortogonal tiimleyeni olarak isimlendirilemez. Ciinkii W+ W+

genellikle V' nin tamami degildir (O’Neill, 1983).
Teorem 2.14. Eger W, V skalar carpim uzayinin altuzay: ise
i) boyW + boyW+= = boyV,

i) (W) =w



ozelikleri vardir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.15. W, V nin bir alt uzay1 olsun. Eger <, > |y non-dejenere ise W,

V' nin non-dejenere altuzayidir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.16. V nin bir W altuzay: non-dejeneredir ancak ve ancak V = W@ W+

dir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.17. V skalar ¢carpm uzayinda v € V' vektoriiniin normu

[o]l = V< v, 0 >

seklinde tanimlanir. Normu 1, yani < v,v >= F1 olan vektore birim vektor ve

ortogonal birim vektorlerin kiimesine de ortonormaldir denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.18. Bir V' # {0} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir
(O’Neill, 1983).

Teorem 2.19. V reel vektor uzay: icin bir ortonormal baz {e,,e,, ..., e, } olsun.

e, =< e,, e, > olmak tizere Vv € V vektorii

n
v=>Y¢, <uv,e >e,
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.20. V skalar carpim uzayimin indeksi v = 1 ve boyutu boyV > 2 ise V

skalar ¢arpim uzayma bir Lorentz vektor uzayi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.21. W, V Lorentz vektor uzayimin bir altuzay1r ve <,>, V nin skalar
carpimi olsun.

i) <,> |w pozitif tammli ise W ya spacelike altuzay,
i1) <,> |w indeksi 1 olan non-dejenere ise W ya timelike altuzay,
i11) <,> |w dejenere ise W ya lightlike altuzay denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.22. R?, Oklid 2—uzay (veya Oklid diizlem) ve u = (uy,us),

v = (v1,v2) € R? olsun. R? {izerinde,
)



< U,V > = —UIV| + UV2

seklinde tamimli skalar garpima Lorentz metrik (veya Minkowski metrik) ve
(R?, <, >1) = L? metrik uzayma ise Lorentz diizlemi (veya Minkowski 2—uzay)

denir (Lopez, 2014).

Tamim 2.23. .2, Lorentz diizleminde u € .2 i¢in
i) <u,u>p>0 veya u = 0 ise u vektoriine spacelike,
i1) < u,u >1< 0 ise u vektoriine timelike,

i11) < u,u >r=0 ve u # 0 ise u vektoriine lightlike (null) denir (Lopez, 2014).

Tanim 2.24. I, R reel ekseninin bir acik araligi olmak iizere,
~v: ICR — L2

t = ()
diferansiyellenebilir doniistimiine I.? Lorentz diizleminde diferansiyellenebilir egri

denir (Lopez, 2014).
Bundan sonra diferansiyellenebilir egri yerine sadece egri kavrami kullanilacaktir.

Tamim 2.25. v : I C R — L2, .2 de bir egri olsun. V¢ € I icin
7)) =dv(g])
teget vektoriine v nin hiz vektorii denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.26. v, L2 de bir egri olsun. V¢ € I icin,
i) v (t) hz vektorii spacelike ise 7 egrisine spacelike,
ii) ¥ (t) iz vektorii timelike ise v egrisine timelike,

iii) v (t) hiz vektorii null ise vy egrisine null (lightlike) dir denir (Lopez, 2014).

Tanmim 2.27. Bir v egrisinin hiz vektorii V¢ € I igin sifirdan farkl, yani v/ (¢) # 0

ise v ya regiilerdir denir (Lopez, 2014).
Lorentz diizleminde egrilerin nedensel karakteri, regiilerlik sartin etkiler.

Onerme 2.28. 1.2 Lorentz diizleminde herhangi bir timelike ya da null egri

regiilerdir (Lopez, 2014).
Timelike ya da null egriler her noktada regiilerken spacelike egriler baz

10



noktalarda regiiler olmayabilir. Bu nedenle calismanin bundan sonraki
kisimlarinda tiim spacelike egriler regiiler kabul edilecektir.
Tamm 2.29. f € C*(L* R) igin,
grad : C>(L*R) — L?
fooo— gadf=(-3L%)
seklinde taniml operatore IL? diizleminde tanmimli f fonksiyonunun gradyant: denir

(O’Neill, 1983).

2.3. Varyasyonel Hesap

Tanmim 2.30. ¢, baz1 sartlar1 saglayan bir fonksiyonlar kiimesi olsun. Bu kiimede
her fonksiyona karsi bir sayisal deger veren kurala, ¢ fonksiyonlar
kiimesinde tanimh bir fonksiyonel denir ve {y(x)} fonksiyonlar kiimesinde taniml
bir fonksiyonel I[y(z)] seklinde gosterilir (Gokhan, 1978).

Tanim 2.31. [[y(z)] fonksiyonelinde y(z) bagimsiz degiskeninin artimina,
y(x) in varyasyonu denir ve

0y = y(x) — yu(7)

seklinde gosterilir. dy, = in bir fonksiyonudur (Gokhan, 1978).

Tamim 2.32. Bir I[y(z)] fonksiyonelinin artimi,

Al =1Ily(x) + oy] — I[y(z)]

dir ve

AT = Lly(x), 0y] + Bly(x), dy] max [0y|

seklinde gosterilir. L[y(z), dy], 0y nin lineer bir fonksiyonelidir. max |dy| — 0 i¢in
Bly(x),dy] — 0 ise AI artiminin, oy ye gore lineer kismu L[y(z), dy] ye I[y(zx)]
fonksiyonelinin birinci varyasyonu denir ve &/ ile gosterilir. Genellikle birinci
varyasyon i¢in, yalniz fonksiyonelin varyasyonu ifadesi kullanmilir (Gokhan, 1978).
Teorem 2.33. I[y(x)] fonksiyonel olsun.

S1ly(x) +toyl],_,

degeri I[y(x)] fonksiyonelinin birinci varyasyonudur (Gokhan, 1978).
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Teorem 2.34. (Fonksiyoneller Teoremi). [[y(x)] fonksiyonelinin bir
varyasyonu varsa ve I[y(z)], y = uo(x) egrisi boyunca maksimum ya da

Buna gore

Iyo(x) + toy] = (1)

ifadesi ¢ nin bir fonksiyonudur ve ¢ = 0 i¢in maksimum veya minumum deger alir.
Bu nedenle ¢'(0) = 0 dir (Weinstock, 1952).

Teorem 2.35. (Varyasyonlar Hesabimin Yardimci Teoremi). (z)
fonksiyonu (zg,z1) araliginda siirekli ve bu aralikta tiirevli bir fonksiyon olsun.
Ayni aralikta siirekli, tiirevlenebilir ve zy, x; noktalarinda sifir olan ve |dy| < ¢
sartini saglayan biitiin 0y fonksiyonlar: géz oniine alinirsa

1

[ (x)dydz =0
zo
sartinin saglanabilmesi icin o < x < x; araliginda

P(x) =0
olmasi gerekir (Gokhan, 1978).
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3. LORENTZ DUZLEMINDE MINIiMUM ENERJiLI BEZIER
EGRILERI

Bu boliimde, Lorentz diizleminde minimum esneme, gerilme ve titreme enerjili
Bezier egrilerinin geometrik yapisi insa edidi. Bu amac¢ dogrultusunda, bilinen
kontrol noktalar1 yardimiyla minimum enerjili Bezier egrilerinin bilinmeyen
kontrol noktalarinin nasil elde edilecegi verildi. Daha sonra, bu ii¢ cesit

minimum enerjili Bezier egrilerinin 6rnekleri verildi.

Oncelikle Lorentz diizleminde herhangi bir Bezier egrisinin nedensel

karakterizasyonunun nasil verilebilecegini ifade eden asagidaki teorem verildi.

Teorem 3.1. L2, Lorentz diizleminde Py, Py, ..., P, kontrol noktalarma sahip
bir Bezier egrisi v(¢) olsun. x ve y dogal koordinat fonksiyonlar: olmak iizere
i,j7€{0,1,...,n — 1} igin,

i) Eger A'P; spacelike ve i # j igin y(A'P)y(A'P;) > z(A'P)z(AF;) ise y(t)
spacelike,

ii) Eger A'P; timelike ve i # j i¢in y(A'P)y(A'P)) < z(A'P)z(A'P;) ise (1)
timelike,

ii1) Eger AP, lightlike ise v(¢) lightlike’dir.

Ispat. Lorentz diizleminde, kontrol noktalar1 Py, P, ..., P, olan v Bezier egrisi

V(8 = LB F
seklinde tammhdir. ~(¢) Bezier egrisinin tiirevi

n—1
Y (t) =n> BT (AP,
=0

)

olmak {izere
n—1 n—1
(Y (1),7(t)), =n* < Y B H(t)A'P, Y B (1) AP >
i=0 §=0
n—1
= nQ‘ZOBf’l(t)BJ’-L’l(t) < AP, A'P; >
INES

-y By ()BT (1) < (#(A'R) y(A'R)), (z(ATF), y(ATFy)) >

1,j=0

-y By (t)B] (1) (—a(AMP)z(ALP)) + y(ALP)y(AMP))

1,j=0
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(0. O) = {5 (B0)° (-a(A P+ 5(A'P)

+2. Z BN (6)B] 7 (t) (—Jf(Alﬂ)x(Alpj)+y(Alﬂ)y(A1Pj))}
dir. Boylece,
i) Eger A'P; spacelike ve i # j igin y(A'P)y(A'P;) > z(A'P)z(A'P;) ise
(¥'(t),7'(t)); > 0 yani (t) spacelike,
ii) Eger A'P; timelike ve ¢ # j igin y(A'R)y(A'P;) < z(A'P)z(A'P;) ise
(¥'(t),7'(t)), <0 yani v(t) timelikedir. Ayrica,
iii) Eger AP, lightlike ise her i igin z(A'P) = y(A'P;) oldugundan
(Y'(t),7'(t)); = 0 yani (¢) lightlike’dur.
Ornek 3.2. B, = (0,0), P, = (1,2), P, = (4,7) ve Ps = (5,10) kontrol

noktalarina sahip Bezier egrisi igin A'P, = (1,2) spacelike, A'P, = (3,5)
spacelike, AP, = (1, 3) spacelike ve i # j i¢in y(A'P)y(A'P;) > z(A'P)z(A'P;)

oldugundan V ¢ € [0, 1] i¢in Bezier egrisi spacelikedur.

Ornek 3.3. Py = (4,1), P, = (&, L), P, = (-3,0), P; = (5,2) ve P, = (1,0)
kontrol noktalarma sahip Bezier egrisi icin A'Py = (52,=22) timelike,
A'P, = (582,7) timelike, A'P, = (8,2) timelike, A'Py = (—4,-2)

timelike ve 7 # j i¢in y(A'P)y(A'P;) < (A'P;)z(A'P;) oldugundan V ¢ € [0, 1]

icin Bezier egrisi timelikedir.

Ornek 3.4. Py = (2,3), P, = (4,5), P, = (7,8) ve P3 = (8,9) kontrol noktalarina
sahip Bezier egrisi icin A'Py, = (2,2) lightlike, A'P, = (3,3) lightlike ve

A'P, = (1,1) lightlike oldugundan V ¢ € [0, 1] igin Bezier egrisi lightlike’dur.

Ornek 3.5. By = (0,0), P, = (1,2), P, = (£,9) ve P; = (8,10) kontrol
noktalarma sahip Bezier egrisi i¢in A'Py = (1,2) spacelike, A'P; = (2,7)
9

spacelike ve A'P, = (2

7, 1) timelike oldugundan V ¢ € [0,1] icin Bezier

egrisinin nedensel karakteri hakkinda herhangi bir sey soylenemez.

Simdi, I.? Lorentz diizleminde minimum enerjili Bezier egrilerinin geometrik

ingaas1 verilecek.
I'={P}",, 7 Bezier egrisinin kontrol poligonu ve
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=3 BrP, e

kontrol poligonu ile iliskili Bezier egrisi olsun. Ayrica, I' = { P;};c4 bilinen kontrol
noktalarimin kiimesi ve 0 ¢ 2, n ¢ 2 olmak iizere [ = {P,}icq, m ye gore esneme,

gerilme ve titreme enerjisini ifade eden

Elr) = / Iy (@®))2dt, m=1,2,3 (3.1)

fonksiyonelinin minimizasyonundan elde edilecek olan kontrol noktalarinin kiimesi
olsun. Burada A ve ), sirasiyla, I ve I kiimelerindeki kontrol noktalarmin say1sini
gosteren kiimeler yani, AU Q = {0,1,2,....,.n — 1,n} dir. Bu boliimdeki temel
diigiince, esneme, gerilme ve titreme enerji fonksiyonelini minimize eden I
kontrol poligonu sartini I' daki kontrol noktalarma gore bir lineer denklem
sistemine doniistiirmektir. I' daki kontrol noktalarmin koordinatlarna gore
esneme, gerilme ve titreme enerji fonksiyonelinin gradyanti sifir oldugu zaman

enerji fonksiyonelinin ekstremallerine ulagilir.

Teorem. 3.6. L2 Lorentz diizleminde I = { P, }icq kitmesindeki kontrol noktalari,
T = {P}ica kiimesindeki verilen kontrol noktalari ile (3.1) enerji fonksiyonelini

minimize eder ancak ve ancak

> NJTATP =0, ie, 5.2
=0
dir. Burada

NI = () SS (=1t () )

=0 ( i+j—1 )

ve

APy = 3 (1)) (P
dir.

Ispat. ~(t) Bezier egrisinin m. dereceden tiirevi,

1) = Gl S B (AT,
J:

dir. Burada
Am Py = 32 (-1 () (P

15



dir. Simdi, ¢* = (1,0) olmak iizere P, = (z;,15) € I kontrol noktasmm

koordinatlarina gore enerji fonksiyonelinin tiirevleri

I
el = 2{ < WO (1) > dt
1 m
= 2[< (nfin)!lZ(—l)m*l (™) BI(8)g" () >y, dt
0 =0
1 m n—m
= 2 { T lzo(—m—l (7) B () < ¢*s 20 By M(t)A™P; > dt
= j:
seklinde elde edilir. Bernstein polinomlar: i¢in
n m 1
B (1) By(r) = S B ) ve [Br(de =
( i+J ) 0 "
ozelikleri kullanilirsa
8%7;@) — _Km,n i (nfm)z(_l)mfl (Tln) g:{fé’;? (Aij)m
! =0 7 7izo (i+jfl)
= —Knn Z% NS A™P),
j:

olur. Burada,

— 2(nl)?
Km,n T [(n—m)12(2n—2m+1)’

NI = ()31 () ey
=0 i+j—l
ve (A™P}),, A™P; nin x—bilegenini gosterir.

Benzer sekilde,

OEm = n,m m
8—311-(7) = Km,nj;Ni,j (A PJ)y
dir ve burada (A™P;),, A™P; nin y—bilesenini gosterir.

O halde, (3.1) enerji fonksiyonelinin minimum enerjiye sahip olmasi igin

9Em(y) _ 9Em(Y) _
ox; oy,

olmasidir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Bu teorem, sirasiyla, m = 1 i¢in esneme, m = 2 i¢in gerilme ve m = 3 i¢in titreme

enerjisini minimize eden Bezier egrilerinin bilinmeyen kontrol noktalarim verir.
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3.1. Minimum Esneme Enerjili Bezier Egriler

m = 1 oldugu zaman, E,,(v) fonksiyoneli esneme enerjisini ifade eder. Simdi,

Teorem 3.6. yardimiyla asagidaki énerme verilecektir.

Onerme 3.7. Bir Bezier egrisi icin bilinen kontrol noktalar1 Fy, Py, ..., P;_1, P;y1,
..., P, olsun. Bezier egrisinin minimum esneme enerjili olmasi i¢in bilinmeyen

kontrol noktasi P; asagidaki sekilde insa edilir:

,1
IPi_1S| _ _ Nii
1S Pitall N

olacak gekilde P,_; P;y; dogrusu iizerinde bir S noktas: segilir ve

n—1 i
j=0 ;#ilei’} (Frr1=Fy)
SPZ - Nt Nl

i,1—1 1,

olacak sekilde S noktasi P, noktasina dogru hareket eder. O zaman, karsilik

gelen n. dereceden Bezier egrisi minimum esneme enerjisine sahiptir.

Ispat Oncelikle (3.2) denklemi, m = 1 icin diizenlenirse,
n—1
0 = SN (Pt - P)

/[’7j
j=0

elde edilir. Elde edilen bu egitlikte toplam agilirsa,
0 = N (PL—PR)+ N4 (Py—P)+ Ny (Py— Py) + ...
N (Pr= Poa) + A N (P — P) + o+ N (P — Poy)

)

n—1
n,1 n,1 n,1 n,1 n,1
+<Ni,i71 - Ni,i )Pi + Ni,i Pi+1 - Ni,iflpifl + E Ni,j (Pj+1 - PJ)
j=0 j#£i—1,i
(3.3)
olur. (3.3) esitligi
1 1 1 1 =l 1
n, n, X n, 3 _ T, 3 _ n, . _ .
(Nz',iq - Ni,i )Pz + Ni,i Pz+1 Ni,iflpl—l - Z Ni,j (PJ+1 PJ)
j=0 j#i—1,i
veya
TN )
,1 ,1 s J+1 J
P+ Nii Py — Niia _p | = —izbiFl "
C LN T e Ny T (NIL-NTh

seklinde yazilir. Burada, S noktasi hipotezdeki gibi P, noktasina dogru hareket
edecek sekilde

Nt N."zi
-5 = T T Py — 771,11’2_1 P4

1
(N N

ii—1

alinirsa
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1
IPaS|| _ _ Nii
1S Pit] N™t

ii—1

oldugu goriiliir.

Sonug 3.8. n = 2 durumunda,

1
PyS N
[BoSI . Mia g

ISPz N

2,
olacak gekilde FyP, dogrusu iizerinde bir S noktasi
_ PytP,
S = 02 2
seklinde segilir.  Diger taraftan SP;, = 0 oldugundan, minimum esneme

enerjili Bezier egrisini veren bilinmeyen P; kontrol noktasi
_ Py+P
P = 02 2
dir.
Iki uc kontrol noktas: verildiginde Onerme 3.7 den elde edilen Bezier egrileri

dogrulardir. Simdi, kontrol noktas: ikiden daha fazla olan yiiksek dereceli Bezier

egrilerinin durumu incelenecektir.

Sonug 3.9. n = 3 durumunda, F,, P, ve P3; kontrol noktalari biliniyorken
minimum esneme enerjili Bezier egriyi veren bilinmeyen P; kontrol noktasi

asagidaki gekilde ingaa edilir:

1
1
— =
0

1
3

seklinde yazilabilir. Diger taraftan

N32(Ps—P) —-1(p-P)
SPIZ__I’?,Zl T = ——% T :lP3_P2
Nio—Nyy 5—(—%) 3( )

esitliginden bilinmeyen kontrol noktas1 P,
P1:%(3P0+P2)+%(P3—P2)

seklinde bulunur. Benzer sekilde F,, P, ve P3; kontrol noktalar1 biliniyorken

minimum esneme enerjili Bezier egriyi veren bilinmeyen kontrol noktasi P,
P, = %(3P3 +P)+ %(PO - P)
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dir.
Sonug¢ 3.10. n = 4 durumunda, Fy, P,, P; ve P, kontrol noktalar1 biliniyorken
minimum esneme enerjili Bezier egriyi veren bilinmeyen P; kontrol noktasi
Py = 5(10P — 3P, + 2P; + 3P,) (3.4)
seklinde elde edilir. Benzer sekilde, eger bilinmeyen kontrol noktasi P, veya P
ise, sirasiyla,
P, = %(ZPO — P, — P3+2P,), (3.5)
Py = 1—12(3P0 +2P, — 3P, + 10P,)
dir.

Sonug 3.11. Bir Bezier egrisinin bilinen kontrol noktalar1 F,, P; ve P, olsun.
Bilinmeyen kontrol noktas1 Py, FyPs; dogru parcasini % oraninda boler ve diger
bilinmeyen kontrol noktas1 P, PP, = P3P, esitligini saglar. Boylece karsilik

gelen Bezier egrisi minimum esneme enerjisine sahiptir.
Ispat. (3.4) ve (3.5) denklemlerinden,

P = %PO + %Pg
ve

P, = (2P, — 2P, + 3P,) = (2R, + 3P, — 2Py)

e

\ P
.
P NG

\\

(a) (b} Py »

Sekil 3.1. Minimum esneme enerjili Bezier egrisinin geometrik yapisi (Xu vd, 2011)

(a) P, bilinmiyor (b) Py ve P, bilinmiyor

Benzer sekilde, eger F,, Ps, Py kontrol noktalari verilirse P, ve P, kontrol

noktalar1 simetrik olarak ingaa edilir.
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Ornek 3.12. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (0,2), P, = (1,4), Ps = (3,9) olan
Bezier egrisinin minimum esneme enerjiye sahip olabilmesi icin bilinmeyen

kontrol noktasi P,

Py =1(3Ps — Py +2P) = (2,4)

seklinde bulunur. Elde edilen Bezier egrisinin nedensel karakteri ise A' Py = (1,2)
spacelike, A'P, = (1, 1741) spacelike, AP, = (1, %) spacelike ve i # j i¢in
Y(ALP)Y(AP) > 2(AP)a(AP)

oldugundan V¢ € [0,1] i¢in minimum esneme enerjili Bezier egrisi spacelikedir

(Sekil 3.2).

0 05 1 15 2 25 3

Sekil 3.2. Uciincii dereceden minimum esneme enerjili spacelike Bezier egrisi

Ornek 3.13. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (0,2), P, = (3,4), Ps = (8,6) olan
Bezier egrisinin minimum esneme enerjisine sahip olabilmesi icin bilinmeyen

kontrol noktas1 Ps,
P2:%(3P3—P1+2P0) = (%Tla%)
seklinde bulunur. Elde edilen Bezier egrisinin nedensel karakteri ise
APy = (3,2) timelike, A'P; = (4, 3) timelike, A'P, = (&, 2) timelike ve i # j
icin
y(ALP)y(AlF;) < (Al P)x(AlF;)

oldugundan V¢ € [0,1] i¢in minimum esneme enerjili Bezier egrisi timelikedir
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(Sekil 3.3).

0 2 4 6 8

Sekil 3.3. Uciincii dereceden minimum esneme enerjili timelike Bezier egrisi

Ornek 3.14. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (1,3), P, = (4,0), P; = (10,6) olan
Bezier egrisinin minimum esneme enerjisine sahip olabilmesi icin bilinmeyen

kontrol noktas1 Ps,

Py = 1(3Ps+ P) + 5(Py— P1) = (7,3)
seklinde bulunur. Elde edilen minimum esneme enerjili Bezier egrisinin nedensel
karakteri ise A'Py = (3,—3) lightlike, A'P; = (3,3) lightlike ve A'P, = (3,3)
lightlike oldugundan V ¢ € [0, 1] i¢in Bezier egrisi lightlikedir (Sekil 3.4).

2 4 6 8 10

Sekil 3.4. Uciincii dereceden minimum esneme enerjili lightlike Bezier egrisi

3.2. Minimum Gerilme Enerjili Bezier Egriler

m = 2 oldugu zaman, E,,(y) fonksiyoneli gerilme enerjisini ifade eder. O halde,

agsagidaki onerme verilebilir.
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Onerme 3.15. Bir Bezier egrisinin bilinen kontrol noktalar1 Fy, Py, ..., P;_1, P;y1,
..., P, olsun. Bezier egrisinin minimum gerilme enerjili olmasi i¢in bilinmeyen

kontrol noktas1 P; agsagidaki sekilde ingaa edilir:

n,2 n,2
lPer S NiiZo=Niita
ISP;_1]| N[ff—Ni’ff_l

olacak gekilde P;,_; P;y; dogrusu iizerinde bir S noktas: segilir ve

. 1 7,2 n,2
SP, = TN NN, [N (Piy1 — Piv) + N2 (Pt — Pia)

G,i—
n—2

- X NFAP]
§=0, jAi—2i—14
olacak gekilde S noktasi P, noktasina dogru hareket eder. O zaman, karsilik

gelen n. dereceden Bezier egrisi minimum gerilme enerjisine sahiptir.

Ispat. (3.2) denklemi, m = 2 icin diizenlenirse,
n—2

0 = YN (Pj— 2P+ Pisa)
j=0

elde edilir. Elde edilen bu esitlik
0 = (N2 = 2Ni2y + NiZo) B = NiZoPia + NiZ2y Py + NI P

)

— NP1 — N[ (Piys — Piya) = N[ 5(Pica — Pisy)

n—1 1 an2 P 1
n, 1,i—2" *—
+ X NG (Pa—P)+ P - gratr e
jZO j#i—lj 1,0—2 i,0—1 1,1—2
st—lpi—l N;fiz_lpqz-;-l N;ffPHl
+Nn,2 2Nn,2 Nn,2 + Nn,2 2Nn,2 Nn,2 - N7z,2 2N’n,,2 Nn,2
b2 2N T TN i 2N T TN bio 2N T N
= 1 [N/*(Pyy — P N (P,_y — P
= 2 2 2 Y7 (Prg1 — Piya) + N2 o(Picy — Pig)
N£i72_2N£i71+NiT,Li—2 b b
n—1 1
n’ . — .
- > N (P — B
J=0 j#i—1;
seklinde yazilir. Burada
52 ,2
- S= — Niy,li72pi*1 + Nz?jiflpifl
- ,2 ,2 ,2 2 2 2
NSFZ*Q]\ZT;Fl*N;,Lz‘ﬁ NZfi72*2N§i71+NZ,Li72
NZ;71P¢+1 NZ; Py
+Nn,2 2Nn,2 Nn,2 - Nn,2 2Nn,2 Nn,2
i 2N T AN i 2N T NG

seklinde alinirsa

n,2 n,2
lPer S N Zo—=N; 7y
ISP;_1]| N[ff—Ni’ff_l

oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.16. n = 3 durumunda, bilinen kontrol noktalar1 P, P, ve P3 olan

minimum gerilme enerjisine sahip Bezier egrisi i¢in bilinmeyen kontrol noktasi
P = %(PO + P)
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dir.  Eger bilinen kontrol noktalar1 F,, P, ve P ise minimum gerilme

enerjisine sahip Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktas1 P,
P, = 3(P, + P3)
dir.
Burada bilinmeyen P; kontrol noktasi P3; kontrol noktasindan ve bilinmeyen P,

kontrol noktasi ise Py kontrol noktasindan bagimsizdir.

Sonug 3.17. n = 4 durumunda, Fy, P, P53 ve P4 bilinen kontrol noktalarina sahip

minimum gerilme enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktas1 P,
Py = L(10P) — 3P, + 2P; + 3P)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, eger bilinmeyen kontrol noktasi P, veya P

ise, sirasiyla,
P, = %(QPO — P — Py +2P))
veya
Py = 5(10P, — 3P, + 2P, + 3F,)
olur.
Sonuc¢ 3.18. Bilinen kontrol noktalar1 F,, P; ve P, ise bilinmeyen kontrol

noktalar1 P, ve P, agagidaki gibi ingaa edilir: Hg}i” = 3 olacak sekilde PP,

dogrusu iizerinde bir S noktasi segilir ve bu S noktas1 SP, = P3P, olacak sekilde
P, noktasina dogru hareket eder. Diger bilinmeyen kontrol noktasi Py, FPyPs
dogru parcasinin orta noktasidir. Boylece karsilik gelen dordiincii dereceden

Bezier egrisi minimum gerilme enerjisine sahiptir.
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Sekil 3.5. Minimum gerilme enerjili Bezier egrisinin geometrik yapisi (Xu vd, 2011)
(a) Py bilinmiyor (b) P, ve P, bilinmiyor

Ornek 3.19. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (0,0), P, = (1,4) ve P; = (5,10) olan

Bezier egrisinin minimum gerilme enerjiye sahip olmasi igin bilinmeyen kontrol

noktast P, = (3,7) seklinde elde edilir. Elde edilen Bezier egrisinin nedensel

karakteri ise A'Py = (1,4) spacelike, A'P, = (2,3) spacelike, A'P, = (2,3)

spacelike ve i # j igin
y(A'P)y(A'F;) > a(AlP)x(AlF;)
oldugundan V¢ € [0, 1] i¢in minimum gerilme enerjili Bezier egrisi spacelikedir

(Sekil 3.6).

0 1 2 3 4 5

Sekil 3.6. Uciincii dereceden minimum gerilme enerjili spacelike Bezier egrisi

Ornek 3.20. Bilinen kontrol noktalart Py = (1,0), P, = (5,1) ve Py = (9, —2)
olan Bezier egrisinin minimum gerilme enerjiye sahip olmasi icin bilinmeyen
kontrol noktas1 P, = (7,—3) seklinde elde edilir. Elde edilen Bezier egrisinin

nedensel karakteri ise A'Py = (4,1) timelike, A'Py = (2,—3) timelike,
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APy = (2,—32) timelike ve i # j i¢in
y(A'P)y(A'Ry) < (Al Rz (ALP)

oldugundan V¢ € [0,1] igin minimum gerilme enerjili Bezier egrisi timelikedir
(Sekil 3.7).
05
08¢

-1.5

2 4 6 8

Sekil 3.7. Ugiincii dereceden minimum gerilme enerjili timelike Bezier egrisi

Ornek 3.21. Bilinen kontrol noktalan Py = (=2,1), P, = (1,4), P5 = (6,9)

olan Bezier egrisinin minimum gerilme enerjisine sahip olabilmesi i¢in bilinmeyen

kontrol noktasi P, = (%, %) seklinde elde edilir. Elde edilen Bezier egrisi
icin A'Ry = (3,3) lightlike, A'P; = (2,2) lightlike ve A'P, = (2,2) lightlike

oldugundan V¢ € [0, 1] i¢cin mimimum gerilme enerjili Bezier egrisi lightlikedir

(Sekil 3.8).

4 2 0 2 4 6

Sekil 3.8. Uciincii dereceden minimum gerilme enerjili lightlike Bezier egrisi
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3.3. Minimum Titreme Enerjili Bezier Egriler

m = 3 oldugu zaman, E,, () fonksiyoneli titreme enerjisini ifade eder. 3.1 ve 3.2

altboliimlerinde oldugu gibi Teorem 3.6. yardimiyla asagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.22. Bir Bezier egrisinin bilinen kontrol noktalar Fy, Py, ..., P;_1, Py,
..., P, olsun. Bezier egrisinin minimum titreme enerjili olmasi i¢in bilinmeyen

kontrol noktas1 P; asagidaki sekilde ingaa edilir:

.3 ,3
1Pi_sS| _ 3NiP, =N
ISPyl NﬁéiS_sNﬁéig

olacak gekilde P;_; P;y1 dogrusu iizerinde bir S noktasi segilir ve

SP =~y e Vi (P = Pus) + 2N (P = Pona)
+N2 (Pt = Piga) + NIy (Piea — Pia) + 2N/ 5(Picy — Pra)
n—3
+NZ£3(PF3 — P o) — > N£}3A3Pj]

=0, j#i—3,i=2,i—1,i
olacak gekilde S noktasi P, noktasina dogru hareket eder. O zaman, karsilik

gelen n. dereceden Bezier egrisi minimum titreme enerjisine sahiptir.
Ispat Denklem (3.2), m = 3 icin,
0 = ;§ij3 (=F; +3Pj1 — 3P40 + Piys)
seklinde diizenlenir. Diizenlenen bu esitlik
0 = N (-=Py+3P =3P+ P) + N/’ (=P, + 3P, — 3P+ Py) + ...
+N5£3 (=P—3+ 3P, —3P_1+ P)
+N/2y (—Piea + 3Py — 3P, + Pij1)
+N2 (=Po1 + 3P = 3Pi1 + Piya)
+NZ£3 (=P +3P41 — 3Piy2 + Piys)
oo+ N2y (—Pas + 3Py 2 — 3P 1+ Py)
NP5 (Piya = Piys) + 2N}5* (Piya — Piia)

L [
»3 ,3 3 3
N™° ,—3N™" 2+3Nﬁ 1+N£¢

1,1—3 1,1— i—

+N[P (Pioy — Pras) + NIy (Pisy — Piyy)

2,0—1
n—3
n,3 n,3 n,3 A 3
+2Ni,i—3(Pi*1 - Pif2) + Ni,i—3(Pi*3 - Pif2) - Z Ni,j A PJ]
§=0 j#i—3,i—2i—1,i
seklinde yazilir. Burada
g _ NP P n 3NT P
NP2 =3NT 2 o8N NG N BN 3N N
3N::372PZ,1 NTL’3 P4

1,1—3

.3 n,3 n,3 n,3 + n,3 n,3 n,3 n,3
N; 32 g—=3N,; 77 o+3N,; 17 +N, N; 32 g—=3N,; 77 o+3N,; 17 +N,;
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aliirsa,

3 3
IPi_1S|| _ _ 3NiiZ\ NG
[SP;all N3 ,—3N!?

1,1— 7,1—2
elde edilir.

Sonug¢ 3.23. n = 3 durumunda, Py, P ve P; bilinen kontrol noktalarina sahip

minimum titreme enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktas1 P,

3,2
SPl . N171 (P2_P3) _ O(PQ—Pg) _ 0 HP()S” . % _ 1
- 3,2 3,2 T 3 - - 3
N 7—2ND5 0+2.2 » ISP 5
ve
3,2 3,2
SP o N2’2 (P3_P4)+N2’2 (PI_PO) _ O HPlS” . 1
2T T NI NI ISR
esitliklerinden

P = %(3P2 + Py — P;)
seklinde elde edilir.

Sonug 3.24. n = 4 oldugu zaman, bilinen kontrol noktalar1 Fy, P,, P3 ve P, olan

minimum titreme enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktas1 P,
P1:ﬁ<5pg+12P2—2P3—P4)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, eger bilinmeyen kontrol noktasi P, veya P

ise, sirasiyla,
PQZ%(4P1+4P3_PO_P4)
veya
Py=L(—Py— 2P, + 5P, + 12P)
dir.

Sonu¢ 3.25. F,, P; ve P, kontrol noktalar1 verildiginde bilinmeyen kontrol
noktalar1 P, ve P, agagidaki sekilde ingaa edilir: S noktas1 Py Py dogrusunun orta

noktasi olsun ve
SP, = PPy

olacak gekilde S noktasi P, noktasina dogru hareket etsin. O zaman,
PPy = 3PP
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olacak sekilde P; noktasi P, noktasina dogru hareket eder. Boylece, karsilik

gelen dordiincii dereceden Bezier egrisi minimum titreme enerjisine sahiptir.

Sekil 3.9. Minimum titreme enerjili Bezier egrisinin geometrik yapisi (Xu vd, 2011)

(a) da P, kontrol noktasi bilinmiyor (b) de P; ve P, kontrol noktalari bilinmiyor

Ornek 3.26. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (0,2), P, = (1,5) ve P3 = (3,8)
olan Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olabilmesi icin bilinmeyen
kontrol noktas1 P, = (%,3) seklinde elde edilir. Elde edilen Bezier egrisinin
nedensel karakteri ise A'Py = (%, 1) spacelike, A'P = (%,2) spacelike,
A'P, = (1, 3) spacelike ve i # j icin

y(AR)y(ALP)) > (Al R)x(AF;)

oldugundan V¢ € [0, 1] i¢in minimum titreme enerjili Bezier egrisi spacelikedir

(Sekil 3.10).

-

0 0.5 1 15 2 25 3

Sekil 3.10. Ugiincii dereceden minimum titreme enerjili spacelike Bezier egrisi

Ornek 3.27. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (0,1), P, = (5,2) ve P3 = (10,3)
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olan Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olabilmesi icin bilinmeyen

kontrol noktasi P; = (2,3) seklinde elde edilir. Elde edilen Bezier egrisinin
nedensel karakteri ise A'Py = (2,1) timelike, A'P = (1, 2) timelike,

A'P, = (5,1) timelike ve i # j igin
y(AR)y(A'P)) < x(A'F)z(AF)

oldugundan V¢ € [0,1] igin minimum titreme enerjili Bezier egrisi timelikedir

(Sekil 3.11).

0 2 4 6 8 10

Sekil 3.11. Ugiincii dereceden minimum titreme enerjili timelike Bezier egrisi

Ornek 3.28. Bilinen kontrol noktalart Py = (2,1), P, = (5,4), Ps = (7,6) olan
Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olabilmesi icin bilinmeyen

kontrol noktasi,
Py = (3P — Pi +2P) = (¥, )

seklinde bulunur. A'Py = (%£,2) lightlike, A'P, = (2,2) lightlike ve

373 33

AP, = (2,2) lightlike oldugundan V ¢ € [0, 1] i¢in mimimum titreme enerjili
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Bezier egrisi lightlikedir (Sekil 3.12).

4 2 0 2 4 6

Sekil 3.12. Uciincii dereceden minimum titreme enerjili lightlike Bezier egrisi

Ornek 3.29. Bilinen kontrol noktalar1 Py = (2,4), P, = (1,5), P, = (3,—6),
P, = (1,-3) olan Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olabilmesi

icin bilinmeyen kontrol noktasi Pj,

Py =4(12P, + 5P, — 2P, — Py) = (3, =%)

14° 14
seklinde bulunur. APy, = (-1,1) lightlike, A'P, = (1,5) spacelike,
A'Py, = (—5,2) spacelike ve A'P; = (—2,3) spacelike oldugundan

vVt € [0,1] icin Bezier egrisinin nedensel karakteri igin herhangi bir sey

stylenemez (Sekil 3.13).

1 15 2 25 3

Sekil 3.13. Dordiincii dereceden minimum titreme enerjili Bezier egrisi
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4. MATRISLER YARDIMIYLA MINIiMUM ENERJiLi BEZIER
EGRILERININ YAPILANDIRILMASI

Oklid ve Lorentz diizleminde minimum enerjili bir Bezier egrisinin bilinmeyen
kontrol noktalari bir S noktasi yardimiyla verildi.  Simdi, S noktasina
ihtiyag¢ duymadan minimum enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol
noktalarina ulagilacaktir. Bu boliimde, p tane bilinen kontrol noktasina sahip n.
dereceden minimum enerjili Bezier egrisinin ¢ = n — p tane bilinmeyen kontrol
noktasinin herhangi bir S noktasi olmaksizin elde edilmesiyle ilgili bir yéntem
verilecektir. Bu yontem 2010 yilinda Eberly D. tarafindan Oklid diizleminde
minimum gerilme enerjisine sahip Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktasini
elde etmek icin o©nerilen bir yontemdir. Dolayisiyla bu boliimde
Eberly D. tarafindan verilen bu yontem Oklid diizlemindeki minimum titreme
enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktalarimi elde etmek icin genellendi.
Son olarak da bu genellemenin Lorentz diizleminde de gegerli oldugu sonucuna

varildi ve bir 6rnek verildi.
4.1. Minimum Titreme Enerjili Bezier Egriler

Oncelikle, bilinen kontrol noktalar1 Py, P, P; ve bilinmeyen kontrol noktas1 P

olan
Y(t) = (1 —)3Py +3(1 — )%t P, + 3(1 — t)t*Py + t*P3

seklinde tigiincii dereceden bir Bezier egrisi diisiiniilsiin. Bu egrinin birinci, ikinci

ve ticiincii tiirevleri, sirasiyla,
Y (t) = =31 —t)?Py+ 3(1 — t)(1 — 3t) P, + 3t(2 — 3t) P, + 3t 3,
Y'(t) =6((1—t)Py+ (3t —2)P, + (1 — 3t) Py + tP3)
ve
V" (t) =6(—Fy+ 3P — 3P, + D)
dir. O halde, iigiincii dereceden Bezier egrisinin titreme enerjisi
Ba(o) = [ IOl de = 36| ~Fy + 37 = 3Ps-+ PP
seklinde elde edilir ve bu fonksiyonelin kritik noktasini veren denklem
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—Py+3P, =3P, + Ps =0 (4.1)
seklinde bulunur. Boylece, (4.1) denkleminden agagidaki énerme verilir.
Onerme 4.1 Bilinen kontrol noktalar1 Py, P, ve Ps olan iiciincii dereceden Bezier
egrisinde bilinmeyen kontrol noktasi

Pl _ 3P +§’0*P3

seklinde insaa edilirse Fy, P; P» ve Ps kontrol noktalarina sahip Bezier egrisinin

titreme enerjisi minimum olur ve egri ikinci dereceden Bezier egrisine indirgenir.
Simdi,

()= (1= )*"Py+4(1 —t)3tP, + 6(1 — 1)*2 P + 4(1 — )3 Py + 1Py
seklinde dordiincii dereceden bir Bezier egrisi ele alinsin. Burada F, P; ve P,
bilinen, P, ve P, ise bilinmeyen kontrol noktalari olsun. O halde bilinmeyen
kontrol noktalar1 P; ve P, olan Bezier egrisi minimum titreme enerjisine sahip
olacak gekilde elde edilecektir. Dordiincii dereceden Bezier egrisinin birinci,
ikinci ve tigiincii tiirevleri, sirasiyla

V() =—4(1 —t)3Py + 4(1 — t)*(1 — 46) P, + 12(1 — t)(1 — 2t)t Py

+ 4% (—4t + 3) Py + 43 Py,

Y'(t) =12((1 = t)? Py +2(1 — t)(2t — 1) P, + (61> — 6t + 1) Py
+2t(1 — 2t)P3 + t2Py)
ve
Y'(t) = 24((t —1)Py+ (3 —4t)P + (6t — 3) Py + (1 — 4t) 3 + t Py)

seklinde bulunur. O halde Ej3() titreme enerji fonksiyonelinin integrant1 olan

|7 (£)]|* nin matrisler yardimuyla ifadesi

t—1
3 —4t
17" ()|]* = 576PT | 6t — 3 t—1 3—4t 6t—3 1—4t t | P
1— 4t
t

dir. Burada,
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Fo
P
B
Py
Py

seklinde elemanlar1 P; kontrol noktalar: olan 5 x 1 tipinde bir siitun matrisidir.

Matris terimlerinin integre edilmesiyle titreme enerjisi
Es(y) =96PTMP

bulunur. Burada,

2 -5 3 1 —1

-5 14 -12 2 1

M = 3 =12 18 —-12 3
1 2 =12 14 =5

-1 1 3 =5 2

seklinde 5 x 5 tipinde simetrik bir matristir. M matrisinin 6z degerleri 35, 15,0
(3 kath) dir. 35 6z degeri igin 6z uzay 1—boyutludur ve Vo = (1, —4,6,—4,1)//70
birim uzunluklu 6z vektor tarafindan gerilir.

1—boyutludur ve V; = (—1,2,0, —2,1)/+/10 birim uzunluklu 6z vektsr tarafindan

15 6z degeri i¢in 6z uzay

gerilir. 0 6z degeri icin 6z uzay 3—boyutludur ve Vo = (3,1,0,0,1)/+/11,
Vs = (=2,6,9,7,0)/v/170 ve Vi = (24,30,11, 33, -102)/1/13090 birim

uzunluklu 6z vektérleri tarafindan gerilir. Boylece {Vo, Vi, Vo, V3, Vi }

bir ortonormal kiimedir ve bu 6z vektorler,

R=[Vi i V2 Vi Vi|

doénme matrisini olustururlar.

(35 0 00 0]
0 150 0 0
D=|0 0000
0 0000
[0 0000

kosegen matrisi yardimiyla M simetrik matrisi,
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yazilir. Diger taraftan, R donme matrisi yardimiyla

[ Qo | 1 46 41| B
Q: -1 2 0 -2 1 P
Q | =Q=R"P=13%| 3 1 0 0 1 P,
Qs 6 3 1 0 0 Py

| Q4 | | 8 30 1 0] | P

olacak gekilde () matrisi tanimlanir. O halde, titreme enerjisi

Es(vy) = 96PTMP = 96PTRDRTP = 96QT DQ = 3360 || Qo||* 4 1440 || Q4>
seklinde elde edilir. Qg ve @ degerleri sifir oldugunda Fs(7) titreme enerjisi
minimum olacaktir. Dolayisiyla,

Py —4P, + 6P, —4P;+ P, =0

—Py+2P, —2P;+ P, =0

(4.2)

bulunur. Boylece agagidaki énerme verilir.

Onerme 4.2. Bilinen kontrol noktalar: Py, P; ve Py olan bir Bezier egrisinin

bilinmeyen kontrol noktalar1 P, ve P

P = P0+212—"3*P4 ve Py = P0+8F6’373P4

esitliklerini saglayacak sekilde ingaa edilirse elde edilen Bezier egrisi minimum

titreme enerjisine sahip olur.
4.2. Problemin Genel Metod ile C6ziimii

Bu altboliimde, bir 6nceki altboliimde ele alinan minimum titreme enerjili Bezier
egrilerinin geometrik ingaasinin matrisler yardimiyla genellemesinin nasil verilmeli
sorusunun cevabi aranacaktir. Yani, bilinen kontrol noktalar1 verildiginde n.
dereceden bir Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olabilmesi icin

bilinmeyen kontrol noktalarinin nasil elde edilecegine dair yeni yollar aranacak.

Simdi 6zel olarak Py, Py, P; ve P, kontrol noktalar1 verildiginde dordiincii
dereceden Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olmasi icin
bilinmeyen P; kontrol noktasina nasil ulagilacagina dair problem ele alinacaktir.
Bunun icin oncelikle bilinen ve bilinmeyen kontrol noktalarindan olusan P

matrisi, bilinmeyen kontrol noktasi ilk satira yerlestirecek sekilde yeniden
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diizenlenirse

-O 1 00 O-
1 0000
J=100100
00010
00001
perml'i‘;asyon matrisi y;urdlmlyla
(Al [o1000][nm]
Py 10000 P
P=|p|l=l00100]||R|=JP
Py 00010 Py
_P4_ _00001__P4_

olur. Diger taraftan

—~

M= JMJ*
seklinde tanimlansin. Boylece titreme enerjisinin fonksiyoneli

so _prijp_pr| 4 B |5

4

BT C
seklinde ifade edilir. Burada M matrisi; (1 x 1)—tipinde A, (1 x 4)—tipinde B,
(4 x 4)—tipinde C matrisi seklinde ayrigtirilsin. P matrisi ise bilinmeyen kontrol
noktalarmin olugturdugu (1 x 1)—tipinde U matrisi, bilinen kontrol noktalarmm
olugturdugu (4 x 1)—tipinde K matrisi seklinde yazilsin. Bu matrislerle yapilan

cebirsel iglemler sonucunda,

Bs) = UTAU + 2KTBTU + K"CK

elde edilir. Ej3(y) nin minimum olabilmesi i¢in bilinmeyen kontrol noktalarinin
olusturdugu U matrisine gore elde edilen ikinci dereceden denklemin gradyanti

sifir yani,

AU+ BK =0

olmalidir. Boylece, U ya bagli bir lineer denklem sistemi elde edilir ve bu denklem

sistemi ¢oziilerek bilinmeyen kontrol noktasi bulunur. O halde,
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4 5 —12 2 1

5 2 3 1 -1
M=|_-12 3 18 -12 3
2 1 —12 14 -5

1 -1 3 -5 2

oldugundan A bir tersinir matrisdir ve bilinmeyen kontrol noktasi
Plzﬁ(5P0+12P2—2P3—P4)

seklinde elde edilir. Boylece, dordiincii dereceden minimum titreme enerjisine

sahip Bezier egrisinin bilinmeyen P; kontrol noktasi bulunmus olur.

Benzer sekilde, verilen kontrol noktalar1 Fy, P; ve P, bilinmeyen kontrol

noktalar1 P; ve P, olan dordiincii dereceden Bezier egrisi,

T

B | ~
P
BT C

3(7)

Q) _ PIITP — P

seklinde ifade edilen titreme enerji fonksiyoneline sahiptir. Burada M matrisi;
(2 x 2)—tipinde A, (2 x 3)—tipinde B, (3 x 3)—tipinde C' matrisine ayngtirihr. P
matrisi ise bilinmeyen kontrol noktalarinin olugturdugu (2 x 1)—tipinde U matrisi
ve bilinen kontrol noktalarinin olugturdugu (3 x 1)—tipinde K matrisi seklinde

yazilir. Bu matrislerle yapilan cebirsel iglemler sonucunda,

Es(v)
4

=UTAU +2KTBTU + KTCK

elde edilir. E3(y) nin minimum olabilmesi i¢in bilinmeyen kontrol noktalarinin
olusturdugu U matrisine gore elde edilen ikinci dereceden denklemin gradyanti

sifir yani,
AU+ BK =0 (4.3)

olmalidir. Boylece, A tersinir bir matris oldugunda U ya bagh lineer denklem

sistemi ¢oziilerek bilinmeyen kontrol noktalar: elde edilir. O halde,
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o O = O O

o O o o =

o o O = O
o = O O O

= o O O O

seklindeki permiitasyon matrisi icin P = [P, P, Py P )", U = [P, R)]",
K =[Py P; P))" ve

4 -12 =5 2 1 |
12 18 3 -12 3
M=| 5 3 2 1 -1
2 _12 1 14 -5
1 3 -1 -5 2

olmak tizere (4.3) denkleminden

R

0 14 —12 P -5 2 1
— Sy P3

0 —12 18 P 3 —-12 3
Py

bulunur. Boylece,
P, —12P, — 5P +2P;+ P, =0
ve
—12P, + 18P, + 3F, — 12P; + 3P, = 0.
denklemleri elde edilir. Dolayisiyla asagidaki sonug verilir.

Sonug. 4.3. Bilinen kontrol noktalar1 Fy, P; ve P, bilinmeyen kontrol noktalar:

Pl — PQ+21233—P4 ve P2 — PQ+8123_3P4.

seklinde ingaa edilirse elde edilen Bezier egrisi minimum titreme enerjisine sahip

olur.

Simdi, ¢ tane bilinen ve p tane bilinmeyen kontrol noktasina sahip n.

dereceden bir Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olmasi icin

37



bilinmeyen kontrol noktalarimin nasil bulunacagi sorusunun cevabini veren

agsagidaki teorem verilir.

Teorem. 4.4. (t), p tane bilinmeyen kontrol noktasi ve ¢ tane bilinen kontrol

noktasina sahip n. dereceden bir Bezier egrisi olsun.

L 0
or 1

ve

(4 B

M= = JMJT
BT C

olmak {izere minimum enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol noktalar:

AU+ BK =0
denklem sisteminin ¢oziimiidiir. Burada
1, R
L=({j)=< 1, i=p+1lvej=1, 1<4,5<p+1,
0, diger durumlarda
seklinde tammh (p+ 1) x (p+ 1)—tipinde bir matris L, (p+ 1) x (¢ — 1)—tipinde
sifir matris O, (¢ —1) x (¢ — 1)—tipinde birim matris I, (p x p)—tipinde matris A,
(p X q)—tipinde matris B, (¢ x ¢)—tipinde matris C', (p x 1)—tipinde bilinmeyen
kontrol noktalarimn siitun matrisi U ve (¢ x 1)—tipinde bilinen kontrol

noktalarinin siitun matrisi K dir. Ayrica, n > 3 ve 0 < 17,5 < n olmak iizere

3

(a2 ()R () (3) @n—i—j—k—D)(i+j+k+1—6)!

M@i+1)(j+1) = @ns) E : (i+ki3);(j+l73)!(n7ifk)!(nfjfl)!
k,1=0

dir.

Ispat. p tane bilinen kontrol noktasi ve ¢ tane bilinmeyen kontrol noktasina

sahip n. dereceden Bezier egrisinin n tane kontrol noktasinin matrisi

olsun. P matrisindeki bilinmeyen kontrol noktalarini ilk satirlara siralamak igin
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P
. P, L O P
pP= = = JP
Py or I :
P,
P,

olacak sekilde J matrisi tanimlansin. Diger taraftan M = JMJT matrisi seklinde

tanimlanirsa, titreme enerjisi

=

B | ~
P
BT C

) _ prifp - pr
seklinde ifade edilebilir. Burada M matrisi; (p x p)—tipinde A, (p X ¢)—tipinde
B ve (¢ x q)—tipinde C' matrislerinden olugur. P matrisi ise (p x 1)—tipinde
bilinmeyen kontrol noktalarmin U siitun matrisi ve (¢ x 1)—tipinde bilinen
kontrol noktalarimin K siitun matrislerinden olusur. Bu matrislerle yapilan

cebirsel iglemler sonucunda,

Bs0) — T AU + 2KTB"U + KTOK

elde edilir. E3(y) nin minimum olabilmesi i¢in bilinmeyen kontrol noktalarinin
olusturdugu U matrisine gore elde edilen ikinci dereceden denklemin gradyantinin

sifir yani,
AU+ BK =0

olmas1 gerekir. Boylece, A tersinir bir matris oldugunda U ya bagl lineer
denklem sisteminin tek bir ¢oziimii vardir. A tersinir bir matris olmadiginda
U ya baglh lineer denklem sisteminin sonsuz ¢oziimii vardir. Boylece, titreme

enerjisini minimize eden bilinmeyen kontrol noktalar1 bulunmus olur.

Simdi Py, P, Ps bilinen ve P;, P,, P3; bilinmeyen kontrol noktalarma sahip
5. dereceden Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olmasi i¢in

bilinmeyen kontrol noktalar1 yukaridaki teorem yardimiyla asagidaki sekilde

elde edilir:
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010000
001000
000100
J = ,
100000
000010
00000 1
6 -15 0 0 0 -1
~15 40 -30 0 5 0
0 =30 30 —10 0 0
M =
0 0 —10 30 30 10
0 5 0 30 40 —15
-1 0 0 10 -15 6
ve
40 -30 0 -15 5 0
—30 30 —-10 0 0 0
- 0 —10 30 0 30 10
M =
-5 0 0 6 0 -1
5 0 30 0 40 —15

olmak {izere

40 —-30 0 -15 5 0
A= -30 30 —-10 |, B=] 0 0 0
0 —10 30 0 30 10

elde edilir. O halde, minimum enerjili Bezier egrisinin bilinmeyen kontrol

noktalar
40 =30 O P -15 5 0 P 0
-30 30 -—10 P |+ 0O 0 0 PL1=10
0 —-10 30 Ps 0 30 10 Ps 0

denklem sisteminin ¢oziimiidiir. Boylece, bilinmeyen kontrol noktalari, sirasiyla

__ 96FPy—40P4+24Ps
Pl - 40 )

40



_ —27Py+33P4+8P5
P2 - 10 )

ve

_ —9FP+21P4+46P5
P3 - 10 9

seklinde elde edilir.

Sonug 4.5 Elde edilen teorem Lorentz diizleminde minimum titreme enerjili

Bezier egrilerin bilinmeyen kontrol noktalarinin bulunmasi icin de gecerlidir.
Son olarak, bu sonucu destekleyen asagidaki érnek verilebilir.

Ornek 4.6. Lorentz diizleminde Py = (0,0), Ps = (2,10) ve P, = (3, 15) bilinen
ve P, ve P, bilinmeyen kontrol noktalarina sahip 4. dereceden bir Bezier egrisi
verilsin.  Bezier egrisinin minimum titreme enerjisine sahip olmasi1 igin J

permiitasyon matrisi ve M matrisi yardimiyla elde edilen

M = = JMJT,
BT C
matrisi ve bu matris yardimiyla FEs3(vy) titreme enerji fonksiyonelinin

minimizasyonu olan

AU+ BK =0
esitligi
(0,0)
14 12 P -5 2 1
+ (2,10) | =
—-12 18 P 3 =12 3 0
(3,15)

seklinde elde edilir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle FEs(7)

fonksiyonelinin kritik noktalar: olan bilinmeyen kontrol noktalar

)

bulunur. Ayrica, minimum titreme enerjisine sahip Bezier egrisinin nedensel

Plz(%,g)VePQZ(%,

>[&

karakteri ise A'Py = (3,2) spacelike, A'P, = (3, 2) spacelike,
A'P, = (,=22) spacelike, A'Py = (1,5) spacelike ve ¢ # j icin

y(A'P)y(A'P;) > z(A'P)z(A'P;) oldugundan V¢ € [0,1] igin spacelikedur.
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