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OZET

ROBERTSON-WALKER EVRENINDE ELEKTROMANYETIK ALANLARIN VARLIGINDA GORELI
PARCACIKLARIN DiNAMIGi VE PARCACIK YARATMA

Bu tez calismasinda secilen bir egri uzay modeli i¢in goreli parcaciklarin dinamigi
incelenmistir. Bu amacla goreli kuantum mekaniginin en yaygin olarak kullanilan denklemleri
Klein-Gordon (KG, spinsiz), Dirac (spin-1/2) ve Duffin-Kemmer-Petiau (DKP, spin-1) denklemleri
egri uzayda ve dis elektromanyetik alanlarin varligi i¢in tam ¢ozllmiistiir. Tam ¢oziimler elde
edildikten sonra fiziksel bir uygulama olmasi i¢in KG ve DKP denklemleri i¢in elde edilen
¢ozlimler kullanilarak parcacik yaratma sayr yogunluklari hesaplanmistir. Bu hesaplama icin
Bogoliubov doniisiim yontemi (BDY) kullanilmistir. Bu yontemin kullanilmasi icin pozitif ve
negatif frekansh c¢ozliimler yari-klasik bir yontem olan Hamilton-Jacobi (H]) denkleminin
¢Ozlmleri sayesinde belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Goreli Kuantum Mekanigi, Egri Uzay, Dis Alanlar, Tam Coziimler, Parcacik
Yaratma

Damisman: Prof. Dr. Kenan SOGUT, Mersin Universitesi, Fizik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT

DYNAMICS OF RELATIVISTIC PARTICLES AND PARTICLE CREATION FOR THE PRESENCE
OF ELECTROMAGNETIC FIELDS IN THE ROBERTSON-WALKER UNIVERSE

In this thesis, the dynamics of the relativistic particles for a selected curved spacetime
model is investigated. For this purpose, the most widely used equations of relativistic quantum
mechanics, Klein-Gordon (KG, spinless), Dirac (spin-1/2) and Duffin-Kemmer-Petiau (DKP, spin-
1) equations are solved for the presence of external electromagnetic fields in curved spacetime.
After the complete solutions were obtained, particle creation number densities were calculated
by using the solutions obtained for the KG and DKP equations for physical application. Bogoliubov
transformation method (BTM) was used for this calculation.In order to use this method, positive
and negative frequency solutions were determined by the solutions of the semi-classical method
known as Hamilton-Jacobi (H]) equation.

Keywords: Relativistic Quantum Mechanics, Curved Spacetime, External Fields, Exact Solutions,
Particle Creation.

Advisor: Prof. Kenan SOGUT, Department of Physics, University of Mersin, Mersin.
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1. GIRIS

1900’li yillarin baslarinda, o déneme kadar bilinen klasik fizik kuramlarinin tiim fiziksel
olgular1 agiklamakta yeterli oldugu disiiniiliiyordu. Newton dinamigi ve Euler mekanigi ile
mekanik olgular, Maxwell’in yazdig1 denklemler ile elektromanyetik olgular, istatistik mekanik ve
termodinamik ile entropi ve 1s1/s1caklik gibi kavramlar ac¢iklanabiliyordu. Ancak bu kuramlar iki
temel nitelikte sorunla yiizlesmistir. ilk olarak yiiksek hizlarda temel niceliklerin (hiz, kiitle vb.
temel nicelikler) yeniden tanimlanmasi gerekmistir. Bir diger nokta ise, o déneme kadar
gecerliligini slirdiiren fiziksel kuramlarin, atom alt1 6l¢ekte fiziksel olarak kullanilabilir yapida

olmamalaridir [1].

Yiiksek hizlara gidildiginde mekanigin nasil bir yapida olmasi gerektigi Einsten'in ortaya
koydugu “Ozel Gorelilik Kuram1” sayesinde anlasilmistir. Ayrica atom alt1 6lcekte de Planck’in
baslattigi Kuantum Mekanigi bu diinyaya iliskin fizige yaklasimimizi biitiiniiyle bi¢imlendirdi. Bu
iki kuram giiniimiizde hemen her alanda doga olaylarini biiyiik 6lciide inceleyip/yorumlamamizi

mumkiin kilmaktadir.

20. yiizyilin ilk yaris1 boyunca bu iki kuram, Kuantum Mekanigi ve Ozel Gorelilik, artik
fizigin hemen her alt dali icin temel bir yap1 olusturmuslardir. Bu iki kuramin birlestirilmesiyle
ortaya konulan Goreli Kuantum Kurami atom alt1 diinyay1 betimlemede 6nctil bir rol iistlenmistir.
Bugiinkii yapisiyla temel parcacik fizigi alani ile ¢ogunlukla elektronlar, kuarklar ve atom alt1
diinyadaki bir¢cok diger temel taneciklerin yapisi i¢in dinamik hesaplamalar Goreli Kuantum
Kurami sayesinde ele alinmaktadir. Bu parcaciklarin o6zellikleri, spinsiz durumlar icin Klein-
Gordon denklemi ile yari-spinli durumlar icin de Dirac denklemi ile ele alimr. Ozellikle Dirac’in
elektron icin yazdig1 denklem fizik diinyamizin mihenk taslarindan biri olarak anilir. Ciinkii bu
kuram yapisal bakimdan Lorentz kovaryant bir bicime sahiptir ve kuramda elektronun spininin
jiromanyetik oram1 g=2 dir ve gec¢tigimiz yiizyilin en 6nemli buluslarindan biri kuramin
ongordigi karsit-parcacitk kavrami, elektronun karsiti olan pozitron, deneysel olarak
kesfedilmistir. Bununla beraber hidrojenin atomik seviyelerinin ince yapi-sabiti de bu kuram
sayesinde yliksek hassasiyetle elde edilebilmektedir. Bir bakima goreli etkilerin, kendi diinyalar:
icin kiiciik tedirginmeler olarak goriindiigii temel parcacik fizigi ve alan kuramlarina uygun bir

giris yapmak icin goreli dalga denklemleri ile baslamak gerekir.

Kuantum mekanigindeki en temel diisiincelerden biri parcaciklarin dalga fonksiyonu ile
temsil edilmesidir. Clinkii bu kuramda herhangi bir parcacik hem dalga hem de parcacik
ozelliklerine sahiptir. Bu 6zellikler, parcacigin girdigi etkilesme tiiriine gore ortaya cikar. Fiziksel
sistemlerin dinamigi goreli dalga denklemlerinin bu etkilesmeleri temsil eden ¢esitli potansiyeller

icin ¢ozlimlerinin elde edilmesi sayesinde anlasilabilir. Bu denklemler yardimiyla sistemin dalga
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fonksiyonlari ve enerji bagintilar elde edilir. Ele alinan potansiyeller etkilesimler hakkinda bilgi
verirler. Atom alt1 6lcekte etkin olan temel etkilesimlerin matematiksel yapisi kesin olarak
bilinmemektedir. Bu nedenle bu etkilesmelerin o6zelliklerini anlayabilmek icin cogunlukla
cekirdek potansiyelleri deneysel verilerden yola ¢ikilarak yazilirlar ve goreli dalga denklemleri
bu potansiyeller i¢in ¢oziilerek deneysel verilerle uyumuna bakilir. Literatiirde en yaygin olarak
kullanilan potansiyel bigimleri Yukawa, Woods-Saxon, Cusp ve Hulten vb. tipi potansiyellerdir ve

bunlar ¢ekirdek ve atom fizigi hakkinda 6nemli kuramsal bulgular sunarlar [2].

Doganin dort temel etkilesmesi olan; Gii¢ll, Elektromanyetik, Zayif ve Kiitlecekimsel
etkilesmelerin her birine 1950°li yillardan baslanarak Kuantum Mekaniksel bir yapi
kazandirilmaya ¢alisiimistir. Glintimiizde; Giiclii, Elektromanyetik ve Zayif Etkilesmeler sirasiyla
Kuantum Renk Dinamigi (KRD), Kuantum Elektrodinamigi (KEDI) ve Kuantum Tad Dinamigi
(KTD) olarak adlandirilan kuantum alan kuramlar ile temsil edilmektedirler [3]. Buna karsin
kiitlecekimsel etkilesmeler i¢in heniiz bir kuantumlu kuram yazilabilmis degildir. Bunun nedeni
kuramin kendi dogasinda barindirdigi matematiksel zorluk olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle
kiitlecekimsel etkilesmeler her ne kadar klasik olarak Newton Kurami ile anlasilabilse de
kuantum 6lgekte yarattigl etkileri anlamak icin elimizde anahtar nitelik tasiyan bir kuram heniiz
yazilamamistir. Bu amagla literatiirde en yaygin olarak kullanilan yodntemlerden biri,
kiitlecekimsel etkilesmeleri tipki bir kuantum mekaniksel potansiyel olarak diisiinerek goreli
dalga denklemlerini bu etkilesmeler icin incelemektir. Bunun icin ilk olarak bu denklemlerin

genel gorelilik formalizminde nasil bir yapida olacag belirlenmistir.

Bu tez ¢alismasinda goreli ve spin-0 ve spin-% , spin-1 parcaciklar1 betimleyen KG, Dirac

ve DKP denklemleri bir dis elektromanyetik alanin varliginda ve egri uzayda analitik olarak
¢Ozllmiistiir. Bu ¢ozlimler kullanilarak, siddetli dis alanlarin etkisiyle olusan skaler ve vektor
parcaciklarin say1 yogunlugu hesaplanmistir.

Tezin icerigi Ozetle soyle diizenlenmistir: Tezin ikinci bolimiinde goreli kuantum
mekaniginin temel pargacik denklemleri tanmitilmistir. Bu béliimde denklemlerin Minkowski
uzayindaki matematiksel bigimleri ele alinmistir ve serbest uzay icin ¢ézlimleri tartisiimistir. Bu
amagla Klein-Gordon ve Dirac denklemlerinin serbest parcacik ¢oziimleri verilip DKP denklemi
tanitilacaktir. Calismanin ticiincii boliimiinde, ele aldigimiz problem i¢in analitik ¢éziimlerin elde
edilmesinde kullanilacak yontemi tanitmak amaciyla, farkli bir elektromanyetik potansiyelin
secildigi durum icin egri-uzayda bu parcacik denklemleri yazilarak KG, Dirac ve DKP
denklemlerinin tam ¢o6ziimlerin elde edildigi ¢alismalar derlenmistir. Bulgular ve Tartisma
boliimiinde konuma bagli bir manyetik alan ve zamana bagh olan bir elektrik alan i¢in (3+1)-
boyutlu Robertson-Walker (RW) uzayinda KG ve Dirac denklemleri analitik olarak ¢oziilmustiir.

Ayrica DKP denkleminin 16 bilesenli olmasi sebebiyle 16 ciftlenimli denklem elde edilecegi icin
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analitik ¢o6zlimlerin elde edilmesi zordur. Literatiirde 16 bilesenli bicimin (hem spin-0 hem de
spin-1 parcaciklari iceren) egri uzayda tam olarak ¢oziildiigii herhangi bir ¢alismaya yapilan
taramada rastlanmamistir. Bu matematiksel sinirlamalar nedeniyle DKP denklemi ayni dis alanlar
icin (1+1) boyutlu RW metrigi i¢in tartisiimistir. Ayrica elde edilen sonuglarin fiziksel bir
uygulamasi olarak KG ve DKP denklemi icin skaler ve vektor pargacik yaratma say1 yogunluklari
hesaplanmistir. Sonu¢ ve oOneriler bolimiinde ise elde edilen sonuglar tartisilarak ileriki

asamalarda yapilabilecek calismalar icin 6neriler sunulmustur.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Bu béliimde goreli kuantum mekanigi gelisiminin tarihsel silireci ve bu cercevede
kullanilan goreli parcacik denklemlerinin Minkowski uzayindaki matematiksel yapis1 hakkinda
Ozet bilgi verilmesi amaglanmaktadir. Ayrica boliimiin ikinci kesiminde Minkowski ve Riemann
uzaylar1 hakkinda temel bilgi verilerek, Genel Gorelilik kuraminin temelleri tizerine kavramsal
diizeyde bilgi verilmistir. Boliim igerisinde yer alan bilgiler ve denklemler dogrudan [4], [5], [6],

kaynaklarindan derlenmistir.

2.1. Goreli Kuantum Mekanigi

1900’1t yillarin ortalarinda elektromanyetik alanlarin kuantize edildigi ve kuantize
alanlarin yaratma ve yok olma siirecinin ¢alisildigi bir noktaya kadar gelinmistir. “Acikca
kovaryant” olmasa dahi, elektromanyetik alanlarin davranisi tamamen gorelidir. Bununla birlikte
parcaciklarin (elektron ve proton gibi) davranisi goreli olmayacak bigcimde kalir ve bu
parcaciklarin yaratilmasi ve yok olmasini tanimlayacak hi¢bir yontem yoktur (pargaciklar;
parcacik anti-pargacik c¢ifti seklinde bulunmahdir. Ciinkii elektron ve baryon sayilari
korunumludur). Bu béliimde elektron gibi “klasik” olarak tanimlanan pargaciklar1 kovaryant
olarak tamimlamak icin gerekli araclar acgiklanacaktir. Burada ortaya konulacak bilgi sayesinde,
parcacik ve anti-parcacik ciftlerinin nasil olusacag tanimlanabilecek ve bu sayede elektron ve

diger klasik parcaciklar icin alan kuramlarinin temeli atilacaktir.

Klasik parcaciklar ve alanlar arasindaki ayrimin ortadan kaldirilabilmesi i¢cin kuantum
alanlarinin, tiim madde ve enerjinin tanimlanabilmesinin uygun olan tek olgu oldugunun kabul
edilmesi gerekir. Bununla birlikte, bu yeni kuantum alanlarini tanitabilmemiz i¢in ilk olarak tek

pargaciklarin kovaryant bir yontemle nasil tanimlanacagini anlamamiz gerekir.

Burada en basit goreli denklem olan Klein-Gordon (KG) denklemi ile baslayacagiz.
Ardindan, Dirac denklemini ve Dirac denkleminin uygulamalarini tartismay1 amaglyoruz. Son

olarak da Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)denklemi tanitilacaktir [4].
2.1.1. Klein-Gordon Denklemi

Asagidaki denklemi g6z Oniine alarak goreli denklemleri elde edebilme yontemini

Onerebiliriz [4]:

i%ll’(x) = m2-V2¢(x) , 2.1
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Burada x; dalga fonksiyonunun hem uzaya hem de zamana bagllhigin1 temsil eder ve
Y(x) = W(r,t) oldugu anlamina gelir. Bu denklem, kuantum mekaniginin klasik kurallarini izler,
soyle ki goreli enerji E = \/m esitligine asagidaki doniistimler uygulanarak yukaridaki
denklem elde edilebilir:

E —i—
BT

p - —iV (2.2)

llkesel olarak Ey = Vm?2 + V2 islemcisiyle ilgili bir sorun yoktur. Bu islemci ya herhangi bir
fonksiyonun, momentum 06z-fonksiyonu cinsinden genisletilmesiyle (ki bu islem kolaylikla

yapilabilir) ya da Ey ‘in kuvvet serisine a¢ilimi ile tanimlanabilir:
V2 V4
Evzm{l————...} (2.3)

Bu seri her zaman yakinsak olmasa da analitik siirekliligini, Ey’'nin herhangi bir fonksiyon
lizerindeki tanimi olarak diisiinebiliriz.

Denklem (2.1)’'in dezavantaji “acikca kovaryant” olmamasidir. “Acikca kovaryant”
olabilmesi i¢cin; sadece sonsuz kiiciik H ve P iiretecleri tarafindan tanimlanmis konum ve zamanda
degil, bununla birlikte acisal momentum islemcisi J tarafindan liretilen dénmeleri ve K islemcisi
tarafindan lretilen Lorentz 6telemelerini kapsayan, homojen Lorentz grubu altinda denklemin
nasil donistiirilecegini bilmeliyiz. Bu doniisiimler bazen (2.1) tipindeki denklemler igin
¢ozllebilse de, bircok problemle karsilasilmaktadir ve bu nedenle bu yol temel pargaciklarin
kuantum alan kuramini ortaya ¢ikaran 6zgiin gelismelerde izlenen yol degildi (Dirac denkleminin,
(2.1)’deki karekokiin ¢izgisellestirilmesinden ortaya ¢iktigi kabul edilebilir). Su anda, baslangicta
“temel” oldugu varsayilan bir¢ok parcacigin (proton gibi) aslinda degerlik kuarklarinin ve kuark-
antikuark ciftlerinin bir denizinin karmasik bilesik yapilari oldugunu, bu nedenle de tek bir yerel
kuantum alaniyla tanimlanamayacaklarini biliyoruz. Bu tiir parcaciklar tarif etmek i¢in benzer
yontemler arastirilirken (2.1) tipindeki denklemlere ilgi yeniden artmistir ve bu siire¢ simdiki
arastirmalarin aktif bir alan1 haline gelmistir. Bu tip bir yaklasim bazen goéreli Hamiltonsal
dinamik olarak tanimlanir ve burada tartisiimayacaktir. Alternatif yol, “acikca kovaryant” olan
denklemleri olusturmaktir. Bu yontem bazen ag¢ik kovaryant dinamik olarak adlandirilir.
Geleneksel olarak goreli alan kuramina giden yol budur. Eger (2.2)denklemi kiitle enerji iliskisi
olan E2 = m? + p? esitliginde yerine konulursa, “acikca kovaryant” olan dalga denklemi elde

edilir. Bu denklem serbest parcacik icin KG denklemini verir:
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@+m*)¥x) =0, (2.4)

2
Burada O dalga islemcisidir ve bu islemci O = 9,0# = % — V2 bigiminde tanimlanir. Burada m

parcacigin kitlesidir. Bu denklem “acik¢ca kovaryanttir”, ¢linkii dalga islemcisi skalerdir ve eger
kiitle ve dalga fonksiyonu ¥ skaler ise, denklem ve dalga fonksiyonu tiim referans cercevelerinde
ayni bicime sahiptir.

Bu denklem, zamana gore birinci merteben tiireve sahip degildir. Bunun anlami séyle
aciklanabilir; tiim sonraki zamanlarda dalga fonksiyonunu belirlemek icin, belirli bir zamanda
dalga fonksiyonunu bilmek yeterli degildir; o an i¢in dalga fonksiyonunun zaman tiirevini de
bilmek zorunludur. Sonucta bu anlamda denklem (2.4) kuantum mekaniginin temel ilkelerinin
birinden ayriliyor gibi goériinmektedir yani; dalga fonksiyonunun herhangi bir anda bilinmesi, tiim
daha sonraki zamanlarda fonksiyonun belirlenmesi icin yeterlidir. Ancak bu sadece asikar bir

sorundur ve dalga fonksiyonunun yeniden yorumlanmasina yol agacaktir.

KG denklemi icin elektromanyetik etkilesimlerin oldugu durumlari géstermek i¢in dort-

vektor gosteriminde enerji-momentum islemcisinin sdyle oldugunu yeniden hatirlayalim:

9
ph =i 2 = (ia,—iV) = igm (2.5)

Minimal yerlestirme yontemini kullanarak (2.6) denklemini olustururuz, minimal ¢iftlenim;
p#* — pt —eAH (2.6)

Burada A* dort -vektor potansiyeldir ve bu bize asagidaki esitligi verir:

d d
[— (i Fyoie eA#) (i F eA“) + mz] P(x)=0 2.7)

u

2.1.1.1. Serbest Parcacik Coziimleri

Serbest parcacik KG denkleminin (yani, U=0 ile) c¢oziimleri degiskenlere ayirma
yontemiyle elde edilebilir. Parcacik icin periyodik sinir sartlari saglanarak, boyutlar1 L3 hacmiyle

tanimlanan bir kutu icerisinde hareket ettigi varsayildiginda elde edilen ¢éziimler;
QDS—F) (r,t) = N el (n1FEnD) (2.8)

E, = m? + k% daima pozitiftir ve ¢éziim fonksiyonunun iist simgesi olan (), iistel ifadede

enerjinin isaretini temsil eder. Burada dikkat edilecegi gibi, her iki isareti de iceren ¢dziimler
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ortaya c¢ikar; lst simgesi (+) olan durum ‘pozitif’ enerji ¢oziimlerini (¢iinkii tsteldeki -iE,t
carpani, goreli olmayan Schrodinger kuramindaki pozitif enerjiye karsilik gelir.) ve iist simgesi
(-) olan durum ‘negatif’ enerji ¢ozlimlerini temsil eder. Her bir kenar1 L olan bir kiipiin icine

yerlestirilmis periyodik siir kosullari sunu gerektirir:
2
k, = T(nx, ny, nz) n;=0+1,%2,.... (2.9)

Pozitif ve negatif enerji ¢6zlimlerinin normlari farkl isarete sahiptir,

g

.0
d3r¢>(+) g &) = 4 2E, [3N28,, (2.10)

burada §,,,, = 6nxmx6nymy6nzmz .

Invaryant (degismez) skaler carpimlari tanimlamak icin korunumlu akimin sifirina bileseni

kullanilir, elde edilen farkli ¢6ziimler ortogonaldir,

4—>

fd3r¢(+)* p 5= (2.11)

N = (2EnL3)_1/2 secersek coziimlerin her iki secenegi ¢*) ve ¢(’nin her biri, normalize

edilmis ve ortogonal olacaktir.

1 .
¢(+) (r' t) — m el(knriEnt) (212)
V n

Pozitif enerji ¢oziimleri olan ¢ fonksiyonlar +1 normuna ve negatif enerji ¢coziimleri olan ¢ (™
fonksiyonlar1 -1 normuna sahiptir. Negatif norm ¢éziimlerinin var olmasi nedeniyle ||1||? bir
olasilik yogunlugu olamaz ve bu durum tarihsel olarak KG denklemini kabul etmemek icin bir
neden olarak goriildi. Bu bakis agisi ¢cok sinirhidir, ancak negatif norm ¢oéziimlerinin varligi, boyle
bir denklemle betimlenen kuantum mekaniginin, kuantum kuraminin klasik kurallarindan farkl
oldugunun bir gostergesidir. Bu kurallardan biri sudur; durumlar pozitif tanimli bir norm ile bir
vektor uzayina yayilmistir ve bu durum kesinlikle KG denklemi icin gecerli degildir. KG denklemi
bir alan kuraminin temeli olarak kullanilirsa, o zaman alan kurami tarafindan tanimlanan
durumlarin hepsi pozitif tanimli normlara sahip olacaktir ve bu durumda da negatif enerji
durumlari anti-parcaciklarin pozitif enerji durumlari olarak yeniden yorumlanabilir.

Bununla birlikte, alan kurami gelistirilmeden 6nce, KG denkleminin (kuramin ilk kuantize bicimi
olarak adlandirilir) tek parcacik durumlarimi betimlemek i¢in kullanildigi bir kuantum

mekaniginin 6zelliklerini galismak yararlidir, hatta zorunludur. Burada ifade etmek gerekir ki, KG
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icin cabalanan ilk kuantize kuram sadece kismi basari saglamissa da, bunun Dirac denklemi i¢in
gereken ilk kuantize kuramin calisilmasi igin 6nemli oldugunu fark etmek gerekir. Bu
denklemlerin her ikisi i¢in de ilk kuantize kuramlar ayni temel dertten muzdariptir; denklemlerin
her ikisi de, anti-parcacik olarak yeniden yorumlanincaya kadar tam olarak diizeltilmeyen negatif
enerji ¢ozlimlerine sahiptir ve bu sadece ikinci kuantizasyon bicimde tamamen basarilmistir.
Eger KG denklemi yiiklii bir pargacigl betimlemeye uygulanirsa; norm, bir yiik yogunlugu olarak
yorumlanacaktir: pozitif norm durumlari (+) yiikleri, negatif norm durumlari (-) yiikleri betimler.
Boylece ylik korunumu normun degismezliginin bir sonucu olacaktir. Parcacigin elektrik yiikii
yoksa ancak fazladan bir korunum yasasini saglayan baska bir miktar kuantum sayisina sahipse,
norm bu genellestirilmis ytkiin yogunlugu olarak yorumlanabilir. Her iki durumda da, biri pozitif
ylk tasiyan digeri negatif yiik tasiyan iki durumun varligi 6ngoriliir.

Bu fikirlerin 1s18inda KG normunun, stirekli bir yiik yogunlugu olarak nasil
yorumlanabilecegini ve hem pargaciklarin hem de anti-parcaciklarin denklem tarafindan nasil

tanimlandigini gosteren basit bir 6rnege bakmak faydali olacaktir.

2.1.1.2. KG i¢in iki Bilesenli Bi¢cim

Bu iki durumu agik¢a gostermek ve KG denkleminin anlamini daha da gelistirmek icin "iki
bilesenli" bicimde denklemin nasil kullanilabilecegini simdi tartisacagiz. Bu durum, denklemin
anlasilmasina ve goreli olmayan sinirini incelememize yardimci olacaktir. Herhangi bir ikinci
dereceden diferansiyel denklem birinci mertebeden iki c¢iftlenimli diferansiyel denkleme
donistiriilebilir. Bu déniisiim zamana baglh KG denklemine uygulanirsa, bir ciftlenimli denklem

kiimesi ortaya ¢ikar:

0¢

i = Ho (2.13)

Burada ¢, karmasik iki boyutlu bir uzayda bir vektordiir ve H, 2x2'lik bir matristir.

Bu indirgemeden birkac avantaj elde ediyoruz. ilk olarak, denklem simdi birinci derecedendir,
boylece kuantum mekanigi kurallarina uygun olarak, iki bilesenli dalga fonksiyonunun zamana
bagliligi benzersiz olarak baslangic degerine gore belirlenir. Bunun anlami pertiirbasyon
kuraminin iki-bilesenli KG denklemi ile kullanilabilecegidir. Bu kuramda zamana goére birinci
dereceden olan bir denklem g6z dniine alinir. Son olarak, benzer matris yapisina sahip olan Dirac
denkleminin incelenmesi icin iki bilesenli denklemin matris yapisinin incelenmesi iyi bir hazirlik

olacaktir. Ancak, iki bilesenli KG denklemi artik “acik¢a kovaryant” degildir.
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iki bilesenli bicime doéniisim ¥ ve 0dy/dt bagimsiz fonksiyonlar olarak tanimlanarak
gergeklestirilebilir. Bununla birlikte ¢ ve 0y /dt yerine, daha simetrik bir ¢izgisel bilesim almak
faydalidir. ¥y ve dy/dt den belirlenmis ¢, ve ¢_ fonksiyonlar su sekilde ortaya cikar:

o —\/Zl_m(i%—V°+m)lp
¢_ =\/%(—i%+V°+m>lp (2.14)

Burada # altindisleri (1) st indisleriyle karistirllmamalidir; onlar tamamen birbirinden farkl
anlamlara sahiptir. Denklem (2.14)in se¢imi tek degildir, bu se¢im basit oldugu ve Dirac
denkleminin baz1 6zelliklerini verdigi icin yapilmistir. (2.14) fonksiyonlari, yeni bir dalga
fonksiyonunun tist ve alt bileseni olarak tanimlanacaktir. ¢, iki bilesenli bir stitun vektorii halinde

diizenlenirse;

¢ = (‘5:) (2.15)

bu vektor birinci dereceden (2.13) diferansiyel denklemini saglamaktadir.

m+Vo+(P—V)2 (P -V)?
H= 2m 2m
(p-V)? . @-V)?
A N A e
2m 2m
. /4 2 -V 2
[m + %] 3+ V0 + %irz (2.16)

burada t: Pauli matrisleridir.

ISPAT: Denklem (2.14)’iin tanimindan séyle devam edilir,

1
¢=ﬁ(¢++¢—)
e S R IS (217)

(2.14)'ln tiirevi alinmasi ve (2.17) ile KG denkleminin kullanilmasi bize asagidakileri verir.
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= (7 () mrvoy L
Lat(pi’_w/Zm acz T\ e m T

(7 ®-V) (2 2'V°a+(V°)2 2 J_r_avo
Jzm P “\ar )T e mHY iy

+(mF V) [\/g (s — ) + VOIPD

1 -V)? 1
= [E(VO +m) i%] (Ps + ) +§(m$VO)(¢+ —¢-)

Bu matris formunda yazilirsa denklem (2.13) ve (2.16) elde edilir.

(2.17)denklemi (2.12)'de yazilirsa korunumlu normun iki bilesenli bicimi soyle olur:
Prgtesp = [ &r (9.l - 1912 = sabit (2.18)
L3 L3

Bunun, dogrudan (2.18) denkleminin matris formundan korundugunu kanitlamak o6greticidir.

Bunu yapmak i¢in, 6ncelikle H'nin Hermityen olmadigina, su sekilde olduguna dikkat edin;
13H 13 = H (2.19)
Boylece matris 75, “metrik tensor” rollinli oynar ve

d 3] 3]
laf AAroptryep = ifdg’r{ad)*‘@d) + ¢Trg a—(f}
= - f dPr{¢t[HT1; —13H]p} =0 (2.20)

KG eslenigini tanitarak, gosterimi asagidaki gibi basitlestirilebilir.

¢ = pis (2.21)

Boylece korunan norm soyle yazilir;
f d3r ¢ ¢ = sabit (2.22)
L3

Serbest KG denkleminin ¢6ziimleri, denklemin iki bilesenli biciminden dogrudan bulunabilir:

10
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2 2
0 =H —|m+2p_m 5_’” \l 2.23
lad’— o = _p_z B +p_2 () (2.23)
\ 2m m Zm/

X . —
Eger ¢’Ei) - (77) o (kT FEL) g0

/ 2 k2

+E—m—— -

- 2m 2m \ X

\ 2 2 (n) =0 (2.24)
— tE+m+-—
2m 2m

bir ¢éziimiin E? = m? + k? esitligini ve asagidaki bi¢imi saglamas:1 gerektirdigini gérmek ¢ok

basittir.
1
¢}4{- =N, —Kk? gi(kr—Et)
(E + m)?
—Kk?
¢ =N_ m e~ ilkr—Et) (2.25)
1

¢)'nin negatif norm olduguna dikkat edin. Eger istersek

f d3r P =1 j d3r Qo) = -1 (2.26)

L3 L3

Sonra,

NN =N = 1 E+m (2.27)
T 2EL3 \2m '

Daha sonra bu c¢oziimlerin serbest Dirac denkleminin ¢ozlimleri ile c¢arpici bir benzerlik

gosterdigini gorecegiz.

2.1.1.3. Goreli Olmayan Limit

KG denkleminin yapis1 hakkinda daha fazla bilgi edinmek i¢in goreli olmayan limitlerini
inceleriz. Bu, parcacigin kiitlesinin tiim momentum ve enerjilerden ¢ok daha biiyiik oldugu

sinirdir ve pozitif enerji ¢6zlimlerin civarinda bir enerjiye sahiptir. Durgun kiitle normalde goresiz

11
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enerjide yer almadigindan, T = E - m seklinde bir fark enerjisi tanimlariz. Su bicimde bir ¢6ziim

oldugunu varsayarak

¢(T, t) — (j;) e—iEt

ve denk. (2.16)'da verilen H'i kullanarak ¢iftlenimli denklemler su hale indirgenir:

®-v)? (p-V)?
Tx= (T“/ S

2m+T)n =

— V)2 —_ V)2
_(p V) ¥ — <(p V) _ V0>77; (228)

2m 2m

Burada H’deki mt; terimi denklemin sol-yanina tasinmistir; bu ilk denklemde benzer bir terimi
yok eder fakat ikinci denklem icindeki benzer terimi de iki katina ¢ikarir. m — oo iken, boyutsuz
biiyiikliikler olan |p|/m, [V°|/m,|V|/m,|T|/m 'nin tiim degerleri 1'den cok kiiciiktiir ve bu
nedenle n << x'tir. Ikinci denklemi m'nin ters kuvvetleriyle genisletirsek ve m~3 veya daha list

derecedeki terimleri atarsak bize asagidaki esitligi verecektir.

1

p= T 00 () (2.29)

4m?2

Bu sonucun birinci denklemde yerine konulmasi, x i¢in tam — mertebesinde olan bir denklem

Verir,

1 1
Tx = {ﬁ - V) +V°——(p- V)4} x (2.30)

Eger V = 0 ise, m~3 derecesine kadar enerjiye goreli diizeltmeler yapilir.
‘74

AHRel = —% (231)

Bu terim, bir spin-0 parcacik icin ince yap1 katkisi verebilecek tek terimdir.

2.1.2. Dirac Denklemi

Bu kesimde, parcaciklarin birinci kuantizasyon i¢in goreli denklemlerin tartisilmasi
sturdiiriilecektir. Geleneksel olarak, kuantum mekaniginin orijinal sekli birinci kuantizasyon,
kuantum alan kuramu ise ikinci kuantizasyon olarak ifade edilir. Onceki kesimde verilen Klein-

Gordon denklemi, spinsiz parcaciklar agikliyordu. Bu kesimde, spin-1/2 olan, iki i¢ serbestlik

12
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derecesine sahip olan parcaciklari tanimlayan Dirac denklemi irdelenecektir. Hem elektronlarin

hem de kuarklarin spini-1/2 oldugundan, Dirac denkleminin birgok ilgin¢ uygulamasi vardir.

2.1.2.1. Denklemin Ortaya Cikisi

Onceki kesimde tartisildigi lizere, KG denkleminin iki bilesenli bicimi soyle

yazilabiliyordu:

9
i = Hip (2.32)

Bu denklem, zamana gore birinci mertebe tiirevli iken, (2.16)’daki KG Hamiltoniyeni uzaya gore
ikinci mertebeden tiirevlidir, bu nedenle uzay ve zamani ayni bicimde ele almaz. Ayrica, KG
kurami i¢in korunumlu norm pozitif tanimli olmadig icin, iki bilesenli KG “Hamiltoniyeni”
Hermityen degildir. Son olarak, KG denkleminin degismezligi yalmzca gercek tek bilesenli
biciminde ortaya c¢ikar. Burada su sorunun sorulmasi dogaldir: “Zamana gore birinci mertebeden
tiirevi olan, uzay ve zamani acikeca simetrik bir sekilde ele alan, pozitif tanimh korunumlu bir
norma sahip olan (H'nin Hermityen oldugu anlamina gelir) ve “acikca kovaryant” olan goreli bir
denklem var midir? Bu sorunun arastirilmasi bizi dogrudan Dirac denklemine goétiiriir. Bu soruyu
cevaplamak icin, hem uzay hem de zamana gore birinci mertebe ve Hermityen olan bir denklem

arariz. Denklemin bicimi séyle olmalidir:

d
iatp =HY = (a.p + fm)y , (2.33)
a ve § Hermitian matrislerdir ve p = —iV'dir. Goreli enerji ve momentum bagintis1 dogal olarak
ortaya ¢ikmalidir, bu ylizden su esitlige ihtiya¢ duyulur.

2

B2y = — 2 =il (ap+ pmw
ot?2 at

0y
= (@.p +pm)i=- = (@p+fm)y
— (pZ + mZ)IIJ (234—)

Bu bagintinin tiim v icin gecerli olmasi istenmesi bize asagidaki denklemi verir.

. . . 1 o .
(ap' + pm)” = 2m? + @)*(0")" + (B amp’ +5{apa), pip’ = ) ()" +m? (235)

1

13
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{A,B} = AB + BA, olur ki bu A ve B islemcilerinin anti-komitatoriidiir. Bu denklem sadece su sartta

saglanabilir:
pr=(@)?=1
B a;} ={a;,a;} =0 (2.36)

Bu ylizden boyle bir denklem olusturmak, dort tane sira-degistirmeyen, Hermityen matrisi
icerecek kadar biiyiik bir vektor uzay gerektirir. Boyle bir uzayin en az dért boyuta sahip olmasi
ve bu nedenle de a;ve f ‘nin matrislerinin en az 4x4 boyutunda olmasi gerektigini kanitlamak
kolaydur. ispat dért adimda gerceklesir:

Yardimci Teorem 1:

p ve a; matrisleri izsizdir.

Bunu @; matrislerini ispatlamak i¢in, sira-degistirme bagintilarinin sunu belirttigine dikkat edin:

Bap = —aq;

Matrislerin ¢arpiminin izinin, matrislerin devirli permiitasyonu ile degismez kalacagi gerceginin

kullanilmasi sunu verir;
tr{fa;f} = —tra;

= tr{a;f} = tra;
Bu nedenle, tra; = 0 olur. Benzer bir argiiman, trff = 0 oldugunu gosterir.
Yardimci Teorem 2:
a; ve f'nin 6z-degerleri +1 olmalidir. @; ve § Hermityen olduklari icin kosegenlestirilebilirler ve
(a;)? = B? = 1, kdsegen elemanlar (6z-degerleri) yalnizca + 1 olabilir.
Yardimci Teorem 3:

Matrislerin boyutlar1 esit olmalidir. Késegen formda a;ve  'min késegen elemanlar1 sadece
+ 1 olabilir ve tr(e;) = trf = 0 oldugu i¢in, bu matrislerin hepsinde +1'lerin sayilari -1'lerin
sayilarina esit olmalidir. Dolayisiyla boyut ancak cift olabilir.

Yardimci Teorem 4:

Boyutlarin sayis1 2'den biiyiik olmahdir. Genel olarak, n boyutta n? bagimsiz Hermityen matris

vardir; birim matrisi ¢ikardigimizda (n? — 1) tane Hermityen izsiz matris vardir. Dolayisiyla n = 2
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icin sadece li¢ tane vardir (ki bunlar Pauli matrisleri olarak alinabilir, g;), n = 4 i¢in on bes tane
vardir.

Dort Dirac matrisi icin asagidaki gosterimi segecegiz:

0 o;

=G %) «=(5 ) @237

2x2 blok seklinde yazilmis matrisler ve g; Pauli matrisleridir. Boylece serbest parcacik Dirac

denklemi su hale gelir:

0y .
iof = (—=ia;V; + pm)y (2.38)
Alternatif olarak, asagidaki esitlikle tanimlanan y# matrislerinin cinsinden yazilabilir.

v# = (B, Bay)

e 2 v (%) -

y matrisleri ile ifade edildiginde, anti-kom{itasyon bagintilari olan (2.36) asagidaki gibi olur.
. y'} = 29" (2.40)

Dirac denklemini 8 ile carpmak (V;= d/dx‘oldugunu hatirlayin.) asagidaki bigimi yazmamiza

olanak saglar.

Kovaryant Dirac Denklemi;

(iy” i - m) Y=0 (2.41)

oxt

Minimal ¢iftlenim, p#* — p* — eA*, kullanilarak elektromanyetik etkilesimler Dirac denklemine

eklenebilir. Boylece su bicimi elde ederiz:
i— = HY = [a;(—iV; — eA?) + eA® + pm]y (2.42)

veya kovaryant formda;

e o=
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2.1.2.2. Dirac Denklemi i¢cin Serbest Parcacik Coziimleri

KG kuraminda oldugu gibi, serbest pargacik Dirac denkleminin ¢éziimlerinin genel bigimi:
(€3) _ i(pnrFEpt) (*
Yo 0) = Npe @ B0 () (2.43)

(+) ust indisi pozitif (+) veya negatif (-) enerji ¢oztimlerini belirtir. Periyodik sinir kosullarimi

onceki kesimde yaptigimiz gibi kullanirsak,
2m
Pn =T (ny,ny,nz)n; = 0,£1, %2, ... (2.44)

daima E, > 0'dir. Kolaylik i¢in, n alt indisi sik sik ihmal edilir, boylece p,, = p ve p'nin biyikligi
p* ile gosterilir.
Once pozitif enerji ¢oziimlerini diisiiniin. (2.43) yaklasimini serbest parcacik Dirac denkleminde

yerine koyarsak sunu buluruz:

e = Ly )™

Boylece,
E,x = mx + 0.pn

Epn = 0.px —mn (2.45)

Bu denklemlerin sifir olmayan bir ¢6zlime sahip olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinanti
sifir olmalidir. (o.p)? = p? esitligini kullanarak, determinantin sifir olmasi sarti, bildigimiz

enerji-momentum bagintisini verir.
2 — 2 2
E; =p“+m

Daha sonra x cinsinden n'yt ifade etmek icin ikinci esitlik kullanilir:

_ g.p
n= <Ep n m)x (2.46)

Bu ifade, keyfi iki-bilesenli x spinér cinsinden pozitif enerji ¢éziimiinii verir. xTx = 1 secilmesi ve

durumlarin teklik i¢cin normallestirilmesi, Np normalizasyon sabitini belirler:

pZ

14 ————
(Ep+m)

JL3d3 rpty =1 = NZL3xT x
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E,—m 2E
=N2I3|1+2—|= N213——F_ 2.47
b [ E,+m PP E,+m (247)

Bu nedenle normalizasyon sabiti

N, = [t 2.48
P | 2E,L3 (248)

(2.43) pozitif enerji ¢6zlimiinii asagida tanimlanan pozitif enerjili Dirac spinori, u(p, s) cinsinden

yazmak gelenekseldir:

1
u(p,s) = JE, + m( g-p )x(s) (2.49)

Ep+m

Burada x(®), spin % pargacik durumunu tammlayan iki bilesenli spinordiir. Eger Z yoniinde

kuantize etmeyi secersek, x(*) spinérii o3 'iin 6zvektorleri olacaktir.
x(%) = (1) x(_i) = (O) (2.50)

Son olarak, serbest parcacik Dirac denkleminin normalize edilmis pozitif enerji ¢éziimleri soyle

olur:

P ) = u(p,s)e~ P (2.51)

H

2,3

Simdi negatif enerji ¢oziimlerini bulalim. Bu durumda (2.43) yaklasimi ¢iftlenimli Dirac

denklemlerini asagidaki bicime indirger:
—Epx =mx +a.pn
—E,n = 0.px —mn (2.52)

Pozitif enerji durumunda oldugu gibi, E? = p? + m? kosulu, sifir olmayan bir ¢éziim var olsun
diye (2.52)'nin matris katsayilarinin determinantinin sifir olmasini garanti eder. x igin

1 cinsinden ¢6zim

_ ([ op
x = <Ep+m>n (2.53)
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n'n =1 secgeriz ve durumu daha 6nce oldugu gibi 1'e normalize ederiz. Bu (2.48) N,
normalizasyon sabiti icin ayni sonucu verir. Bir sonraki kesimde ortaya ¢ikacak nedenlerden

dolayy, fazlar (isaretleri) su bicimde seceriz:

n(_s) — _io'zx(s)
n(_i) = —i0'2x(+§) = ( 0 )

r](%) = —iazx(_%) = (_1) , (2.54)

. 1
0, Pauli matrisidir. Isaret antlasmasinin 77(2) = ((1))'}71 secen Bjorken ve Drell'den (1964) farkh

olduguna dikkat edin. Eger negatif enerji Dirac spinor, v(p, s)’yi tanimlarsak,

o.p
v(p,s) = JE, +m (Ep + m) [—ioyx®)] (2.55)
1

normalize edilmis negatif enerji ¢éziimleri su bigime doniisiir:

PO (x) = ——v(p, s)etP* (2.56)
2E, L3

TH

Moment - p ve spin -s i¢in negatif enerji ¢6ziimiiniin, momentum p ve spin s ile v spinér cinsinden
ifade edildigine dikkat edin. Bu, yakinda tartisilacak olan desik kurami yorumlamasina uygundur.
Pozitif ve negatif enerji spinorlerinin ortogonal olmasindan dolay (+) ve (-) ¢dziimlerin ortogonal

olduguna dikkat edin:

vi(=p,sHup,s) = uf(p,s)v(-p,s") = 0 (2.57)

2.1.2.3. iki Bilesenli KG Coziimleriyle Karsilastirma

Bu c¢oziimleri Denklem (2.25)'te verilen iki bilesenli KG ¢6ziimleri ile karsilastirmak
pekistirici olacaktir. Karsilastirma Tablo 2.1'de sunulmaktadir. Temel fark, Dirac kuraminin, %
spinli parcacigin sahip oldugu i¢ serbestlik dereceleri ile tanimlanan fazladan iki bilesenli bir
yapiya (iki spinér x© icinde yer alir) sahip olmasidir. Aksi halde, her iki durumda da pozitif ve

negatif enerji ¢oziimlerinin yapisi benzerdir. Her iki durumda da pozitif enerji ¢oziimlerinin alt
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bilesenleri, daha genis iist bilesenlerden daha kiiciiktiir ve negatif enerji ¢oztimleri i¢in tam

tersinedir.

Tablo 2.1. Dirac ve KG Coéziimlerinin Karsilastirilmasi

Dirac Klein-Gordon
Coziimler
E,+m . Ex+m
f(x)= |2——eipx gr(x) = —=e k%
AR FTNE JAmE, [P
1 1
Wps (0 = 00 | 2P o0 = g |~k
" - -
Pozitif Enerji P (B + m)?
norm =1 norm=1
o.p _k2
Negatif Enerji llJ(—_p),—s(X) =f (X [Ep +m (= cb(__k) (®) = 8-k(X) [(Ey + m)?
1 1
norm =1 norms=-1

Dirac kuraminda, kii¢tik bilesenlerin bu baskilanmasi, spin'e (Pauli spin matrislerinin gériiniimii
ile) bagh ve p/(E, + m)'nin biyukligi ile orantil iken, KG kuraminda baskilama, benzer bir
¢arpanin karesi olmasi nedeniyle daha biiytiktiir. Bu, Dirac kuraminda goreli diizeltmelerin spine

bagli oldugunu ve KG kuraminda elde edilene goére daha biiyiik olmasini beklememizi gerektirir.

Ayrica Dirac denklemi i¢in;

: Pozitif enerjili, momentumu p ve spin izdiisiimii s olan bir parcacik i¢in dalga

ey

fonksiyonudur.

LDE;?_S(x) :Momentumu -p, ve spin izdlsiimii -s olan bir negatif enerji durumu icin dalga
fonksiyonudur ki; pozitif enerjili, momentumu p, ve spin izdiisimi s olan bir anti parcacik
durumu olarak yorumlanir.

Bir 6nceki kesimde KG denklemi calismamizda, negatif enerji durumlarini da karsit
pargaciklar olarak yorumladik. Bununla birlikte, bu yorumlamanin gelistirilme bigimi iki denklem

icin oldukga farklidir. ilk olarak, KG parcaciklari (sifir spinli) Bose-Einstein istatistiklerine uyar ve
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herhangi bir negatif enerji durumunu isgal edebilecek negatif enerjili parcaciklarin sayisinda bir
sinir yoktur. Herhangi bir pozitif enerjili KG durumu bu nedenle kendiliginden kararsizdir; bunun

sonunda negatif enerjili bir duruma doéniismesini engellemenin bir yolu yoktur. Ote yandan, Dirac
pargaciklari (% spinli) Fermi-Dirac istatistigine uyar. Bu, herhangi bir durumu birden fazla

parcacigin isgal edemeyecegi anlamina gelir (Pauli disarlama ilkesi). Fiziksel bosluk (vakum) tiim
negatif enerjili durumlarin dolduruldugu durum olarak varsayilirsa, tek bir pozitif enerjili durum
kararl olacaktir. Clinkii negatif enerjili durumlara bozunma, dolu negatif enerji denizi tarafindan
Pauli engellenmesiyle karsilasacaktir ve biz, tek bir parcacik icin en diistik enerjinin neden m
oldugunu “acgiklayabiliriz” (ve eger negatif enerji durumlar1 heniiz dolmadiysa beklenecegi gibi
—oo olmadigini). Ayrica, temel durumun enerjisi her zaman sifir olarak segilebilir. Ciinkii
vakumun bu resmi fiziksel olarak anlasilabilir. Desik kurami olarak adlandirilan bu resimde, bir
karsit parcacik vakumdaki bir "desik" olarak yorumlanir, yani bunun disinda doldurulmus negatif
enerji denizindeki pargaciklardan birinin yoklugu olarak yorumlanir. Bir negatif enerjili durumun
yoklugu olarak karsit bir parcacik pozitif enerjiye sahiptir.

Bu fikirler Sekil 2.1.'de gosterilmektedir. Sekil 2.1. A'da, vakumda pargaciklar yoktur, bu
nedenle enerjisi -E <-m, momentumu -p ve spini -s olan bir parcacik mevcut olabilir. Sekil 2.1. B'de
vakumun negatif enerji durumlariyla dolduruldugu varsayilmaktadir. Bu durumda, kuantum
sayllar1 -E < -m, -p ve -s olan tek bir negatif enerjili durumun yoklugu bu vakumda bir desik
olarak goriiniir. Bu kuantum sayilari i¢cin vakum degerlerinin sifir olmasi gerektiginden (tanim
geregi), desik bu nedenle, enerji 0 - (- E) = E, momentum 0 - (-p) = p ve spin izdiisimi 0 -(-s) =s
olan bir pargacik gibi davranir veya enerjisi E>m, momentumu p ve spin izdiistimiiniin s oldugu
bir pozitif enerjili karsit pargacik gibi davranir. Bu nedenle, desik kurami, negatif enerjiyle karsit
parcacik durumlarinin nasil iliskili olduguna dair fiziksel bir resim sunar. Matematiksel olarak, bu
iliski ytlik eslenigi doniisiimii ile ifade edilir.

Desik kurami, goreli kuantum mekaniginin gelisiminde dnemli bir rol oynamistir, ancak
modern alan kurami tarafindan degistirilmistir. Artik boslugu negatif enerji parcaciklariyla dolu

olarak diistinmiiyoruz. Sonug olarak bir kuantumlu alan, sifir spinli parcaciklarin (bir disarlama
ilkesini saglamayan) veya % spinli parcaciklarin betimlenmesi icin ayni derecede uygun olacaktir.

Her iki durumda da hem parcacik hem de karsit pargacik serbestlik dereceleri pozitif enerjiye
sahiptir. Bununla birlikte, desik kurami hala bize fiziksel karsit parcaciklar ile tek-cisim goreli
dalga denkleminden c¢ikan negatif enerjili durumlar arasindaki baglantinin yararh bir fiziksel

resmini verir.
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m m
) Dolu bir negatif enerji
____________ 0 g 0 = = — — denizinde delik
Negatif enerji durumu 7 b Enerji=0- (-E) = E>m
/ =i 1m
k1
-E<-m
L] =)

Sekil 2.1. Dirac Elektron Denizi [4].

2.1.3. Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi

Dirac denkleminden sonra 1930’1u yillarda spinli diger temel parcaciklari betimlemek icin
de cabalar gosterildi. Bu yillarda yazilan DKP denklemi goreli spin-0 ve spin-1 parcaciklarini ayni
anda betimleyen bir denklemdir. Spin-1 parcaciklar araci vektor bozonlar olarak da adlandirilr.
Elektromanyetik alanlarin tasiyici parcaciklar: spin-1 olan Kkiitlesiz fotonlardir. Zayif alanlarin
tasiyici tanecikleri ise 1982 yilinda CERN’de kesfedilen vektor bozonlardir: W ve Z bozonlari. Bu
parcaciklarin kesfedilmesinden sonra vektér bozonlarin dinamigi cesitli potansiyellerde
incelenmistir. Spinsiz ve spin-1 skaler ve vektoér bozonlar1 temsil eden 16 bilesenli dalga

fonksiyonuna sahip DKP denkleminin kovaryant bicimi asagidaki gibi verilir [8]:

[i%(8, + iedy) — MWy (x) = 0 (2.58)

Burada M, vektor bozonlarin kiitlesi; e, parcacigin tasidigi elektriksel yiik; A, dis elektromanyetik
alan ve B% Minkowski uzay-zamaninda tamimlanan 16x16'lk Kemmer matrisleridir. Bu
matrislerin saglamis olduklari siralama bagintisi ilk olarak asagidaki bicimde Duffin tarafindan

Onerilmistir.
B@pWIRE) 4 g k) gla) = pla)5be) 4 plc)5ba) (2.59)

Denklemde yer alan Wg(t,x¥) dalga fonksiyonu 16 bilesenlidir ve bu fonksiyon yerel Lorentz
dontisiimleri altinda degismez kalir [9]. Bu degismezlikte 6nemli olan eski koordinat sisteminden
yeni koordinat sistemine gecisi saglayan uygun lineer koordinat doniistiiriiclisiiniin

bulunmasidir. Bu koordinat déniisiimiinii saglayan ifade x# = A% x¥ seklindedir. Bu durumda
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olasilik dalga fonksiyonu yeni koordinat sistemine gore sekillenir ve eski koordinat sistem ile olan
iliskisi doniistiiriiciiniin bir fonksiyonu olan U(A) ile saglanir ve bu doniistiiriicii fonksiyonun

kendi degiskeni ile olan iliskisi asagidaki bicimdedir:

Y->Y =UNY (2.60)
UK U = AL BY (2.61)
AW =tV + wh (wH = —w"H) biciminde tanimlanan doniistiiriiciideki sonsuz kii¢iik degisim

icin sonsuz kiiciik Lorentz doniisiimii asagidaki bigimde olur.
1 v
U=1+whSy, ; Suv = [Bu Bv] (2.62)

Bu kesimde goreli kuantum mekaniginin temel parcacik denklemleri ayrintih olarak ele

alinmistir. Bir sonraki kesimde Genel Gorelilik Kuramina iliskin temel diizeyde bilgi verilecektir.

2.2. Genel Gorelilik Kuramina Giris

Stiphesiz ki hentiz yazilmamis kiitlecekimin kuantum alan kurami

modern fizigin kutsal kasesi olacaktir...

Son yillarda, doganin temel kuvvetlerinin birlesik kuraminin olusturulmasinda 6nemli bir
ilerleme kaydedilmistir. Elektromanyetik ve zayif etkilesimler, Weinberg-Salam kurami ile
birlestirilmistir; kuantum renk dinamigi ile betimlenen giiclii etkilesim daha genis ¢apta bir
kuram ile birlestirilmeye calisilirken blyiik birlesik kuramlar ile basariya ulasiyor gibi
goriinmektedir. Bu ardisik birlestirmede garip olan sey yercekimidir. Yer¢ekimi sadece dogadaki
diger l¢ kuvvetin disinda durmuyor inatla kuantum catisi ile elde edilme girisimlerine kars1 da
direnmektedir. Kiitlecekimsel alanin kuantizasyonu, son 40 y1l boyunca biiyiik bir ustalikla ve
cabayla gerceklestirilmeye ¢alisilmistir. Ancak, tamamaiyla tatmin edici bir kiitle cekim kuantum
kurami elde edilememistir: Belki de en umut verici yaklasimlar; gravitonun, hem fermiyonlar hem
de bozonlar gibi parcaciklari iceren ¢oklu yapinin bir iiyesi oldugu varsayilan siiper kiitlecekimi
kuramlaridir.

Uygulanabilir bir kuantum kiitlecekim kurami yokken, kiitlecekim alani kuantum olaylari
tizerindeki etkisi hakkinda herhangi bir sey sdyleyebilir mi? Kuantum kuraminin ilk giinlerinde,
elektromanyetik alanin, kuantize madde ile etkilesime giren Kklasik bir art alami olarak
degerlendirildigi birgok hesaplama yapilmistir. Boylesi bir yar1 klasik yaklasim tam olarak
kuantum elektrodinamik kuramina uyan bazi sonuglar verir, bu nedenle madde alanlar1 her

zamanki gibi dlgtliirken, kiitlegekimsel alanin klasik bir temel olarak tutuldugu, kiitlecekiminin
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kuantum yonleri icin benzer bir yaklasimin varligi tiimit edilebilir. Einstein'in genel gorelilik
kuramini kiitlegekiminin bir aciklamasi olarak kabul etmek, bu yéndeki egri uzay tanimlamasina

onctiliik eder [7].

2.2.1. Minkowski Uzay1 ve Metrigi

Uzayin yam sira zaman i¢in 6lciim sonuclarinin koordinat gercevesine bagli olmasi,
zamanin uzay koordinatlari ile ayni temelde ele alinabilecegi anlamina gelir. Uzay ve zamanin
birlesmesi; uzay ve zaman koordinatlari, ayni vektérde gosterilerek acik bir sekilde yapilabilir.

Dort boyutlu uzay, indisin g = 0, 1, 2, 3 olmasiyla {x*} koordinatlarina sahiptir [5].
xt = (x0xtx%,x3) = (ct,x,y,2) (2.63)

Skaler carpim V - U = gl-jVin icin 6zellikle sonsuz kiigiik arahig1 dikkate alinz ds? = dx.dx =

—c?dt? + dx? + dy? + dz?. Burada dx 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir 4'li-vektordiir.
Lorentz déniisiimii geometrik olarak Minkowski uzayinda ds’? = ds? uzunlugunu koruyan bir

“donme” olarak yorumlanabilir:

-1 dx°
2 _ 0 1 2 3 1 dx?t
ds® = (dx",dx",dx*,dx>) 1 A2
1 dx3

= nydxtdx? (2.64)

Son satirda Einstein toplama kurali kullanilmistir. Béylece Minkowski uzay1 su metrige sahiptir:

Juv = diag(=1,1,1,1) =7y, (2.65)

Metrik sabit oldugundan, Minkowski uzay-zamaninin diiz uzay oldugunu séyleriz. Uzay-zaman
manifoldu madde ve enerjinin varliginda biiztliir. Aslinda, Einstein'in genel gorelilik kuraminda

egri uzay-zaman kiitlegekimsel alandir ve metrik g,, (x) mutlaka dért-konuma baghdir. Sanki-

Oklidyen diiz uzay-zaman sadece kiitlecekimi yoklugunda elde edilir. Bu 6zel goreliligin bir

limitidir. Lorentz koordinat dontistimii dx’ = [L] dx matris formu olarak yazilabilir:
dx'* = [L]}dxY (2.66)

Buradaki dx, bir 4lii-vektor ve [L], 4x4 Lorentz doniisiim matrisidir ve Minkowski uzayinda bir

donme olarak kabul edilebilir. [L]'nin elemanlari uzunluk-degismezIlik sarti ile sabitlenebilir:
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[LIMIL]T = [n] (2.67)

Gorelilik yaklasimini koordinat simetrisi olarak vurgulariz. Gorelilik ilkesi fizik denklemlerinin
koordinat doniisiimleri altinda kovaryant olmasi gerektigini soyler. Bu ilkenin otomatik olarak
yerine getirilmesini saglamak icin tek yapilmasi gereken, fizik denklemlerini tensérler cinsinden
yazmaktir. Tensorler, koordinat doniisiimleri altinda belirli doniisim o6zelliklerine sahip
matematiksel nesnelerdir ve en basit 6rnekleri skalerler ve vektorlerdir. Bir denklemdeki her
terim ayni tensor 6zelligine sahipse, yani koordinat déniisiimleri altinda ayni sekilde doniisiim
yaparsa, denklemin matematiksel bicimi bu dontisiimler altinda degistirilmez. Bu kesimde 4-
boyutlu (4D) uzay-zamanindaki temel tensorlere bakilacaktir. Formalizm, 6zel gorelilik (SR) ile

ilgili evrensel Lorentz doniisiimleri i¢in yeterli olacaktir.

2.2.2. Tensorlerin Cebiri ve Metrik Uzay

ii x' koordinatlar sisteminde, AY-'™ bilesenlerine sahip ve x'" sisteminde
Ai’j""n'bilesenlerine sahip olan bir nesnenin, {xi} - {xi’} doniisiimii altinda asagidaki
kosulu sagladiginda Kontrovaryant bir tensor olarak davrandigi séylenir:

AV = U plip !t pr, (2.68)

ii.  Benzer sekilde, A;; 'in {xi} - {xi’} donlistimii altinda kovaryant tensor olarak

davrandigi soylenir:

Ailjlmnl = Aij...npii’pj]’ p:ll/ . (269)

iii. ' Son olarak, {xi}—>{xi’} déniisimii altinda A!”;¥ ’'min, karma bir tensér (i..k'da
Kontrovaryant ve [...n icinde kovaryant olarak) gibi davrandigi soylenir:

o = ALY D Dy D (2.70)

(2.70) 'in hem (2.68)'i hem de (2.69)' u 6zel durumlar olarak acik¢a kapsadigini unutmamaliyiz.

Kontrovaryant tensorler, eski, x!'ye gore yeni x' koordinatlarinin tiirevlerini icerir, kovaryant
tensorler, yeni koordinatlara gore eski koordinatlarin tiirevlerini igerir ve karma tensorler, her
iki tirev tiirtiniide icerir [6]. Kovaryanslik icin alt indislerin kullanilmasi ve kontrovaryanslik i¢cin
ist indislerin kullanilmasi anlasmasi, her iki tarafindaki serbest indislerin dengelenmesi sarti ile
birlikte (2.68)- (2.70) denklemlerinin yeniden tiiretilmesi i¢in iyi bir animsatic1 gérev goriir.

Skaler, koordinat sisteminden bagimsiz olarak sadece konumun bir fonksiyonudur. Dolayisiyla

skaler, genellikle invaryant olarak adlandirilir. Agikgasi, herhangi iki tensor tiim ilgili koordinat
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sistemlerinde aym bilesenlere sahiplerse, iki tensorii esit olarak farz edebiliriz. Simdi, tensor
hesabinin temel teoremi sudur: Ayni tiirden iki tensériin (yani, ayni sayida alt indise ve list indise
sahip olan) herhangi bir koordinat sisteminde esit bilesenleri varsa o zaman tiim koordinat
sistemlerinde esit bilesenleri vardir. Bu tanim (2.70)'in bir sonucudur. Bu “teorem”, tensor
(bilesen) denklemlerinin her zaman fiziksel veya geometrik gergekleri ifade ettigini, yani onlari
tanimlamak i¢in kullanilan koordinat sistemini asan gercekleri ifade eder. Tensor cebiri,
tensorlerden tensor liretme 6zelligine sahip dort temel islemden (toplama, dis ¢carpim, daralma
ve indis permiitasyon) olusur. Hepsi, tensor bilesenleri tizerindeki ilgili islemlerle tanimlanabilir,

ancak daha sonra tensor karakteri icin kontrol edilmelidir.

Al ve B+ olarak ifade edilen 2 ayni tiir tensériin toplami Ci soyle tammlanr:
Cir = Al + Bl
o = Ao+ By = Al bl + Bipl pj

= (4} + BL)p{ v = Cip! pir

A ve B keyfi tliirden tensorler iseler, bu tensorlerin bilesenleri yan yana yazilirsa bu yazim dis

carpimlari tanimlar. Yani,

Cilim = Bl

indisleri ile gosterilen tiirde bir tensordiir.

Dis ¢arpim ile birlikte daralma bir i¢ carpimla sonuclanir (6rnegin, Ciy; = AijB,fl). Belirli bir
durumun daralmasi veya i¢ carpimi, bosta indis kalmadiginda ortaya c¢ikar: Sonug¢ invaryanttir.
Ornegin, A’lar tensor ise A:'-,AZ,AL-]-AU invaryanttir. (Ozel bir durum: 8} = N.)

Ayrica "simetri®, A;; = Aj veya A + Aji; + Agi; = 0gibi tensér bilesenleri arasindaki
iligkiler, tensor denklemleridir ve bunlar ¢alisilan koordinatlardan bagimsizdir. Tensorlerin rol
oynadig1 bircok uzay metrik uzaydir; yani, “mesafeleri” komsu nokta ciftlerine atayan bir kurala
sahiptir. Ozellikle, invaryant bir ikinci dereceden diferansiyel form varsa, bir uzay (sézde-)

Riemann adlandirilir:
ds? = g;jdx‘dx’, (2.71)

g’ler genel olarak konumun fonksiyonudurlar ve yalnizca det(gij) # 0 olarakverilen kosullarina
uymak zorundadirlar. ds?'nin invaryant olmasin istedigimiz icin, gij'nin bir tensér olmasi

gerektigini soyleriz. Buna metrik tensor ve (2.71)’e de metrik diyoruz.
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Riemann uzaylarinda ¢cogu zaman Oklid uzaylarindakine benzer vektérler icin bir gosterim
kullanilir. Boylece herhangi bir A icin A! yazilir ve iki vektdriin skaler ¢arpimi degismez

(invaryant) olarak tanimlanir:

A.B = g;;A'B/ (2.72)
Minkowski uzayi gibi s6zde-Riemann uzaylarinda, bir vektoriin karesi,

A? = A.A =g, ;AN (2.73)
pozitif veya negatif gercel say1 olabilir. A2den (negatif olmayan) |A| veya basitce A, biiyiikliigii su
denklemden tanimlar:

A=A2]"2 >0 (2.74)

Metrik ds? 'min kendisi, biiyiikliigii ds ile gosterilen diferansiyel yer degistirme vektoriiniin
ds = dx!Kkaresi olarak kabul edilebilir.
Riemann uzaylarinda, indislerin ytikseltilmesi ve diisiiriilmesi gibi besinci bir temel cebirsel

tensor islemi vardir. Bu amagla, g¥'yi (g; ;) matrisinin tersinin elemanlari olarak tanimlariz. (g;;)’

nin simetrisi nedeniyle, onun tersi g¥ de simetriktir. g*’ler asagidaki denklemlerle bir degerde

tanimlanabilir:
999k = b - (2.75)
gi’j’, x' sistemindeki gY'nin tensér doniisiimlerini belirtiyorsa, o zaman, tensoér bilesen

denklemlerinin bigimsel-degismezlik olarak (g;; ve 63-01dugundan), (2.75)'ten su ifadeye sahip

oluruz:

9" g =6

Fakat bunlar ayni zamanda (g;/;) matrisinin tersini (gi’j’) tanmimlayan denklemlerdir.
Dolayisiyla, tiim koordinat sistemlerinde (2.75) gibi denklemlerle tanimlanan g;;, g¥ ile eslenik
oldugu soylenen kontrovaryant bir tensorii olusturur.

Simdi indisleri yilikseltme ve digtirme islemleri, belirli bir tensorin g;; veya g¥ ile ig
carpimlarindan olusur. Ornegin, verilen bir kontrovaryant A‘ vektoriinii, onun kovaryant

bilesenleri 4; ile tanimlariz.
A; = gi ;A (2.76)

Tersine, bir kovaryant vektér B; verildiginde, onun kontrovaryant B! bilesenlerini, su

denklemlerle tanimlariz.
B' = gYB, (2.77)
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Kolayca dogrulanabilecegi gibi, bu islemler tutarhdir, ¢iinkii diistiriilmiis bir indisin yiikseltilmesi
ve bunun tersi de orijinal bilesene geri gotiiriir. Elbette metrikler herhangi bir tensoriin serbest
indislerinin herhangi birini veya tiimiinii yiikseltmek veya dusiirmek icin genisletilebilir; 6rnegin,

eger 4; jk bir tensor ise, A* jk 'yt denklemlerle tanimlayabiliriz.

Aijk = gir.gksArjs

2.2.3. Kovaryant ve Kontrovaryant Vektorler

{e;} ve {ei} iki koordinat temel vektorleri kiimesi oldugu i¢in, her V vektori icin iki olas1 acilim

olabilir [5];

Tablo 2.2. V Vektoriniin Bilesenleri

V nin Ac¢ilimi izdiisiimleri Bilesen Adlar1
V = Vie, Vi=V.el V nin kontrovaryanti
V = Vel Vi =V.e; V nin kovaryanti

Vi,
Sekil 2.2. V vektoriiniin Kovaryant, Kontrovaryant Gésterimi [5].

Tekrarlanan indisler, V vektoriiniin acilimi esnasinda toplanir. Diiz bir diizlemde (Sekil 2.2) genel
bir dogrusal koordinat sistemi icin, bu iki tip bilesen yukaridaki gibi gorsellestirilebilir;
kontrovaryant bilesenler, bir vektoriin temel vektorler lizerine paralel yansimalar1 olurken,
kovaryant bilesenler dik yansimalardir. Bu iki tip tensor bileseninin tanitilmasindaki baslica

avantajlardan biri, bileske skaler carpimin sadeligidir ki bu her zaman sdyle ifade edilebilir:

V.U =(Vie).(Uel) =V'U(enel) = ViU, (2.78)
Tensor indisleri metrik tensorlerin biiziilmesi yoluyla yiikseltilebilir ya da disiiriilebilir:
Vi=gyV’l o, vi= gy, (2.79)
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Sonsuz kiiciik yer degistirme vektorleri dx.dx = ds? = gijdxidxj olarak alinir.

2.2.4. Minkowski Uzayinda Dértlii Vektor

Lorentz doniisiimleri 4D uzay-zaman diliminde “donmeler” olarak goriilebilir. Bu nedenle,
fiziksel biiytiklikler 4'lii vektor ve 4’1l tensor ile temsil edilirse, sonugta ortaya cikan fizik
denklemleri Lorentz doniisiimii altinda otomatik olarak degismez (invaryant) olacaktir - bu
denklemler agik¢a gorelidir. Konum-zaman bilesenleri x# (Yunan indisi p 0 ila 3 arasinda
degismektedir) dogal olarak 4'lii-konum vektdriiniin kontrovaryant bilesenleridir, ¢linkii bunlar

konum-zaman vektériiniin temel eksenlere genlesme katsayilaridir, x = x*e,

x* = (x% xt, x2,x3) = (ct, x,y,2). (2.80)
Minkowski uzay-zamani i¢in uzay-zaman aralig;

s2=—=(x9% 4+ (1) + (2 + (x®)? = nxtx? (2.81)

Bu deger her eylemsiz gozlemciye gore ayni degere sahiptir. Bu, diiz Minkowski uzayina ait

metrigi tanimlarken yorumlanabilir,

v =diag(=1,1,1,1) = ny, (2.82)
Bir Lorentz dontisiimiinde, yeni bilesenler énceki bilesenlerle iliskilidir:

xH - x'" = [L]xY (2.83)

Ozel olarak, +x yoniinde v hizina sahip bir artis icin

ct’ y By 0 0\ /ct
xl — _IBV Y 0 0 X 2.84
y' 0 0 1 0]\Y (2.84)
z' 0 0 0 1 z

v 1 . . o] Jrss o
B = —vey =i dir. Metrik (2.82) tarafindan verildiginden, kovaryant yer degistirme

vektori:
Xy =MNx” = (—ct,x,y,2) (2.85)

Kontrovaryant ve kovaryant bilesenler arasindaki biiziilme degismez araliktir ve 6z-zaman t ile

iliskilidir:
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s? =xtx, = —c*t* + x® +y* + 2% = —c*7% (2.86)

2.2.5. Uzay-Zamanin Egriligi ve Riemann Uzay1

Egri bir uzaydaki her kii¢lik bolgeye bir diiz uzay olarak bakilabilir, yani yerel olarak bir
metrik her zaman bir diiz uzay metrigi ile betimlenebilir. Metrigin bu koordinat baglhiligi, metrik
degerin bir egri uzayin temel 6zelligini temsil edemedigini gosterir. Bununla birlikte, egri uzayin
6ziinil temsil eden egrilik ad1 verilen ve metrigin tiirevini iceren matematiksel bir nicelik s6z
konusudur: Uzay sadece ve sadece egrilik sifir degilse egridir ve ayrica, Oklid bagintilarindan
sapmalar her zaman egrilik ile orantilidir [6].

Egri uzay-zaman kiitle ¢ekim alani ise, onun egriligi nedir? Bu egriligin fiziksel tezahiiri

nedir? Egrilik kiitlecekimin GR denklemlerine nasil giriyor?

Genel goreliligin en devrimci oOzelliklerinden biri egri uzayda (aslinda egri uzay-
zamandan) yaptig1 temel kullanimdir. Her ne kadar herkes sezgisel olarak egri bir yiizeyin ne
oldugunu, hatta neye benzedigini biliyor olsa da, genellikle bu fikrin ii¢c hatta daha yiiksek
boyutlara nasil genellenebilecegi konusu sasirticidir. Bunun temel nedeni, 3-uzaysal
koordinatinin biikilebildigi bir 4-boyutlu uzayin gorsellestirilememesidir. S$imdilik 2 boyutlu
varliklarin diinyalarinin egriligini nasil kesfedecegini gérelim. Ug farkh yiizey bolgesi tiiriiniin
prototipi olarak bir diizlemi, kiireyi ve bir semeri diisiiniin. Uygulamada bu ytiizeylerden bir daire
kestiginizi diisiiniin. Sonra biz (ya da diiz insanlar) hem ¢evre C'yi hem de bu dairelerin alani A'y1
olcebiliriz. Diizlemde her zamanki “Oklidyen” degerlerini C = 2nr ve A = nr? olarak alinz.
Kiirede C ve A icin daha kiiciik, eyerde ise daha biiyiik degerler elde ediyoruz. Ornegin, bu
cemberleri kesip diizlemde diizlestirmeye calistigimizda bu belirginlesir: kiiresel bashigin

yirtilmasi gerekir (¢ok az alana sahiptir), eyer bashigi katlanir (¢ok fazla alana sahiptir).

O
NI

Just right Too little Too much

T

Sekil 2.3. Cesitli Ylizeylerde Bir Halkanin Cevresi ve Alani [6].
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Egri uzay, Riemann geometrisi denilen bir matematik dalindaki teoremlerle ele alinir. Egri bir
ylzeyde Kartezyen koordinatlar1 diizlemde oldugu gibi ayarlayamayiz. Eger yapabilseydik
kendiliginden bir diizlemimiz olurdu. Baz1 ylizeyler simetrileri ile diizlem veya kiire (6rnegin, bkz.
Sekil 2.4) gibi noktalari belirtmek icin genellikle enlem (x) ve boylami (y) sectigi gibi "dogal" bir
koordinasyon gosterir. Genel bir yiizeyde iki koordinat cizgileri ailesini 'boyayabilir’ ve sirasiyla
x =..,—2,—-1,0,1,2,.vey =...,—2,—1,0,1, 2,... olarak etiketleyebilirsiniz, ve bunlardan biri,
istedigi kadar ince sekilde bir kez daha bélebilir. Ortaya ¢ikan koordinat 6rgiisii ortogonal olabilir

veya olmayabilir.

Eger yiizeyin, 3 boyutlu Oklid uzayma (X, Y, Z) koordinatlar ile gémiildiigiinii hayal edersek

[bakiniz Sekil 2.4 (c)], o zaman ylizeyin “parametrik “ denklemleri soyle verilir:

X=X(x,y), Y =Y(x,y), Z=7Z(x,y) (2.87)

Ornegin, orijinde merkezlenmis bir a yaricaph kiire su bagintilar1 saglar:

X =asinxcosy, Y =asinxsiny, Z =acosx

(a)
Sekil 2.4. Koordinatlari1 Dogrusal ve Egrisel Olan Yiizey Modelleri [6].

Oklid uzayindaki komsu noktalar arasindaki mesafe,

do? =dX?+dY? +dz? ,

olarak verildigi icin, yiizeydeki mesafeler soyle olur:

do? = (X;dx + X,dy)? + (Yidx + Yody)? + (Zydx + Z,dy)?, (2.88)

Alt indisler 1 ve 2, sirasiyla x ve y'ye gore kismi tiirevi belirtir. A¢ik olarak (2.88) su bigimdedir:

do? = E dx? + 2F dx dy + G dy? (2.89)
burada E, F, G x ve y'nin belirli fonksiyonlardir. Kiire durumunda, 6érnegin, bu yéntem sunu verir.
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do? = a?dx? + a? sin? x dy? (2.90)

Bu da dogrudan temel geometri ile anlasilabilir. Karesi alinmis diferansiyel uzaklik do? (2.89)’ da
oldugu gibi, ylizey koordinatlarinda homojen bir kuadratik diferansiyel bicimde verildiginde,

da?'nin bir Riemann metrik oldugunu ve Karsilik gelen yiizeyin Riemann oldugunu séyleriz.

2.2.6. Kiitlecekimi Olarak Geometri

Herhangi bir fiziksel olgunun geometrik bir kurami veya geometrik bir tanimi, fiziksel
0l¢lim sonuglarinin dogrudan uzay ve zamanin temel geometrisine atfedilebilecegi anlamina gelir.
Einstein’in genel gorelilik kurami, kiitlecekimsel olgularin temel egri uzay-zamanin yansimasi
olarak atfedildigi, kiitlecekiminin geometrik kuramidir. Degismez (invaryant) bir aralik, asagidaki

bicimde verilen bir metrik araciligiyla uzay-zaman manifoldunun koordinatlariyla baglantilidir:

ds? = g,,dx*dx" (2.91)

Metrik g, 4x4'lik bir matristir. Gozlemciler 6l¢timlerini cetveller ve saatler ile yapmaktadir.
Boylece uzay-zaman manifoldu sadece olaylar arasindaki uzaysal bagintilari degil ayn1 zamanda
nedensel yapilarini da ifade eder. Ozel gorelilik (SR) icin, konumdan bagimsiz bir metrik Juv =
Nw = diag(—1,1,1,1) ile diiz bir uzay-zaman geometrisinde ¢alisiriz. Geometrik bir kiitlegekimi
kurami olarak Genel Gorelilik (GR), madde ve enerjinin uzay-zamanin egrilmesine neden
oldugunu varsayar ve kiitlecekimsel olgular egri uzay-zamanin bir sinama cisim iizerindeki
etkileridir.

Burada yiizyilin en 6nemli sorularindan biriyle karsilasiriz: Esdegerlilik ilkesi (EP)
tarafindan isaret edilen fizigin incelenmesi, goreli kiitlecekimsel alanin egri uzay-zaman oldugunu
onermek icin Einstein'i nasil motive etti? Bir hatirlatmada bulunmak faydal olacaktir:
Kiitlecekimsel zaman genlesmesinin EP fizigi neyi ifade eder? Farkli konumlarda farkl
kiitlecekimsel ¢(x) potansiyellerine sahip olan saatler farkli hizlarda g¢alisirlar. Farkli hizlarda
calisan karmasik bir saat semasiyla ¢alismak yerine, bu fiziksel olguya, acik olmayan bir metrigi
gosteren geometrik bir yorum getirilebilir: g,,,, # 7,,. Yani, ayni fiziksel durumu tanimlamanin
daha basit bir yolu, & = 0 da standart bir saat olarak kararl bir saati kullanmaktir. Bunun sabit
degeri t zaman koordinati olarak alinmistir. Boylece baska yerlerdeki saatlerle ol¢iilen d7(x)

zaman araliklari ile bu koordinat aralig1 dt karsilastirabilir. EP'ye gore sunu bulmaliy1z:

dr(x) = (1 + cpc(f )) dt (2.92)
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Buna geometrik yaklasim ile bakilirsa; 6l¢iim sonuclar1 egri geometrili bir uzay-zamani gosterir.

2
oo = — (1 + ¢(x)> ~ - (1 + Zq’(x)) (2.93)

c? c2

Bunun nedeni, (2.91), dx = 0 icin ds? = gy,dx°dx? degerine, 6z-zaman aralifina (durgun
cercevede zaman araligl) uygun oldugu ve asagidaki ifadeye yol agan degismeyen araligin sadece

2:

0z-zaman araligl ds —c?dt? oldugu bilgisine indirgemesidir.

(d1)? = —goo(dt)? (2.94)

(2.93) 'te ortaya ¢ikan sonug, kiitlecekimi varliginda metrik eleman gy¢' 1n, 99 = —1 diiz uzay-
zaman degerinden saptigini belirtir. Boylece kiitlecekimsel zaman genlesmesinin EP fiziginin
geometrik yorumu sunu soyler: Kiitlecekimi, uzay-zaman metrik elemani ggy,'1, -1'den x'e bagh
bir fonksiyona kadar degistirir. Kiitlecekimi uzay-zamanini egrilestirir- bu durumda onu zaman
yonlinde biiker. Ayrica, ggo, (2.93)'teki gibi Newtonsal kitlecekimi potansiyeli ¢p(x) ile
dogrudan bagintili oldugu i¢in, uzay-zaman metrigi g,,(x)"' in on bagimsiz bileseninin “goreli

kiitlecekimi potasiyelleri” oldugunu séyleyebiliriz.

(a) Ya (b) ct A (c) ct I
/| N~
0 > X — > X ol/\\ > Y
_________ > KX
X / ras

Sekil 2.5. Kiitlecekimin Bir Parcacigin Hayat Cizgisine Etkisi a) (x,y) Diizleminde Parcacik Egrisi
b) Parcaci@in Hayat Cizgisinin (x,y) Diizlemindeki izdiisiimii ¢) Zaman Ekseni ile Uzay-Zaman

Diyagrami Arasindaki Biiylik Mesafe [6].

Bir sinama pargaciginin kiitle cekim alaninin varliginda “diiz bir ¢izgi” izleyecegini duymak biraz
sasirticl goriinebilir. Ne de olsa, deneyimlerimiz bunun tam tersidir: Bir cismi firlatigimizda,
parabolik bir yoriinge izler. Einstein, parabolik yoriingenin aslinda diiz oldugunu mu sdyliiyordu?
Tim bu paradokslar 4-boyutlu uzay-zaman ile siradan 3-boyutlu uzay-zamani birbirine
karistirmaktan kaynaklanmaktadir. GR hareket denklemi bize bir deneme parcaciginin uzay-
zamanda bir jeodezi cizgiyi takip edecegini soyler ki bu artik 3-boyutlu uzaydaki bir jeodezi ¢izgi

degildir. Yani, bir parcacigin hayat c¢izgisi, genellikle uzaysal alt uzay icinde diiz bir yoriinge
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anlamina gelmeyen bir jeodezi olmalidir. Uzay-zaman diyagrami sekil 2.5. deki gibi parcacigin
yoriingesi basit bir 6rnek olarak degerlendirilebilir. Bir sinama pargacigin egik atis yaptigi
diistiniilirse (x,y) diizlemindeki hayat ¢izgisi Sekil 2.5. (a)’daki gibidir. Koordinat sistemine
zaman ekseni eklenirse, eksen cizgisi Sekil 2.5. (c)’deki gibi gerilir hatta diizlesir. Bu durum ct
degerinin biiylikligiinden kaynaklanir. Zaman eksenindeki bu diizliik ise kiitlecekim etkisinin

zayifligini gosterir.

2.2.6.1. Oklidyen-Olmayan Bagintilar

Egri uzayda, Oklid bagintilan artik gecersizdir, 6rnegin, kiiresel yiizeyin yiizeyindeki bir
licgenin i¢ acilarinin toplami artik 7 degildir, dairesel ¢evrenin yarigapa orami 2 degerinden
farklidir. Anlasildigi iizere, EP, geometrik 6l¢iimler arasinda Oklid dis1 bir bagint1 ifade eder. Bunu
basit bir 6rnekle gosterebiliriz: Silindirik bir oday1 kendi ekseni etrafinda yiiksek hizda dondiiriin.
EP'ye gore bu hizlanma durumu bir merkezkac¢ kiitlecekim alanina esdegerdir. (Bu, “yapay
kiitlecekimi” liretmenin bir yoludur.) Boyle donen bir cergeve icin, 6zel gorelilikteki uzunluk
biiziilmesi nedeniyle, hizin radyal yone dik olmasindan dolay1 degeri degismeyen “yaricapin 2m
kat1” olan cevre artik silindirin dairesel cevresine esit olmayacaktir. Bu nedenle Oklid geometrisi
kiitlecekimi varhiginda artik gecerli degildir. Ozetle, EP'ye gére dénen cerceve Kiitle ¢cekimli bir
cercevedir; 0zel goreliligin uzunluk biiziilmesine gore; dénen cer¢evenin yaricapi ve cevresi
arasinda Oklid dis1 bir baginti vardir. Bu nedenle, kiitlecekiminin varhginin Oklid dis1 bir

geometriye yol actigini soyleriz.

Sekil 2.6. EP'nin Donen Cergeveye Uygulanmasi [5].

Egri bir uzayda kiiciik bir yerel b6lge her zaman yaklasik olarak diiz bir alan olarak tanimlanabilir.
Bu bolgede, kiitlecekimi olmadigi icin 6zel gorelilik (SR) gecerlidir ve metrik diiz Minkowski
metrigidir. Genel gorelilik (GR), SR olarak ayni yerel 1s1k-konisine sahiptir:
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ds? < 0zamans), ds? > 0uzayimsi ve ds? = 0,1sinims1. Yerel diiz ve yerel eylemsizlik

cerceveleri arasindaki baginti, uzay-zaman egriliginin bilinen gel-git kuvvetidir.

2.2.7. Kiitlecekim Alani Olarak Egri Uzay-Zaman

Bir kaynak ve bir deneme pargacigi arasindaki etkilesimin, bir alan kurami betimlemesi
taniminin iki asamali bir agiklama oldugunu hatirlayin. Bir uzaktan kuvvetteki anlik harekete
dogrudan etki eden kaynak pargacik yerine, kaynak her yerde bir alan yaratir ve daha sonra alan

yerel olarak deneme parcacigina etki eder. ilk adim,

Kaynalf —> Alan e Test Parcacigi
Parcacigi Alan Hareket
Denklemi Denklemi

Sekil 2.7. Bir Kaynak ve Bir Test Parcacik Arasindaki Etkilesme [5].

kaynak dagilimi géz oniine alindiginda alami1 her yerde belirleyen alan denklemi ile verilir.
Elektromanyetizma séz konusu oldugunda bu Maxwell denklemleridir. ikinci adim, alan
fonksiyonu bilindiginde, sinama parc¢acigin hareketini bulmamiza izin veren hareket denklemi ile

saglanir. Elektromanyetik hareket denklemi dogrudan Lorentz kuvvet yasasindan gelir.

2.2.7.1. Newton Kiitlecekimi Alan1

Newton'un Kkiitlegekimi kuramindaki alan denklemi, kiitlecekimi potansiyeli @(x)

cinsinden yazildiginda su ifadeyi verir:

V2D = 4nGyp (2.95)

Burada G, Newton sabitidir ve p kiitle yogunluk fonksiyonudur. Newton kurami, zamanin evrimi
icin bir agiklama saglamadigi icin dinamik bir alan kurami degildir. Yani, bazi alan kuramlarinin

statik siniridir, bu nedenle alan yayilimi yoktur. Newton'un hareket denklemi soyledir:

d?*r

Einstein'in listlendigi gorev, bu iki esitlik kiimesinin goreli genellemelerini bulmakti. Gorelilikte,

uzay ve zaman esit durumda ele alindigindan, basarili bir goreli plan kendiliginden dinamik bir

kuram da verecektir.
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2.2.7.2. Goreli Kiitlecekimsel Alan

Yukaridaki tartisma EP fiziginin geometrik dilde tanimlanabilecegini géstermektedir.
Ortaya ¢ikan matematik, egri bir uzay-zaman tanimlamakla ortiismektedir. Dolayisiyla, goreli
kiitlecekim alaninin egri uzay-zaman oldugunu sdylemek daha basit ve daha dogrudur. iki
parcacik arasindaki kiitle ¢ekim etkilesiminin etkisi, deneme kiitlesinin hareketini etkileyen egri
bir uzay-zamana neden olan kaynak kiitle olarak betimlenebilir. Yani, daha gii¢lii bir sekilde ifade
etmek gerekirse, EP uzay-zamanin bir metrik yapisini gerektirir ve parcaciklar boyle bir egri

uzay-zamandaki jeodeziyi takip eder.

Sekil 2.8. Aralarinda Azalan Mesafe ile iki Parcacigin Yériingeleri [5].

Bir kiitle ¢ekim alanini temsil etmek icin bir egri uzay kullanma olasiligy, bir 2D egri yiizey iceren
yukaridaki 6rnekte gosterilebilir. Kiiresel yiizeydeki iki kiitle ekvatorda baslayarak boyuna biiyiik
cemberler tarafindan temsil edilen iki jeodezi hat boyunca hareket ederler. ilerlerken,
aralarindaki mesafe azalir. Sekil 2.8.de bunu, aralarindaki gekici bir kuvvete veya sadece
yoriingelerinin birlesmesine neden olan egri uzaya baglayabiliriz. Yani, iki yakinsak pargacik
yoriingesinin bu olgusu, ya cekici bir kiitlegcekim kuvvetinden ya da uzayin egriliginden
kaynaklanabilecegi diisiiniilebilir. Sonugta, goreli kiitlecekim denklemlerini yazacagiz. Einstein’in
yaklasiminda, bu diferansiyel denklemlerin temel bir egri uzay-zamani yansittig1 diisiintilebilir.
Einstein, EP fenomenolojisi calismasina dayanarak, egri uzay-zamanin ¢ekim alani oldugu fikrine

kavramsal bir atihim yapti (mantiksal bir ¢ikarim, fakat yine de sasirtici bir atilim).

Kaynak - > Egri Uzay — > Test Parcacigi
Einstein Jeodezik
Alan Denklemi Denklem

Sekil 2.9. Parcacigin Hayat Cizgisi [5].
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Kiitle / enerji kaynagi, deneme pargaciginin hareketini belirleyen egri bir uzay-zamana yol acar.
Muhtemelen deneme pargaciklari, egri manifoldda miimkiin olan en kisa ve en diiz egri boyunca
ilerler. Boyle bir cizgi jeodezi egridir. Bu nedenle GR hareket denklemi, jeodezi denklemdir. GR
alan denklemi, kiitle/ enerji dagilimini uzay-zaman egriligi ile iliskilendiren Einstein denklemidir.

Madde ve enerji arasindaki iliskinin degisimi, geometrinin degisimi olarak yansitilir.

2.2.8. Genel Goreli Hareket Denklemi Olarak Jeodezi Denklem

Juv (x) metrik fonksiyon egri uzay-zamaninin geometrisini tamimlar. GR'de kiitle/enerji
kaynag], alan denklemi tizerinden metrik fonksiyonu belirler. Yani, g,,,,(x), GR alan denkleminin
¢ozimudur. g,,(x) biliniyorsa sinama pargaciginin hareket denklemi yazilabilir. Sinama
parcaciginin bu uzay-zaman diliminde, daha dnceden de belirtildigi gibi miimkiin olan en kisa ve
en diiz yoriinge olan jeodezi egriyi izlemesini beklemek dogaldir. Dolayisiyla, hareketin GR
hareket denklemi jeodezi denklem ile ortiismelidir. Uzay-zamandaki bir noktanin bir olay
oldugunu ve yoriingenin bir hayat cizgisi oldugunu unutmamaliy1z. Jeodezi denklem,
kiitlecekiminin etkisi altinda bir sinama parcaciginin takip edecegi hayat cizgisini belirler. Uzay-

zamandaki jeodezi denklem:

— ¢V ————x"xP =0 2.97
— i 297)

Burada x* = x# (o) ile o egrilik parametresidir ve x* = dx"/do .
Jeodeziyi daha sonra mimkiin olan en diiz egri olarak yorumlamamizi kolaylastiracak daha
simetrik bir bi¢im tasarlayabiliriz. Birinci terimin tiirevinin alinmasi ve metrigin o'ye

bagimhiliginin tamamen x# (o) vasitasiyla olduguna dikkat edin:

g d?xv N 09, dx* dx” _10ga, dx? dxP _
® dg?2 = 9x* do do 2 d0x* do do

(2.98)

ikinci terimdeki ¢arpim (dxl/da)(dx"/da),lve v indislerinin degis-tokusuna gore simetrik

oldugundan, bunun katsayisinin tek simetrik kismina su terim girebilir:
l ag,uv n ag;w
2\ ax*  oxv

Bu yonden jeodezi (2.97) denklemi (tekrarlanan tabani indisler yeniden etiketlendikten sonra)

su bicimde ifade edilebilir:
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d*x dx? dxP B

o Ty T (299)
1[0g2. 99 99,
v _ U pr P
IuwTip = 2| dxP  9xAr  OxH (2.100)

Metrik tensoriin ilk tiirevlerinin bu 6zel bir bilesimi olan F){’p, Christoffel sembolii (baglanti olarak

da bilinir) olarak adlandirilir. Bununla, kiitlegekim alani verildiginde yani g,,,, (x) ve Flf‘ 1 (x) uzay-
zaman fonksiyonlari biliniyorsa , (2.99) bir sinama pargaciginin boyle bir alanda nasil hareket
edecegini anlatir. Bu uzay-zamanda miimkiin olan en kisa ve en diiz yoriinge izlenecektir, bu da

parcacigin hayat ¢izgisi ya da jeodezidir.

2.2.9. Genel Gorelilikte Tensorler

i Egri uzayda koordinat doniisiimleri zorunlu olarak konuma baghdir. Yine de, genel
gorelilikte (GR) kullanilan tensorler, tiirev sz konusu olmadikga, 6zel gorelilik (SR) ile
temel olarak aynidir.

ii. Normal tlirev operatoriine baska bir terim ekleyerek (Christoffel sembolleriyle ilgili),
uygun tensor tiirevleri iireten bir “kovaryant tiirev” olusturabiliriz.

iil. Christoffel sembolleri ve ilk metrik fonksiyon tiirevleri arasindaki bagint1 Denk. (2.100)

yeniden kurulmustur.

iv. Paralel tasima kavramini kullanarak, kovaryant tiirevin geometrik anlami daha da a¢iga
kavusturulur.
V. n-boyutlu bir uzay icin egrilik tensori, bir vektoriin kapali bir yol etrafinda paralel

tasinmasiyla elde edilir.

Daha once de ifade edildigi gibi diiz uzayin aksine, egri bir uzaydaki taban vektorlerin konumdan
konuma degismesi gerekir. Bu, koordinat déniisiimlerinin mutlaka konuma bagli olmasi gerektigi
anlamina gelir. Sonug¢ olarak, siradan tensor tiirevleri, 6nemsiz skalerler harig, artik tensér
degildir. Bununla birlikte, tensor tiirevlerinin elde edilmesi i¢in "kovaryant tiirev islemleri” insa
edilmelidir. Paralel tasima geometrik kavrami, iki boyutlu (2D) bir uzayin Gauss egriligini,

Riemann egrilik tensoriine rastgele boyutlarda egri bir alana genellestirmek i¢in kullanilacaktir

[5].
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Bu kesim basinda belirtildigi gibi genel gorelilikte (GR) kullanilan tensorler, temelde tiirev
s6z konusu olmadikga, 6zel gorelilik (SR) ile aynidir. Bu fark, egri bir uzayda koordinat
dontisiimlerinin mutlaka konuma baglh oldugu gercegini yansitir. Bir tensoriin tirevinin artik
tensor olmayan bir nicelikle sonuglandigi bulunur. Bu, goreli denklemlerin tensér denklemleri
olmasi gerektigi icin ciddi bir problem teskil eder. Bunun iistesinden gelmek icin, bu béliimde
tensor ozelliklerini bozmayan ve goreli fizik denklemlerine sahip olmamiza izin veren “kovaryant

tiirev” i tanitiyoruz.

2.2.9.1. Genel Koordinat Doniisiimleri

SR'deki koordinat déniisiimleri (Lorentz dontisiimleri) konumdan bagimsiz “evrensel
doniisiimler” dir. Donme agilari ve ylikseltme hizi her uzay-zaman noktasi i¢in aynidir. Ayni aciy1
dondtriiyoruz ve her yerde ayni hizla ilerliyoruz. GR'de konuma-bagh “yerel doniisiimler” ile
genel koordinat donilisiimii ile ilgilenmeliyiz. Bu konum baghlig, egri uzayda {eu} taban
vektorlerinin mutlaka noktadan noktaya degismesi, konuma bagh metrik fonksiyonlara yol

acmasi gerektigi ile ilgilidir:
Iuv = [eu(x). €, ()] = gy () (2.101)

SR'deki (Lorentz déniisiimleri) koordinat déniisiimleri, s? = Juvxtx¥ ayrimini degismez birakir.
Egri bir uzayda, tabanlar ve metrik mutlaka noktadan noktaya degisebilir. Egri bir uzay yerel

olarak diiz oldugu icin, bu koordinat doniisiimi yapilabilir:
dx'* = [L]}dxY (2.102)

Bu ifade invaryant sonsuz kiiciikliikte bir uzunluga yol acar:
ds? = g,,dx*dx” (2.103)

Bu, belirli bir koordinat sistemi i¢in metrik fonksiyonlari tanimlar. Simdi tiirev bagintisini

hatirlayalim:
| Ox
dx'* = W dx (2104)

(2.102) ve (2.104) "iin karsilastirmasi, koordinat dontisiimiiniin kismi tiirevlerin matrisi olarak

yazilabilecegini 6nerir:

[L]* = (2.105)
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Yani, kontrovaryant bir vektor icin déniisiim séyle yazilabilir:

ox'#

axv

VE > Vi =——pY (2.106)

Daha agik olarak, (2.106) 'daki bagint1 su sekilde yazilabilir.
o 0x'°/0x° 9x'0/ax* 9x'°/dx* 9x'°/dx3\ /po0
vty /6x’1/6x° ox't/oxt o0x'1/0x? 0x’1/0x3\| yl

V'? \ax’z/axo ox'?/oxt 0x'?/0x? 0x’2/0x3/ V2

46 9x"3/9x° 9x"3/oxt ox'3/ox% 9x'3/9x3/ \V3

Del islemcisi kovaryant bir vektor olarak doniisiir,

0 _ 2.107
dx'e  “Hgxv (2107)
Tirevin zincir kurali tanimlamaya yol agar.

L)Y = 0x” 2.108
[ ]Il T 9x ( : )

[L][L] = 1 oldugu agiktir ciinkii (ax”‘/ax”)(ax’l/ax”‘) = §}. Herhangi bir kovaryant bilesen

icin, su doniisiime sahibiz

doxV

{Vu}'niin kovaryant bilesenler olarak adlandirilmasinin nedeni, taban vektoérlerle ayni sekilde

doniismeleridir:
. oxV
e, e, = Eix_’“ev (2.110)

kontrovaryant bilesenler ise tersine doniisiir. Hem kontrovaryant hem de kovaryant indislere
sahip genel bir tensor, kontrovaryant ve kovaryant vektorlerin dogrudan carpimlari olarak

dontstr. T/{.‘T”w AMBY ...C; ... En basit karma tensor doniisiimii soyledir.

axt ax'#
u mo_ P
Tv 4 Tv = ax’val (2111)

Yine, sonsuz kiiglik aralik olan (2.103) ifadesini degismez birakan GR koordinat dontisiimleri

yerel Lorentz doniistimleri olarak goriilebilir-Lorentzian'dir ¢ilinkii bunlar uzay-zaman
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uzunlugunu koruyan donilistimlerdir; yereldir ¢linkii fizik denklemlerinin her uzay-zaman
noktasinda bagimsiz doniisiimler altinda kovaryant olmasi gerekir. GR'deki tensorler belirli
dontlisim o6zelliklerine sahip nesnelerdir, bdylece tensér denklemleri bicimlerini genel

doniisiimler altinda tutar. Bu sekilde bu denklemler otomatik olarak gorelidirler.

2.2.9.2. Kovaryant Tiirev

Yukaridaki tartisma tensorler arasinda diiz ve egri uzayda hicbir temel fark olmadigi
anlamina gelebilir. Ancak asagida gosterecegimiz gibi, tiirev s6z konusu oldugunda bu boyle
degildir. Vektor bilesenlerinin siradan tiirevleri, tensor degildir. Egri uzayda, tiirev 9, V# bir

tensor degildir. d,, ve V#'nin uygun vektorler olmasina ragmen (2.107)ile gosterildigi gibi,

, dx*
a# 4 a# = ax—,ﬂal (2112)
ve (2.106) d,V* kombinasyonlar: hala dogru bir sekilde déniismemektedir.
O VE -y axt ax' .70
VHE =0, V'H = mm LV (2.113)

Gerektirdigi gibi (2.111) ve (2.106) 'min her iki tarafinda da 9, = (9/0dx"") tiirevleyerek bunu

gorebiliriz.

y— ) <6x’“ p) dx* dx'* 9%x'H
YR =

= —_— 14 -
axV \ 9xP 9% axr OV 550 (2.114)

Burasi (2.112) kullanildig1 yerdir. (2.113)'lin sag tarafina kiyasla ek bir terim daha vardir.

a [ox'*
ax—,v 5P *0 (2115)

0, V# nin dontisiim zorlugu, koordinat déniistimiiniin konuma baghhiginin dogasi ile ilgilidir. Bu
nedenle, esas problem egri uzayin hareket eden tabanlarinda e* = e#(x) yatmaktadir. Daha agik
bir ifadeyle, tensor bilesenleri, tensoriin V* = e#.V taban vektorleri lizerine izdiisimi oldugu

icin, hareketli tabanlar d,e* # 0 tiirevdeki ekstra terimi iiretir:

9, VH = ek (3,V) + V. (d,e") (2.116)
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Denklemin goreli olmasi i¢gin, koordinat doniisiimleri altinda degismeyecek sekilde tensor
denklemlerine sahip olmamiz gerekir. Bu nedenle, kovaryant fizik denklemlerinde kullanilmak

lizere bir kovaryant tiirev D,, ariyoruz. Boyle bir tlirev, bir tensor verecek sekilde olusturulur:

D,V# = DLV =

p
I 9xP D,V (2.117)
Asagida gosterilecegi gibi, (2.116) 'nin sagindaki ilk terim, sadece bu istenen kovaryant tiirev
terimdir. Skaler fonksiyonun tiirevleri, skaler tensér tabanlara bagh olmadigindan karmasik
degildir:

ax*
b — 0,9 = ax—,ua,lq) (2.118)

Benzer sekilde, V vektoriiniin tiirevleri (bilesenlerinin degil) diizgiin bir sekilde doniistir, ¢ciinkii

V koordinattan bagimsizdir:

A
D, V¥ =9, V* +Th VA (2.120)

Bu nedenle, kovaryant tiirev liretmek icin normal tiirev d, V# baska bir terimle desteklenmelidir.
Bu ikinci terim taban vektdrlerin konum baghligim1 dogrudan yansitmaktadir. d,,V# ve FflV)‘
dogru doniisiim o6zelliklerine sahip olmasa da, kendi doniisiimlerinden iiretilen istenmeyen
terimler birbirlerini yok eder, boylece D, V# toplamlari iyi bir tensordiir. (2.120) 'nin ters vektori

V# ile karsilagtinldi§inda, V, 'ntin bir kovaryant vektort icin kovaryant tiirevi su bigimi alr:
DV, =8,V - T}V, (2.121)

Dogrudan VHU, iiriiniiyle ayni sekilde déniisen T} gibi karma bir tensér, bir kovaryant tiirev

icerecektir.
D, T} = 8,T) =TT + T, T¢ (2.122)
Bir 6rnek olarak, (kovaryant) metrik tensor g, 'niin kovaryant tirevi:

Daguv = 029y — F)Lpﬂgpv - F,’ﬁ;gup (2.123)
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2.2.9.3. Christoffel Sembolleri ve Metrik Tensor

Christoffel sembollerini d, e# icin acilim katsayilar: olarak tanittik. Bu kesimde Ffa ile
metrik tensoriin birinci tiirevi iliskilendirilecektir. Bu bagintiy tiiretmek i¢in 6nce F# 4 hin 6nemli

bir 6zelligini belirtmemiz gerekir. Asagidaki baginti gecerlidir:

re,=r. (2.124)

Yani, bu tensor iki alt indisin degis tokusuna gére simetriktir. Metrik tensér kovaryant olarak

sabittir, yani:

Daguy =0 (2.125)

Bunu kanitlamanin bir yolu, metrik ifadesini taban vektorler cinsinden kullanmaktir:
Juv = €y.e, ve I'nin: d,e, = +Flfvep
a,l(eu. ev) = (aleu). ey, +e,.(0zey)

=Tyee +Tre.e, (2.126)

Metrik tensorler cinsinden yazilinca bu baginti s6yle olur
09w — T5u9ov = ThyGup = Daguy = 0 (2.127)

Indisleri ¢evrimsel izin verilen indisler ile degistirerek (2.127)'nin birkag cesidini kullanmaya

baslariz:
D =0 ~Tf g, =T, gu, =0
A9uv 29w — 13u9pv — v Gup )
Dvg/l,u = avg/lu - Ffagp,u - Ffug)lp =0, (2.128)
_Dugv)l = _a,ugw'l + F/fvgpl + F;Agvp =0.

Bu tli¢ denklemin toplanmasi ve (2.124)'lin simetri 6zelligini kullanarak sunu elde ederiz:

029y + 0y 9oy — 0uGva — 2Tp, Gup = 0 (2.129)

veya esdeger formunda:

A 1 Ap
Ty = 79 [avgﬂp +0,9vp — apgw]. (2.130)
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F#A ifadesini “metrik tensoriin birinci tiirevi” olarak gosteren bu bagintiya “Riemann

geometrisinin temel teoremi” denir, bu bagintiya ise Christoffel sembolii denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde tez calismasinda ortaya konulan problemin ¢6zlimlerini elde etmek icin
kullanilacak yontemi tanitmak amaciyla literatiirde benzer yontemlere yer veren calismalar

tanitilacaktir. i1k olarak goreli parcacik denklemlerinin egri uzaydaki ifadeleri tanitilacaktir. Daha
sonra spin-0, % ve 1 pargaciklar1 temsil eden Klein-Gordon, Dirac ve DKP denklemlerinin

¢ozlimlerinin elde edildigi baz1 6érnek calismalar verilecektir. Bu ¢alismalarda ayrica pargacik
yaratma olgusu da irdelenmistir. Bu nedenle parg¢acik yaratma olgusunun tartisimasi icin

Bogoliubov doniisiim yontemi tanitilacaktir.

3.1. Egri Uzayda D1s Alanlarin Varliginda Géreli Parcacik Denklemleri

Kitlecekimin bir kuantum alan kuraminin heniiz yazilamadigi onceki boliimlerde
belirtilmisti. Kuantum kurami ve kiitlecekimini birlestiren bir kuramin olusturulmasi modern
kuramsal fizigin en Onemli problemlerinden birisidir. Tetrode-Weyl-Fock-Ivanenko
prosediiriiniin spin doniisim o6zelliklerine genisletilmesiyle kovaryanslik ilkesi ve tetrad
formalizmi kullanilarak genel gorelilige uyan goreli denklemleri yazmak miimkiin olmustur.
Kiitlecekimsel etkiler atomik olcekte c¢ok zayif olmasi sebebiyle onemli degildir, ancak
karadeliklerin parcacik yaratmasi gibi bircok astrofiziksel olgu i¢in kiitlecekimsel etkilerin baskin
rolii nedeniyle hesaba katilmasi gerekir. Bununla beraber, tek parcacik durumlar dikkatlice
calisilmadig stirece kiitlecekim kuramini ve kuantum kuramini birlestirilmek anlamli degildir. Bu
baglamda egri uzayda kuantum etkileri analiz etmek icin, kozmolojik artalanlarda goéreli par¢acik
denklemleri g6z Oniine alimir. Parcaciklarin davranisini elde etmek icin denklemlerin tam
¢oziimlerinde bazi kisitlamalar uygulanmistir [10]. Egri uzayda, dis alan varliginda goreli

parcacik denklemlerinin kovaryant bicimi asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 3. 1. Goreli Parcacik Denklemleri.

Goreli Denklem Matematiksel Bigimi Temsil Ettigi Goreli Tanecik
Klein-Gordon g“ﬁvavﬁtb —(m?+&R)P =0 Kiitleli-Spinsiz : h,rt
Dirac Denklemi [y“(@u —-I, - ieAﬂ) + im]l/) =0 Kiitleli-Spin-1/2:e~,u~,p*,n", ...

DKP Denklemi [iﬁ”(aﬂ -2, +ed,) - m]‘{’(t, %) = 0 | Kiitleli-Spin-1 ve-0: w¥, 2%,y

44



Niliifer PARLAK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

Bu denklemlerin Minkowski uzay1 i¢in betimlendigi fiziksel sistemler hakkinda Bo6lim 2’de
ayrintili bilgi verilmisti. Burada ise goreli denklemlerin egri uzaydaki bicimleri verilerek, dis
alanlarin varliginda analitik ¢6zlimlerinin elde edildigi bazi ¢alismalar orneklendirilecektir.
Coztuimler ve sonuglar ayrintilara girilmeden tartisilmistir. Gerekli ayrintilar ana kaynaklarindan
izlenebilir.

Analitik ¢6ziimlere gegmeden 6nce bir sonraki kesimde pargacik yaratma siirecinin tartisilmasi

icin kullanilacak Bogoliubov doniisiim yontemi hakkinda kisa bir bilgi verilecektir.
3.2. Bogoliubov Doniisiim Yontemi

Egri uzayda yaratilan parcacik spektrumunu hesaplamak icin gesitli yontemler
kullanilmaktadir. Bunlar Hamilton kdsegenlestirme yontemi [11], Feynman yol integrali yontemi
[12], Green fonksiyonlar1 yaklasimi [13], yari- klasik WKB yaklasimi [14], adyobatik yontem [15]
ve burada kullanilacak olan Bogoliubov déniisiim yontemidir [16].

Bogoliubov doniisiim yonteminde (BDY), par¢acik yaratma sayisi yogunlugu, tam kip
¢ozlimlerine dayanan Bogoliubov katsayilar1 tanimlanarak hesaplanir. Pargacik denklemi igcin
elde edilen analitik ¢oziimler parcacigl temsil etmek icin alinacak tek ¢oziimler degildir. Bu
¢ozlmleri diger ¢oziimlerle iliskilendirmek icin Bogoliubov katsayilar: kullanilir. Bu ydntemin
felsefesi, elde edilen kip c¢oziimleri sonsuz geg¢mis ve sonsuz gelecekteki c¢oziimlerle
iliskilendirmektir. QFT'de alan denkleminin ortogonal ¢o6ziimleri, kip ¢oziimleri cinsinden

asagidaki gibi yazilir [7]:
Y= Z(anrn + a};‘rfl) = Z(bklfk + b,IYk*) (3.1)
n k

Burada 7 ve Y Kkip c¢ozimleridir ve aralarinda (‘L’i,‘[j) = 6y, (Tf,rj“) = 6y, (TL-,TJ’-") =0 ve
(Yi,lg) = &;j, (Yi*,lg*) = &y, (Yi,Yj*) = 0 bi¢iminde verilen bagintilar vardir.
Kip coziimleri tamlik 6zelligini sagladigindan, birbirleri cinsinden genisletilebilirler. a}:, b;g ve

an,, by sirasiyla yaratma ve yok etme islemcileridir ve asagidaki ifadelerle iliskilendirilirler:
an = Z(“knbk + ﬁl:nbl-cr) (3.2)
k

bie = ) (tintn — Binc}) (3:3)
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Apn Ve Bin, Qi = (Yi,rj), Bij = —(Yi, Tf), bagintilar ile degerlendirilen Bogoliubov katsayilari

olarak tanimlanir. Bogoliubov katsayilar1 asagidaki bagintilar saglar:
D (@it = Briia) = (34)
i

D @nifis = Buittia) = 0 (35)

Fock uzayinda iki farkli vakum durumu, |0,) ve |0,), (3.1) 'deki her bir pargacik kavramiyla

iliskilidir ve hepsi n ve k icin asagidaki gibi tanimlanabilirler:
[0g) : @n| 0g) =0 (3.6)
|04) : by| 0p) = 0 (3.7)

|0,) dogal bir vakum olarak secildiyse, |0,) cok pargacikli bir durum olarak kabul edilir. Daha

sonra |0,) durumundaki ¥,,-modlu parcaciklarin sayisi asagidaki baginti1 yardimiyla verilir:

(Oalbgbkloa) = Zlﬁknlz (3.8)

Eger 7,,(x) modlari pozitif frekans modlari ve ¥;,(x) modlarida bunlarin gizgisel bilesimi ise, o
zaman fj; = 0 olur. Bu durumda, b, |0;) = 0 ve a;|0,) = 0 olur. Boylece 7; ve ¥} modlar: ortak
bir vakum durumunu paylasir. Eger . # 0 ise, ¥ pozitif —7; ve negatif —7; frekans modlarinin
bir karisitmini icerir, yani a;|0,)'ya dayanan Fock alani, by|0,)'yi temel alan Fock alani ile

iliskilendirilir.
3.3. Egri Uzayda Dis Alanlarin Varhiginda Parcacik Yaratma Siireci

Bu kesimde yukarida tanitilan her bir parcacik denkleminin dis alanlarin varliginda tam
¢oziimleri elde edilecektir ve fiziksel bir uygulama olarak parcacik yaratma siireci tartisilacaktir.
Her bir denklem i¢in ele alinan dis alanda c¢oziimler belirlendikten sonra, bu c¢oziimlerin
hangilerinin ic¢, hangilerinin dis vakum ¢6ziimlerini temsil ettigi belirlenmelidir. Bu etiketleme
icin yari-klasik H] denkleminin c¢oziimleri kullanilabilir. Bu nedenle KG, Dirac ve DKP
denklemlerinin ¢alisilan egri uzay ve dis alanda ¢éziimleri belirlendikten sonra, ilgili artalan ve

dis alan i¢in HJ ¢oziimleri de tiiretilecektir.
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3.3.1. Klein-Gordon Denklemi ve Skaler Parcacik Yaratma

Bu kesimde asagida verilen metrik ve dis alan olarak secilen 4-vektor elektromanyetik potansiyel
icin KG denklemi analitik olarak ¢6ziiliip skaler pargacik yaratma siireci tartisilacaktir [16].

4-vektor elektromanyetik potansiyel asagidaki bigimdedir:

A, = yByS6L + EgVT + AtS3 (3.9)

Erken evren modelini temsil eden Robertson-Walker (RW) uzay-zamani i¢cin metrik asagidaki gibi

verilir:

ds? = 21 dt? — a?(t)(dx? + dy? + dz?) (3.10)
a*(t)

Burada ardisik iki konformal zaman déniisiimii yapilirsa: dn = % ve dt = % metrik i¢in su

bagint1 bulunur:

ds? = a?(7)[dt? — (dx? + dy? + dz?)] (3.11)

Bu evren modeli ve elektromanyetik potansiyel i¢in parcacik yaratma tartisilacaktir. Vakumun i¢

ve dis ¢ozlimlerini belirlemek amaciyla ilk olarak HJ denkleminin ¢6ziimleri elde edilecektir.

3.3.1.1. Hamilton-Jacobi Denkleminin Céziimii

S eylem fonksiyonu i¢in goreli H] denklemi soyle verilir:

€0 as s 2
g [axf_ EHW—eAQ]+m =0 (3.12)

Burada A,y 4-vektor elektromanyetik potansiyeldir, m, parcacigin kiitlesidir. A, ‘nin y uzay
koordinatina ve 7 zaman koordinatina baghlig: ve verilen ¢izgi elemaninin 7 ‘ya baglilig1 dikkate

alindiginda, HJ denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde ayrilabilir.

S(t,x,y,z) =F(1) + T(y) + (xky + zk,). (3.13)

Burada k, ve k, verilen elektromanyetik alan ve verilen ¢izgi elemani icin secilen simetriler goz
ontline alindiginda hareket sabiti olarak gortlebilir. Denklem (3.10)un (3.9)’da yerine koyulmasi

su denklemi verir;

F? — [(kx —eByy)? + % + (k, — eEOa(T))Z] +m2a®(t) =0 (3.14)
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Nokta ve aksan isareti sirasiyla T ve y'ye gore tiirevleri belirtir. Boylece iki birinci mertebeden

diferansiyel denklem asagidaki gibi elde edilir.
[FZ — (k, — (ean(T))Z] +m2a?(t) =12 (3.15)

T2 + (ky — eByy)? = 12 (3.16)

Burada r2 ayirma sabitidir.

Ozellikle zamana bagh dis alanlar ve giiclii kiitlecekimi pargacik olusumuna neden oldugundan;
uzaysal koordinatlar1 iceren dinamikler, ¢oziimleri bir sabit kadar etkiler ve metrik ve dis
elektromanyetik alan i¢in H] denkleminin ¢éziimiinlin yar1 klasik davraniglari su sekilde elde

edilecektir:

®(7,x,y,2) = ¥ > C(x,y,2) /9255 —m?

e o () e (22w
e<do? et + ¢ +=Sin —— | —+/c Sin  ———— .
2 4c — b2 e%T™/4c — b2

A —2kzeE 2n+1)eBy+k32
Burada ay ==, b=—7-5—"= Ve c=(2)—2°22
2 ao(e2EZ-m?) ag(e2EZ-m?2)

Bu ¢6zlimiin asimptotik davranisi soyle olacaktir:

+i (2n+1)eBo+k§T
D100y = C(x,y,2)e o (3.18)

ve

i 2p2_m2 00T
Prrrany = Clxy, 2)e N O (3.19)

Ustel fonksiyonlardaki iist ve alt isaretleri sirasiyla negatif ve pozitif frekans durumlarini temsil

«: . n

eder. Klein-Gordon denkleminin “i¢” ve “dis” ¢oziimleri, bu analiz yardimiyla belirlenebilir.

3.3.1.2. Klein Gordon Denklem Co6ziimii

Egri bir uzay-zaman geometrisi ile etkilesime giren bir W(<, X, y, z) skaler alanin Lagrangian

yogunlugu

1
L= E\/—_g[gg"’ (OY ()W 5 (x) — (m? + ER(x))¥?] (3.20)
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bigiminde verilir. Burada Virgiil (,) kismi tiirevleri (d;) temsil eder ve m alan kuantasinin
kiitlesidir, R(x), Ricci skaleridir, { skaler bir carpandir. Evrensel ayar doniisiimleri altinda
Lagrangianin bu bi¢imi degismezdir. Egri uzay zamanda elektromanyetik alanlara bagh skaler
alanin Lagrangian yogunlugu yerel ayar degismezligini gerektirir. Yerel ayar doniisiimlerinin

genel formu su sekilde verilmistir.
Y(x) - P(x) = e¥@p(x) (3.21)

{(x) uzay-zaman koordinatlarinin rastgele bir fonksiyonudur, bu tanimla Lagrangian'daki skaler

alanin kismi tiirevi soyle olur.
We(x) > Pe(x) = 5D (P () + 10 W) (3:22)

Bu nedenle, Lagrangian yogunlugunun yerel ayar degismezligini elde etmek i¢in, kismi tiirevler,

ayar kovaryant tiirevleri D, ile degistirilir.
Y.->DVY=Y¥,+iA Y (3.23)
Ve A, ayar alani icin asagidaki doniistim kurallar: kabul edilir.

A, - A,

Ae— (¢ (3.24)

Daha sonra, egri uzay-zamandaki elektromanyetik alanlarla etkilesime giren bir skaler alanin

Lagrangian yogunlugu soyle olur:

1
L= E,/—g[gg‘l’ (D P)(Dyp ¥) — (m? + ER(x))¥?] (3.25)
Yerel ayar dontisiimleri altinda invaryanttir.

Lagrangian yogunlugu (3.25) egri uzay-zamanda elektromanyetik alanlara bagh skaler spin-0

parcaciklari icin Klein-Gordon denklemine yol agar;
[95¢ (V. — ieA)(Vy — ieAy) — (M? + ER)|W(T,x,,2) = 0 (3.26)

V, kovaryant tiirev oldugunda, A, ¢, 4-vektor elektromanyetik potansiyeldir, m skaler parcacigin

kiitlesidir ve éminimal ¢iftlenim durumu icin sifir olan boyutsuz bir ¢iftlenim sabitidir.
4-vektor potansiyel ve cizgi elemani, y uzay degiskenine ve t zaman degiskenine baghdir. Klein-

Gordon denkleminin (3.26) ¢oziimii asagidaki bicimde yazilabilir:

W(t,x,y,2) = ei*kxt2ka) v (1) G (y) (3.27)
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Bunu Klein-Gordon denkleminde yerine yazarsak,

[P@+QW]V@EH) =0 (3.28)
burada asagidaki tanimlari yapilmistir:

P =[02 + (k, — eEyage™®)? — m?a?(1)] (3.29)

Q = [(kx — eBoy)* = 95] (3.30)
Bu tanimlara gore denklem (3.28) asagidaki gibi iki bagimsiz denkleme ayrilabilir.

(P+s)V(r)=0 (3.31)
(0-5)G(y») =0 (3.32)

Burada s ayirma sabitidir.

y =+ e?EE —m?, p =2iye™"® biciminde tamimlayarak ve uygun zamanla iliskili dalga

fonksiyonunu V(7) = e_%v(r) olarak yazarak, denklem (3.31)'den asagidaki esitligi elde ederiz.

a2 1 <1 s+ kf) N 1ik,eE,

1
4+ _Z —0 3.33
7t 7\t ) e 4]v(p) (333)

Tanim: Whittaker fonksiyonlarinin sagladigi diferansiyel denklem [17]:

1
2 2
4 ik
dt? z2

k1
+;_Z Wk,#(Z) =0

Bu nedenle ¢6zliim Whittaker fonksiyonlaridir ve su sekilde verilir:

v(p) = [AW,,,(p) + BMy,,,(p)] (3.34)
—= .
Buradap = +i ShilZ A= ez = ve n bir tamsay}, A ve B rastgele sabitlerdir. §imdi boyutsuz

o ao 1—(%)
degisken u = \/eB, (y - :?"0) ve onun ¢6zimi icin harmonik osilatériin diferansiyel denklemini

veren denklem (3.32)'nin ¢dziimlerini ariyoruz. i1k olarak,

u2
G(u)=e 2Hy,(u) (3.35)
secilir. Burada H, (u) Hermite polinomlaridir, s = (2n + 1)eB, ve n bir tam sayidir.
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Bu yiizden Klein Gordon denkleminin tam ¢éziimii sdyle verilir:

2+a0‘r

W = elhatzka) e ™5l (W)[AW),, (2iye®7) + BMy , (2iye®?)] (3.36)

3.3.1.3. Bogoliubov Yéntemi ile Parcacik Yaratma

(3.36) Dalga fonksiyonunun zamana bagli bilesenleri, yani burada Whittaker
fonksiyonlari, pargacik olusumuna neden olur. Bu nedenle, Kesim 3.3.1.1. de elde edilen yari
klasik ¢oziimleri g6z 6ntine alarak, Bogoliubov katsayilarin1 bulmak i¢in pozitif ve negatif frekans

¢6zlmlerini tanimlayabiliriz.

Wy (p)'nun p — oo igin asimptotik davranisi

Wy, (p) = e 2p? (3.37)
ozaman p — o (T — o) pozitif ve negatif frekans modlaridir:

o = AGW),,(p) (3.38)
fa = [AWa,. ] = AW_3u(=p) (3.39)
Bu nedenle, (3.33)'lin ¢6ziimiiniin asimptotik davranisi, p — oo i¢in asagidaki forma sahiptir.
f(p) = AeWy,(p) + A W_,,,,(—p) (3.40)
Benzer sekilde, W , (p)'nunp — 0 (7 — —o0)' nin asimptotik davranisi da

1
My, (p) = p**2 (3.41)

ve pozitif ve negatif frekans modlarinip — 0

fo = Bg My (p) (3.42)

fo = [BiMau()] = By (~1)**2My -, (0) (3.43)

B katsayilari reel keyfi sabitleridir. Sonra (3.33)’lin ¢6zlimiiniin asimptotik davranisi, p — 0igin

asagidaki forma sahiptir.

F(p) = B My (p) + By (=1 *¥3M; _, (p) (3.44)
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p — oo'daki pozitif frekans modu, p — 0'daki pozitif ve negatif frekans modlarinin lineer bir

kombinasyonu olarak yazilabilir:

fa (p) = afs (p) + B fo (p) (3-45)

Whittaker fonksiyonlarinin asagidaki iliskisini kullanarak,

I'(=2p) I'(2u)
Win() = ——Mu(p) + M —(p) (3.46)
rG-—u—-24) rG+u—-24)
a ve (3 katsayilarimi asagidaki gibi bulunur,
AL T(=2
g=tn T2 (3.47)
BTG —n=2)
AL T2 - L
B = CONRLUS (3.48)

BTG +p-2)

Daha sonra Bogoliubov katsayilari icin asagidaki baginti bulunur:

1 2
a2, PG Hu=2)
W =e 1 2 (349)
rG-x-2)
o ~  JkZ+(2n+1)eB, o
u=Iifl ve fi = B Te— oldugu zaman
Gamma fonksiyonlari i¢in asagidaki iliski gz éntinde bulundurulur.
rGrir) == 350
27 Y)| T coshnz (3:50)
Boylece (3.49) denklemi (3.51) denklemine indirgenir.
lal?  e%™" cos hné
(3.51)

|12~ coshmo

Burada yine asagidaki tanimlar yapilmistir:
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Dalga fonksiyonunun normalizasyon kosulunu kullanarak (Bose-Einstein istatistiklerinden
dolay1) |a|? — |B|? = 1yardimiyla yaratilan skaler parcaciklarin say1 yogunlugu asagidaki gibi

hesaplanabilir:

cos hrto

n=|p|?= (3.52)

e2ml cos hné — coshmo

3.3.2. Dirac Denklem Cé6ziimii ve Parcacik Yaratma

Spin 1/2 pargaciklarin yogunlugunu hesaplamak icin, kozmolojik arka plandaki Dirac
denklemi elektrik alanin varliginda c¢oziilecektir. Elektromanyetik alanlarin varhiginda egri

uzaydaki kovaryant Dirac denklemi asagidaki gibi yazilir [18]:
{r*(0,—T, —ied,) +im}¥ =0 (3.53)

Burada egri gama y*, matrisleri antikomiitasyon iliskisi {y*#,y"} = 2g**' yi saglar ve spin

baglanti katsayilari I, séyledir:

B
1 ab
r, = 291 [(ﬁ) ag — rv“#] st (3.54)
Burada
Av 1 AL Vv] — 1 A,V v,,A
sV =Syl =50 -y (3.55)

bg , ag matrisleri egri y# ve Minkowski 7# arasindaki baglantiy1 kuran Dirac matrisleridir.

Yu = biVa v* = ap?? (3.56)

77+ 77t = 2 (3.57)

Cizgi elemani kosegen oldugundan, kosegen tetradlarla calisilir.

yH =g (3.58)

Denklem (3.58)’i denklem (3.54)’te yerine yazilirsa asagidaki esitlikler elde edilir;

1
7L L=s7%7%, T3=0, =0, (3.59)
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ve Dirac denklemi asagidaki bi¢imi alir:

(i_ﬂ) +mlw, =0 (3.60)

0 1 9] 0
50 L o(s1 2 52 P ) 3
{y 6t+t(y Ty 6y)+y dz t

0x

Burada W, = t¥ olur. Burada t ¢carpani spinér baglantilari nedeniyle gelen katkiy1 iptal etmek icin
tanimlanmistir. Denklem (3.60), iki birinci dereceden diferansiyel islemcilerini toplami olarak

asagidaki gibi yazilabilir [19];
(Ki+K)®=0, (3.61)

K,®=kd =-K o, (3.62)

Burada @ spinorii ¥, ile asagidaki ifade araciligiyla iliskilidir.
73709, = @ (3.63)

Burada k ayirim sabitidir. K; ve K, islemcileri asagidaki denklemlerle ifade edilir.

z _t[ 29 o(i_-f)Jr 3 o] (3.64)
1=ty oot (g, — i)ty :
9 )
7 (o1 4 52 7 Y5350
K, (V =7 ay)y 4 (3.65)

Denklem (3.60) —iV ile degistirilir. @ spinéri & = ®jexp (i(kxx+kyy+kzz)) seklinde

yazilabilir. Dirac matrislerinin gdsterimini asagidaki gibi calismasi secilirse;

=i 0 e =(S 0, = L) r=(0 )

K,® = k& denkleminin ®’nin iki-spinérlerinin bilesenleri arasindaki iliskiyi belirlememizde

bize yardim ettigini goriiriz.

@ 1
D, = ( 1) = kyo® @, (3.66)
2 ik, — k

k=i /k,% + k2 (3.67)

Denklem (3.64) Dirac matrislerini kullanarak asagidaki denklemlere indirgenir.
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5 d 1 eC ,  k
{O’ E+O’ <k2—7>+m0 +?}(D1 =0, (368)
; d ) eC , kK
{—O‘ E + -0 (kz — T) +mo“ + ?} ®, =0, (3.69)

Bispinor (3.66) nin yapisini hesaba katarak, Denklem (3.69) esitliginin denklem (3.68)’e esdeger
oldugunu gérmek zor degildir ve sonug olarak denklem (3.68)’in ¢6zlimiinii bulmakla denklem
(3.60)1 ¢ozme problemine indirgenir. Denklem (3.68)'in yapisi hidrojen atomunu kiiresel
koordinatlarda ¢ézdiikten sonra elde edilen denkleme benzemektedir ve bu noktada amacimiz
pozitif ve negatif frekans modlarin1 belirlemektir. Denklem (3.68)’in Whittaker fonksiyonlari

cinsinden ¢6zlimlerinin olmasi istenir. Bu amacla, @, spindriine lineer doniisiim T" uygulanirsa,

Td, =F = (2) (3.70)

ile

- <,/im+kz —,/im—kz) 371)

\/im+kz \/—im—kz

(3.70) deki F spindriiniin bilesenleri denklem sistemini saglar:

dfy f < —Cek, N p) P < leCm k) _o (3.72)
g dp —kz—-m? 2 ? J—kZ—m? ' '

df2+f< —Ceks +p>+f< feCm +k>—0 (3.73)
g dp " 7* —kZ2—m? 2 ! J—kZ—m? ' '

Bu denklemlerin ¢6ziimleri Whittaker fonksiyonlar1 Wy ,(z) ve M ,(z) olarak ifade edilir.

Pozitif ve negatif frekans modlarini olusturmak i¢in hipergeometrik fonksiyonlarin asimptotik
davranisi kullanilir ve denklem (3.72) ve (3.73)’lin ¢6ziimleri yine H] denkleminin ¢6ziimleri ile
karsilastirilir. Bu Kkarsilastirma icin tekrar H] c¢oziimleri elde edilmeyecektir, bu ¢oziimler
dogrudan [18] makalesinden alinarak karsilastirma yapilacaktir. Bdylece bu prosediiriin

kullanilmasiyla pozitif frekansh kip t = +oo icin sdyle belirlenir:

Colp™/2W s, ecty oz (p)
2

_kg_mz
Fla=| 1 (3.74)
T Teem e pTWi,_etks pa—erza(P)
k=T R Er—
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Burada y = VkZ — e2C? = i\/k? + e2C2 = iji tammlar1 yapilmistir.

€% normalizasyon sabiti i¢ carpima gore belirlenir:

(@, @) = [ @y, [=gda, (3.75)

g

Burada o keyfi bir uzayimsi hiperyiizeydir. Benzer sekilde ¢ — 0 iken elde edilen pozitif kip

soyledir:
/ (f,0+’0—1/2M_1+ eCky ﬂ(p) \
2 —k%—mzl
Fi=| Sk _4, (3.76)
V—kZ-m2 _
— e o P M,_ec, (P
k=T > [igm?

- 1
Burada €} da normalizasyon sabitidir. Whittaker fonksiyonun M, u(2)~e “f2 3 T2 +n asimptotik

davramisinin ve (3.75)'teki normalizasyon durumlarinin kullanilmasiyla ¢t — 0 iken negatif

frekansh kip Fjy elde edilir:

_kg_mz

/ enﬁ(s:gp—l/ZM_l+ eCky _ﬂ(p) w

eCk,

Fo=| ke __, (3.77)

[ —Kk2—-m?2 ~

—kz—rln(;me””@g/fl/zMLr&#(P)
k= —kz-m? ’ 1/—k%—m2'

Boylece yine yaratilan pargaciklarin yogunlugu Bogoliubov donisiimlerinin yardimiyla

hesaplanirsa,
Ff = aF + BFy (3.78)

['(=2ig ['(2if
1( .~H) R+ — (_fl)
F(E—L,u—f) I‘(E+l,u—f)

L
F+OO_

e TRES (3.79)

Cley ="dir. Gamma fonksiyonunun asagida verilen 6zelliginin kullanilmasiyla

1
Burada f———'zﬂ'yfigfﬁf

IrGy)|? = (3.80)

ysinhmy

su bagint1 elde edilir:
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2 sinhm (ﬁ + ks ) (ﬁ L7 )
~ 2 2
|E| = e7m ke g m? (3.81)
a sinhm (ﬁ — £k ) (,ﬂ + ke )
kZ+m? kZ+m?

Dirac pargaciklari i¢in verilen dalga fonksiyonunu normalizasyon kosulu kullanilirsa,

la >+ 181> =1 (3.82)
buradan yaratilan pargaciklarin say1 yogunlugu bulunur:

exp(—2mi) (i — esz = |sinhm i+ esz =
|,B |2 _ ( kz+m ) ( Vkz+m ) (3.83)

eCk,

~ [ ~ . ~ eCk, ~ eCk, . ~ eCk;,
exp(—2mji) #_W sinhm #+W + #+W sinhm #_\/W

Bu sonug¢ elektrik alanin yoklugunda degerlendirilirse, yaratilan pargaciklarin yogunlugu
(3.83) ifadesi termal bicimde olur:

1

= 3.84
" exp2mlk,| +1 ( )

3.3.3. DKP Denkleminin Céziimii

DKP denklemi, kiitleli ve kiitlesiz spin-0 ve spin-1 bozonlar1 tanimlayan, on alt1 bilesenli
goreli ve Dirac denklemine benzeyen birinci mertebeden bir parcacik denklemidir [34]. DKP
denklemi sifir kiitle limiti icin fotonu betimler ve elde edilen ¢6ziimler Maxwell denklemlerine
esdegerdir. Serbest alanlar durumunda ise denklemin c¢oziimleri Klein-Gordon ve Proca
denklemlerinin c¢c6ziimlerine esdeger olur. DKP denkleminin Riemann uzay zamaninda dis

elektromanyetik alanlarin varhiginda kovaryant genellemesi asagidaki gibi verilir [20]:

[iB*(0, — £, +ied,) —m|¥, (t,x) =0 (3.85)
Burada X, spin baglantilari, m spin-1 pargaci@imn Kkiitlesi, 4,, 4-vektor potansiyel, e parcacigin
yiki ve B#*(x) = y*(x) @I + 1 @ y*(x) egriuzay-zaman Dirac matrisleri y#(x) ile ifade edilen

Kemmer matrisleridir. DKP denklemi, y matrisi yerine  matrisi alindiginda Dirac denklemine

benzemektedir. Kemmer matrisleri asagida verilen sira degistirme iliskisine sahiptirler:

ﬁaﬂbﬂc + ﬂC,Bb,Ba — 'Ba5bc +'Bc5ba (3.86)
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[ matrisleri, diiz uzay Minkowski matrisleri ile soyle iliskilidir.

BH(x) = el ()" (3.87)

Burada tilde, Minkowski uzay zamamnyla ilgili § matrislerini belirtmek i¢in kullanilir ve el-” (x)

asagidaki ifadeyi saglayan tetradlardir.

Iuv = €lem;; (3.88)
Yunan ve Latin indisleri sirasiyla egri ve diiz uzay zamani temsil eder. Spin baglantilar1 verilen
spin-1 parcaciklari i¢in soyle yazilir.

L=, QI+IRT, (3.89)

Burada I, spin-1/2 par¢aciklari i¢in spin baglantisidir ve soyle ifade edilir.

1
L= —gg#aF& [y (), v (x)] (3.90)

ve [}y su sekilde verilen Christoffel sembolleridir.

1
Ly = Egaﬁ(augﬁv + 0y 9pu — aﬁgw) (3.91)

Bu kesimde De Sitter uzay-zamanindaki zamana bagh bir elektrik alan ile kiitleli vektoér bozon
yaratma olasiligini arastirmak istiyoruz. Bu olgu uygun zaman 7 ile yazilan vektor potansiyeli ile

soyle analiz edilecektir.

_EO Ht _ EO

A():O, A]_: H e 7][-]2

(3.92)
Vektor potansiyelin bu bigimi ile zamana bagl bir elektrik alan elde edilir. Bu potansiyelle birlikte
Denklem (3.85) cizgi elamani icin asagidaki bigimi alir.

ieEO] im

~ ~ 1
0 ~ ~
{ﬁ()+80+,8(1)[61+—(0¢(1)®I+I®a(1))+—2 3

Jwe@m0 =0 (3.93)

Burada @ = #°7 olarak tanimlanmistir.

Schrédinger'in ikinci kuantizasyon yontemi kullanilarak, DKP denkleminin spin-0 kismi
ayristirilarak sadece spin-1 kismi hem (3 + 1) hem de (1 + 1) boyutlu uzay-zaman i¢in yazilmistir.
Bu yaklasimda, denklemin dalga fonksiyonunun derecesi 2 olan simetrik bir spinér formunda

yazilmasi gerekir. Bu teknikte kiitleli spin-1 parcacig iki 6zdes spin-1/2 parcacik sistemi olarak
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diistiniiliir. Daha sonra Kemmer dalga fonksiyonu Wy (x) iki Dirac spindrlerinin yani sirasiyla
Yr(x) =¥p(x) ® Wp(x) dogrudan carpilmasi ile yazilir. ¥, (t,X) yerel Lorentz doniisiimleri
altinda degismez kalir. Uzay-zaman (1+1) boyuta indirgendiginde bilinen Dirac y*(x) matrisleri

yerine Pauli o#(x) matrisleri alinir ve bu durumda Kemmer S# (x) matrisleri su bi¢cime indirgenir:
BH(x) =c*(x) @I+ 1 Q a*(x) (3.94)
Dirac gamma matrisleri diiz uzay icin Pauli matrisleri cinsinden 7% = (03, —ic?) olarak

secilecektir. Bu durumda, Kemmer dalga fonksiyonu ¥y dort bilesene sahip olur ve simetrik iki

Dirac dalga fonksiyonunun dogrudan carpimiyla asagidaki gibi verilir:

pp ¥
e =¥ ®% = () ®(}) = oo )= 52 (3.95)
oo p,

Burada p ve ¢ Dirac dalga fonksiyonunun bilesenlerini temsil eder. Bu tanimlarin kullanilmasiyla
ciftelenimli dort diferansiyel denklem elde edilir ve bu denklemlerin ikisi ayni oldugu igin

bunlarin ii¢ tanesi alinir:

1 im . ieE, 1
(6,, +E+ZT]_H) X, — (lkx +T}?) Xo +5x2 =0 (3.96)
1 im . ieE, 1
(00 + 25~ i) 72~ (e #7720 + 30 = 0 (397)
. ieE, im
(lkx + W) (XZ - xl) - T]_on =0 (398)

Yy (n,x) = e*x*x(n) olarak tanmimlanmustir.
Bu ti¢ denklem arasinda yapilan bazi cebirsel islemlerden sonra, asagidaki diferansiyel denklem

elde edilir:

5 eEg\? m?
0%y + (kx + nHZ) T arpz| (P17 92) =0 (3.99)

Burada x(17) = n71¢(n) tanimi yapilmistir. Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii Whittaker

fonksiyonu [17] cinsinden s0yle verilir.
(91 — ®2) = NyM ,(p) + No Wy, (p) (3.100)

Burada N; ve N, sabitleri keyfidir ve M = m/2 olmak lizere; p, K ve u s6yle tanmimlanmistir:
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1
2

, —ieE, o [[e?EE M\ 1
p = 2ik,n, K = , u=ilgl=i C +ﬁ ~7 (3.101)

Kemmer dalga fonksiyonu ¥ 'nin her bir bileseni denklem (3.96)- (3.98) kullanilarak bulunabilir.

Ardindan, sonsuzdaki diizenli ¢6zlimler su sekilde yazilir:

LL 28 e = KA, (ikyn) + ——
2(|lp  im 4k2 Kop U]

H ek,
——(k nHZ)WK"(Zlkxn)

iH
2k2 WK+1 u(Zkaﬁ)}

m

H

— plkyx
Yy=ce eE,
- — (kx + nHz) Wi (2ikym)

(3.102)

m

L_L 20 e = KA, (k) + ——
2 n  im 4k?2 Kop U]

iH
2k2 WK+1u(21kx77)}

Burada Whittaker fonksiyonlar: [17] i¢in asagidaki tekrarlama baglantisi kullanilir.

0, Wy () = %{(%z b K) Wi u(2) — Wi 1 (z)} (3.103)

Whittaker fonksiyonlarinin asimptotik davranisimi dikkate alarak pozitif ve negatif frekansh
¢ozlimleri Bogoliubov katsayilarini bulmak icin tanimlanabilir.

Wy . (z) ‘nin |z| — co iken asimptotik davranis

Wy . (2) = e 32K (3.104)

buna gore |p| — oo sonsuz i¢in pozitif ve negatif frekans Kipleri soyle olur:

fa = A& Wy ,(2ikyn) (3.105)
= [AE Wy, Qik,)] = ALW g, (—2ik,m) (3.106)

Benzer sekilde, |z| — 0 iken Wy ,(z)'nin asimptotik davraniss;

1
My, (2) - z""2 (3.107)
buna gore |p| — 0 i¢in pozitif ve negatif frekans Kipleri;

fof = A§ My, (2ik,n) (3.108)

* el i
fo = [AiM ,Qik,m)] = AF(=1)"*"2Mg _,(—2ik,n) (3.109)

Burada A katsayilari gercel keyfi sabitlerdir.
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|n| = oo 'daki pozitif frekansh kipler || — 0 'daki pozitif ve negatif frekans kiplerinin ¢izgisel

kombinasyonu olarak séyle yazilabilir:

fo = afs +Bfo (3.110)

Whittaker fonksiyonlari icin asagidaki iliski kullanilarak,

I'(=2p) I'(2p)
Wiu(z) =—F——Mg,(2) + —/———— Mg _,(2) (3.111)
rG—n—1k [GH+u—k)
a ve [ katsayilar1 asagidaki gibi bulunur:
AL, (-2
a= _+1(—,u) (3.112)
A TG-p—1)
AL, T(2 . 1
B = @) (pimys (3.113)

CASTG+p—k)

Boylece Bogoliubov katsayilari i¢in asagidaki ifadeyi elde edilir:

— =

e

2
I p— |FG+”_")| (3.114)

Gamma fonksiyonlari asagida verilen 6zellik kullanilirsa,

r(3+iz)
| S tiz

Denklem (3.114) i¢cin sunu elde ederiz:

2 T
= (3.115)
cos hmz

la|>  e?™Hlcos hrry
|12~ coshmy

Boylece vektor parcaciklar icin (Bose-Einstein istatistigine uygun olarak) dalga fonksiyonunun

normalizasyon kosulu kullanilarak pargacik yaratma say1 yogunlugu asagidaki gibi elde edilir:

~ 2 cos hrty
n =|pI° = e2mHl cos hj—cos hry (3.116)
~1 | eEg - < . eEg
Buraday = |fi| + o ve v = —|al + -z olarak tamimlanmistir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde tez calismasi olarak KG, Dirac ve DKP denklemleri, kaynakligini bir 4-vektor
elektromanyetik potansiyelin yaptigi ve kiitlecekimsel alanlar1 betimleyen bir metrik icin analitik
olarak ¢oziilecektir. Calisma icerisinde Yunan ve Latin indisleri sirasiyla egri ve dliz uzay zamani

temsil eder ve 0,...,3’e kadar degisir. Ayrica calismada dogal birimler kullanilmistir (A = ¢ = 1).

4.1. Klein-Gordon Denkleminin Céziimii

KG denkleminin ¢6ziimiinde kullanilacak Robertson-Walker (RW) metrigi ve 4-vektor potansiyel

asagidaki gibi tanimlanmistir:

1
a?(t)

ds? =

dt? — a?(t)(dx? + dy? + dz?) 4.1

Burada metrik i¢in dlcek ¢arpani, a(t) = v/t olarak alinmistir.
B
A, = F"e-ﬁyavl + Eya(t)63 (4.2)

Bu 4-vektor potansiyelden tiiretilen elektrik ve manyetik alanlar asagidaki gibi olacaktir:

. 04 y
E=-Vp——=—Eya(t)k

at
i j k
- o dx dy dz o a
B=UxA=|p by = Boe Pk
; 0 Eya(t)

Egri uzay-zamanda elektromanyetik alanlarin varliginda skaler parcaciklar1 temsil eden KG

denklemi asagidaki gibi ifade edilir [18]:
gV Vpd — (m? + ER)D =0 (4.3)

Burada V, kovaryant tiirev, R skaler egrilik ve ¢ boyutsuz bir ciftlenim sabitidir ve burada

minimal ciftlenim durumu géz éntine alindigindan degeri sifir olarak alinacaktir.

Denklem (4.1) ve (4.2), denklem (4.3)’te yerine yazursa asagidaki denklem elde edilir.

a?(t)o3 L (6 - ie&e_ﬁy)2 + 02+ (9, —ieE, a(t))2 -m?|®=0 (4.4)
0 az(t) X ﬁ y z 0 - '

Eger ® = e~ (*kx+7ka) £ (1) g(y) esitligi denklem (4.4)’te yerine yazilirsa;
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1 B 2
[aZ(t)ag t o <(kx + eFOe_ﬁy> + (k, + eEya(t))? — a;) - mZ] F(OgG) =0 (4.5)

elde edilir. Bu denklemde konformal zaman doniisiimii yapilirsa dh = % , (4.6) denklemine

ulasilir.

2 1 By -B ? 2 2 2
92 — hah + o (kx reze Y) + (ky + eEgagh)? — 02 ) —m?| F()g(y) = 0 (4.6)
ikinci bir konformal déniisiim, dn = (—Z) olarak yapilirsa,
B 2
[(6172 — 2ay0, + (k, + eEqage®m)? — agm?2e?aom) + (kx + efoe‘ﬁy) - ayz] fg®») =0 4.7)

elde edilir. Burada iki yeni islemci tanimlanirsa,
P(n) = (07 — 2a0, + (k, + eEqage®™)? — afm?e2%on)

00 = (s +e%e—ﬁy)2 _ a2

denklem (4.7) iki yeni denkleme doniisiir:
P(mfm) = =Sf(m) (4.7.a)

QM) = Sg(») (4.7.b)

Burada S ayirma sabitidir.

(4.7.b) denklemi igin;

B 2
[— ay* + (kx + eFOe"’y) ]g(y) =Sg() (4.8)

H = e™PY tanimi yapilir ve elde edilen denklem g(H) = H~1/2

dciz (1 xﬁ) (2" eBO)l—ﬁ— > _lean =0 (4.9)

G(H) olarak ayristirilirsa,

(4.9) denklemine ulasilir.
Bu denklem bicim bakimindan Whittaker denklemine benzemektedir, bu nedenle p = 2yH ve

2:

[17].

14
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l_ @) _kxeBO
diz <4 E)ZBZ) ( i;zy)_%iG(p):O

Burada

k2-5 —kyeB
=+ |[Z-vee=—2-"
R NIE B2y

olmak lizere ¢ozlimler asagidaki denklem olacaktir:

G(p) =A Me,u(p) +B Vl/e,u(p)

Burada A ve B normalizasyon sabitleridir.

P(n) islemcisi denklem (4.7.a)’da yerine yazilir ve v = e"% degisken degisimi yapilirsa

asagidaki denklem elde edilir.

@ _1d K ZkeBol o, o)
dv? vdv  aZv? aoveome—

Denklem (4.12) f(v) = v*F(v) formunda yazilirsa;

d? 2ud+u(u—1) 1d u+K21+2kZeE01+(2E2 2| vy = 0
dv? = v dv v? vdv v?  alv? @ v T v

denklem (4.13) elde edilir. 1.dereceden tiirevi yok etmek i¢cin u :% olmalidur.

dv?

d*> (K?* 3\1 2kpeE,1 ., .
E—Z V_2+ a0 ;+(e Eo—m ) F(V)=0
0

Bu denklem de
0% = (e?E} —m?) o =2i6v

tanimlari ile yine Whittaker denklemine ulasilacaktir [17].

(-3) ke

2
d az 4 i ifag

do? 02

1F =0
T2 (o) =

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Burada
\/ ag-kz—s k,eE,
6= T——— vek= iz 90 tanimlar: yapilirsa denklemin ¢6ztiimii agagidaki gibi olacaktir:
0 0
F(o) = A1M;c,5(0) + B1Wx,5(0) (4.16)

Boylece KG denklemi icin tam ¢oziimler soyle elde edilir:

® = elCRARD[A M, () + B Wiy (0)][A1 My 5(0) + By Wi 5(0)] (4.17)
4.1.1. Skaler Parcacik Yaratma

Pargacik yaratma olgusunu tartismak icin kesim 3.3.1.1. de elde edilen yar1 klasik
cozlimleri goz Oniine alarak, Bogoliubov katsayilarinin, ¢ ve S, belirlenmesi gerekir. Bunun icin
dalga fonksiyonunun zamana bagh bilesenlerinin asimptotik davranisi ile pozitif ve negatif

frekanslh kiplerin bulunmasi gerekir.

o — o i¢in W, 5(0) nin asimptotik davranisi soyledir:

Wes(a) - e 9/%g" (4.18)
Boylece pozitif ve negatif frekansh kipler

fog- = A:o WK,8 (G)

fi = [A&Wis(0)] = ASW_i5(=0)
biciminde oldugundan, denklem (4.18)’in asimptotik davranisi o — oo i¢in asagidaki gibi olur:

f(0) = ASWy5(0) + AGW_5(—0) (4.19)

1
Benzer bicimde, 0—»0 iken M, s(o) asimptotik davramgs1 M, s(o) — otz bicimindedir. Bu

nedenle o — 0 icin pozitif ve negatif frekansh kipler sdyle olacaktir:

fo = B(-)‘-MK,S(O-)

fi = [BiMes (@] = By (~1)"*iM,_s(~0)

Burada ¢ = 0 i¢in ¢6ziimiin asimptotik davranisi asagidaki formdadir.

£(0) = B My 5(0) + B (—1)™*2M,_s(0) (4.20)
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o — o iken pozitif ve negatif frekans kipleri, ¢ = 0 daki pozitif ve negatif frekans kiplerinin

cizgisel bilesimi olarak yazilabilir [18];
fa (o) = afg (o) + Bfy (o) (4.21)

Burada gerekli ifadeleri yazarak Whittaker fonksiyonlari icin verilen asagidaki baginti kullanilirsa
[17]:
['(—=29) ['(29)
Wis(0) = —7——< My s(0) + —7————< My, —5(0) (4.22)
F( 5—K) F(—+6—K)

a ve [ katsayilar1 asagidaki gibi bulunur:

go Ao T28) gto T@®  moire (4.23)
Bir(E-s—x) Bor(i+6-x)
2 2

Boylece denklem (4.24) elde edilir.

1 2
lal?> o278 | (E )l (4.24)
|

2

N fk2+s a?
Burada 6 = — olarak tanimlanmistir. Gamma fonksiyonlari icin [17]
0
FEOr(—x) =——— |yl = (4.25)
X X = sinnx o= y sin hmy '

bagintilari kullanilirsa, pargacik yaratma say1 yogunlugu icin asagidaki ifade elde edilir:

! = ! 4.26

I.Bkl |ak|2 _1 - eZn’S (coshnf/) _1 ( . )
|Brl coshmy

Burada yine asagidaki tanimlar yapilmistir:
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4.2. Dirac Denkleminin Céziimii

Dirac denkleminin ¢ziimiinde yine erken evreni temsil eden Robertson-Walker metrigi

kullanilacaktir. Bu metrik asagidaki gibi verilir:

ds? = dt? — a?(t)(dx? + dy? + dz?) (4.27)

a?(t)
Burada 6l¢ek carpani KG denklemi icin se¢ilen 6lcek carpanina gore biraz daha genel olarak

a(t) = VI +At biciminde segilecektir. Ayrica 4-vektor potansiyel de bu secime bagh olarak,

analitik ¢6zlimii kolaylastirmak i¢in 6lcek carpani cinsinden soyle secilecektir:
Bo gy
4, = (O,Fe 0, an(t)) (4.28)

Egri uzay-zamanda elektromanyetik alanlarin varliginda % spinli parcaciklar: temsil eden Dirac

denklemi soyle verilir [18];

[y#(x)(9, — T, — ied,) + im]p(x*) = 0 (4.29)
Burada y#(x) egriuzay-zaman Dirac matrisleridir ve diiz uzay-zaman Dirac matrisleri cinsinden
asagidaki bicimde yazilir:

yH () = efy 7@ (4.30)
Burada eé‘i) , diiz uzay-zaman ile egri uzay-zaman arasinda iliski kuran matristir ve tetrad olarak
isimlendirilir.

dt

Secilen metrik i¢in ardisik iki konformal zaman doniisiimii dn = oS

ve dé = a0 yapilirsa, metrik
Ao
su bicime doniisecektir:
ds? = a3e?®¢ [dE — (dx? + dy? + dz?)] (4.31.a)
= a?(&)[dé — (dx? + dy? + dz?)] (4.31.b)

Bu durumda metrik tensorii asagidaki bicimde yazilir:

a2 0 0 0
o —a2® o 0
gw= | 0 —a®) 0 (4.32)
0 0 0 —a%(®)

Kovaryant bicimde yazilan bu metrik tensoriin kontrovaryant bicimi soyle elde edilir:
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_cofac(guv)

w —
det(g,uv)

Bu tanima gore

1/a2(§) 0 0 0
S0 —1e 0 0
9m=1 0 —1/a2(8) 0 (4-33)
0 0 0 —1/a%(€)

elde edilir. Egri uzay Dirac gamma matrislerini diiz uzay temsilleri ile ilskilendiren tetratlar

bulmak i¢in

(@

b
9" = eleyelpyn®@® veya gu = e

bagintis1 kullanihr, burada 7)) = (1, —1,—1,—1) olarak verilen Minkowski metrigidir. Buna

gore tetradlar asagida verilen matrislerle temsil edilir:
9% = eye() — e e ~ €x)ek) ~ e’
g™ = e(nyeo) ~ eet) ~ €€k ~ €3)¢H)
9% = e(neloy — elyety ~ eiely ~ ekels)
g% = 9(30)‘?(30) - 9(31)‘?(31) - 9(32)‘?(32) - 9(33)‘?(33)

1 1
0o _ 1 _ .2 _ .3 _
€ = a(é) v E) T )T ez T a(é)

1 0 0 O
w _ 1[0 1 0 0
‘O amlo 0 1 0 (4.34.2)
0 0 0 1
1 0 0 O
j 01 0 O
el’ = a(®) 00 1 0 (4.34.b)
0 0 0 1
Tetradlar yardimiyla egri uzay Dirac matrisleri,
Y= 6(00)17(0) + 9(01))7(1) + 9(02)]7(2) + 9(03))7(3) (4.35)

68



Niliifer PARLAK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

1 1 1 1

0 _ 5(0). 1_ 71 2 _ 7@ 3 = ~(3)
V' =—=7 Yy =—=7 Il A A N 4.35.a
G G G a® (1552
Ayrica Dirac denklemindeki spin baglanti katsayis1 I, hesaplanabilir. Spin baglanti katsayisi soyle
verilir:
B
1 ob
L, = 7 9a (ﬁ) ag — 1"1,‘1“] st (4.36)

Burada spindr alanlar i¢in spin tensorii asagidaki gibi tanimlanir.
1 A v 1 A,V v,,A
=5 v =50"" - vy (4.37)
Spin baglanti katsayisini hesaplamak i¢in ilk olarak Christoffel sembollerini bulunmalidir.
a 1 af
i =59 (3v9pu + u9pv = 0p9u) (4.38)
a = 0 igin;

1
Lo = Egoo(avgo,u + 0,900 — 00Gvy)

1
[E)(;l = Egoo(aogou + 9900 — aogou)
o _ 1 0o
Ioo = 59 (30900 + 90900 — 909oo)

1
Fo% = Egooaogoo

I = ! 21 0¢(ade?®?) = z % 2aye2%¢ = q, (4.38.2)
2a%(%) 2a%($)

I = %goo(axgoo) =0 (4.38.b)

Iy = I3 =0 (4.38.¢)

ny = %900(3190;1 + 0u901 — 0091:) t Ly =NRy=6L3=0

S ‘%9°°as(—a3e2“°*‘) =ao thp= = I5=0
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o _ 1 o0
Iy = 59 (azgou + 04902 — aogzu) iz = I3 =I3,=0

1
11202 = _Egooangzz =4ap

0 _
I33 = ag

a = 1igin;

1
Ly = Egll(avgl,u + 0,91y — 019vu)

v=0 u=1

1 1 1
Iy = 39" 0n911 = =57 0n(—ade™™f) = ao
a = 2igin

1
I;/Zu = Egzz(avgz;t + auQZv - azgvu)

1
1“022 = Egzzangzz = Qo

a = 3igin

1
Fo% = 5933617933 = Qo

Boylece Christoffel sembolleri matris biciminde asagidaki gibi verilir.

- 0 0
a .
po=| @ Ya 0 0 ldf 0 00
0o 0 9, o 0 0 0 0
0 0 0 d/a 0 0 0 0
/o 0 4/, o\ 0 0 0 9,
20 0 0 o0 pa_| 0 00 0
w — | 4 w =
\a/a 0 0 0/ 0 00 0
0 0 0 O a/, 0 0 0

(4.38.d)

(4.38.¢e)

(4.38.1)

(4.38.9)

(4.39.2)

(4.39.b)
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Spin baglant1 katsayisi ise sdyle hesaplanabilir:

1
n = —gguaﬂ,‘i‘ [y*,v'] (4.40)
o= — 5 el 77"
0 89/10: vo LYV

1
= _g{guoﬂ% + gulﬂzlo + guZI;/ZO + gu?,ﬂ/%} [y,u’yv]

1
=— g{gool“v% YO, v¥]1+ 91100 [Yh v 1 + 922504 [v2 0] + 933 Ly [y v¥ ]}

Iy =0 (4.40.2)
1 a U 4,V
I = _gguaFm y*,v]
1 0 1 2 3 U v
= _g{guoﬂn + 9u1hn + gu2lvi +gu3ﬂ;1} [y*,v"]
1 0 0 .,,v 1 1.,v 2 2 .,V 3 3.,V
= —g{goofm y° vVl + g i v v¥ ] + 922505 v, vVl + 9330 [y, vV 1}

1
=— g{gnfoﬁ [v'v°l + goolRd [¥°. v}

vEyY + iy = 29"

y1y0 + yOyl =0 = ylyO — _y0y1
1 2 1,,0 0,1

L =—-ga*©at-ly, v’ 1+ "y}

1
n= —§a2(€)ao{—[yl,yo] + %y

apa?(§)
I = OT{Zyly" —2y%1}

- aOaz (f) ]/1 0

I
1 2

(4.40.b)
1 a [ ,U 4,V
r,= —gIuali? [y*,v"]

1
=— g{gool“v% YO, v¥]1 + 91105 [y v 1 + G225 [v2 v ] + 9330y [y v¥ ]}

71



Niliifer PARLAK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

1
= —g{gzzrozz [¥2v°1+ g0 [¥°, v}

aOaz (f) ]/2]/0

I, =
2 2

(4.40.¢)
1 a [, 1,V
I3 = —gguaﬂzs [y*,v"]
1 0 0.,V 1 1.,v 2 2 .,V 3 3,V
= —5{90011;3 Vo, vV + g1 s v vY ] + 92205 [v2, vVl + 9330z [y, vV 13

1
= —5{9331})33 [v3,v°1 + goo 33 [¥°, V13

a0a’($)
== {2’ - 2%}

aOaz (6) ]/3]/0

I =
3 2

(4.40.d)

Boylece spin baglantilari soyle elde edilir:

2 2 2
aga“($) apa“($) aga“($)
=0 , L=—"2yY, L=—"y%", L=—""y%"

Spin baglantilari ve 4- vektor potansiyel Dirac denkleminde yerine yazilirsa,

[y°(3y — Iy — iedo) + y* (0, — I — ieA) + y?(0, — [, — ieA,) + y3(0; — [ — ied3) + im]¥ =0  (4.41)

5(0) 7 (1) apa 1
T (0~ teo) + L <a LG )7(1)y(0)—leA>

a(®) a($) 2 a*§)
7O (@@ 1 7@y _ )
G (a 2 a@’ T
y(g) _ aOa (f) 1 .,(3) (0) _ > ] _
G <6 > 2(5) 4 ieA Y=0 (4.42)

yukaridaki denklem elde edilir. Bu denklem yeniden diizenlenirse (4.44) denklemine ulagilir.

a
5(0) 5(1) — 05450 _ 5(2) _ 052400
[V 0 +7 (ax > PY l€A1)+V (0 ZV 14 )
a
+7® (9, - S 7OFO ieds) + ima(§)| ¥ = 0 (4.43)
- 3ay - . ~ ~ . .
[y(o) (05 + T) + 7D (0, — ied;) + 7P, + 73 (9, — ieds) + Lma(f)] Y=0 (4.44)
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Bu denklem 7(®7(®) ifadesiyle carpilir ve W = a(§)~3/2¥ doniisiimii yapilirsa,

[7®0; + 7D (0, — ieA)TOFE + 7P o, 7OF® + 70 (9, — ied,) + ima(E)7O7®]|P = 0 (4.45)
denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek icin burada iki yeni islemci tanimlanirsa,

R, =7®0¢ + 7 (9, — ieds) + ima(§)7 @ 7® (4.46.2)
K, =7@o,7O9® + W (9, — ied)) 7Oy (4.46.b)
olmak tizere denklem su bicimde yazilabilir:

(R, +R,)P = 0

Burada K;¥ = —kP, K,¥ = k¥ olacaktir.

Dirac gamma matrisleri i¢in asagidaki se¢imler yapilirsa,

S = (Tlo 0) s = (0 @) (“2 0 ) S(3) _ ("3 0 )
14 ( 0 ioy 14 (—i 0) 14 0 -0, 14 0 —o;
buradaki matrisler

_ (0 1 (0 —i (1 0
01 = (1 0) %2 = (i 0) 7= (0 —1)

Pauli spin matrisleridir. Denklemde yer alan Dirac matrisleri icin bazi cebirsel islemler soyle

olacaktir:

~(0)(3) — —0y 0 ) ~(1)5(0)5(3) _ ( 0 —10'2>
v (0 —02 LA A4 io, 0

Ayrica, K; denklemini ¢ozmek icin denklem (4.47)'deki tamimlar kullanilacaktir.

RT = kP ; F = ellrh (%g g) 4.47)
Boylece,
030 +k 0 N (kz - eEOa(f))al —ima(§)o, 0
< 0 _6365 + k) < 0 _(kz - ean(f))ﬂ - ima(f)@)
P& _ (0
“(an) =@ (449

elde edilir. Burada f = aye®? doniisiimii yapilirsa, iki denklem sistemi elde edilir:
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[ a+k1+(kz1 eE") m ]Q’J(E )=0 (4.49)
030¢ o7 ey ag 01 aOUZ 1hYy) = :
[ 9 k1+(k1 eEO) L m ]\?(E ) =0 4.50
030¢ ag at  ag 01 aoaz 2WL,Y) = (4.50)
Denklem (4.49)'da, W, (f,y) = (zlggzlgi) tanimi yapilirsa asagidaki denklem elde edilir.
2 1
k,1
r/at+—— 0 \ / 0 —Z:——"—m\]
|+ | gt ap (xl(t)¢1(J’)) (0> (4.51)
0 _a-+£l El_ﬁ+ﬁ 0 | xz(t)cbl(}/) 0
[\ ¢ aof/ at ay a /J
Bu matristen elde edilen iki denklem,
k,1 (eE,+m) r
[at + _—] x1(8) &1 (y) + a_oz N 48 x,(8) @1(y) =0

i M] x0 () B1(y) = 0
Qo

Of k1 t) @
[t—a_og]xz(t) 1(Y)_[a_¥_

0
diizenlenirse,

dxq(t k1 E, + k,1

B - L@+ (L) - 240 (452)
dx,(t) k1 m—eEy\ k,1

it @+ (L) e 59

elde edilir. Bu denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in, ¢6ziimiin nasil bir bicimde olmasi gerektigini

ongormekicin, £ > 0 ve £ » oo davramslarina bakilirsa;

t = 0 icin ¢ozlimler:

d k1 k,1

(Gt ) n®= - Z5n® (458
d k 1 k,1

(GFag)=®= ZFn® (4.55)

Denklem (4.54)'ten x, (%) cekilip denklem (4.55)’te yerine yazilirsa;
(d kl) a0~(d kl) f]—kzl ;
dt agt k, \d aof *1(0) _aofxl()
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[ kl] © ¢ k1 k1d] okl
Ll tnd O il et aial™

[ d? k1+k1d @ + [<d+k1)] (t)+k21 @ — 1<d
dt2  agt? ' agtdi 1 di " ag £/ X1

0
k%/ k2
a el

L0 TRl @) =0

dt

(4.56) denklemine ulasilir;

, K2/ _kZ
d X1 (E) _ 1 dxl (f) /a(z) a(Z) ~
a2z . ¢ at | 72 x1 (1)

Bu denklem daha 6nce literatiirde calisilan Ref. [21] ‘deki denklem ile aynidir ve ¢oziimii

k2—kZ .. .. ] ’
—2 olmak iizere soyle verilecektir;
0

'y:

x,(E - 0) =

Simdi de { - o i¢in ¢6zimu degerlendirelim:

dxy () (eEO +m

di ) 0

Qo

dx,(t) eEy —m B
dE _< ao )xl(t)

Burada denklem (4.58)' den x, () ¢ekilip denkelem (4.59)’ da yerine yazilirsa,

2 202 _ 02 2 _ g2
d@a)z_(eE22m>xﬂa=<T—§1@>ha)

dt? s &

m2-e2E3 .
s - /a—zt
x,f->o)=¢e 0

biciminde davranacaktir.

kod k1 .
@+ (Gt )@ =0

k
—+—
a

i) 2 () =0

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Sonug olarak denklem (4.52) ve denklem (4.53)’iin ¢6zlimlerini asagidaki bicimde 6nerebiliriz.

(4.61)
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_ mZ—eZEg z
) = m__eEO”V ag o, — 4.62
x,(8) = p tr e (P, 2) (4.62)
0

Denklem (4.61) ve denklem (4.62), denklem (4.52) ve denklem (4.53) 'te yerine yazilip £ = 7,p
degisken degisimi yapildiginda;

k
dd, a+y b+%/q
—=\(1- ) o, —[——2 | 4.63
= (17 ( e, (4:63)
do bk a-—
2 _ /aq O, — ( V) >, (4.64)
dp p p
biciminde 1.dereceden ciftlenimli denklemler elde edilir. Burada asagidaki tanimlar yapilmistir:
_ 1 _ 2eEpk, _ 2mk,
= 2 m2—eE2 S ag - B a(z) 1
ag

Denklem (4.63) ve denklem (4.64) 'ten ®,(p) ve ®,(p) fonksiyonlari bularak denklem (4.61)
ve denklem (4.62) 'de yerine yazilacaktir.

Denklem (4.63) 'ten

®, = _P—k<di_1+ﬂ) ®, (4.65)
(b + /ao) P P

yazilir. Denklem (4.65)’i denklem (4.64)’te yerine yazip diizenlemeler yapilirsa denklem (4.66)

elde edilir.

2

d
pd—p2+(1—p+a+y—a+y)%

2
bz—k/
a+ a+ a? —y? a?
v V+a Y 0
p p p p

+ -1+
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az—yz—b2+k2

d2+(1+2 Y Gl =0 4.66
P ap? r=Pg, a-=y 5 $1 = (4.66)
Burada yer alan bazi terimlerin acik halleri yeniden hatirlanirsa,
2 _ k? — k?2 2 4e?E2k? a3 _ 2 _ 4m?k? a?
v a3 ' ag  4(m?—e2E2) ' ag  4(m? —e2E2)
az - b2 = (eZEg _ mz)k% = —k—ZZ
a3(m? — e2EZ) ad
asagidaki denklem elde edilir:
2(I)1+(1+2 )d(b1 1+ )b, = 0 4.67
P ap? V=P y—a)®, = (4.67)

Bu denklem, asagidaki Kummer denklemi (Konfluent Hipergeometrik Denklemi) ile ayni

yapidadir [17];

xy"+ (B—x)y'— ay=0
ve ¢6ziimii Kummer konfluent hipergeometrik fonksiyonlarinin genel ¢6ziimiinden

&, = NjsFi(1+y —a, 1+ 2y;p) +Nop =2V Fi(1 —y —a, 1 — 2y; p) elde edilir.
. z z, \"2¥ z
®, () =NiFi(1+y — a1+ 2y; Y ) +No(Yfe) T F(1-y —a1-2y;%/y,) (4.68)

Simdide ¢, (%) ‘yi elde edelim. Denklem(4.64)’ten

__p (d (a-V)
CI>1—b_ k/a0< i > ><I>2 (4.69)

yazilir. Denklem (4.69)'u denklem(4.63)’te yerine yazarsak;

d d (bz_kz 2)
a+ a—
(Lopp ey, @ ey, U7 Ja)

dp p dpp

4 _asyy, L d(d_asny cd a- 4 _amny, _ ")
(dp p ) z pdp(dp p ) z p(dp )<I>2+(a+y)(dp p )cpz_ p b2
d? d a-y a-y a*—vy? bz_kz/a(z, 3
pd—p2+(1—a+y—p+a+y)%+ - + ’ +a—-y-— ’ + ’ D, =
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2
5 az—yz—b2+k 5
Ay

d d
—+(14+2y—0)— —y -
pdp2+(+y p)dp+ a-y

p q)2=0

denklemi elde edilir. Burada parantez icindeki son terimin pay kismu sifir olur, bdylece su

denklem elde edilir:

d? d
—2+(1+2y—p)%—(y—a) b, =0 (4.70)

P P
Bu denklem de Kummer konfluent hipergeometrik fonksiyonlariyla ayni yapidadir [17].

Cozlim soyle verilir:

®,(p) = N1 1Fily —a; 1+ 2y; p) + N2 p~?"1Fi(=y — a; 1 = 2y; p)

®,(F) = N1 1Fi(y — 0,1+ 2y; Er)) + Nz(f/Tl)_2y1F1(—y —a;1- 2yt (4.71)

Denklem(4.68) ve denklem (4.71), denklem (4.61) ve denklem(4.62)’de yerine yazilirsa,

y mz—ezE?J ;
o ~ ag? ~ ~ £\ 2V ~ ~
xi(F) = /%on fre N [(NlFl + N, Fy) + (é) (N,F, + NZFZ)] (4.72)
_ mz—ezE(z) z
_ - w2 -~ £\ "2Y ~ ~
x2(t) = /ma—z’“’" e \ [(NlFl — N,F) + (Ttl) (N, F, — NZFZ)] (4.73)

Denklem (4.72) ve denklem (4.73) yazilirken asagidaki kisaltmalar yapilmistir:
- _ .t
Fi= 1F1(1+]/ a, 1+ 2y; /‘[1)
( —a 1+ 2]/, /T]_)
Fp= 1F1(1 y—a 1-=2y; E/‘El)
Fz 1F1( Y —aq, 1—2]/; f/—,'-1)

$1(B) = NuFi(1+y —a, 1+2y; F/y,) +N2(E/Tl)_2y1F1 (1-v-a1-2y ) (4.74)

620 = Nuli(y —a, 1429 Yo )+ NoTfe)) " aba(~y = a1 =21 ) (475)
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Bu ¢ozlimlerin Whittaker fonksiyonlari cinsinden yazilabilmesi icin Kummer fonksiyonlarinin
bazi 6zelliklerden yararlanilacaktir:
1F1 (b,c;x) = M (b,c;x): Kummer fonksiyonlari icin kullanilan bir baska gésterimdir. Kummer

denkleminin diger bir ¢éziimii

. 1-c _ .
U(b,c;x) = L [ M(b,c;x) x7CM (b+1-c, 2-¢;X)] .

snmelG—oie—D ~ =D o ; Tricomi  (ikinci  ¢esit  konfluent

hipergeometrik) Fonksiyonudur [22];
Tricomi fonksiyonunun ikinci terimi i¢in asagidaki bagint1 yazilabilir;

b-1'1-0) b-1)'A-0)sinmc
b= X — T

x1"Mb+1—-c 2—c; x)= U (b,c;x)

Burada b=1+y—a,c=1+2y,x = E/Tl alinir. Buna gore ¢oziimler soyle verilir:

i —a)! (=2y)! : — @)l (=2y)!si "
$.(B) = (N1+%Nz> M(1+y-al+2y; t/Tl)—(y %) (ﬂy) ST N, (1+v-a1+2y; ty) (4.76)

¢2(f)= <[\7 +Mﬁ) M(y—a,1+2y; E/Tl)

(y —a— 1! (=2y)!sinmc _
Yy —a-DiEn! ? -

MU (v-at+2y; Uy) (4.77)

T

Bu durumda
@O =TyM(1+y-a1+2y; t/p )+ BU(1+y-a1+2y; Hy,) (4.78)

o, () =TyM(y—a1+2y; Yy)+ TU(y—a1+2y ty,) (4.79)
denklemleri elde edilir ve Whittaker fonksiyonlari ile M ve U fonksiyonlar1 arasindaki iliski [17];

1
My, (x) = ez xtt'2 M (u—k +E' 1+ 2u;x)

1
Wiu(x) = e~z xt+'/2u (u—k+ > 1+ 2u;x)
seklindedir. Boylece;

)—<y+§) )—<y+§)

o1 =T 20 () Py (Fe) 4 e (G P Wy, () 480)

(5 = Tlef/zrl (E/Tl)_(ﬁ%) Mar1/,y (E/ﬁ) + TZe_E/ZTI (E/T1)_(y+%) Wasrs,, (E/T1) (4.81)

denklemleri elde edilir. Bunlar, denklem (4.61) ve denklem (4.62) 'de yerine yazilirsa denklem
(4.83) ve denklem (4.84) elde edilir.
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m+ eE - /mz——ez‘zE(Z) t ¢ = -r+3) z z
x( = f ao Ere T efm (t/Tl) 2 {[TlMa—l/z,y (t/Tl) +TlMa+1/z'V (t/Tl)]

+ [TZWa—l/z ¥ (E/Tl) Wiy, y (E/ﬁ)]} (4-82)
= ™ Z:Eo ( /rl)_(“%) e (Moo, (o) + Ty, ()]

+ [TZVVa—l/2 Y (f/Tl) + TZWa+1/2 Y (f/Tl)]} (483)
y(B) = m ;OeEo (1/T1)—(y+%) -1/, {[TlMa—l/Z . (E/Tl) _ T1Ma+1/2 , (E/Tl)]

Wy, (V1) = TeWary, o ()} (484)

Diger islemci icin de denklemin ¢6ziimii aranirsa;

R\Zf‘p = kfp
(720,773 + D (ik, — ieA)FOF® — k)P =0 (4.85)
—0y—k 0 0 (ky — eA1)02> P& y) 0
+ . = 4.86

[( 0 0y — k) (_(kx — eA;)o, 0 ¥, y) (O) ( )
Bu matristen elde edilen iki denklem sdyle olacaktir:

(0y + k)P, (&,y) — (ky — €A, P, (£,y) =0 (4.87)
(ay - k) P, (€ y) — (ky —eA)o, P (§,y) =0 (4.88)

Burada ikinci dalga fonksiyonu da ayristirilirsa,

—x2($) q’s()’))

LTJZ(S'Y) N ( x1 (&) P3(y)

asagidaki denklemler elde edilir:

(0y + k) x,(8) @1 (¥) + iky — eAy) x,(§) P3(¥) = 0 (4.89.2)
(9y + k) x2(8) ®1(y) + i(ky — eAr) x,(§) P3(y) = 0 (4.89.b)
(0y — k) x3(8) P3(y) — ik — eA1) x2(§) D1 (y) = 0 (4.89.¢)
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(8y — k) x1(8) D3() — i(ky — €Ar) x,(8) @1 (¥) = 0 (4.89.d)
Yukarida verilen ilk iki denklem x; (¢) ortak parantezine alinirsa asagidaki denklem elde edilir:
(0y + k) @1(y) + ik, — edy) P3(y) =0 (4.90)

Benzer bicimde son iki denklem x, (§) ortak parantezine alinirsa asagidaki tek denklem elde

edilir:
(8, — k) @3(y) — ik, — eAy) @, () = 0 (4.91)

Bu denklemler kendi icinde diizenlenirse,

o k10) ik — 22 ) 0y)
dy B

i =kd;(y) +1i <kx - eﬂe—ﬁy) @, (y)
dy B

ve y = %e‘ﬁy dontistimii yapilirsa sonucta su denklemler bulunur:

k
do, /g ‘Bye ik./B
d—y—7¢1+(—17+ y )(1)3 (492)
k
do, /g Bye ik,/B
d—y——7¢)3+<l7— y )¢1 (4'93)

Cozlimlerin asimptotik durumlari belirlenecek olursa, yani  — 0 ve § — oo i¢in davranislarina

bakilirsa;

y — 0 durumu:

d’6  1dG  ((k/B)?* — (iky/B)* ~
@G 1dG (/P — (ike/B)) (494
dy?>  ydy y?
e e~ k2+k2 .. o .
Bu denklemin ¢6ziimii ise, ¥ = / 52 olmak tizere, asagidaki gibidir;
GF —»0)= 37 (4.95)

¥ — oo durumunda (f - 0)

dd, ‘Bge dd;  Bgye
ay B dy B
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Bu iki denklem i¢in ilkinden &5 yalmz birakilip ikinci denklemde yerine yazilirsa asagidaki

denklem elde edilir.

d*by _ B}
iz ° B
_eBg.
O (y>o0)=e £ (4.96)

Bu durumda

By, 7.2
P, = /ie o/ﬁfﬂ’e B (uy + uyp) (4.97)

s /ﬁ yre” NE (uy — uy) (4.98)

Il
o~
Q

denklem (4.97) ve denklem (4.98), denklem (4.92) ve denklem (4.93)’te yerine yazilip

ie % =a , —ie% = @ tanimlari yapilirsa denklem (4.99) ve denklem (4.100) elde edilir.

12 e (1) )

‘%3 = vaye-am (2 - 2 [Tz - )

day dy
du; d %
\/E(d%?lJ’dL;) +\/E(§—M)(u1 +uy)
k/ ik,
- 73\/5@1 tup)— |- Va(u; —1uz) (4.99)
du, du, — (¥ —~
\/_(E_E) +\/E(§—M)(u1 —Uy)
Kk ik,
—w) —|a+ Va (uy + uy) (4.100)

Yukaridaki denklemleri sirasiyla V&, +/a carpip taraf tarafa toplanir ve cikarihrsa asagidaki
denklem (4.101) denklem (4.102) elde edilir.

zm%+zm(i—m)ul
dy y
_ 2kVa@/p
y

ik ik
u, — 2adu, + ! ’;}/ﬁ 04 ' x~/'8

(@—au; — (a+ @)u, (4.101)
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d -
ZVaddi;+ 2Vad (g—\/ad)uz

2k
Mul + (a + ~) /ﬁ Uy + 2dau, + (a — oc)L ’;}/ﬁ U, (4.102)

Denklem (4.101) ¢6ziimii i¢in;

duy < v ike/B(@— a)) <k/ﬁ — (iky/B) (a + &)/2\/6!&>
—==\—3t Uy = Uy
dy y y2vVad y

- - By
a+a=0, a—a= —T tanimlari yapilirsa;

d dwd 1d

¥y =1,w degisken doniisiimii ile & = d_flﬁ = = dw

denklem (4.103) elde edilir.

=2 o k
c::: _ <2kao/2;|//EB y) 1+#u2 (4.103)

1 2k, B,
2Vaa ’ B?

Yukaridaki tanimlar yapilirsa denklem (4.104) elde edilir.

Ty, =

du, <a - )7) ky B

+— 4.104
aw Uy W Uz ( )
Denklem (4.102) ¢6ziimii i¢in;

zv—— + 2\/_(— ~ad ) u,
2 "//; ad . /B

u + (a + ) U, + 2é@au, + (@ — @) [4.102]
K/ + (a + @) iky./2BVaa PO =07
du2= /ﬁ k u1+<2m+(0{ a)lkx/~2\/oca,8 y)uz
dy y
k
du, _ /g < _ 2k.B, 1 7)
=— 2N ————=—— 4.105
4y~ I\ T ey 5™ (4.105)

denklem (4.101) icin yapilan déniisiimler ve tanimlarin aynisi yukaridaki (4.105) denklemi icin
yapilirsa denklem (4.106) elde edilir.

d k a+y
45, (1023,

dw = Tul (4106)
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Denklem (4.106)’dan

W (4 1 aty 4.107
“1—V(W‘ v (4107
B
bulunur. Denklem (4.107) denklem (4.104)’te yerine yazilir ve diizenlenirse,
k2
(d d—?) (d 1+d+)7) _ /52
dw w de w Yz = w Y2
2
(d 1+a+)7) 4 d(d +a+) @ ~)(al 1+a+]7) _ /ﬁZ
dw U2 de dw ey dw w2 = w 2
kZ

dz d a+ vy i+ 7 ~2 =2 /2
w2 L Graspow—arp ey Y STV s, C TV B o
dw? dw w w w w

asagidaki denklem elde edilir:

r N 2
az—y2+k /ﬁ2

d?u, _ du, iy
de2+(1+2y—w)W+ a-y—1- w u; =0
2 2
Burada son terimin Kesirli kisminin pay kismi yine sifirdir (@ = Z%BO ,Ty = % ve 2 = i ;ka ).
Bu durumda
d?u, . du, .
WW+(1+2]/—W)W—()/+1—61)112=0 (4.108)

denklemi elde edilir ve bu denklemin de ¢6zliimii de yine Kummer konfluent hipergeometrik

fonksiyonlaridir.

U, = CiiFi(7+1—-a1+27 w) + Cw 7 Fi(1—-7—a,1— 27 w)

() = CuFi(F + 1= 81+ 27;5/12) + C(5/72) 7V iFi(1 = 7 — 8,1 = 27, §/72)
Simdi u,’i bulalim. Denklem (4.104)’ten

w /d a—vy
U, = m(m— T) uq (4109)

yazilir.

Denklem (4.109) denklem (4.106)’da yerine yazilir ve diizenlenirse yine Kummer denklemine
ulasilir:
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d a—vy d s d a—y d a-— (a a-y _ /ﬁZ
(@~ )o v (@ v (=) @ (G- ==
kZ

d? o ... d a-y a-y _ _ a-7 2
w—s+0—-a+y-w+a+y)—+| - + +a-y- - u, =0

dw? dw w w w w

d? 5 d L
WW+(1+ZY_W)E_(V_CL) u, =0 (4.110)
Cozlimler:

uy W) = CLiFi(F — @ 1427 w) + Cow 2 1 Fi(—7 — @; 1 —27: w)
w, (3) = CLiF1(F — @& 1+ 2759 /15) + Co(5/15) 7V iFi(—7 — @& 1 — 2739 /73)

uy (%) ve u,(¥) ¢oziimlerini kullanarak @, () ve @5 (y) fonksiyonlari yazilarak:

: _ —Bee, <
o, () = /leBo/[g y'e /ﬁy(ul +uy)
: _ —Bee, -
O;(F) = /_leBO/ﬁ yre /ﬁy(ul —uy)

asagidaki ¢oziimler elde edilir:

. - —Boe ~ . . -
o, () = /‘Boe/ﬁ y¥e /ﬁy[(ch3 + C1F) + (3/1) 7 (C,F, + GF,)| (4.111)
. - —Boe ~ - -
o5 (§) = /—lBoe/ﬁ y¥e /ﬁy[(ch3 —C1F3) + (3/7) (G, F, — C,F,)| (4.112)

Burada denklem (4.111) ve denklem (4.112) yazilirken su kisaltmalar yapilmistir:
Fy=1Fi(7+1—-a,1+2y; y/t,)

F3 =F(F —a,1+27; 7/72)

Fy=1Fi(1-7y—-a,1-2y; y/72)

Fy=iFi(-y - a,1-27; §/7,)
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4.3. DKP Denkleminin Céziimii

Boliim 3.3.3 de ifade edildigi gibi (3+1) boyutta DKP denkleminin ¢6ziimleri on alt1 bilesen
icerir ve burada belirtildigi gibi ciftlenimli on alt1 denklemi analitik olarak ¢6zmek oldukca zordur.
Bu nedenle fiziksel sistem hakkinda bazi 6ngoriilerde bulunmak i¢in bu matematiksel zorluklari
daha diistik boyutlarda calisarak gidermek tercih edilir. (1+1) boyutta calisildiginda Dirac
matrisleri yerini Pauli matrislerine birakir ve DKP denkleminde yer alan Kemmer matrisleri artik
on alt1 bilesenli degil dort bilesenli matrisler olurlar. Diisiik boyuta indirgendiginde DKP denklemi
icin yine Schroédinger’in ikinci kuantizasyon yaklasikligi g6z oOniine alinarak kiitleli spin-1
parcacigy, iki 6zdes spin-1/2 parcaciktan olusan bir sistem olarak diisiiniilecektir. Bu kesimde
(1+1) boyutta, dis alanlarin varliginda DKP denklemi analitik olarak c¢dziilerek, Bogoliubov
dontisiim teknigi kullanilarak pargacik yaratma say1 yogunlugu elde edilecektir.

(1+1) Boyutta egri-uzay zamanda elektromanyetik alanlarin varliginda DKP denkleminin

kovaryant genellemesi asagidaki gibidir.
[iB* (0, — %, +eA,) —m]¥(t,x) =0 (4.113)

Burada f# Kemmer matrisleri, X,, spin baglanti katsayisi, A,, vektor potansiyelidir. Bu calismada
dis alanlarin varhiginda DKP denklemini ¢d6zmek icin spin baglanti katsayisinda mevcut olan
Christoffel sembollerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun icinde dncelikle metrik tensor ve tetradlar
hesaplanmalidir. Bu bilesenlerle beraber A, vektor potansiyeli de denklemde yerine koyulur ve
¢ozliimler elde edilir.

DKP denkleminin ¢6ziimiinde kullanacak (1+1) boyutta egri uzay-zamanda Riemann geometrisini

betimleyen cizgi elemani

dS? = CZ(t,x)dt? — C2(t, x)dx? (4.114)

1

Bicimindedir ve Ci(t,x) = C1, Cy(t,x) = C;, kisaltmasi kullamlacak ¢ = @

C, = a(t) tammu yapilmistir. Ayrica (1+1) boyutta ¢ahsilacagindan, tamimlanan ve A, vektor
potansiyeli, a(t) = a,V/t olmak iizere,
A, = (0,—Epa(t)) (4.115)

biciminde tanimlanir. Secilen cizgi elemanina karsilik gelen metrik tensériin kovaryant ve

kontrovaryant bigimleri asagidaki gibidir.

1 0
w _ €0f G w - /e (4.116)

c o
detgw 0 _ 1/62
2

gw=[0 2
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Egri uzay- zaman ile diiz uzay-zaman arasindaki iliskiyi tetradlar saglar. Tetradlar1 bulmak icin
g = elyyelyn®@ (4.117)
bagmtis1 kullanilir. Burada n®U) diiz uzay-zaman metrigidir ve n = (1,—1) sec¢imi yapilirsa

tetradlar asagidaki gibi elde edilir. Burada ve ileriki denklemlerde parantez icinde belirtilen tst

indisler Minkowski uzayini temsil etmektedir.

cttoo0 ; c, 0
u _ |41 @ _ L1
N0 —[ 0 Cz—l] v G = [0 Cz] (4.118)

Tetradlar yardimiyla egri uzay-zaman Dirac matrisleri ile diiz uzay-zaman matrisleri arasindaki

iliski asagidaki gibidir;

v = efy® (4.119)
1
YO = e y0 = C_ly(m (4.119.2)
1
yl= e(ll)y(l) - C_Zy(l) (4.119.b)

DKP denklemindeki X, spin baglanti katsayisinin hesaplanmasi i¢in oncelikle Christoffel

sembollerinin bulunmasi gerekir.

1
I;f/ = Egﬁa(augva + avgau - aaguv) (4.120)

Asagida verilen sonuglarda () = 9, ve (") = 0, tlrevlerini temsil etmektedir.

.a=0 =0
u=v =0 igin;
1 C
I = = g% (90900) = = (4.120.2)
2 C;
u=0 v=1icin
0 o 1 C;
Iy = I = 501900 = = (4.120.b)
2 C;
u=1 a=1 icin;
1 C,C,
IS =—-59%(=00911) = —=- (4.120.€)
2 C;

87



Niliifer PARLAK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

iia=1 =1
u=v = 0icin;

CiG

1
rolo = 5911(—61900) = C_zz

u=0v=1igin;

1 1/ 1 C
Iy = 591150911 = E<_C_2> ao(—C3) = C_z
2

Ayrica Iy = I

u=1 v =1icin;

Elde edilen Christoffel sembollerinin matris bicimi denklem (4.121)’de verilmistir.

|r& C_H| [Gi6 G
C c; ¢
0 — |1 1 1 _ 2 2

C, Cf C, G

Christoffel sembolleri ile spin baglant1 katsayis1 arasindaki baginti

1
i =~ g Guaalv*,v"]
seklinde ifade edilir.
i =0 igin;
1 A [, U,V
Io = =3 Gualvoly™y"]
a=0ve a=1 yazlirsa;
1 0 [, U 4V 1r.,U 4,V
— g9l VvV + g Loy, v”]
u=0veu=1 yazilirsa;
1 0r,,0 v 11,0 v or.,,1 .,,v 1r,1.v
_59001—1'/0[)/ YY1+ gor oy vl + gro oy v¥ 1 + 9uaoly v
v =1ve v = 0igin

1
-3 (o020 [Y% v + g11loo ¥ v°D

(4.120.d)

(4.120.¢€)

(4.120.9)

(4.121)

(4.122)
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C1Cy
L=——2=
0 2

Yoyt (4.122.2)
Ayrica;

Wyl =vyY +yvyk =2

Yyl =vyHy? —y¥y

baglantilari da kullanilmistir.

ii. A=1 icin;

I = —%gual"v"i [*v*]

a=0vea=1icin;
1 0 [, U 4,V 11,1 4,V
—g(guol“vl[y YT+ gl v']
u=0ve u=1icin;
1 0 0.,V 1 0,V 0 1.,V 1 1.,,v
—5(9001};1[)/ VU goa aly® vVl + guohaly vVl + g aly vl

v =1ve v = 0igin;

1
-3 (oo A Y% v ] + 91151 [vh v°]

C,C
L= —%yoyl (4.122.b)

Hesaplanan spin baglanti katsayilar1 diiz uzay-zaman Dirac matrisleri cinsinden asagidaki gibi

ifade edilir.

C,C] -1¢}
r=-— 0.1 _ %0, 4123
b 7V =gy (4.123)
Gl o1 L2 0
L =-—=vY =2, Y (4.124)

Burada B Kemmer matrisleri;

BW =yW @+ 1 QyW (4.125)
seklinde ifade edilir. X, spin baglanti katsayis1 ve Kemmer matrisleri arasindaki baglanti
L,=L,QI+IRI, (4.126)

bicimindedir.
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1¢;
ZO — 110 ® I+1 ® I—E) — _EC_l(y(O)y(l) ® I+1 ® y(O)y(l) (4—.126. a)
2
1C
L=LQI+IQI = _EC_Z(V(O)V(I) QI+1®yOy® (4.126.b)
1

Kemmer matrislerini (4.125) ve spin baglanti katsayisi (4.126) DKP denkleminde (4.113) yerine
yazilirsa denklem (4.128) elde edilir.

[eéo)ﬁ(O)(at — 5, +iedy) + 61(1),8(1)(895 — X, +ieA)) + im] Yiey=0 (4.127)

-1 1 T
C—(y(o) RI+1Qy®)(, + iedy) +C—(V(1) QI+1Qy™M)(0; +ied;) +
1 2
G
20,0,

¢
2@2}%“®1+1®me%”%”®I+I®V@W”%Hm

P°RI+IQY)Y YV RI+1QyPyW) + Yiexy = 0 (4.128)

Denklem (4.128) soldan y° ® y° ile carpilirsa denklem (4.129) elde edilir.

Cil(y“’) RI+1Q®y©) (0, + ied,) + Clz (YO D ® y© 44O ® ©, D)3, + ied,)
C1

26,C;
C;

2C,C,

+imy©® ® V“’)] Pexy =0 (4.129)

+

+

Dirac matrislerinin Pauli matrisleri cinsinden y® = (¢3,i0?) bi¢iminde se¢imi yapilirsa Kemmer

matrisleri asagidaki gibi hesaplanir:
1 0 . 0 -1
y°=a3=>(0 _1) y1=—102:(1 O)

vr=( 206 0= 0 %)

Bu matris se¢imleri kullanilarak DKP denklemi i¢cinde yer alan matrisler hesaplanirsa;

100 0
©) — (0 ©—o/0 0 0 0
B YO RI+IQy 2 000 0

00 0 -1
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0 -1 -1 0
0),, (1) & 40 1,0 & @, _[—-1 0 0 1
yore Ry + Y @ vy 1 0 o 1

0 1 1 0

0 -1 -1 ©0
-1 0 0 -1
-1 0 0 -1
0 -1 -1 0

¥
Y,
elde edilir. Bu matrisler denklem (4.129)'da yerine yazilip ¥(xt)= ‘Pg tanimlanirsa
0
w,
denklem (4.130) elde edilir:
2 0 0 O 0 -1 -1 0
1{foo0oo0 o0 . 1f-1 0 o0 1 ,
cloo o o (0¢ +iedy) + Gl-1 0 o0 1 (0y +ied,) +
0 0 0 -2 0 1 1 0
2 0 0 0 0 -1 -1 0 1 0 0 0 ¥ 0
¢t fo 00 off-1 0 0 —-1),. [0 -1 0 o0 b 0
26610 00 ofl=1 0 o 1]t ™o o -1 o ||ws|™ [o|*13D
0 0 0 -2 0 -1 -1 o0 0 0 0 1 ¥, 0
0 -1 -1 0 0 -1 -1 0
G2 [-1 0 0o 1|[-1 0o 0o -1
20,C,{-1 0 0 1J\{-1 O 0 -1
0 1 1 0 0 -1 -1 0
Denklem (4.130) asagidaki matris bicimde yazilabilir:
2 . G o 1 . c 1 . G C,
C_1 (0, + ieAy) + E +im - <C_2 (0, + ieA C1Cz) - <C_2 (0, + ieA C1Cz) oC,
Lot i Lo w1 [0
G (0, + ieAy) im 0 o (0, + ieAy) L}‘; o
—Ciz(ax +ied,) 0 —im Ciz(ax +ieA,) l;,,f 8
_% ( (0, + ieA,) + (;Cé ) ( (0, + ieA,) + (;Cé ) —C%(at + iedy) —% + im_

Bu matrisin ikinci ve liglincii satir1 ayn1 denklemleri verir, bu nedenle bunlardan sadece biri alinir

ve toplamda ciftlenimli {i¢ diferansiyel denklem elde edilir:

C 1 C,
[ (at + iedy) + ]Ll’l +imW¥; — 2 |— (6 +ied;) + —| ¥ + —‘Pz =0 (4.131)
C1C, C1C,
(a+ A)+C y, —2|— (a+ A) + ’\p+czw—o 4132
[ t le 0 C]_Cz] lm 2 le 2 C]_CZ C]_CZ ( . )
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1
Yo =¥5= imC,

D2 —¥1) (4.133)

Denklem (4.131) ve denklem (4.132) bir kez toplanir ve bir kez de farki alinirsa, sirasiyla
asagidaki denklemler elde edilir:

C’ 1 !
—(at +iedo) + = (\pl + W) 4 im(W, — W) — 4| = (0, + ied;) + —| ¥,
C; (16,
Y, +¥,)=0 4.134
C1Cz W, +¥,) = ( )
C, C,
[_ (at + ler) + :| (l‘p]_ l‘pz) + Lm(lljl + l'pz) - C C ( 1 l‘pz) == 0
2 . .
C_l (at + ler)(l'Pl - "I’Iz) + lm(‘Pl + l‘pz) = 0
i 2 .
("IJ]_ + "I’Iz) - (at + ler)(l'Pl - "I’Iz) (4.135)
mc(C;
Denklem (4.133) ve denklem (4.135), (4.134) denkleminde yerine yazilirsa:
C, m?
(at +iedy) + —— oGl (at +iedy)(W; —¥,) + T(‘Pl -9,)
111
_(a + leAl) + (a + leAl)(l‘pl l‘pz) = 0 (4136)
C1Cz C;

elde edilir. Denklem (4.136)'da A, yerine yazilip (¥; — ¥;) yerine X(t) kisaltmas1 yapilir ve
u = ayt/? doniisiimii tanimlanirsa denklem (4.137) elde edilir:
m)z 1 (kx 8%

L (G- ]X(u) ~0 (4.137)

Denklem (4.137)’deki birinci mertebeden tiirevi yok etmek icin X(u) = u*f(u) donisimi

yapilir, « yerine —% yazilirsa, denklem (4.138) elde edilir.

(dz 11 (m)z k2 ezEg 2k eEO

mtiEt 3 +— )f( )=0 (4.138)
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2
Denklem (4.138)’ i Whittaker fonksiyonuna benzetmek i¢cin y?2 = (%) + (eEy)? tammi ve

p = 2iyu degisken dontlisiimii yapilirsa;

denklem (4.139) elde edilir. Tanimi1 6nceki boliimde verilen Whittaker denklemi burada yeniden

hatirlanirsa:

2
TTH k1
92 +12 +——=|0() =0
Yoyt oy 4

2

O halde ¢oztimler; k = thxelo e =, § = *ik, olmakiizere, Whittaker fonksiyonlaridir:
\ 1+(2€E0)
f(p) =AMy, (p) + BW, (4.140)

4.3.1. DKP Denklemi icin Parcacik Yaratma Siireci

Bu kesimde DKP denklemi i¢in elde edilen ¢6ziimlerden parcacik yaratma sayi yogunlugu
elde edilecektir. Bogoliubov katsayilarini belirlemek icin Kesim 3.3.1.1. de elde edilen yar1 klasik

coziimler goz dniine alinacaktir. i1k olarak pozitif ve negatif frekansh ¢oziimler belirlenecektir:
p — oo icin Wy ,(p) nin asimptotik davranisi agagidaki gibi tanimlanabilir;

Wiu(p) = e~P/? p*

Buna gore, fg = Cs5 Wy, (p) ve

fo; = [Co"; Wk,u (,0)]* = Cot W—k,u (—P) (4-141)
elde edilir. Ayrica p - 0 i¢in My, (p) nun asimptotik davranisi;

My (p) — e=P/2ph+1/2

biciminde verilebilir. p = 0 i¢in pozitif ve negatif frekansh kipler soyle olacaktir:

f0+ = C(-){- Mk,u (»)

1

fo =165 My, (@I =C3 (=D7*"2My_,(p) (4.142)
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p — o iken pozitif ve negatif frekans kipleri, p — 0 daki pozitif ve negatif frekans kiplerinin

cizgisel birlesimi olarak yazilabilir [18];

fo = akf0+ + Brfo
Buna gore;
Co o —pt1/2
Wiu(p) = o Yk My, (p) + 3 Br (1) My, (p)

ifadesi elde edilir. Whittaker fonksiyonlari i¢cin asagidaki dzellik kullanilir:

r(—2u) r2u)
W, =—M +—< M, _
k,,u(p) r (% - k) k,,u(p) r (% L [y k) k, u(p)

Boylece a ve f katsayilar1 asagidaki gibi bulunur:

_ € Tr(=2w) y Cs -1z T2
Te=er r(%_#_k)' P Co (") F(%+u—k)
Buradan,

M: 2mky |F(%+“_k)|2
N

Gamma fonksiyonlarinin asagidaki 6zelligi [17] yardimiyla,

reor(=x) = , Ir@nlz =

X Sinmx y sin hrry

(4.143)

(4.144)

(4.145)

Ayrica dalga fonksiyonu icin, Bose-Einstein istatistifine uygun olarak |a|? — |Bx|* = 1 kosulu

saglanarak, pargacik yaratma say1 yogunlugu icin su baginti elde edilir:

cosh(my)
N = Iﬁklz = 2k ~
e?™x cosh(my) — cosh(my)
. Ky . Ky -
Buraday = ji — ———— Ve y = —[l ————— esittir.
+(5op 1+(
eEg 2eEg

(4.146)
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda goreli par¢acik denklemlerinin, konuma ve zamana bagli manyetik ve
elektrik alanlarin varliginda Robertson-Walker evren modeli icin analitik ¢oziimleri elde
edilmistir. Segilen dis alanlar ve RW metrigi icin 6lcek carpani her bir goreli denklem igin soyle

O0zetlenebilir:

Tablo 5. 1. Analitik Coziimler icin Secilen Dis Alanlar ve RW Metrik Olgegi

Goreli Denklem Manyetik Alan Dis Alalllillektrik Alan RW Metrigi icin a(t)
Klein-Gordon B = Bye Pk E =Eya(t) k a(t) =+t

Dirac Denklemi B = Bye Pk E = Eya(t) k a(t) =T + At
DKP Denklemi B=0 E =Eya(t) i a(t) = agVt

Tez konusunun ana hedefi dis alanlarin varliginda ve egri uzayda Dirac denkleminin analitik
¢Ozlimlerini elde etmektir. Dirac denklemi icin literatiir incelendiginde genel olarak ya sadece dis
alanlarin varhigl ya da sadece gravitasyonel alanlarin varhig: irdelenmistir. iki durumun birlikte
yer aldig1 ¢ok az ¢alisma tespit edilmistir. Bu durum Dirac denkleminin dort bilesenli olmasi ve
dort ¢iftlenimli denklemin analitik ¢6zlimii icin matematiksel zorluklarin olusundan kaynaklhdir.
Bu baglamda ilk olarak (3+1) boyutlu RW metrigi icin goreli spinsiz parcaciklar1 temsil eden
Klein-Gordon denkleminin, ardindan Dirac denkleminin tam ¢6ziimleri bulunmustur. Tezin son
asamasinda ise sadece elektrik alan varliginda, (1+1) boyutlu RW metrigi icin DKP denkleminin
¢ozlmleri tiiretilmistir. DKP denklemi 16 bilesene sahip oldugundan analitik ¢6zlimlerin elde

edilmesi ¢cok zordur. Bu nedenle diistik boyutlar icin yapilan ¢alismalar daha yaygindir.

Dirac denklemi (spin - % ) ile beraber KG denkleminin (spin-0) ¢6zlimlerinin de elde edilmis olmasi

goreli coziimlere spinden gelen katkilar1 yani spin ile manyetik alanin etkilesmesini tartismak icin
yararli olacaktir. Elde edilen ¢6zlimlerden pargaciklarin enerji bagintilar tiiretilebilir ve enerjiye
dis alanlarin ve spin-alan etkilesmesinin sagladigi katkilar tartisilabilir. DKP denkleminin
¢oziimlerinin elde edilmesi ise KG denklemi i¢in geri bildirim niteligindedir. Diisiik boyutlarda
spin-alan etkilesmelerini analitik ¢oziimlerden gérmek miimkiin degildir, yani spin katkisi
¢oziimlerde goriilmeyecektir. Ancak tez calismasindan elde edilen sonuclar degerlendirildiginde
(3+1) boyutlu uzayda KG denklemi icin elde edilen diferansiyel denklemin ve dolayisiyla da bu
denklemin ¢dziimiiniin, (1+1) boyutta DKP denklemi icin elde edilen denklem ile ayni oldugunu
ve ayni ¢oziimlerin elde edilecegini gostermistir. Bu sonuca gére KG denklemi icin (3+1) boyutta
yapilan bircok ¢alismanin matematiksel sonucu, yliksek boyutlarda c¢alisiimasi olduk¢a gii¢ olan

DKP denkleminin diisiik boyutlardaki dogasinin anlasilmasina da 1sik tutacaktir.
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Secilen metrigin 6lgek carpaninin ve dis alanlarin ayni olmasi durumu icin her bir goreli
denklemin ¢oziimleri ve spinden gelen katkilar dogrudan karsilastirilabilir. Ornegin, DKP
denklemi i¢in kullanilan 6l¢ek carpaninda a,’in 1 alinmasi, Dirac denklemi icinise A=1, =0

olmasi durumda KG denklemiyle karsilastirma yapilabilir.
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