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OZET

3-boyutlu Oklid uzayinda uzay egrileri igin Frenet catisi, Bishop cat1 ve paralel
oteleme catisi iizerine calismalar yapilmustir. Bunlara ilave olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda
quasi cati tanimlanmustir. 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisi, Bishop cat1 ve paralel
oteleme catis1 tanitilmis ve 4-boyutlu Oklid uzayinda kullanilacak olan quasi ¢atil1 bir uzay
egrisi hakkinda bilgi verilmistir. Quasi c¢atiyr kullanmaktaki asil amag¢ bu ¢atinin Frenet
catisina ve bilinen diger c¢atilara gore daha genel olmasi ve alinan bir uzay egrisinin ikinci
mertebeden tiirevinin  olmadigr durumlarda dahi quasi ¢ati ile hesaplamalarin
yapilabilmesidir. Quasi cat1 bilinen diger ¢atilarla ayn1 dogruluga sahiptir. Bu catinin diger
bir onemli 6zelligi ise bir uzay egrisi boyunca hesaplanan ¢ati vektorlerinin teget etrafindaki
gereksiz biikiilmelerini ve donmelerini engellemesidir. Verilen uzay egrisinin quasi gatisi
icin dncelikle quasi-normal vektérii bir Oklid agis1 kadar dénerek teget vektor ve k izdiisiim
vektoriine dik bir birim vektor olarak verilir. Sonrasinda bu vektorler yardimiyla birim hizl
teget vektor, quasi-normal vektdér ve quasi-binormal vektor ile quasi g¢atis1 olusturulur.
4-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi, 6rnegin zy-diizlemindeki izdiisiim vektorleri k,
ve k, i¢in birim vektorler t teget, n, quasi-normal, b,; birinci quasi-binormal ve b, ise
ikinci quasi-binormal kullanilarak quasi ¢atisi ve quasi egrilikleri bulunmustur. Bulunan bu
quasi egrilikleri k,, ve k, izdiisiim vektorlerine bagl olarak elde edilmistir. 4-boyutlu Oklid
uzayinda bir uzay egrisinin quasi egriliklerinin esitleri egrinin iiclincii mertebeye kadar olan
tirevleri ile k, ve K, izdiigiim vektorleri yardimiyla hesaplanmugtir. Ayrica E* uzayinda
quasi ¢atrya gore Bertrand ve Mannheim egrileri incelenmistir. Bulunan bu hesaplarin daha
anlasilabilir olmas1 adina 4-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi igin quasi ¢at1 ve quasi

egriliklerinin elde edildigi 6rnekler yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: 4-boyutlu uzay, Frenet cati, Quasi cati, Quasi egrilikleri.
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SUMMARY

Frenet frame, Bishop frame and parallel translational frame for space curves in E3
space have been studied. In addition to these, quasi frame is defined in 3-dimensional
Euclidean space. In E4, the Frenet frame, Bishop frame and parallel translation frame are
introduced and information is given about a space curve with a quasi frame in E* space to
be used in this paper. The mean using the quasi frame is that this frame is more general than
the Frenet frame and other known frames and calculations can be made with the quasi frame
in cases where there is no second-order derivative of a space curve. The quasi frame has the
same accuracy as other known frames. Another important feature of this frame is that it
prevents unnecessary twists and turns around the tangent of the frame vectors calculated
along a space curve. The quasi frame of a given space curve is rotated by a Euclidean angle
and firstly the quasi-normal vector is given as a unit vector perpendicular to the tangent
vector and the projection vector k. Then, the quasi frame is formed by the tangent vector,
the quasi-normal vector, and the unit quasi-binormal vector. For a space curve in E* space,
for example, k, and k, projection vectors in the xy -plane, t is the unit tangent, n, is the
unit quasi-normal, b, is the first unit quasi-binormal and b, is the second unit
quasi-binormal to find the quasi frame and quasi curvatures. These quasi curvatures are
obtained depending on the projection vectors k, and k. Equivalents of the quasi curvatures
of a space curve in [E* space are calculated with the help of the derivatives of the curve up to
the third order and the projection vectors k, and k,. In E* space, Bertrand and Mannheim
curves according to the quasi frame were also analysed. In order to make these calculations
more comprehensible, an example is made in which quasi frames and quasi curvatures are

obtained for a space curve in 4-dimensional Euclidean space.

Key Words: 4-dimensional space, Frenet frame, Quasi frame, Quasi curvatures.
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1. GIRIS VE AMAC

Egri ve cat1 kavrami diferensiyel geometride onemli bir yer tutmaktadir. 4-boyutlu
Oklid uzayinda da Frenet catisi, Bishop cati, paralel dteleme catisi ile ilgili calismalar
yapilmustir. Bu catilar arasindaki iligkiler incelenerek yeni teoriler elde edilmistir. Frenet
catisina alternatif olan ilk ¢alisma Bishop (1975) tarafindan yapilmistir. Bishop ve paralel
Oteleme catis1t gibi catilarin yami sira aymi dogrulukta sonuclar veren hesaplanmasi bu
catilara gore daha kolay olan ve egrinin ikinci tiirevinin olmadigi durumlarda bile ¢atinin

hesaplanmasini miimkiin kilan bir diger ¢ati1 da quasi ¢atidir.

Egriler teorisinin dnemli konularmdan bir digeri 6zel egri giftleridir. Ozel egri
ciftleri pek ¢ok c¢alismada yer almistir. Bir uzay egrisi i¢in asli normal vektor alani
olusturma problemi Venant (1845) tarafindan ortaya atilmistir. Bertrand (1850) bir
makalesinde bu sekilde bir egrinin varliginin ancak sirasiyla egrinin birinci egriligi ve ikinci
egriligi i¢cin uygun bir baginti elde edilmesiyle miimkiin oldugunu sdylemistir. Baska bir
sekilde ifade edecek olursak egrinin egrilikleri arasinda A\, € R olmak {izere
Ak1 + pky = 1 seklinde bir baginti vardir. Bertrand’in bu ¢dzlimiiniin ardindan kosullara
uyan egrilere Bertrand egrisi, yukaridaki bagintiyla elde edilen diger egrilere de Bertrand

eslenik egrisi denmistir (Kuhnel, 2006).

1878 de degeri sabit olacak sekilde k? + k3 = w? bagmtis1 yardimiyla Mannheim
egrileri tammlanmustir (Azak, 2009). Blum (1966) Oklidyen 3-uzayda Mannheim egrileri
iizerine ¢alismalar yapmistir. Mannheim egri tanimi 2007 yilinda Wang ve Liu tarafindan
yeniden ifade edilerek yukaridaki bagintiyla elde edilen egriler Mannheim egri ¢ifti olarak
isimlendirilmistir. Ardindan Oklidyen 3-uzayda ve Minkowski 3-uzaymda Mannheim egri

cifti olma kosullar1 incelenmistir.

Quasi ¢at1 kavrami igin gerekli olan quasi-normal vektér Coquillart (1987)
tarafindan tanimlanmistir. Quasi ¢ati ise ilk olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda Dede vd.
(2015) tarafindan tamimlanmistir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi igin teget vektor
hesaplanip ardindan bir k izdiisiim vektorii yardimiyla quasi-normal vektor elde edilir ve bu
iki vektoriin vektorel ¢arpimi sonucu birim quasi-normal vektdr bulunur. Béylece 3-boyutlu
Oklid uzayinda quasi cat1 elde edilir. Buna bagl olarak da quasi egrilikleri ve tiirev
denklemleri hesaplanir. Quasi cat1 teget etrafindaki gereksiz biikiilmeyi 6nlemesi agisindan
onemli bir kavramdir. Ciinkii Frenet catisinin dezavantajlarindan biri olan egriligin sifir

olmas1 durumunda Frenet catis1 tanimsiz olmasina ragmen quasi ¢at1 hesaplanabilir. Quasi



cat1 tanimlanmasinin ardindan Minkowski 3-uzay1 ve Galilean uzay1 gibi pek c¢ok farkl
uzayda ¢aligilmistr.

Bu tez ¢alismasinin amaci, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanmis olan quasi catiy1
4-boyutlu Oklid uzayma tastyip 4-boyutlu Oklid uzayinda tegetin sifir olmas: gibi Frenet
catisinin tanimsiz oldugu durumlarda bile uygulamalardaki kisitlamalarindan etkilenmeyen
daha genel alternatif bir cati olusturmaktir. Calismada, Oklidyen 4-uzayda quasi ¢ati
tanimlanmis buradan yola ¢ikarak da quasi egrilikleri ve quasi tiirev denklemleri elde
edilmistir. Daha sonra da Oklidyen 4-uzayda Frenet catis1 ve quasi cat1 arasindaki iliskiler
incelenmis, quasi ¢at1 i¢in Bertrand ve Mannheim egri ciftleri ile 6zelliklerine yer verilerek

anlagilabilirligi arttirmak adina tiim bu ¢alismalar 6rneklerle desteklenmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Oklidyen 3-uzayda egriler teorisi diferensiyel geometrinin ana ¢alisma alanlaridan
biridir. Bu uzayda uzay egrileri lizerine ¢alismalar 1847 yilinda Frenet ve 1851 yilinda
Serret tarafindan yapilmis ve bugiin Serret-Frenet Catisi1 olarak adlandirilan ortonormal ¢ati
ortaya ¢cikmistir. Ayrica, Yiice (2017) ¢alismasinda Oklidyen 3-uzayda bu ¢at1 yardimiyla
egriler ve yiizeyler konusunu incelemistir. En ¢ok bilinen ¢atilardan biri de egrinin hizi ve
yiizeyin normali yardimiyla tanmimlanan Darboux ¢atisidir. Ismini 1887 - 1896 yillari
arasinda yayinlanan 4 ciltlik ¢alismalarinin ardindan Fransiz matematik¢i Jean Gaston
Darboux’dan almistir. 2015 yilinda Sentiirk ve Yiice (2015) tarafindan Oklidyen 3-uzayda
ylizeylerin karakteristik 6zellikleri Darboux ¢atis1 yardimiyla verilmistir. Bunun diginda iyi
bilinen bir diger cati Frenet ¢atisidir. Bir egrinin acik bir aralikta tlirevlenebilir olmast
durumunda her noktada karsilikli olarak ortogonal birim vektorler kiimesinin
olusturulabilecegi ve bu vektorlere Frenet catis1 veya hareketli ¢at1 vektorleri denildigi iyi
bilinmektedir. Bu cat1 vektdrlerinin egri boyunca oranlari egrinin egriliklerini tanimlar.
Elemanlar1 bir egrinin ¢ati vektorleri ve egrilikleri olan kiimeye egrilerin Frenet aparati
denir. Frenet c¢atis1 klasik diferensiyel geometride dnemli bir rol oynar. Bununla birlikte
Frenet gatisinin uygulamalarda cesitli dezavantajlar1 vardir. Ornegin, Frenet catis1 egriligin
olmadig1 her yerde tanimsizdir. Ayrica, Frenet catisinin ikinci bir dezavantaji da teget

vektor etrafinda istenmeyen bir donmeye sebep olmasidir (Bloomenthal, 1990).

Bishop catist (Bishop, 1975) veya paralel tagima ¢atisi, egrinin ikinci tiirevinin
olmadig1 hallerde bile iyi tanimlanan hareketli bir ¢ati1 kavrami olusturmak igin alternatif bir
yaklagimdir. Ortonormal bir catiyl, ¢atinin her bir bilesenini Oklid 4-uzayinda paralel
oteleyerek bir egri boyunca paralel tasiyabiliriz. Bu durumda bazi noktalarda egrilikler
olmadig i¢in Frenet ¢atilar1 olusturulamaz fakat Bishop catisi kullanilabilir (Bishop, 1975).
Yilmaz ve Turgut tarafindan 2010 yilinda Bishop catisinin yeni bir versiyonu verilmistir.
o” # 0 olmak iizere Frenet egrilik fonksiyonlari ki, k; ve ks ile E* Oklid 4-uzayinda birim
hizl1 bir « egrisi i¢in Frenet vektorleri ise Alessio tarafindan verilmistir (Alessio, 2009). Bu
kavram 2014°de Celik ve digerleri tarafindan dért boyutlu Oklid uzayina genisletilmis ve
paralel bir ¢at1 olusturulmustur. Dort boyutlu Oklid uzayinda bu ¢at1 paralel tasima gatis
olarak adlandirilir ve bu konuda Ates vd. (2019), Korpinar ve Turhan (2013), Gokgelik vd.
(2014) ve Hanson ve Ma (1995) gibi ¢alismalar mevcuttur. Klok, ddonmeyi minimize eden
catilar kullanarak siipiirme yiizeylerini tanimlamistir (Klok, 1986). Siipiirme yiizeyleri i¢in
rotasyonu minimize eden catinin dogru bir sekilde hesaplanmasi ise Wang tarafindan

gergeklestirilmistir (Wang vd., 2008). Bunlarm yani sira dort boyutlu Oklid uzay: E*de bir



cok calisma yapilmistir. Bunlardan bazilari Olah-Gol ve Pal (2009), Bulca (2012) ve Bulca
(2017) seklindedir.

Bertrand egri cifti 1850 yilinda ilk defa Bertrand tarafindan ifade edilmistir. 1967
yilinda Lai zayiflatilmig Bertrand egrileri lizerine ¢alismis, 2003 yilinda Matsuda ve Yorozu
4-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrilerini genellestirmek igin oneride bulunmustur.
Ekici (2021), 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi igin Frenet catisi, quasi ¢ati,
Bertrand ve Mannheim egri c¢iftlerini detayli incelemistir. 2014 yilinda Kazaz vd.
Minkowski-3 uzayinda Darboux catis1 yardimiyla Bertrand D-egri ikililerini tanimlayarak
genel karakterizasyonlar1 iizerine calismalar yapmustir. 2004 yilinda Balgetir 3-boyutlu
Minkowski uzayinda null Bertrand egrilerini ¢aligmustir. 2010 yilinda Oztekin ve Bektas
3-boyutlu Minkowski uzayinda Bertrand egrileri ile ilgili hesaplamalar yapmistir. Choi vd.
2012 yilinda yaptig1 calismada Bertrand egrilerini 3-boyutlu uzayda incelemistir. Dede vd.
2018 yilinda yaptiklar1 calismada yonlii Bertrand egrilerinin 6zelliklerini quasi c¢ati
yardimiyla incelemistir. Kandilci vd. (2023), Minkowski uzayinda yonlii Bertrand egrileri

lizerine ¢alismistir.

1878 yilinda Mannheim’in tanimladigt Mannheim egri ikilisi iizerine Oklid
uzayinda ve Minkowski uzayinda yapilmis birgok ¢alisma vardir. Blum (1966), 3-boyutlu
Oklid uzayinda Mannheim egrilerini Riccati denklemlerinden faydalanarak arastirmistr.
2008 yilinda Wang ve Liu egrinin birinci ve ikinci egriliklerinin kareleri toplami sabit
olacak sekilde bu 6zel egri ¢iftini yeniden ifade etmis ve bu egri sinifina Mannheim egrileri
ad1 verilmistir. Azak (2009), bu egrilerin timelike 6zelliginde olanlarin1 Lorentz uzayida
3-boyutlu olarak galigmistir. Liu ve Wang tarafindan 2008 yilinda R? Minkowski uzayinda
ve Oklidyen 3-uzayda Mannheim egri ikilisi olma sartlar1 verilmistir. 2009 yilinda
Mannheim egri ikililerinin egrilikleri ile torsiyonlar1 arasindaki bagintilar Orbay ve Kasap
tarafindan Oklidyen 3-uzayda elde edilmistir. 2011 yilinda 3-boyutlu Minkowski uzayinda
null Mannheim egrileri tanimlanarak bu egriler i¢in gerek ve yeter sartlar agiklanmigtir.
Ardindan 3-boyutlu Minkowski uzayinda quasi ¢at1 yardimiyla Mannheim ve Bertrand egri
ikilileri ile bazi ozellikleri verilmigtir. 2016 yilinda R? Minkowski uzayinda Tarim
tarafindan yoOnlii Bertrand egri ikilileri ile yonlii Mannheim egri ikililerinin egrilikleri
arasindaki bagmtilar hesaplanmistir. Kandilci vd. Minkowski uzayinda yonlii Bertrand
egriler iizerine ¢alismistir (Kandilci vd., 2023). Bunlarin yani sira Kahraman vd. (2011),
Tuncer vd. (2017), Honda ve Takahashi (2020) ve Elsharkawy ve Elshenhab (2022)
seklinde ¢aligmalar mevcuttur. Ayrica, 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet gat1 ve Bishop cati
vektorleri kullanilarak Bertrand ve Mannheim egrileri lizerine pek ¢ok calisma yapilmistir.
Bunlardan bazilar1 Irmak (2018), Matsuda ve Yorozu (2003), Honda vd. (2022) ve Yanlin
vd. (2022) olarak siralanabilir. Coquillart’in (Coquillart, 1987) calismasindan esinlenen

Dede, bir uzay egrisi boyunca uyarlanmis yeni bir ¢ati tanitt1 ve bu catiy1 quasi ¢at1 olarak



adlandirdi. Quasi ¢ati, Frenet ¢atisina baska bir alternatiftir ve Frenet catisina gore bazi
avantajlar1 vardir. Bu avantajlar hesaplanmasi daha kolaydir, ayn1 dogruluga sahiptir ve
paralel tasima catisinin bir genellemesi olarak diisiliniilebilir; seklinde siralanabilir. Quasi
catt kavrami, sabit bir izdiisim vektoriine ve ana normal ile quasi-normal vektor alani
arasindaki Oklid agisina dayanmaktadir (Dede vd., 2015). ikinci tiirev olmadiginda, cat1 bir
Oklid ag1s1 kadar doner ve quasi-normal, teget ve izdiisiim vektdrlerine dik bir birim vektor
olarak verilir. Ekici’nin ¢aligmasinda 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi i¢in Frenet
catist, quasi cati, Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri gibi konular detayli bir sekilde

incelenmistir (Ekici, 2021).

Bu calisma su sekilde diizenlenmistir: E® uzayda tanimlanan quasi ¢at1 E* uzayma
genisletilerek Frenet ¢atisinin hesaplanamadigi durumlardaki dezavantajlar ortadan kaldirilip
egrinin ikinci tlirevinin olmadigi durumlarda bile hesaplanabilen, ayni dogrulukta sonuglar
veren ve egrinin teget etrafinda gereksiz biikiilmesini 6nleyen daha genel alternatif bir cati
tanimlanmigtir. Quasi egrilikleri ile quasi denklemlerine yer verilerek quasi egrilikleri ile
E* uzayindaki diizenli bir egrinin birinci, ikinci ve iigiincii dereceden tiirevleri arasindaki
iligkiler gosterilmistir. Daha sonra Frenet catisi ile quasi ¢at1 arasindaki bagintilar incelenmis
ve 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen yonlii Bertrand ve Mannheim egrileri ile ilgili tanim ve
teoremler 4-boyutlu Oklid uzayinda quasi ¢at1 yardimiyla ifade ve ispat edilerek drneklerle

desteklenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Calisma siiresince kullanilacak olan tamimlara ve teoremlere bu boliimde yer

verilmistir.

3.1. Oklidyen 3-Uzayda Yapilar

Diferensiyel geometride klasik egriler ile ilgili konular ele alinirken Frenet ¢atisi (li¢ yiizliisii)
sik¢a kullanilir. Burada da bir uzay egrisi iizerinde incelenen Frenet ¢atis1 hakkinda bilgiler

verilmistir.

Tanim 3.1.1: A reel bir afin uzay ve A uzayiyla birlesen n—boyutlu vektor uzayi da

V' olmak iizere bu uzayda i¢ ¢arpim islemi a = (ay, ..., a,) ve b = (b1, ..., b, ) vektorleri igin

() : VxV = R
(a,b) — <a,b) = zzzla,bz

seklinde tanimlanirsa A afin uzayinda uzaklik ve ag¢i gibi temel metrik kavramlar
tamimlanabilir. Bu sekilde sirast ile V' vektor uzay1 n—boyutlu Oklid uzayi (, ) doniisiimii de

standart Oklid i¢ ¢arpimi olarak adlandirilir (Hacisalioglu, 2000).

Tamm 3.1.2: / C R olmak iizere bu agik aralikta (7, ) komsulugu yardimiyla
verilen v : [ — E” egrisi a(t) = (a1(t), aa(t), ..., @, (t)) parametrizasyonuyla gosterilen
N = «(I) C E" kiimesi uzay egrisi olarak adlandirihr. Uzay egrisi « ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.1.3: (J, o) koordinat komsulugunda bir N egrisi alalim. s € J olmak tizere
her s i¢in ||a/(s)|| = 1 kosulu saglaniyorsa N egrisi bu komsulukta birim hizli egri olarak

adlandirilir. Buna gore s yay-parametresi adini alir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 3.1.4: E” de bir N egrisi i¢in (J, a) koordinat komsulugu alindiginda t € J
olmak tizere bu noktadaki Frenet r-ayaklisini {U; (¢),..., U _(¢)} seklinde gosterirsek
1 <4 < r kosulunu saglayan

ki: J —R
t = ki(t) = (Ui(t), Ui (1))



fonksiyonuna E" uzayinda « egrisinin ¢-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 3.1.5: 3-boyutlu Oklid uzayinda alman a = (a1, az,a3) ve b = (by, by, b3)
vektorleri igin Oklid i¢ ¢arpimi

(a,b) = (a1by + agby + azbs)

seklindedir. Burada R® uzayr Oklidyen 3-uzay olarak adlandirilir ve E? ile gosterilir
(Hacisalioglu, 1998).

Tanmim 3.1.6: 3-boyutlu Oklid uzay1 E? {in standart baz1 {e;, e,, e;} olmak iizere
3 3
a =) ae; veb = > be; buuzayda verilen herhangi iki vektor olmak iizere a ve b nin
i=1 i=1
vektorel carpimi veya bazen dis ¢carpim diye a A b ile gosterilen

€ € €3
aAb = ap Qo as
by by b3

vektorune denir.

3-Boyutlu Vektorel Carpimin Ozellikleri:

1. Pozitif ortonormal taban {e;, e,, e;} i¢in
e, N\ € = Zé‘ljkek
k

seklinde ifade edilir.

2. Oklidyen 3-uzayda vektorel arpim islemi igin bilineerlik (gift dogrusallik) 6zelligi

saglanir.

3. Oklidyen 3-uzayda vektorel carpim islemi icin asimetri (ters simetri) dzelligi

gegerlidir yani (a A b) vektorel carpimi (—b A a) vektorel ¢arpimina esittir.
4. (a A Ab) A b vektorel garpiminin esiti a A b dir.
5.a A b = 0 ancak ve ancak a ve b vektorleri lineer bagimlidir.

6. Pozitif ortonormal taban {e;, e,, e;} e gore bilesen formu

(a/\b)k = Zzgijkaibj
i



seklindedir.

7. Oklidyen 3-uzayda < a A b, ¢ > karma carpim1 < a,b A ¢ > karma ¢arpimina

esittir.
8. Oklidyen 3-uzayda vektorel carpim islemi igin < aAb,a > = Ove < aAb,b > =0
dir.
9. Lagrange 6zdesligi ise
<au> <av>
<aAbuAv> =
<bu> <byv>
= <au><bv>-<av><b,u>
seklindedir.

10. Oklidyen 3-uzayda iigliilerin vektdrel ¢arpimi
(aAb)Au= <a,u>b— <b,u > aolarak ifade edilir.

11. 3-boyutlu Oklid uzayinda vektorel carpim islemi icin
laAb||?=<a,a><b,b>— < a,b>?dzelligi saglanir (Shaw, 1987).

Tamm 3.1.7: E? uzayinda (/, o) koordinat komsulugu yardimiyla verilen birim hizli
bir M egrisinin birim teget t, birim normal n, binormal b vektorleri i¢in {t,n,b} tclist

Frenet catis1 adini alir. O halde

al/(s)

(o) =) 1) = ooy

ve b(s) =t(s) An(s) (3.1)

olur. Buradan
a'(s) ANd(s)

b(s) =
[l (s)]]
seklindedir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 3.1.8: Oklidyen 3-uzayda birim hizli bir M = «(l) egrisinin «a(s)
noktasindaki Frenet catis1 i¢in ky ve ko Frenet egrilikleri olmak iizere Frenet tiirev
denklemleri

t 0 ky O
wl=| -k 0 k|]|n (3.2)
b’ 0 —ky O b

ki =(t',n), ky=(n' b) (3.3)

bi¢iminde yazilir (Hacisalihoglu, 1998).



Tamm 3.1.9: o : [ — R3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. k;(s) = ||/ (s)]|

degerine «v egrisinin s noktasindaki egriligi ad1 verilir (Do Carmo, 1976).

Tanmm 3.1.10: « egrisine bir donme ¢izgisi ya da helis denir ancak ve ancak egrinin
Frenet egrilikleri &, ve k5 sabittir (Gray, 1993).

3.2. Oklidyen 3-Uzayda Uzay Egrisi Boyunca Quasi Cati

Dede ve arkadaglar1 2015 yilinda bir uzay egrisinin quasi ¢atisini tanimladilar. Quasi ¢atinin

Frenet catisina gore iki dnemli {istlinliigii vardir. Bunlar
a) Egrinin ikinci tlirevinin sifir oldugu durumlarda da tanimlanabilir.

b) Egrinin teget vektorii cevresinde gereksiz biikiilmesinin dniine geger.

Ornegin egriligi her zaman sifir olan bir dogru i¢in bile quasi ¢at1 bulunabilir.
k., = (0,0,1) ve X = (a, b, ¢) seklinde olmak iizere

XAk, = (a,b,c)A(0,0,1) = (b, —a,0)

elde edilir. Buradan X A k., xy-diizleminde yatan ve X vektoriine dik olan bir vektordiir
yani X vektoriniin izdiisimudiir. Sekil 3.1 de y-ekseni yoniinde quasi catinin izdiisiim
vektori sirastyla k, = (1,0,0), k, = (0,1,0) ile k, = (0,0, 1) olarak verilmistir (Dede
vd., 2015). Burada k izdiisiim vektoriiniin, koordinat eksenleri boyunca alinan birim vektor

X Ak, (b, =, 057

Sekil 3.1 Izdiisiim vektorii

olmasi1 dnemlidir.
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Bir egri i¢in teget vektor t ile izdiisiim vektorii k olmak iizere bu iki vektoriin paralel
olmasi halinde t A k = 0 olur. Sirasiyla x—ekseni dogrultusundaki quasi catisi
{t,ng, by, K, }, y—ekseni dogrultusundaki quasi ¢atist {t,ng, bgq,k,} ve z—ekseni
dogrultusundaki quasi ¢atisi {t, ng, bg, K.} seklinde gosterilir.

Sekil 3.2 de ise bir dogru i¢in Frenet vektorleri hesaplanamazken bile hesaplanmasi

miimkiin olan quasi cat1 vektorleri gosterilmistir.

Sekil 3.2 Dogru boyunca quasi-¢ati gésterimi

Tanmim 3.2.1: 3-boyutlu Oklid uzayinda alian bir egrinin quasi ¢at1 vektorleri

/(1) tA k

t= , Mg =
[’ ™ [[eAK]

ve bg=tAn, (34

ile gosterilir. izdiisiim vektorii k icin birim olan teget vektdr, quasi-normal vektdr ve quasi-

binormal vektor sirasiyla t, ng, b, ile temsil edilir (Dede vd., 2015).

Teorem 3.2.1: R? Oklid uzayinda egrinin quasi ¢atili tiirev denklemleri

¢ 0 kp ke ][t
n, | =[] | —kg 0 kg ng (3.5)
b, —ky —kgs 0 | | b

olur. Bu tiirev denklemleri ayn1 Frenet ¢atisindaki tiirev denklemleri gibidir. Quasi egrilikleri

1se

t t'b Il/,b
]{? _< 7nq> k’ < ) q> ve kquw (36)

1 — 2 =
Tl T el [l

seklinde yazilir (Dede vd., 2015).
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3.3. Oklidyen 3-Uzayda Frenet Catis1 ile Quasi Cat1

Arasindaki Bagintilar

Oklidyen 3-uzayda Sekil 3.3 deki gibi verilmis n ve n, vektdrleri arasindaki ag1 6 olmak iizere

(3.1) ile verilen Frenet ¢atis1 ve (3.4) ile verilen quasi ¢at1 vektorleri arasindaki baginti

t 1 0 0 t
n, | =] 0 cosf sind n
b, 0 —sinf cosf b

seklindedir (Dede vd., 2015).

Sekil 3.3 Frenet cat1 ve quasi-¢ati arasindaki yap1

arasindaki ac1 6 ise Frenet egrilikler ve quasi egrilikleri arasindaki baginti

kg = kicosf 3.7
kqQ = —kl sin 6
]i]qg == de + ]{72

ve 6 agis1
d t " /
cos — Stlal, o, 1)
[l A K| {le”]]

bi¢iminde ifade edilir (Dede vd., 2015).
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Ornek 3.3.1: [E3 de bir a(s) = (cos s, sin s, s2) ile verilen uzay egrisi igin

k., = (0,0, 1) izdiisiim vektorii yardimiyla z-ekseni yoniinde hesaplanan quasi ¢ati vektorleri

1 .
t =———(—cos s, —sins, 2s)

V14 452

n, = (—sins, cos s, 0)
1 .
b, = ——=(—2scos s, —2ssins, —1)

V1482

ve quasi egrilikleri ise

seklinde bulunur.

Teorem 3.3.2: R? uzayinda alinan regiiler bir a/(t) egrisinin quasi egrilikleri egrinin

tiirevleri yardimiyla hesaplanmak istenirse

I det[a”, o/, K]
" o AKI[ o[
k., = 20K (o) — lof| (o, K)
! /[Pl A K|
(o/ k) det[o, o K]
3 —

2
[l A K[l ]?

ile ifade edilir (Dede vd., 2015).

Sonug 3.3.1: Bir uzay egrisinin kg1, kg2, kg3 1le 1fade edilen quasi egriliklerinin k ile

temsil edilen izdiisiim vektoriine bagli oldugu kolayca goriiliir (Dede vd., 2015).

3.4. Oklidyen 3-Uzayda Yénlii Bertrand ve Mannheim
Egrileri

Burada E? de yénlii Bertrand egrileri ve yonlii Mannheim egrileri ile ilgili kullanilacak olan

temel bilgilere yer verilmistir.

Tamim 3.4.1: E3 de alinan M ve N uzay egrileri igin koordinat komsuluklar sirastyla
(J,«) ile (J,B) olsun. s € J olmak tizere a(s) € M noktasi ile §(s) € N noktasinda
M egrisi ile N egrisinin {Uy, Uy, Us} ve {Us, Uy, Us} seklinde verilen Frenet catili her s
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degeri igin eger {U,, U; } ikilisi dogrusal ise bu (M, N) egri ¢ifti Bertrand egri ¢ifti olarak
adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.4.1: Bertrand egri ikilisi (M, N) sirayla (J,«) ile (J, () yardimiyla
tanimlandigina gore her s € J degerine karsilik gelen d(«(s), 5(s)) sabit olarak bulunur
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.4.2: E3 de v ile oy birim hizli egrileri igin «v egrisine ait asli normal vektor ile
o egrisine ait olan binormal vektoriin lineer bagimli olmast durumunda o egrisi Mannheim
egrisi ve vy egrisi Mannheim egri ortagi olarak adlandirilir. Baska bir ifadeyle E3 de o ve a;
egrilerinin karsilikli noktalarinda o egrisinin asli normal dogrultusu ile «; egrisinin binormal
dogrultusu ¢akisiyorsa « egrisine bir Mannheim egri, oy egrisine ise o egrisinin Mannheim

egri ¢ifti adi verilir {«, o1 } ikilisine de Mannheim egri ¢ifti denir (Liu ve Wang, 2008).

Teorem 3.4.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda alinan Mannheim egrilerine ait ilgili noktalar

arasindaki mesafe sabittir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 3.4.3: E® de bir uzay egrisini Mannheim egri ¢ifti olarak adlandirabilmek
icin gerek ve yeter sart egriye ait olan k; egriligi ile k5 burulmasi arasinda \ # 0 seklinde bir
sabit olmak iizere k1 = \(k7 + k3) bagmtisinin saglanmasidir (Wang ve Liu, 2007).

Tamim 3.4.3: E* de «, (3 seklinde alinan iki egrinin quasi ¢atilar1 sirastyla {¢,n,, b, }
ve {t’\, né, b;‘} verilsin. Egrilerin n, ve né quasi-normal vektorlerinin lineer bagimli olmasi

durumunda « ve ( egrileri yonlii Bertrand egri ikilisi adini alir (Dede vd., 2018).

Teorem 3.4.4: Bir a(s) uzay egrisi igin ||o/(s)|| = 1 olmak tizere 3(s1) egrisi ile

yonlii Bertrand egri ikilisi olsun.
(a) a(s) ve [(s1) yonlii Bertrand egri ¢ifti arasindaki uzaklik sabittir.

(b) a(s) ve B(sy) yonli Bertrand egri ¢ifti i¢in k3 = 0 sart1 saglaniyorsa bu egrilerin

teget vektorleri arasinda yer alan aginin degeri sabittir (Dede vd., 2018).
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Teorem 3.4.5: Oklidyen 3-uzayda birim hizli bir a(s) uzay egrisi olmak iizere

(a(s), B(s1)) Bertrand egri ikilisi olsun. Bu egrilerin quasi gatilart arasindaki baginti

| L(L= M)t + (k)b

tA
V(L= k)% + NE3
n, = n,
b HEARE (1 Mb,

“ VI = k)2 + N2k2

bi¢imindedir (Dede vd., 2018).

Teorem 3.4.6: Yay parametresi ile ifade edilen «(s) egrisinin yonlii Bertrand egri ¢ifti
A

B(s) olsun. 3(s) uzay egrisine ait quasi egrilikleri sirasiyla k7, k7, ve k25 olmak iizere bu
egri ¢iftinin quasi egrilikleri iliskisi
(1 = Megr) kgt — Mk
\/(1 — Neg)? + A2K2,
Negs(1 = Meg1) 4+ A2kl kgs + (1 — Megr)? + A?k23) Ko

1

(1 — Ney)? + A2k2
ko

\/ (1 — Meg1)? + A2k2,

A

kly = =+

olarak yazilir (Dede vd., 2018).

3.5. Oklidyen 4-Uzayda Yapilar

Bu kisimda 4-boyutlu Oklidyen uzayda kullanilacak baz1 yapilara yer verilmistir.

Tamm 3.5.1: R* uzayinda a = (ay, as, as, ay) ve b = (by, by, b3, by) igin
(a,b) = (a1by + asby + azbs + a4sby)

seklinde Oklid i¢ garpimi tanimlanir. Béylece R* uzay1 E* olarak adlandirilir (Hacisalioglu,
1998).

Tamim 3.5.2: E*, 4-boyutlu Oklid uzayinin standart bazi {e;, e,, e;, e,} ile verilsin

4 4 4

a=> ae;,b=> be;vee=> ce; buuzayda verilen herhangi ii¢ vektor olmak iizere
i=1 i=1 i=1
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a, b ve ¢ nin vektorel carpimi veya bazen dis ¢arpim diye a A b A ¢ ile gosterilen

aAbAe = (a26304 — CQb4C3 — (I3bQC4 + CL3b4CQ + a4b203 — a4b302,
—aibzcy + a1bycs + agbicy — agbscy — asbics + agbsey,
CL1b2€4 — a1b402 — a2b104 -+ a2b4C1 —+ CL4b102 — CL4b2C1,

—&1[)203 + a1b302 + agblcg — agbgcl — CL3b1€2 -+ agbgcl)

vektoriine denir. Ayrica ii¢ vektoriin vektorel carpimini tanimlamak i¢in determinant
sembolii kullanilabilir. Bu da vektdrel carpimin 6zelliklerinin belirlenmesinde determinant

ozelliklerinin kullanilmasini saglar buna gore

€1 €2 €3 €4
ap Gz asz a4
by by b3 by

Ci Cy C3 (4

aAbAc =

az Qs G4 ap as G4
= € bg b3 b4 — €2 bl bg b4
Cy C3 (4 Ci C3 (4

a1 Az Qa4 ap as as

+es3 bl b2 b4 — €4 bl bz bg

€1 C2 C4 €1 C2 C3

seklinde hesaplanir (Alessio, 2009). Burada
e \exNeg = €4, e /\eg/\ey = €, es/\eg\ep = €o, es/\e;\ey = e3 ve es/\es/\ep = —ey

seklindedir.

Ornek 3.5.1:a = (1,0,3,—1),b = (0,2,1,0) ve ¢ = (3, —1,2,7) ise

aAbAc = (0-1-7-0-0-2-3-2.7-3-0-1—-1-2-2—1-1-1,
~1-1-741-0-24+3-0-7-3-0-34+1-0-2—1-1-3,
1-2:741-0-1=0-0-740-0-3+1-0-141-2-3,
~1-2:2-1-1-1+0:0:-2—-0-1-34+3-0-14+3-2-3)

= (—47,-10,20,13)

olarak bulunur.
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Ornek 3.5.2:a = (1,0,3,—1),b = (0,2,1,0) ve ¢ = (3, —1,2,7) ise

€1 €2 €3 €4
1 0 3 -1
aAbAc =
O 2 1 0
3 -1 2 7
0o 3 -1 1 3 -1
= e 2 1 0 —e| 01 0
-1 2 7 3 2 7
1 0 -1 1 0 3
“+eg3 0 2 0 — €4 0 2 1
3 -1 7 3 =1 2

= (—47,-10,20,13)

olarak hesaplanir.

4-Boyutlu Vektérel Carpimin Ozellikleri:

1. Uglii dogrusallik {e;, e,, 5, e,} de degerler
e; N €; Nep = Zgijkmem

seklinde ifade edilir.

2. Oklidyen 4-uzayda asimetriklik (ters simetri) dzelligi

cNaAb=bAcAa=aAbAc
=—-aAcAb=—-cAbAa=-bAaAcdir

3. Oklidyen 4-uzayda (a + Ab + pc) A'b A ¢ garpiminin esiti a A b A ¢ seklindedir.

4. Oklidyen 4-uzayda a Ab A ¢ = 0 dir ancak ve ancak a,b ve ¢ vektdrleri lineer
bagimhdir.

5. Pozitif ortonormal taban {e;, e,, e;, e, } e gore bilesen formu
(a AbA C)m = zzzgijkmaibjck
i gk

seklinde ifade edilir.
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6. Oklidyen 4-uzayda < aAb Ac,d > karma carpim1 < —a,b Ac A d > karma

carpimina esittir.
7. < a;Naghag,a, >=0,7=1,2,3 dir.

8. Oklidyen 4-uzayda < a Ab A ¢, u A v A w > karma carpimi igin

<au> <av> <aw>
<aAbACUAVAW>=| <bu> <byv> <bw>
<ecu> <c¢v> <c¢wW>

ozelligi saglanir.

9. Oklidyen 4-uzayda Lagrange dzelligi

<au> <av> a

(aAbAe)AuAV = —|[ <bu> <bv> b
<eu> <cvV> ¢
= —(ca+Bb+ pe)

gecerlidir. Burada o, 3, u

a = (<bu>)(<e,v>)—(<cu>)(<bv>)
= (Keu>)(<av>)—(<au>)(<ev>)
p = (<au>)(<bv>)—(<bu>)(<a,v>)

seklindedir (Shaw, 1987).

Tamim 3.5.3: o : [ — E* birim hizli bir egri olsun. Bu durumda o’(s) # 0 olmak

uizere Frenet catisi

s) =a(s n(s) = oz—(s)
t( )— <a)/(s> > O/,(S) x O/”(S) ( ) ”O//(S)H (3.8)
by (s) = T/ (5) % o (3) X 0 (5)] bi(s) = by(s) x t(s) x n(s)

seklindedir (Alessio, 2009). {t,n,b,,b,} dortlisii her noktada birbirine ortogonaldir
(Giirhan, 2013).

Tamm 3.5.4: a : I C R seklinde bir agik aralik icin 4-boyutlu Oklid uzay: E* de
o : I C R — E* bigiminde bir o birim hizli egrisi alinsmn. a uzay egrisinin {t,n,b,,b,}

Frenet cat1 vektorleri ve ky, ko ve k3 Frenet egrilikleri olmak iizere bu egriye ait Frenet tiirev
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formiilleri
t 0 %k 0 0
Il/ —kl 0 k’Q 0 n
| =l (3.9)
b1 0 —ko 0 ]C3 b,
b, 0 0 —k3 O b,

seklindedir (Elzawy, 2017). Frenet egrilikleri ise
k?l = <t/,n> , k2 = <n’,b1> %S ]fg = <b/1,b2> (310)

seklinde yazilir.

Uyar: Bir uzay egrisinin karakterinin belirlenmesinde egriliklerin 6nemi biiyiiktiir.

[E* de bir uzay egrisinin;
1) Birinci egriligi k;, egrinin teget dogrusundan,
i) Ikinci egriligi ks, egrinin diizlemsel egriden,
iii) Ugiincii egriligi ks, egrinin ii¢ boyutlu egriden uzaklasma miktarini temsil eder.
O halde E* de bir « egrisi i¢in
1) k1 = 0 < « bir dogrudur,
i) k2 = 0 < « bir diizlemsel egridir,

iii) ks = 0 < «, E* uzaymn ii¢ boyutlu alt uzaymda yatan bir egridir (Giirhan,
2013).

1v) ky = 0 ve k1 > 0 sabittir < o ¢emberdir,
V) k3 =0, ko = co ve k1 = ¢q1; i¢in ¢1, ¢co € R < « bir dairesel helisdir,

. .. . 1
vi) k3 = c3, ko = co, ve ki = ¢y i¢in ¢y, ¢9,c3 € R & « dogrusu — yaricapl

|3
kiirededir (Hacisalihoglu, 1993).
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3.6. Oklidyen 4-Uzayda Bertrand ve Mannheim Egrileri

Bu kisimda ise, E* de yonlii Bertrand egrileri ve yonlii Mannheim egrileri ile ilgili

kullanilacak olan temel bilgiler yer almaktadir.

Tamim 3.6.1: E” de alinan M ve N uzay egrileri i¢in koordinat komsuluklari sirasiyla
(J,a) ile (J, ) olsun. s € J olmak iizere a(s) € M noktasi ile 5(s) € N noktasinda M
egrisi ile IV egrisinin {U1, ..., U, } ve {Uy,...,U;} seklinde verilen Frenet ¢atili her s € J
degeri igin eger {U,, U; } ikilisi dogrusal ise bu (M, N) egri ¢ifti Bertrand egri ¢ifti olarak
adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.6.1: Bertrand egri ikilisi (M, N) sirayla (J,«) ve (J, () yardimiyla
tanimlandigia gore her s € J degerine karsilik gelen d(a(s), 5(s)) sabit olarak bulunur
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.6.2: C' ve CNJ' egrileri E* te dzel Frenet egrileri ve ® : C' — 5’, C' nin her bir
noktasini (NJ’ nin her bir noktasiyla esleyen birebir ve orten bir fonksiyon olsun. Eger C'
egrisinin her bir noktasindaki birinci normal dogrusu, 5’ egrisinin & dontsiimii altinda
karsilik gelen noktasindaki ikinci ve ftg¢ilincii normal dogrularinin gerdigi diizlemde
yatiyorsa, C' egrisine genellestirilmis Mannheim egri, (N}' egrisine de C' nin genellestirilmis
Mannheim egri ¢ifti adi verilir (Matsuda, 2009).

Tamim 3.6.3: Herhangi bir egrinin Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
egriye ait olan k; egriligi ile £, burulmasi arasinda A # 0 seklinde bir sabit olmak {izere
ki = A(k? + k2) bagmtisinin saglanmasidir (Liu ve Wang, 2008).

Teorem 3.6.2: E” de Mannheim egrilerinin ilgili noktalar1 arasindaki mesafe sabittir
(Orbay ve Kasap, 2009).
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4. OKLIDYEN 4-UZAYDA QUASI CATILI EGRILER

Bu kisimda, Oklidyen 4-uzayda alinan uzay egrileri hem Frenet ¢atis1 hem de quasi
cat1 goz onlinde bulundurularak incelenmistir. Bu egriler sahip olduklar: egriliklere gore
karakterize edilmistir. 4-boyutlu Oklid uzayinda bir egri ve egri boyunca quasi ¢ati ile quasi
egrilikleri tanimlanip quasi ¢atinin Frenet ¢atis1 ve Bishop ¢atis1 gibi diger catilara gore

avantajlar1 ele alinmistir.

4.1. Oklidyen 4-Uzayda Quasi Cati

Bir agik aralikta tiirevlenebilir bir egrimiz varsa karsilikli ortonormal vektdrlerden
olusan bir kiime olusturabiliriz, bu vektorler hareketli ¢cat1 ya da Frenet c¢atis1 olarak bilinir.
Bir egrinin diiz bir ¢izgiden sapma miktarina egrinin egriligi denir. Bir egrinin elemanlarina

(vektorler ve egrilikler) ise Frenet aparatlar1 denir (Elsayied vd., 2021).

Bishop, Frenet catist disinda bir uzay egrisi boyunca ¢ok sayida c¢ati
tanimlayabilecegimizi gosterdi. Bishop’un paralel tasima catisi, ikinci tlirevin kayboldugu
noktalarda bile diizgiin bir egri iizerinde 1yi tanimlanmis Frenet ¢atisina bir alternatiftir.
Teget vektoriin gozlemine dayali paralel tasima catis1 kavrami, teget vektoriin degismeden
kalmas1 degismeyen ve diger tiirevlerin teget vektorle ayni yonde ve teget vektore dik bir

diizlemde ele alinmasini ifade eder (Dede, 2015).

Quasi-normal vektdr n, nun 3D offset egrisi uygulamasindan esinlenerek Dede ve
digerleri boru bi¢iminde bir yiizey olusturmak i¢in bir uzay egrisinin quasi ¢atisini tanitti.
Quasi cat1, Frenet catisi icin bir alternatiftir ancak hesaplamalarda Bishop gibi doniisii en
aza indiren catilardan ¢ok daha kolaydir, ayn1 dogruluga sahiptir ve paralel tasima gatisinin
bir genellemesi olarak kabul edilebilir. Egrinin ikinci tiirevinin olmadigi durumda bile iyi
tanimlanmistir. Ornegin, bir dogrunun egriligi her zaman sifir olup bdyle bir durumda dahi
quasi ¢at1 hesaplanabilmektedir. Quasi ¢ati, ¢cat1 vektorlerinin egri boyunca teget etrafinda
gereksiz biikiilmesini ve donmesini Onler (Dede, 2015). Quasi ¢ati kavrami, sabit bir
izdiisiim vektdriine ve ana normal ve quasi-normal vektdr alan1 arasindaki bir Oklid agisina
dayanir. Quasi ¢atinin ana fikri ise quasi-normal vektoriin, teget vektoriin sabit vektorle
capraz carpimina esit olmasidir. Ikinci tiirev kayboldugunda, cat: bir Oklid acis1 kadar
doner ve quasi-normal vektor, tegete dik bir birim vektor ve izdiistim vektorlerinin birlesimi
olarak verilir (Elsayied vd., 2021).
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4-boyutlu Oklid uzayinda iki vektoriin vektorel carpimi tamimli olmadigindan iki adet
izdisim vektoriinden faydalanilirsa, X =(a,b,¢,d), k, = (0,0,1,0) ve k; = (0,0,0,1)

olmak tzere
XAk, Ak = (a,b,¢,d) A (0,0,1,0) A (0,0,0,1) = (b, —a,0,0)

bulunur. Bu ise X A k, A k; vektoriiniin X vektoriine dik olan yani z¢—diizlemine ortogonal
xy— diizleminde yatan bir vektor oldugu anlamina gelir. X A k, A k; vektorii, X vektoriiniin
izdiistim vektoriidiir. Burada k., ve k; izdiisiim vektorlerinin, eksenler boyunca birer birim
vektor olmasi 6nemlidir. Egri i¢in hesaplanan t teget vektoriiniin k, A k; izdiistim vektorleri
tarafindan gerilen diizleme paralel olmasi durumunda t A k,Ak; = 0 olacaktir. Benzer sekilde
diger durumlarda incelenecek olursa X =(a, b, ¢, d) ile k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0)

izdistim vektorleri alinirsa
XAk, Ak, = (a,b,e,d) A (1,0,0,0) A (0,1,0,0) = (0,0,d, —c)

bulunur. Bu durumda X Ak, A k, vektorii xy—diizlemine dik olan ve zt— diizleminde
bulunan bir vektordiir. X =(a,b,¢,d) ile k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,0,1,0) izdisiim

vektorleri alinirsa
X Ak, Ak, = (a,b,¢,d) A (1,0,0,0) A (0,0,1,0) = (0,d,0,b)

bulunur. Bu durumda X A k, A k. vektorii xz—diizlemine dik olan ve yt— diizleminde
bulunan bir vektordiir. X =(a,b,¢,d) ile k, = (1,0,0,0) ve k; = (0,0,0,1) izdisiim

vektorleri alinirsa
XAk, Ak, = (a,b,c,d) A(1,0,0,0) A (0,0,0,1) = (0, ¢, —b,0)

bulunur. Bu durumda X A k, Ak, vektorii xt—diizlemine dik olan ve yz— diizleminde bulunan
bir vektordiir. X =(a,b,c¢,d) ile k, = (0,1,0,0) ve k, = (0,0,1,0) izdiisiim vektorleri

alinirsa
XAk, ANk, = (a,b,c,d) A (0,1,0,0) A (0,0,1,0) = (d,0,0, —a)

bulunur. Bu durumda X A k, A k, vektorii yz—diizlemine dik olan ve zt— diizleminde
bulunan bir vektordir. X =(a,b,¢,d) ile k, = (0,1,0,0) ve k; = (0,0,0,1) izdiisim

vektorleri alinirsa
XAk, Ak = (a,b,e,d) A (0,1,0,0) A (0,0,0,1) = (—¢,0,a,0)

bulunur. Bu durumda X Ak, A k; vektorii yt—diizlemine dik olan ve zz— diizleminde
bulunan bir vektordiir. Hesaplamalarda diger izdiisiim vektorleri kullanilabilecegi gibi
kolaylik olmasi agisindan genellikle k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1, 0,0) izdiisim vektorleri
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tercih edilir. k, ve k, izdiisim vektorleri yardimiyla z¢— diizleminde izdiisiimii bulunan
vektoriin diger izdiisiim vektorleri kullanilarak bulunan izdiistimleri de tekil oldugundan
rahatlikla istenilen izdiisim vektorleri alinabilir. Bu sekilde quasi ¢ati xy—diizlemi,
rz—dlzlemi, xt—dizlemi, yz—diizlemi, yt—diizlemi ve zt—diizlemi olmak {izere alt1 tiire
ayrilir ve sirastyla {t,n_, b, b, Ks, k,}, {t,;n,b ;b o ke K.}, {t,;n, b, b K Kk},
{t,n,b,,by ky K.}, {t,n, b, by Kk, k}ve{tn, b, b, k. Kk} seklinde gosterilir.

ql» ql>

k. ve k, izdiisiim vektorlerinden faydalamlirsa 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl

regiiler bir o uzay egrisinin quasi ¢atisi su sekilde tanimlanir.

¢ a'(s) I tA Ak, Nk
HO/(S)H ! ||t/\ka:/\kyH
(4.1)
o' (s)An,(s)Aa"(s)
b, = b,1 =boAtA
2T (s)Ang(s)ra(s)] T Tt

Burada k,, k, izdiisiim vektorleri i¢in birim vektorler t teget, n, quasi-normal, b,; birinci

quasi-binormal ve b ise ikinci quasi-binormal olarak isimlendirilir. Quasi egrilikleri de

seklindedir.

Teorem 4.1.1: 4-boyutlu Oklid uzayinda « uzay egrisi icin quasi catinin tiirev
denklemleri

t 0 kg kg O t
Il; —k’ql 0 k’qg 0 n,
= [|lo/]| (4.3)
;1 _kq2 _kq3 0 kq4 bql
;2 | I 0 0 —kga O 1L b2 |

seklindedir.

Ispat: t birim teget vektoriin tiirevi hesaplanirsa
t' =ait+bn, +ciby +diby , a,b1,c1,dp €R
olur. Esitligin iki tarafida t teget vektorii ile carpilirsa < t, t' > ifadesi
ap <t t>+by <tmn, >+c; <tb, >+d <tby,>=a
bulunur. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

<tt>+<t,t/ >=0
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olur. Buradan

<t t>=<tt >

vE

<t t>=0
elde edilir. O halde < t,t' >= a; ve < t,t' >= 0 olup
<t t>=a; =0

bulunur.
t = alt + blnq + Clbql + dlbq2

esitliginin her iki tarafi n, ile skaler garpilirsa < n,, t' > ifadesi
ap <mng,t>+by <ngmn, > +cp <ng by >+d; <ng, b,y >=10b

olur. Buradan

<t,n, >=<n,t >=1b
elde edilir. < m,,t' >= by ve < t',n, >= kg [|c’|| oldugundan
< t’,nq >= kq1||0é/|’ =b

yazilabilir. Burada
t = ait+ blnq + Clbql + d1bq2

esitligini ele alalim. Esitligin her iki yan1 b, ile skaler carpilirsa < by, t' > ifadesi
ap <bg,t>+b <bg,n, > +c; <bg,b, > +dy <bg,b,>=d
bulunur. (4.3) den t’ degeri bu ifadede yerine yazilirsa
<bg, t' > =< bg,||ld||(kan, + kpebg) >
= ||| + kg2 < bga, b, >

olur. Buradan
<bgp,t > =<t bp>=d

<bg,t > =0
yazilir. Buna gore
t = at + blnq —+ Clbql + dlbqg

esitliginin her iki tarafi bu defa by, ile skaler garpilirsa < b, t' > ifadesi

a; < bql,t > +b1 < bql,nq > +c; < bqlabql > +d1 < bql;bq2 >=C
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bulunur. (4.3) den t’ degeri burada yerine yazilirsa
<bg,t > = <bg,l|l||(king + ksbg) >
= [[e/[[(kgr <bgr,mg > +kga < bgi, by >)
= [|e[kq2
olur. Bu durumda < b, t' >= ¢; ve < by, t' >= ||a/||k2 oldugundan
<bg,t >=c¢ = ||||k2

olur. Burada

a; = O, b1 = H()/Hkl, 1 — HO/Hk'Q Ve dl =0

olmak tizere ay, by, 1, dy degerleri
t' = a1t + bin, + c1b, + diby
esitliginde yerine yazilirsa
t = [[o'[[king +[|a/|[k2bg
= ||O/H(k1nq g k2bq1)
elde edilir. n, quasi-normal vektdriin tlirevi hesaplanirsa
n, = ast + bong + cobgy + dobgy gz, by, o dy € R
olur. Esitligin her iki tarafi t ile skaler garpilirsa < t, n; > ifadesi
az <t t>+by <tn, > +cy <t b,y >+dy <tb, >=a
bulunur. Esitliginde her iki yanin tiirevi alinirsa
<t,ng >+ <tn >=0

elde edilir. Buna gore

<t,n, >=—<tn >
yazilir. O halde (4.2) de k,; quasi egriliginin esiti ile < t,n) >= ay ve < t,n], >= —|[a/|[kg
dikkate alinirsa
as =< t, n; >= —||O/Hkq1

bulunur. Buna gore
n; = ast + bgnq + Cgbql + dgbqg

esitligi ele alnip her iki yam n,, ile skalar carpilirsa < n,, n;, > ifadesi

az < Mg, t > +by <mg,n, > +cy <ng, b, > +dy <ng, by >= by



olur. Buradan da
Il/q = aot + bgnq -+ C2bq1 -+ dgbq2

esitliginin her iki tarafi b, ile skalar ¢arpilirsa < b, nf] > ifadesi
ay < bg, t > +by < bg,n, > +cy < by, b,y > +dy <bg,b, >=ds
bulunur ve bu ifadede (4.3) den n;, degeri yerine yazilirsa
<bg, 0, > =< bg,||c|[(—kgut + kgsbg) >
= ||&||(=kg < bg2,t >+ kg3 < by, by >)
=0
olur. Buradan < by, n;, >= dy ve < bz, n), >= 0 oldugundan
<bg,n; >=dy =0
olarak hesaplanir. Simdi
n’q = agt + bany + coby1 + dabyo
esitligini alahm. Bu esitligin her iki tarafi b ile skalar carpilirsa < by, nj, > ifadesi
az < bg,t > +by <bg,n, > +cy < bg,b,y > +dy <bg,b,y >=cy

olur. Buradan
< bq17 n, >= 0

bulunur. Son esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
<by,n; >+ < by, n, >=0

hesaplanir ve

< bg,n, >=—<b,,n, >
elde edilir. (4.2) den k,3 quasi egriliginin esiti g6z oniinde bulundurulursa ve
— < nq,b;l >= |[a]| kg
esitliginde simetri 6zelliginden faydalanilirsa
— < b;pnq >= ||o/||kgs

yazilir. < by, ny >= ¢ ve — < by, n, >= |[a/||ky3 oldugundan

< bq17n; > =—-Z< b;l,nq >= HO&IHkqg

HO‘,||kq3
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elde edilir. Buna gore

Ca = ||a[[ g
bulunur. Buradan
as = —||/||k1,be = 0,¢co = ||0/||kys Ve do = 0
olmak iizere as, bs, co, doy degerleri
n, = ast + bony + coby1 + dabygo

esitliginde yerine yazilirsa
n:] = —HCY/Hlﬁt + k’gbql

olur. Buna gore
quQ = a3t + bgnq + Cgbql + dgbqg , as, b3, Cs, d3 € R
esitliginin her iki tarafi t ile skaler carpilirsa

<tb,> =a3<tt>+b3<tn,>+c3<tb,; >+d;<tb,>

= as
bulunur. Bu ifadede (4.3) den by, degeri yerine yazilirsa
<t b, > =<t|]||(—kuby) >
= [la[[(=kga < t, by >)
=0
olur. < t, b/, >= a3 ve < t, b}, >= 0 oldugundan

elde edilir. Simdi
;2 = agt + bgnq + Cgbq1 + dgbqg

esitligi alinip her iki tarafi n ile garpilirsa < ng, by, > ifadesi
az <Mng,t>+b3 <mg,n, >+c3 <ng, b, >+d; <ng b, >=bs
bulunur. Burada (4.3) den b, degeri yerine yazilirsa
<ng, by, > =< ng, |[[|(—kgbg1) >

= ||/[|(=Fkga < myg, by >)

=0

26
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elde edilir. < ng, by, >= b3 ve < ng, b}, >= 0 oldugundan

bulunur. Simdi

b:ﬁ = asgt + bgnq —+ C3bq1 + dgbqg

esitliginin her iki tarafi b, ile carpilirsa < by, by, > ifadesi
ag < bg,t>+by <bg,n, >+c3 <bg, b, >+ds <bg,b, >=d;
olur. (4.5) den by, degeri yerine yazilirsa
<bga, by > =< bga,||[|(—kgabg1) >

= |[a/|[(=Fqga < bq?abql >)

=0
hesaplanir < by, bj, >= d3 ve < by, b, >= 0 oldugundan

< bg, by >=d3 =0

yazilir. Simdi
b;2 = asgt + bgnq + Cgbql + dgbqg

esitliginin her iki tarafi b, ile carpilirsa < by, by, > ifadesi
azg < bg,t>+b3 <bg,n, > +c3 <bg,b,; > +dz <bg, by >=c3
olur. (4.3) den by, degeri yerine yazilirsa
<bg, by, > =< by, ||a]|[(—kubg) >
= |[a/|[(=kqga < bg1,bg1 >)
= [la[|(=kq4)
olarak elde edilir. Buna gore < b1, by, >= c3 ve < by, bl >= [[o/[|(—kqg4) olduundan
< bg,bly >=c3 = [|/||(—Fq)

bulunur. Simdi

as = 0, b3 = O, C3 = —||O/||l€q4 ve dg =0

olmak tlizere ag bs, cs ve ds degerleri

b;2 = ast + b3nq + Cgbql + dgbqg
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esitliginde yerine yazilirsa

b;2 = —||/[|kgabgr

elde edilir. Simdi
bi]l = ayt + b4nq + C4bq1 + d4bq2

tiirevi icin esitligin her iki tarafi t ile skaler ¢arpilirsa < t, bfﬂ > ifadesi
ag <t t>+0b, <tmn, >+cy <tb,y >+dy <tb,y>=ay
olur. (4.3) den b, degeri yerine yazilirsa

< t, b:;l > =<t ||a’||(—k:q2t—k:q3nq + kq4bq2) >
= ||[[(=kpe< t,t > —kgp<tn, > +ku<tby >)

bulunur < t,b’, >= a4 ve < t,b’;, >= —||d/||k,2 oldugundan
ql q1 q g

<t,b); >= —||a/|[kg

yazilir. Simdi

b:;l = CL4t + b4nq + C4bq1 + d4bq2

esitliginin her iki tarafi n, ile skalar garpilirsa < ng, by, > ifadesi
ag < Mgt >+by <ngn, > +cyg <ng, b, >+dy <ng b, >=1b
ifadesinde (4.3) den b, degeri yerine yazilirsa
<ng, by, > =< ng, |[o/||[(—kgt—kgng + kubg) >

= ||d/[|(=kp <ng t > —ki<ngn, > +kyu <ng by >)

= —lla’[[kgs
elde edilir. O halde < ng, b}, >= by ve < ng, b}, >= —||a/[|k,3 olup
< nq,bgl >= b4 = —||O/||]€q3

bulunur.

;1 = ast + byng + cabg1 + dsbyo

esitligini gdz Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafi by, ile skaler garpilirsa < bgz, by, >

ifadesi

ay < bqg,t >+ b4 < bq27nq > tcy < bq2,bq1 > +d4 < bqg,bq2 >= d4
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(4.3) den b, degeri yerine yazilirsa
<bg, by, > =< by, [|||(=kpt—Fkgng + keibga) >
= ||d/[|(—kg2 < bg2,t > —ky3< bgo,n; > +kgu < by, by >)
= [la/[[Fqa
olur ve son iki esitlikten < bga, by, >= dy ve < bya, b}, >= [|a|[k¢s oldugundan
< bg2, bl >=dy = ||/||ky

elde edilir. Simdi
b;l = ayt + b4nq + C4bq1 + d4bq2

esitliginde her iki taraf b, ile skaler garpilirsa < by, b}, > ifadesi
ag <bg,t>+by <bg,n, > +cy <bg,by,; > +dy <bgr, by >=cy
olur. (4.3) den by, degeri yerine yazilirsa
<bg,by; > =< by, [||[(=Fkpt—Fkgng + keibga) >
= ||d/[|(=kg2 < bgi,t > —ki< bg,n; > +ku < by, by >)
=0
bulunur ve buradan < by, b}, >= ¢, ayni zamanda < by, b;; >= 0 oldugundan
<bg,by; >=c;, =0
olarak elde edilir. Simdi
ay = —||&||kg2, bs = —||||kgs, ca = 0veds = —||a/||kga
olmak tizere a4 by, c4, d4 degerleri
by = ast + bang + cibyr + dibgo

esitliginde yerine yazilirsa

a = ~llelkgat = [|a[[kgsng + [[a'[[kgabyo
bulunur. Hesaplanan
t = ||d||kang + ||/]|k2ba
n, = —|[||[kat+ kebga
a = o/ [[kgat — [[o/[|kgang + [|o||Kgabgs
@2 = —lla[[kgbg



30

degerleri matris formatinda yazilirsa

[t ] 0 kg ke 0 ][t
Il; _kql 0 k’q3 0 n,
=]l
bi]l —k?qg _kq?) 0 k}q4 bql
I b;Q | I 0 0 —kga O 1L b2 |

olur.

Sonug¢ 4.1.1: Bu teoremde quasi ¢atiya gore hesaplanan dordiincii egrilik olan kg4
degeri sifir alindiginda (3.5) ile verilen 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisi i¢in quasi

catinin tiirev formiilleri elde edilir.

Ornek 4.1.1: 4-boyutlu Oklid uzayinda verilen

sin s, — cos )

a(s) = (sm\/_ \/_ \/_ \/_

bir uzay egrisi olmak iizere Frenet catis1 ve Frenet egrilikleri ile izdiisiim vektorleri
k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) olarak alinan zy—diizlemindeki quasi ¢at1 ve quasi
egrilikleri hesaplanmak istenirse (3.8) esitliklerinden faydalanilirsa

o/(s) = 5(cos 75, —sin %, cos s, — sin s)
ve
|/ (s)]] = V/{e/(s),0'(s)) =1

bulunur. O halde «(s) egrisi yay parametresine gore parametrelendirilmis bir egridir. Buradan

—sins)

t o/(s) L (cos %, —sin %, cos
= = —, — S,
la’(s) — V2V v

olarak hesaplanir. n(s) normal vektorii i¢in
—1(sin = 75, €08 5, V/2sin s, /2 cos s)

a’(s) =
ve buradan ||/ (s)|| = ‘/75 oldugundan
"
n(s) = a,,(s)
lo(s)]

f(smf cosf \/§sins,\/§coss)

bulunur. by(s) ikinci binormal vektorii igin

a(s) = (5 cos 55, 5 sin 5, cos s, sins)
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olup &/(s) A ”(s) A o (s) vektorel carpimi asagidaki determinant yardimiyla hesaplanirsa
€1 €2 €3 €4

cos iQ —sin \/% COS S —sins

d(s) N (s) N (s) =

W=

sin\/i5 cos\/i5 V2sins v/2cos s

1 5 L sin

5008 5 5 \/ii COS S sin s
- (—%sin\%,—\gcos\%,%sins,%coss)
buradan
la(s) A o (s) Ao (s)]| = 5
olur ve

P(s) = sy A o (s)

o/ (s) N (s) N a(s)
Aa(s)|

= \/ig(—ﬂsin 5 —v/2cos J5.sins, cos s)

seklinde bulunur. by(s) birinci binormal vektorii i¢in asagida yer alan bo(s)At(s)An(s)

determinant1 benzer sekilde hesaplanirsa

€1 €2 €3 €4

S

. .
2 sin - V2 cos 7 sin s COS S

by(s)At(s)An(s) = 2
cos \/% —sin \/% V2coss —sins
sin \/% cos \/% V2sins v/2cos s

birinci binormal vektor
bi(s) = ba(s)At(s)An(s)
= —\/%(cos 5, —sin J5, — cos s,sin s)
olarak elde edilir. Birim hizli a(s) egrisi i¢in (3.10) ile verilen Frenet egrilikleri ise

ki(s) = < —3(sin 5,008 5, V/2sin s, v/2 cos s,

—3(sin 35, cos %5, V/2sins, V2 cos 5) >

ve
ko(s) = < %é(cos% —sin %, 5 cos s, —2sins),

S

(cos 5 —sin 5, —cosss, sins) >
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ve
ks(s) = < ‘/?g(— cos 5, sin 75, cos s, — sin s),
1

_7§(C°S \/%, — sin \/%, —cos s,sins) >

-6

3
olarak bulunur. (4.1) esitliklerinden faydalanarak n, birim quasi-normal vektorii i¢in

asagidaki determinant kullanilirsa
€1 €9 €3 €4

s _ ain LS o
1 COS\/i Sll’l\/i COS s S s
tAk, Ak, = —

V2 1 0 0 0
0 1 0 0

birim quasi-normal vektori
n Ak Ak (0,0, sin(s), cos(s))

T T leAk AK

bulunur. Ikinci birim quasi-binormal vektdrii by, igin asagida yer alan determinant benzer

sekilde hesaplanirsa

€1 €9 €3 €4
cos = —sin-3 COS S —sins
! n ]' \/§ \/5
a'(s) Amy(s) Na(s) = =
4 .
0 0 sin s CcoS S
_ s S —9qi
cos 5 sin g 2cos s 2sin s

ikinci birim quasi-binormal vektor

OU(S> AN (S) /\O/H(S) '
b = q _ N 00
2 = () Am(s) A (s)] v 08 5 0 0)

olur ve son olarak birinci birim quasi-binormal b, i¢in

€1 €9 €3 €4

S S

sin7i cos = 0 0
qu/\t/\nq:—

Sl -

—cos\/i5 sin\/i5 —Ccoss sins

0 0 sins coSs
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determinanti yardimryla by A t A n, vektorel ¢arpimi hesaplanirsa
bql = bqg AtA n,
= \’/—%(cos%,—sin%,—coss,sins)

olur. (4.2) ile verilen quasi ¢at1 egrilikleri hesaplanirsa k,; igin

1 S S 1
ko =< —=(sin —, cos —, V2 sin s, V2 cos s), (0,0, sin s, cos s) >= ——
kg2 i¢in
k= < —2i(sin J5+€08 7, V/2sin s, /2 cos s),
\_/—%(cos %, — sin \/ii,—coss, —sins) >=0
kg3 igin
ks =< (0,0, cos sin s) _1(cos S —sin——, —cos ins) !
= ,0,cos s, —sins), — —, —s8in——, —CcoS s, —sins) >= —
” V2L V2 TR V2
ve k4 igin
ky= < _71(— sin\/%,—cos \%,x/ﬁsins,\/ﬁcoss),
&—%(cos 5, —sin 25, —cos s, sins) >= 3
bulunur.

Teorem 4.1.2: « (s) 4-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri olmak iizere « (s)

egrisinin tiirevleri yardimiyla hesaplanan quasi egrilikleri

det(c’, ks, Ky, a”)

1 T Al [ T P
o det(a (/A (o Aky AKy) A ™), a, (0! AKy AKy))
” ' [[llo’ ARz ARy ] [la! A (o ARz AKy) A a|]
by = = det(a’ A (! AkyAKy) A Q™ o o Nk AKy, o Nk AKy)
oI o Ak [T o A (0 Ak, A, ) A o] 44)
bt — det(a” A (! AkzAKy) A @ o, o/ Nk ARy, o A (o AR AKy) A )

[/ [[P[la’ Ak ARy || o A (o Aka ARy ) A o2

det(a/ A (o Nk Aky) A& o, o' AR ARy, o A (o Ak AKy) A o)
o' [[Pl]e/ Ak AR [[ [[of A (o ARg ARy ) A |2
det(c/ A (/AkgAKy) A o™ of | o/ Nk ARy, of A (o/ Ak AKy) A o)
o[ Pla’ Ak ARy [[ [ A (/AR ARy ) A o |2

seklindedir.
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ispat: kq1 igin (4.1) denkleminden t yazilirsa

/

t= Ha,“oldugundan o =t = ||/ ¢
(8%

esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
o = [lo/|['t+ ||| I¢
bulunur. Ayrica (4.3) den t’ esiti yerine yazilirsa
o = o[t [o/||([|][(Fqing + Kg2bg1))
= |l II'tH]|e/|[PEgamg + [l [[*g2bgr
olur. Esitligin her iki tarafi n, ile skaler carpilirsa < n,, o > ifadesi
la'll < ng, > 1/ [[2hia < ng,m, > o/ [P < g, b >= [|o][2k1

elde edilir. Burada (4.1) denkleminden faydalanarak n, quasi-normalin esiti yerine yazilirsa

t Ak A Ky

—— o">=||||?k
S TeAk Akl ler|Pha
bulunur. (4.1) ifadesi kullanilarak t teget vektoriin esiti yerine yazilirsa ve diizenlenirse

(o/ Nk, AKy)
o AKy ARyl

>=la'[[*kq

elde edilir. Boylece skaler dortlii carpimin gosteriminden

<a ANk Ak o"> det(a’, k;, k,, @)
o Al ARy [ [[P 7 o A ARy [ o[ 2

olur. £k, i¢in (4.2) denklemi kullanilarak (4.1) den b,; degeri yerine yazilirsa

<t,bp AtAn, >
[l

]qu =

elde edilir. (4.1) denklemindeki t teget vektoriiniin tiirevi alinip t, n,, b, vektorlerinin esitleri

yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

1 ||| = |||l o' AmgAa” o tAksAK,

ko = , A
]| l[a'|[2 e Amg A || [lo/]] - [[EAK, /\ky”

q2

bulunur. Karma ¢arpimin 6zelligi kullanilarak

1 o o An, Ao’ o t Ak, A K,
< , 9 A A
e/l (/] (o Amg A (] [[EA K, /\kyH

kg =

1 ||/’ o Ang A" A o A tA Nk, Ak,
/[l e/l " o Amg A || fle/I] - [[EA ke A Kyl
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olur. HO/H/O/ O/ AN A Oé”/ CY/ tAK.AK
< : ! A A L S= ()
o/|[> 7 [la Amg Ao [ed]] - [[EA Ky AKy||
oldugundan dolay1
1 a” o AngA " o tA Ak, NKy
/{qu - / / " A ’ A
o] = Tl o Amg Al ™ Tl TleA K, A, ]

dir. (4.1) denklemi kullanilarak t teget vektoriiniin ve n, quasi-normalin esiti yerine yazilip

diizenlenirse
k= 1 _— o' A (tAk AKy) A Aol A o' Nk, ANk
[lo/||? 14 /\(t/\kx/\k)/\o/”|| o/ Ak AKyl|
1 a o' A (o Nk AKy) A o/ o Nk, A K,
= Tl STl T A (@ Ak, Ak)Aa”’II ol " Tl Aka ARy

< a//) (o/ A (o/ ANk, A ky) A o/”) NG (0/ AK, A ky) -
HO{’H?»HQ//\kx /\kyH Ho/ A\ (04//\km /\ky) /\a///H

det(a”, (&/ A (&' Nk, AKy) A™), !, (¢ AR, AKy))
Ha’||3||a/ NK, /\ky|| ||o/ AN (O/ AN K, /\ky) A O///H

olur. k3 icin (4.3) esitlikleri kullanilirsa

< (b AtANn,) n, >
[le/]]

kg = —
elde edilir. Parantez igerisindeki vektorel carpimin tiirevi alinip yerine yazilirsa
(b AtAN,) = (bl AtAng) + (b At Ang) + (b AtAN)

bulunur ve
< (bjg AtANg) + (b At Amg) + (b AtAmg),n, >

[le/]]

kqg —

(<b’2/\t/\nq,nq>+<bq2/\t’Anq,nq>+<bq2AtAn n, >)

[l

olup < by AtAng,n, >=0ve < bgpAt Ang,n, >= 0 oldugundan

kqg = <bq2/\t/\n q >

el ’H

olur. (4.1) esitlikleri kullanilarak t, n, ve by, degerleri yerine yazilirsa

1 o Any A t Ak, Ak t Ak, Ak
kq?’ = —7on < / : m A ngH /\( o ),’( o ) >
e[| [l Amg A ] [[EAK K] [EA K AK||
—1 o/ AN(tAKz AKy YA’ o ' Akz Ak " Akz Ak
o] < Taraks A aam " Tl (Tt oAl AT >
—1 "N ARz ARy ) A" / ' Akz Ak ' Nk AK
o] @Ak kA " Tl AN (oA i)' TorAke AT >
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elde edilir. Parantez igerisindeki kesrin tiirevi alinip yukaridaki esitlikte yerine konulursa

(el (' Ak AKy) [|a Ak ARy || — ||/ AR ARy || (o AR, AK,)

[la/ Akg AKy || | ’O//\kx/\ky| |2
\%~
k o —1 (< o/ Ao/ Nkz Aky ) Aa!"” /\a_//\(o//\kz/\ky)' o' NKkz Aky >
93 o[\ TlaAAka Ak ) AT TolTT " T Ak Aky T2 Tla? Ak Ak T
o Ao’ Nky AKy ) A" / llo’ Ako Aky || (0f AkzAky) o Akg Ak
= < @ A AN ol N ke TP e Ak AT )
elde edilir. Burada
- o' A (@ Nk AKy) A o ||o/ Ak Ak || (@ Ak AK,) @/ AR AK, _—
o A (o Ak ARy ) A || ||| ||o/ ARy AKy || o Ak AR ||
oldugundan
hoy = 1 o' A (&' NKAKy) A o , o (AKkAKy) oAk AKy
3=

< Na’ A ,
a/l[> o’ A (o' AkaAKy) A ] ||/ AR ARy || [0 Ake ARy |
parantez i¢indeki ifadenin tiirevi alinirsa
(&' Nk AKy) = (" Ak AKy) + (o' AKAKy) + (o AR AK)
bulunur. (o' Ak, Ak, ) = 0 ve (a’AK,Ak;) = 0 oldugundan

1 o' A (& NkzAKy) A o
ko3 = < Y Ao A (o Nk AK,),
B = Tl = Tlar A (@A ko k) p ] @ N (@K

o' Nk, Nk, -
||’ Ak AKy ||

—det(a A (! Nk AKky) A& o, " Nk ARy, o AR, AKy)
o] 2o’ Ak, ARy ] [[of A (o Ak AKy) A @]

olur. k4 i¢in (4.3) esitlikleri kullanilirsa

1
[le]]

k'q4 = < (bqg AtA nq)’, bqg >

parantez i¢indeki vektorel carpimin tiirevi alinip yerine yazilirsa

(bga ANtAny)" = (biy At Ang) + (b At Amy) + (b At Am)
olmak tizere

1

ky = < (bjg AtANg) + (b At Ang) + (b AtAng), by >

[le/]]

Q

1
= (< b:ﬁ/\t/\llq,bqg > 4+ <bq2/\t’/\nq,bq2 > 4 <bq2/\t/\n;,bq2 >)

[l

Q
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olur. Bu ifadede < by At Ang, by >= 0ve < by At Ang, by >= 0 oldugundan

1 /
kq4: m <bq2/\t/\nq,bq2>
1 o Ang N, tAKk Ak, o Ang Ao
= /12 < ( / 7 ) /\ « /\ "
/| o Ang Aa™]] Ak AR, Tl A ng Ao~
_ 1 < o' A (EAKkAKY) A Y AQ A o/ NkpAky o A(tAKL AKy ) A
o o N (tANKAK,) A o a’' Nkz AKy "N (tAKz AKy ) A
/[ el A (EA K AKy) A o] e 17 flar ekl J el
o ' Ao Akg Aky ) Ao / ' Nkg Ak ' Ao Akg Aky ) Ao
= o < (ormtornieniynar) A Tl A oAk, iy 1 TorAa? Al Ay 1A >

seklinde elde edilir. Parantez icerisindeki kesrin tiirevi alinirsa

o' A (&' Ak AKy) A
[la' A (o' Ak AKy) A o™

(&' N (! NKzAKy) A ™)' A (o Nk AKy) A ||
|/ A (o ARz AKy) A a2

( ) =

e’ A (@' Ak AKy) A o™ (@ A (@ Ak AKy) A o)
lla' A (o ARz AKy) A ™| |2

olup asagidaki esitlikte yerlerine yazilirsa

ko, — 1 < (a’/\(a’/\kw/\ky)/\a’”)l A o A o' Nkz AKky o/ N/ Nkz Aky )Aa!”
@ o] llo/ A’ Aka Ay ) A [ 7 Tlal[] ’H [l Nkz Ay [ [l Al Ak Aky ) A" ||
_JE ||a’/\(a’/\kz/\ky)/\a”’||'(a’/\(a’/\kz/\ky)/\a”’) o A o’ Nkz AKky N CIN TN D
[l Ao Akg Aky ) A" || [le]] [la/ Ak AKy || |]o A(a! /\kx/\ky)/\o/”H
olur. Burada
< [la/ A(a Akg Ak ) A |) (0 A(of Nk Aky )N A o A o' Nkz AKky o’ N/ Nkz Aky )Aa!" —0
[l A/ Ak Aky ) A" | |2 TN '|| [la/ Akz Aky || 7 || Al Ake Aky ) A || -
oldugundan
k _ 1 (a/ N/ Nkz Aky )N Ao A o’ NKkz AKky o’ N/ ARz Aky ) A"
q4 ||Oé/| ’2 [lo/ Ao Ak ARy )N || [|o/ ARz ARy || 7 [|of Ao Akg ARy ) A" ||
bulunur.
Parantez igerisindeki ifadenin tiirevi alinirsa
/ / //AYA _ ! / n / / / n
(&' N (/NkAKy) A ™) = (& A (AR AKy) A ™) 4+ (o A (o/ Ak AKy) A )

+(a A (o Nk AKy) A ™)
= (o' A (" Nk Aky + & NRLAK, + o/ AR AK) A o)

+( A (! NRgAKyY) A @) + (of A (o NkgAKy) A ™)
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gerekli islemler ile

(/A (@ Ak AKY) A ) = (o A (2 AkAKY) A ) + (o A (o AkgAKy) A o)
+(o! A (& AKGAKy) A ™) + (o A (o/ Ak AKL) A o)
+( A (& NkgAKy) A a™)

= (" A (AR AKky) A ™) + (o A (" Nk AKy) A ™)

()
+(a/ A (o' NkyNky) Ao )

olacagindan bu deger yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

L 1 ( (o A& Nkg Aky ) A" o' A o’ NKkz AKy o/ N/ Nkz Aky )N
q4 [la’]]? [l A/ Ak Aky ) A" [lo/ Akz AKy || 7 [|a! Al ARz Aky ) A ||

(/! A& Nkg ARy )AQ) Ao A o/ ARz AKy o/ A ARz Aky ) A" >

+ [le]] [|o! Ao Nkg Aky ) A" || [lo/ Nkz ARy || 7 ||/ Ao Akg AKy ) A ||
41 (o/ A Akp Ay )AG") Aol A 2Nknky al Aol Ak Aky )N )
[le/|] [la/ Ao Nkg Aky ) A || [|o ANk Aky || 7 [|of A(a! Akg Aky ) A" ||

det(a” Ao/ ANkg Aky )N o 0/ Nz ARy 0! A0 Nk ARy )N )
llo’[IP[la’ Ak Aky [] o A’ Nk Ay ) Ao [|2

det(o/ A(e” Akp Aky)AQ™ o o Ak Aky 0 A0 Ak AKy ) Ao

T [le/[ 1?1’ Ake Ay || T[a! Ao Akz Ay ) Ac™[]2
i det(a’ Ao Aka Ak A" o 0! Akg Aky 0/ A(o! Akg Ay ) A ™)
[lo/[[2]]a’ Ak ARy [[o Al Aka Aky) Ac™[[2

olarak hesaplanir.

Ornek 4.1.2: {zdiisiim vektori olarak k, = (1, 0,0, 0) ve k, = (0,1,0,0) alinirsa

a(s) = (sin— sin s )

7 7

egrisinin quasi cat1 egrilikleri egrinin tiirevleri cinsinden hesaplanirsa

1 s s
a/(s) = —=(cos —=, —sin —, cos s, —sins) ve [|a/(s)|| =1
(s) \/5( 7 NG ) ||/ (s)]]
a’(s) = 1(sm S cos ——,\/2sins V2 cos s)
\/57 \/57 )
olup
cos\/i§ —sin\/i§ cos s —sins
1 0 0 0
det(a/, k. k,, o) = ——-
( » @) V2| 1 0 0
sin\/% cos\/% V2sins v2coss
1



39

bulunur. Buradan

1 -1 1 -1
COs—== —sin->= coss —sins
o ANk, ANk, = L V2 V2
vooovzl g 0 0 0
0 1 0 0

= \/%(O, 0, — sin s, cos s)

olur ve

o Ak AKyl| = \/< (0,0, = sins, 75 cos 5), (0,0, — 5 sin’s, 7 cos s) >

1

V2

olarak hesaplanir. Bulunan degerler (4.4) denklemi kullanilarak k,; ifadesinde yerine

yazilirsa
det[o/ k;, ky, "]  —1

e Ak ARy fle]* V2

ql
olur. kg i¢in

Oé/,/(S) — \/__(__1

S\/§ 1. sv2
. -l S [
2 2 ’

5 ) 5 in( 5 ), —cos(s), —sin(s))

olmak iizere asagidaki determinant yardimiyla < o/, &/ A (o’ Ak, A k) A o > degeri ve

cos(

o/ A (o NKky AKy) A Q|

normu hesaplanirsa

—1 1 -1
V2 fa(SV2 :
cos — sin cos — sin
O//\(O//\km/\ky)/\am:%i ( 2 ) ( 2 ) (3) (3)
0 0 —sin(s) cos(s)
leos(2£2) Zlsin(22) cos(s)  sin(s)

elde edilir ve (4.4) denkleminde £k, ifadesinde yerine konulursa

det(a”, (&/ A (&' Nk, ANKky) A), (¢ Nk, AKy))
HO(’H3H04/ ANk, A kyH Ho/ AN (a/ ANK, /\ky) A a///H

kg =

= 0

bulunur. £,3 i¢in asagidaki matris yardimiyla degerler hesaplanirsa

1 —1 1 —1

y sin == cos == 2sin s 2cos s
e fo fo
0 1 0 0
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_ —det(a/ A (@'AkAky) A Q7 Nk ARy, o AR AK)

kg3

Sl -

bulunur. %44 i¢in
1

a”(s) = _—1(l COS =, = sin ——, — cos 5, — sin s)
\/§ 2 \/57 2 \/57 )
o™ (s) = (1 sin s, = COS 8, —= €OS s, ~ L cos s)
4 4 V2 V2
olup

1 -1 1 -1

sin == cos = /2sins +/2coss
o’ Ao ANk, Ak) A" =1 V2 V2 -

0 0 sin s —COS S

1 1 .
§cos% Esm\/% —CcosSs —sins

1 L 1 —1
—CcOos—== sin-= —coss sins
o A (" Nk AKy) Ao = — Lo V2 V2 '
0 0 sins —coSs
% cos \/ii % sin \/ii COS S sin s
1 -1 1 -1
. —C0os 3= sin -3 —COS S sin s
o Ao Ak Aky) Aa®™ =1 V2 V2 _
0 0 sin s —COoS S
1 1 1 1
isins  jcoss ——5coss —ssins

e/ [12la AR ARy | (o A (o Aky AR,

) A a|]

determinantlar1 benzer sekilde hesaplanirsa ve (4.4) denkleminde £k, ifadesinde yerine

konulursa
I det(a”” A (&/NkzAky) A & o, o' Nk ARy, o A (o Ak AKy) A o)
" |lo'|[?[|e/ Ak ARy [[ [[of A (o/ AkgAKy) A |2
det(a’ A (' Ak Aky) A Q™ o o/ AR ARy, o A (o AR AKy) A o)
o/ [[|a’ AR ARy [[ [ A (of ARz AKy ) A o |[?
det(a/ A (o’ Ak AKy) A o™ o o/ Ak ARy, of A (o ANkgAKy) A ™)
o/ | 2]’ AR ARy || [[e A (o ARz AKy) A o |2
1
2
bulunur.

Sonug 4.1.2: Bir uzay egrisi i¢in kg1, kg2, kg3, kqa ile verilen quasi egriliklerinin k,,

k, izdiisiim vektorlerine bagli oldugu kolayca goriiliir.
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4.2. Oklidyen 4-Uzayda Quasi Cat1ile Frenet Cat1

Arasindaki Bagintilar

R*, 4-boyutlu uzayda birim hizli olmayan bir « uzay egrisi boyunca o/(s) # 0 ve o/'(s) # 0

olmak tizere Frenet vektorleri

o/(s) )

) = Tars)] ") = ar(s)]
_d(s)na’(s) Na"(s) ) = bu(s)Af(s .

P = @) nars a1 T RN

seklinde ve yine 4-boyutlu uzayda birim hizli regiiler bir o uzay egrisinin quasi ¢atist, k, ve

k, izdiisiim vektorleri olmak tizere

a'(s) tA Ak, NKy
t= e~ 1 n=-————
o/ (s)ll [t Ak, AKy||
o' (s)An,(s)Aa (s
qu_ ( ) q( ) ( ) bqlzbqg/\t/\nq

seklindedir.

Teorem 4.2.1: 4-boyutlu Oklid uzayinda déniisiim matrisi
[ 1 0 0 0o |

0 cos 6 cos ¢ cos 6 siny sin 6

0 —sinYcos¢ —singsinfcosyy cosycosp —singsinfsiny  cosfsing

0 sinyYsing —cosysinfcosp —cosgsinfsiny —cosysing cosbcos o

olmak tizere {t,n b, b} quasi gati vektorleri ve {t,n,b,, by} Frenet cati vektorleri

arasinda
t
n, | _ M n
by by
b2 b

esitligi saglanir.

Ispat: Doniisiim matrisinin teget vektorii olan t degismeden kalacak sekilde segilip

{t,n b, ;b ,} quasi cati vektorleri igin {t,n,b,,b,} Frenet ¢at1 vektorleri olmak iizere {i¢



42

olast donme diizlemi ele almirsa ilk doniis birinci binormal b; ve ikinci binormal b, nin
kapsadig1 uzayda b; ve b,; vektorleri arasindaki ac1 Sekil 4.1 deki gibi ¢ olacak sekilde
alinirsa < by, b, > i¢ carpiminin esiti < by, b,; >= cos ¢ olur. Burada

Sekil 4.1 Birinci donme diizlemi, Span{b_, b, } diizleminde ¢ ag1s1

b,1 = cos ¢b; + cos(m/2 — ¢)by
ve
by = cos(m/2 + ¢)by + sin(7/2 — ¢)b,

olup buradan da
b,1 = cos ¢b; + sin ¢bs
ile
bqg = —sin ¢b1 -+ Ccos ¢b2
yazilir. O halde

t 10 0 0 t
0 1 0 0
M| = | i (4.5)
b, 0 0 cosgp sing b,
b2 0 0 —sing cos¢ b,

olur. Ikinci doniis normal vektdr n ve ikinci binormal vektdr by nin kapsadigi uzayda n ve n,
vektorleri arasindaki ag1 Sekil 4.2 deki gibi 6 olacak sekilde alinirsa < n,n, >= cosf olur.
Burada

n, = cosfn + sin(w/2 — 6)b,

ve
b2 = cos(m/2 + 6)n + sin(7/2 — 0)b,
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Sekil 4.2 Ikinci dénme diizlemi, Span{n, by} diizleminde ¢ agist

olacagindan

n, = cos fn + sin b,
ile
b,2 = cos by — sinfn

yazilir. O halde

t 1 0 0 0 t
n, | 0 cos O sind n 4.6)
by 0 0 1 0 b,
b2 0 —sinf 0 cosét b-

olur. Ugiincii doniis ise normal vektdr t ve birinci binormal vektor b; in kapsadigi uzayda n

Sekil 4.3 Ugiincii donme diizlemi, Span{t, b, } diizleminde 1) agis1

ve n, vektorleri arasindaki ac1 Sekil 4.3 deki gibi ¢ olacak sekilde alinirsa < n, n, >= cos

olur. Burada
n, = cosyn + cos(m/2 + )by
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ve
by = cos(m/2 + (/2 + ¢))m + cos(r/2 — (m/2 — )by
oldugundan
n, = cosyn + sinyb;
ile
b,1 = —sinyn+ cos b,

yazilir. O halde

t 1 0 0 0
n, | _ 0 cqs v siny 0 n @7
b, 0 —siny cosy 0 b,
bgo 0 0 0 1 b,
olur. Buna gore doniisiim matrisi M su sekilde
10 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0
M= 01 0 0 0 cosf 0 sinf 0 cosy sinyy 0
B 0 0 cos¢ sing 0 0 1 0 0 —siny cosy O
0 0 —sing coso 0 —sinf 0 cosf 0 0 0 1
yazilir. Buradan da
1 0 0 0o |
0 cos f cos 1) cos 6 sin 1) sin

0 —sinYcos¢ —singsinfcosyy cosycosp —singsinfsiny  cosfsing

0 sinyYsing —cosysinfcosp —cospsinfsiny —cosysing cosbcos o
(4.8)
olarak bulunur. Buna gore M doniislim matrisi olmak tizere Frenet catisi ve quasi cati

arasindaki baginti

t t

n, n
— M (4.9)

bql bl

bq2 b2

seklinde elde edilir.
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Teorem 4.2.2: 4-boyutlu Oklid uzayinda ters doniisiim matrisi

1 0 0 0
0 cosfcosty —sinfsingcosy-sinycos¢ — sinf cos ¢ cosy+siniy sin ¢
M=
0 sinycosf —sinfsingsiny+cosycose — sinf cos ¢ sin)-sin @ cosy
0 sin 6 sin ¢ cos ¢ cos 6 cos ¢
olmak tizere {t,n b, b} quasi gati vektdrleri ve {t,n b, , by} Frenet cati vektorleri
arasinda
t
n — Mfl Ilq
b bg1
b2 bq2

esitligi saglanir.

Ispat: (4.5) esitliklerinde b, ifadesi cos ¢ ile b, ifadesi ise (— sin ¢) ile genisletilip

bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa
b; = cos ¢b,; — sin pb,o

esitligine ulagilir. Benzer sekilde b, ifadesi sin ¢ ile b, ifadesi ise (cos ¢) ile genisletilip bu

ifadeler taraf tarafa toplanirsa da
by = sin ¢b,; + cos by

esitligine ulagilir. Buradan

10 O 0 t
n| (01 0 0 n,
b; |0 0 cos ¢ —sing b,
b, 0 0 sing cos¢ bgo

yazilir. (4.6) esitliklerinde n, ifadesi sin 0 ile by, ifadesi ise cos 0 ile genisletilip bu ifadeler
taraf tarafa toplanirsa

by = sinfn, + cos Oby,

esitligine ulasilir. Yine benzer sekilde n, ifadesi cosé ile b,y ifadesi ise (—sinf) ile

genisletilip bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa da

n = cos n, — sinfb,,



esitligine ulasilir. Buradan

t 1 0 0 0

n| |0 cosf 0O —sinf
b, | |0 0 1 0
b, 0 sinf 0O cosé
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t
n,
b1
b2

yazilir. (4.7) esitliklerinde n, ifadesi cos ile b,y ifadesi ise (—sin)) ile genisletilip bu

ifadeler taraf tarafa toplanirsa

n = cosyn, — sinby

esitligine ulasilir. Benzer sekilde n, ifadesi sin ) ile by, ifadesi ise cos 1) ile genisletilip bu

ifadeler taraf tarafa toplanirsa da

esitligine ulagilir. Buradan

b,1 = sinyn, + cos b,

10 0 0]

0 cosyp —sinyy 0

- 0 siny cosy O
| 0 0 0 1 ]

t
n,
b,
b2

yazilir. Buna gére M M ~! = [ olacak sekilde ters doniisiim matrisi su sekilde

10 o o]l /[T 0 0 0
0 cosy —siny 0 0 cosf 0O —sind
M=
0 sinyy cosy O 0o 0 1 0
| 0 O 0 1 ] \[LO sinf 0 cosf |
yazilir. Buradan da
(10 0
0 cosfcosy —sinfsingcosy — siniy cos @
M~ =
0 sinycosf —sinfsin@siny + cos Y cos ¢
0 sin 6 sin ¢ cos ¢

10 0 0
01 0 0
0 0 cosp —sing
0 0 sing coso
. -

—sinf cos ¢ cos 1) + sin sin ¢

— sinf cos ¢ siny) — sin ¢ cos ¥

cos f cos ¢

olarak bulunur. O halde M ~! ters doniisiim matrisi olmak iizere Frenet ¢atis1 ve quasi ¢att

arasindaki baginti

t
no_ M1 n,
bl bql
bs b2

(4.10)
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seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.3: «(s) egrisi i¢in ||a/(s)|| = 1 olmak tizere # agis1 normal ve quasi-
normal, ¢ agis1 birinci binormal ve birinci quasi-binormal, v agisi1 ise; ikinci binormal ve
ikinci quasi-binormal vektorleri arasindaki agilar olarak verildiginde «(s) uzay egrisine ait

quasi egrilikler ile Frenet egrilikleri arasindaki iligkiler

kg = —kicostcosy

kg = ki(sinf cos ) sin ¢ + sine) cos ¢)

ke = (singdf) + (cos ¢ cos Odi)) + ka(cos b cos ¢) (4.11)
+k3(sin ) sin ¢ — sind cos ¢ cos )

kg = (do) + (sinfdy) + ka(sinf) + ks(cos 6 cos )

seklindedir.

Ispat: i1k once k41 egriligini bulmak i¢in (4.6) ifadesindeki n, nun tiirevi alinirsa

n, = (cosfcosty)n+ (cosfsiny )by + (sinf)b,

n, = (—sinfcostdf)n — (cos O sinydy)n
+(cosfcosy)n’ + (cos Hdf)bs + (sin )by,
—(sinfsindf)b, + (cos b cos ydi)b,

+(cos @ sin )b
olup (3.9) esitligi ile verilen Frenet formiilleri yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

n, = (—sinfcosvdf)n — (cosfsinydy)n + (cosd cos )
(—klt + k2b1> + (COS 9d9)b2 - (sin 9) (kgbl)
—(sin@sindf)b, + (cos b cos pdi))by

+(cos @ sin 1)) (—kan+ksby)
elde edilir. Bu ifade t ile i¢ carpilirsa
<tn, >= (cosflcostp)(—Fk;) <t t>

= —kycosfcosy

kg = —kicosfcosy
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olur. Simdi kg egriligini bulmak i¢in (4.6) ifadesindeki by, in tiirevi alinirsa
b, = (—sin¢gcosysing — sini) cos g)n
+(cos 1 cos ¢ — sin g sinf sine))b; + (cos @ sin p)bs
oldugundan
b, = (—cos@de cost)sind)n + (sin ¢ sinipdi) sind)n

—(sin ¢ cos ¥ cos 6df)n — (sin ¢ cos ) sin f)n’

—(cos ¥di) cos p)n + (sin ) sin pdp)n — (sin ) cos ¢)n’

—(sine) cos ¢pdyp)b, — (sin ¢ cos 1pdp)by + (cos 1 cos )b

—(cos ¢ sinf sinydp)b; — (sin ¢ cos 6df sin )by

—(sin ¢ sin # cos Yd)b; — (sin @ sin v sin ¢)b)

—(sin ¢ sin 0df)by + (cos O cos ¢pdd)by + (sin ¢ cos )b,

seklinde bulunur. (3.9) esitligi ile verilen Frenet formiilleri yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler yapilirsa
b, = (—cos¢cosisinBdd)n + (sin ¢ sin 6 sin pde)n

—(cos 'sin ¢ cos 1/df)n + (sin  cos ¢ sin @) (k1 t + koby )
+(sin ¢ cos todap)m + (sin 1 cos ddp)n — (cos 1 cos pdi)n
+(sin 1) sin pdp)n — (sin ¢ cos ¢)(—kit + ksb,)
—(sin ¢ cos )by — (sin ¢ cos Yde)b,
—(cos 1) cos ¢)by(kan+ksby) — (sin 6 cos ¢ sin ¢de)by
—(cos O'sin 1) sin ¢df)b; — (sin ¢ sin 6 cos de))b,
+(sin ¢ sin 0 sin ) (kan-+ksby) — (sin 0 sin ¢d6)b,

+(cos 8 cos pdp)by — (cos O sin @) (ksby)
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olur. Yukaridaki ifade t ile carpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
< t, b;l > = (sinfcosysing)(k; <t t>)
+(sintcos @) (k1 < t, t >)
= kysinf cos ) sin ¢ + kq sin) cos ¢
= ki (sinf cos ) sin ¢ + sin ) cos ¢)
ke = ki(sinfcost)sin ¢ + sin) cos ¢)

elde edilir. $Simdi ise k,3 egriligini bulmak i¢in benzer sekilde n) ve by vektorleri skaler

carpilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa
<n, by >= (sin¢pdf) + (cos ) cos pdyp) + (k2 cos ) cos p)

+ (k3 sinf cos 1) cos ¢) + (k3 sine) sin )

olup
ke = (singdf) + (cos 6 cos pdi))

+ko(cos 6 cos ¢)

+k3(sin ¢ sin ¢ — sin f cos 1) cos @)
seklinde hesaplanir. Son olarak kg4 egriligini bulmak igin by, ve (4.6) ifadesindeki b, skaler

carpilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa
<by, b > = (cos® pdg) + (sinOdip) + (ko sin )

+(sin® ¢do) + (k3 cos 1) cos 6)
= (sin@dy)) 4 d¢ + (k2 sinf) + (ks cos 1) cos 6)

= d¢ + (sin@dyp) + (ko sin6) + (ks cos i cos b))
bulunur. O halde

kg1 = d¢ + (sinOdy)) + (ko sin @) + (ks cos 1) cos d)

olur. Buradan da

kg = —kicosfcosy

ke = Fki(sinfcos sin ¢ + sin cos ¢)

ke = (singdf) + (cos ¢ cosbdy) + ka(cosb cos ¢)
+k3(sin ¢ sin ¢ — sin f cos ¢ cos 1))

ke = (d¢)+ (sinfdip) + ka(sin6) + ks(cos 6 cos )
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yazilir.

Sonu¢ 4.2.1: Bu teoremde birinci quasi-binormal b,; ve ikinci quasi-binormal b,
nin kapsadig1 uzaydaki ¢ agis1 ve normal vektor n ve birinci quasi-binormal vektér b, in
kapsadig1 uzaydaki v agisi sifir alinirsa (3.7) ile verilen 3-boyutlu uzayda quasi egrilikleri ve

Frenet egrilikleri arasindaki bagintilar elde edilir.

Ornek 4.2.1: E* de verilen a(s) = (cos 2 > sm\[ sin 7=, cos f) egrisinin (3.8)
denklemi kullanilarak Frenet vektorleri hesaplanirsa

t:(Q‘ﬁ 2v/51 V85 x/%-s)

2s
sin 2%, ={2= cos \/5, 17 €08 =, =7 sin 2=

—12
n= (—COSTE,I—SSIHTE,ESIH /3 13 COS \[)
- =5 2s

b, = (— oS \/5,—13 sm\/g, 13 smf, 13 2 cos f)

_ (=VB5 o 25 \/E5 —2v51 .o s 251
b= (=% sm\/g, 1= €Os f’ 7o COS =, 7 sm\/g)

bulunur. (3.10) esitlikleri kullanilarak Frenet egrilikleri hesaplanirsa

Fa(s) = =, kals) = AT ve  ky(s) = 247

elde edilir. k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) izdiisim vektorleri olmak tzere (4.1)

kullanilarak quasi ¢at1 vektorleri hesaplanirsa

t= (= \ﬁsm\/%,%l?ﬁcos\/g,‘gcosf Yﬁsin\%)

n,= (0,0, sin ==, cosf)

b, = (cos \2/—%, sin \2/—85, 0,0)

— (V85 -85 —2v51 s L S
b= (% s1n\/5, = cosf T2 008 =, S5 sin s

olur. (4.2) yardimiyla quasi egrilikleri hesaplanirsa

V5 V1T Wi,
kg = — by = 0, kg = ——o—" - =L

V51

bulunur.

Ornek 4.2.2: k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1, 0,0) izdiisiim vektdrleri olmak iizere

a(s) = (cos cos —)

e
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egrisinin quasi egrilikleri (4.4) yardimiyla egrinin tiirevleri cinsinden hesaplanirsa

/() ( 2 . 2s 2 2s 1 S 1 . s
a'(s) = (——=sin—,—=cos—, —=C¢0S —, ——=sin —
Vi VEVE T VBB VB V3B
,,< ) ( 4cos 2s —4 sin 2s —1 sin s —1 cos 5 )
a (s = - V=, = S ——, —/—— T =y T o =
5 NG V5 3 V3 3 V3
,,,( ) ( 5 sin 25 =8 cos 2 1 cos — ! sin — )
o S = - = T =y o = T =y o = T =y o = =
56 VB VG VE3V3 T V3T3V3 V3B

)

17
olur. Burada ||a/(s)|| = 1 / olarak elde edilir.

“|%

V3
dﬁka%ﬂﬂzfg ve [la’ Ay Aky|| =

oldugundan dolay1
. det [, k,, Ky, "] _ 5
e Ak Ay el VP
olarak bulunur.

A Nk, AKky) A" = (% cos f, ;ggf sin \2/*5 0,0)

Ve
|/ A (0 Ak, AKy) A Q|| = 105

bulunursa
<a',a Ao Nk, Ak A" >=0

olur. Buradan da k,, = 0 seklinde elde edilir. Ugiincii quasi egriligi
" ANk, Ak, =(0,0,=cos 53 Lsin f)

olur. Buradan k3 = _Q‘ﬁ bulunur. Egrinin dordiinci tiirevi

o™ (s) = (32 cos 7%, 30 sin 2% f 3 sin 73 5 COS \/g)

seklinde olup

o A (o' ARy AKy) Ao = (5 sin 22 \/5, <5 COS \/5, 25‘9} cos =, 25W sin f)

ve
o' Ao Ak AKy) A o™ = (=X 8‘[ sin s, 8\[ cos s,0,0)
olarak hesaplanir. k4 = %ﬁ bulunur.

a egrisinin xyz ve xyt uzaylarindaki izdiistimleri i¢in bes noktadaki normal ve quasi-

normal vektorleri Sekil 4.4 de gosterilmistir.
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Sekil 4.4 n ve b Frenet vektorleri (kirmizi), n, ve b, quasi vektorleri (yesil)

Sekil 4.5 n ve b Frenet vektorleri (kirmizi), n, ve b, quasi vektorleri (yesil)

« egrisinin xzt ve yzt uzaylarindaki izdiisiimleri i¢in bes noktadaki normal ve quasi-

normal vektorleri Sekil 4.5 de gosterilmistir.

Ornek 4.2.3: E*de verilen a(s) = \/75(005 s,sin s, 3 cos 2s, & sin 2s) egrisinin (3.8)

denklemi kullanilarak Frenet vektorleri hesaplanirsa

t= @(— sin s, cos s, — sin 2s, cos 25)
n= */?5(— cos s, — sin s, —2 cos 2s, —2 sin 25)
by, = */?5(—2 cos s, —2sin s, 2cos? s — 1,2 cos ssin s)

2

=
|
S

22 (sins, — cos s, —2cos s sin s, 2 cos?(s) — 1).
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bulunur. (3.10) esitlikleri kullanilarak Frenet egrilikleri hesaplanirsa

ki(s) = Y0, ky(s) = =210 ve  y(s) = =210

elde edilir. k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) izdiisim vektorleri olmak tzere (4.1)
kullanilarak quasi ¢at1 vektorleri hesaplanirsa

t= ‘/75(— sin s, cos s, — sin 2s, cos 25)

n, = (0,0,sin—cos2s, —sin2s)
b, = (—coss,—sins,0,0)
b= %i(sin s, —c0s s, —2cosssins,2cos’ s — 1)

olur. (4.2) yardimiyla quasi egrilikleri hesaplanirsa

-4V
kqlz\/i,kquo,kqu— 2vekq4—T\/_

bulunur.

Ornek 4.2.4: 4-boyutlu Oklid uzayinda alinan

a(s) = (ssins + cos s, —scos s + sin s, ssin2s + £ cos 2s, —s cos 2s + 3 sin 2s)

egrisinin (3.8) denklemi kullanilarak Frenet vektorleri

t= \/lg(cos s,sin s, 2 cos 2s, 2 sin 25)
_ 1 : ; i i i
n— m(cos s — ssin s, sin st+scos s,2cos 2s — 4ssin 2s, 2 sin 2s+4s sin 25)
by = \/Lﬁ(—llsins,élcoss,25inscoss,1—2c052 s)

b= \%(—2 cos s, —2sin s, 2cos’s — 1,2 cos s sin s)

bulunur. (3.10) esitlikleri kullanilarak Frenet egrilikleri sirastyla

s) = S k() = 8 ve k() =

elde edilir. k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) izdiisim vektorleri olmak tzere (4.1)
kullanilarak quasi ¢at1 vektorleri

t= \/?g(cos s,8in s, 2 cos 2s, 2 sin 2s)
n, = (0,0, —sin2s,cos2s)
b, = \/@(—35 sins — 2¢cos s,3scos s — 2sin s, cos 25, sin 2s)
b,1= %(—65 cos s + Hsins, —6ssins — 5cos s,3s(2cos®* s — 1), 6ssin s cos s)
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olur. (4.2) yardimiyla quasi egrilikleri sirasiyla

Ve

bulunur.

/8

)
—1

5v/5 + 952

+125 08 25 cos® s — 245 cos s sin s cos 2s + 125 cos s sin s sin 25)

(5 — 6s — 12ssin 25 + 245 cos® s sin 25 — 65 cos 25

3 .
. R— (2cos2s — 4cos 2s cos? s + sin 2s)

V55 + 952
1

+—
sV 5 + 9s2

(—2sin2s cos? s — 4 sin s cos s sin 25 + 2 sin s cos 5 €08 25)

>
£(303 cos 2s cos? s — 275 cos 2s — H54s3 sin2s — 155 cos 2s — 15)s

+60s cos? s sin 2s — 27s® + 30 sin s cos s sin 2s — 455>
—162s* + 30 cos 2scos? s + 10 — 30s sin 2s — 60 cos s sin s cos 25

+30 cos s sin s sin 2s — 15 cos 2s + 5452 cos 2s cos? s + 10853 sin 2s cos? s

+5453 sin 2s cos s sin s — 10853 cos s sin s cos 2s) /(5 + 95?)?
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5. OKLIDYEN 4-UZAYDA YONLU EGRI CIFTLERI

Bu kisimda 4-boyutlu Oklidyen uzayda alinan bir uzay egrisinin n, quasi-normal
vektoriinden faydalanilarak yonlii Bertrand ve Mannheim egri ciftleriyle ilgili teoremlere yer

verilmistir. Ayrica bu egri ¢iftlerinin quasi egrilikleri arasindaki bagintilar incelenmistir.

5.1. Oklidyen 4-Uzayda Yonlii Bertrand Egrileri

Burada E* de bir uzay egrisi i¢in quasi ¢atiya ait olan n, quasi-normal vektdrii yardimiyla
yonli Bertrand egri ikilileri ifade edilerek yonlii Bertrand egri ikililerinin quasi egrilikleri
icin bagintilar elde edilmistir.

4-boyutlu Oklid uzayinda verilen M ve N seklindeki iki uzay egrisi (I, o) ve (I, 3)
koordinat komsuluklari ile verilsin. Bu egrilerin quasi gatilart sirastyla {t,n , b ;, b} ve

{t", n;\, bgl, bq’\2} olmak tizere n, ile ng quasi-normallerinin lineer bagimli olmasi durumunda

...........

edecek olursak Bertrand egrisi quasi-normal vektoriinii baska bir egriyle paylasan bir egridir.

Teorem 5.1.1: E* uzayinda ||a/(s)|| = 1 olmak iizere verilen a(s) uzay egrisi 5(s1)

egrisi ile yonlii Bertrand egri ikilisi olsun. Buna gore

a) a(s) ve [(s1) yonlii Bertrand egri ¢ifti arasindaki uzaklik sabittir.

M

/(L] S N . ] B(s)

Sekil 5.1 Bertrand egri ¢ifti
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b) Ugiincii quasi egriligi k,3 in sifira esit olmast durumunda yénlii Bertrand egri

ciftinin t teget vektorleri arasinda yer alan ag1 sabittir.

Ispat: Quasi ¢atilart {t,n_, b ;b ,} ve {t*, n), b}, b),} seklinde verilen a(s), 5(s1)

Bertrand egri ¢ifti icin 5(s1) = a(s) + An,(s) olarak yazilir. Sekil 5.1 de gosterilmistir.

a) s1, [0 egrisinin yay parametresi olmak iizere s-yay parametresine gore tiirev alinirsa
B(s1) = a(s)+ Ang(s)
Br(s1)EL = o/(s)+ Nny(s) + Ang (s)

tA% = t(s) + A'my(s) + Any(s)

(4.3) esitliginden n{ (s) degeri yukaridaki ifadede yerine yazilirsa
B = t(s) + ANy + A(—kqt(s) + kesbgi (s))
= t(1 = Xkgy1) + A'ny(s) + Akgsbgi(s)

olur. Denklemin her iki tarafi n, ile skaler olarak ¢arpilirsa

<thm,>% = <tn,>(1-Mg)+ N <ngn, > +Akg < bgi,n, >

bulunur ve n, ile n;l\ vektorleri lineer bagimli oldugundan
0=X

elde edilir. Buradan A nin sabit oldugu kolaylikla sdylenir. O halde bu iki egri arasindaki

mesafede
1B(s) —als)]| = A

sabit olur.

d

b) V' = 0 olmak iizere bu deger tA% — t(1— Neg1 )+ Ny (5)+ Megsbyr () esitliginde
S

yerine yazilip

L = t(1— Neg1) + Megsbg
denkleminde her iki tarafinin normu alinirsa

ds
||tAd_$1|| = ||t(1 — Mkg1) + Megzbgl|

d
\/< > (%)2 - \/(1 — Meg1)? < tt > A2k < byy, b, >

S

d81

= i\/(l—)\kql)2+)\2k§3
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bulunur. Bu denklem
d
tA% - (1 - )\kql)t + )\kq3bq1

ifadesinde yerine yazilirsa

/(L= Megn)? + NK2) = (1= Mo )b+ Meggby

(1 = Meg1 )t + Mkigsby

—t\ = &+
\/(1 — Mgt )? + A2K2,

elde edilir. Bunun yani sira t ve t* teget vektdrleri arasindaki ac1 ¢ alinirsa
<t,th> = cosy

olur. t* ifadesi asagidaki gibi olmak iizere
(1 — Akg1 )t + Akgsb

t* = +
\/(1 — Neg1)? + A2k2,

esitligi t teget vektori ile i¢ carpilirsa
(1= AMkg1) <t t > +Akg3 <t b, >
V(L= Xe)? + N2k2,

<t,t"> = +

(1— Akgr)
\/(1 — Neg1)? + AZk2,

bulunur. Burada k3 = 0 oldugunda cos ¢ = %1 oldugu agiktir. Bu ise ¢ agisinin sifir olmasi

cosp = =£

anlamina gelir. Buna gore teget vektorleri arasinda bulunan ag1 sabittir denir.

Teorem 5.1.2: ||o/(s)|| = 1 kosulunu saglayan «/(s) uzay egrisi ile s; yay parametresi
ile verilen (3(s) egrisi, a(s) egrisinin yonli Bertrand egri ikilisi ve A = (1 — Ak,1) olmak

iizere bu egrilerin quasi ¢atilar1 arasindaki baginti

_ - [ é 0 Akigs 0 1
t e e t
) 0 1 0 0 n,
b T | ke — Da)Mkgs - (Da— Negge) s Nhzpd — A% .
“ ef ef ef "
bg\g B )\k’qu ﬁ Aa — )\k‘qgc qu
. f f f
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olarak yazilir. Burada

—Ngs (k2 + k2 + k2s + k2y) — N2k kg + kqrkly — Kl) + kqrkgs + kio+

a =
V(L= Me)? + X202
+)‘3kq3<_(k;1>2 - kqlng + kq2k;3 - kq3k¢,1/3 - 2(%3)2) + )\2%3(%'1 - kq2kq3>
(L= N2 + 2R 7
BNUK k2akls (Mg — 1) — 6Nk (Kl )P kgs 4 B3NP (K, )?
[(1 = Neg1)? + N2k2;]7/2 ’
b Nkga (ko + 2k}5 + M—kq kg + kgskly) B N kZ ki sk
\/(1 — Negt)? + A2k2, [(1— Neg1)? + A2k2,]3/2
x —Mhg2(2kpy — kgo — kq1) — Mk kigkes + k21) p Nkp kgakqs(20k;, — 2)
\/(1 — Neq1)? + A2Kk2, (1= Aq)? + A2hs )72
_)\2k’q1k;’1(2 — Neg1) — N (K[1)2(5 — 3AKL,) + Ak
[(1 = Akgr)? + N2E25]3/2
N (N2kig) (ki + Mkl kgs + Mgy + MegakZg) 4+ N ksl (1 + Mkgp)
[(1 = Akgr)? + N2E25]3/2
+/\2(k:;1)2(—6 — 6Akgr + 3AEZ — 3N3ED)) + N3k kskls(6Akg — 3 — 3A%k2))
[(1 = Akgr)? + N2E2,]7/2
d = Miga (kg — kq1) + )‘(2%3%4 + quk;4) . )‘3k33k;3kq4
\/(1 — Megr)? + A2k2 [(1— Nbeg1)2 + N2K25]3/2

e= /(1= Mep)? + k2,

f= \/[(1 — Neg1)a — Negsc]® + (1 — Neg1)26? + A2kZ,d2

seklindedir.

Ispat: Birim hizli uzay egrisi a(s) ile 3(s;) egrisi yonlii Bertrand egri ikilisi olsun.
Bu egrilerin quasi ¢atilar1 arasindaki bagint1 i¢in
(1 — ANkg1)t + Akgsbg

t = +
V(L= Xe)? + N2k,

(5.1)

denklemi k,, k,, izdiisiim vektorleri ile vektorel olarak c¢arpilirsa

1 — Meg) (AR AK,) + Ak (b Ak, AK,)
V(L= Ne)? + N2k2,

t Ak, Ak, = i(
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bulunur. Ayrica (4.1) den
tAk, Ak, = [[tAk, Akyn,

yazilir. k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) olup (3.5) bashig: altindaki 6zelliklerden
sekizincisi kullanilirsa

tAK, AKy|] = /<tAKk, Ak, tAK, Ak, >

<tt> <tk > <tk >
= <K, t> <Kk, k,> <Kk;k, >
<k, t> <Kk, k,> <Kk, Kk, >

= \/1 — (<t k, >2 + <t k, >?)
bulunur. Bu ifadede < t, k, >= u ve < t, k, >= v olarak adlandirilirsa
lEAK, ARyl = /1= (p*+77)

yazilir. Buna gore, p,y degerleri sirasiyla a(s) uzay egrisinin t tegetinin birinci ve ikinci

bilesenleridir. Benzer yontemle asagidaki hesaplamalar yapilirsa
by Ak, Ak, = (b AtAn) Ak, AK,

< qu,kz > < bqg,ky > qu
= —| <tk,> <t Kk, > t
<ngk,> <ngk,> n

q
= —[(<tk, ><n,k,>— <tk, ><ng,Kk, >)bgp
+(< by, ky >< ng, k, > — < by, k, ><ng,k, >)t
+(< bg, ky, >< t. k, > — <t k, >< by, k, >)n,]
bulunur. Bu ifadede
(<tk, ><n, k,>—<tk,><n,k,>) =p
(<bgp.k;, ><ng, Kk, >— <bp,k, ><n, Kk, > =19
(< by, k; ><t,k,>— <tk, ><bpk,>) =g
seklinde adlandirilirsa

by ANk AKy = pbg +nt+cn,

= gnq
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olur. t Ak, Ak, = [[t Ak AKy|[n, [[EAKAK|] = /1 — (u? +7?) ve by Ak Ak, = ¢n,
denklemleri

1 — Mg ) (t A Ky AKy) + Akgs (b A Ky AKy)
V(L= Xe)? + X2k

t' Ak, Ak, = i(

ifadesinde yerine yazilirsa

1 — (2 +792)(1 — Aegr)ng + Akgssn,

Ak, Ak, = =+
V(L= Ne)? + N2k,

(V1= (2 +92)(1 = Mkg1) + Megss)n,

= +
V(L= Xe)? + N2k,

elde edilir. n) y1 bulmak i¢in ||t* Ak Ak, || ifadesi hesaplanarak

1 — (u? 2)(1 — 2
Ak, Ak = ( (12 +92)(1 — Mkg1) + Megzs)? < mg,m, >
Y 2

L— (2 +92)(1 — Megr) + Akgss
V(L= M) + N2,

bulunur. n}= O Ak, Nk, oldugundan t* A k, A k, = ||t* Ak, A K,||n} dir. Bu ifad
)= = ir. Bu ifade
TIOAK AK S R AR

(V1= (2 +92)(1 = Megr) + )‘kq?)g)n&\
\/(1 — Neg1)? + A2k2,

t' Ak, Ak, =+

olup |[t* A k, A Kk, ||degeri bu denklemde yerine yazilirsa

(V1= (% +92)(1 = Aegr) + Akq:)s)nA (V1= (2 +92) (1 = M) + Megss)

pu— n
\/(1 — Aeq1)? + A2k, ! \/(1 — Megr)? + A2k,

q

bulunur. Bu durumda
t* Ak, AK,

A= = 4+
YT Ak A K| fa (5.2)

olur. Boylece bu calismanin en énemli sonuglarindan olan yonlii Bertrand egri ¢iftlerinin
quasi-normal vektorleri her zaman lineer bagimlidir sonucuna ulagilir. Simdi b?]l birinci
quasi-binormal vektoriinii hesaplayalim. by, = b, A t* A n} oldugundan 6nce b)), ikinci

quasi-binormal vektorii hesaplanirsa

B o' Ang Ao
- o/ Amg A ||

b2 ve o =t
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oldugundan
b — tAng At
2 e Ang At
yazilabilir.
O halde by,
. t An) A (1)
e Amy A )]
seklindedir.
Burada

(1 = Mgy )t + Akigsby

t = +
V(L= Neg)? + N2k2,

oldugundan (t*)’ degeri hesaplanirsa
(=Mt + (1= Mg )t + Ak gbyy + Megsb!,
V(1= Megr)” -+ X2k2
(1= Mga) (=Ml + Nhgght) (1 = M)+ Akybit)
V(L= Negn)? + XRE[(L = Negn)? + N2k

(t)‘)' i

olur.

Burada (4.3) den t’ ve b, degerleri yukaridaki ifadede yerine yazilirsa
(=K — Megskga)t + (kg1 — AkZ — AkZs)n,

V(= Negr)” + X282,
N (kg2 — Mkqrkgz + Akgg)bg1+(Akgakiga)b o

V(= Negr)? + X282,

(t)‘)’ —

(=KL + 2021kl — N2 KL + N hgakly — Nhgkgshls)t (5.3)
[(1 = Nkgr)? + A2K25)3/2

. (kg — M2, — AkZ)m,
1 — M1 )? + A2k2,]3/2
q q3

(—)\Qkélkqg + Agkqﬂf;lkqs + /\3k§3k;3)bql
(1= Meqr)” + N2k, ]2/

+

bulunur.
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Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

—)\kgl_)\k;qug—2)\kq2k;3—)\k§1 + )\k22+)\kq1k§2

q

V(1= Neg)? + A2k,

- N2 (K1) 2 =202K! Kgakgs+303 kg (KL, ) 242Xk g1 K hgokigs
[(1 = Nkegr)? + N2K25]3/2

) = |

ql

+A2k;’1—2k2(k‘;1)2 — 2Nk ki NS B+ NP (K g)?
[(1 = Nkgr)? + A2K25]3/2

+A2kq3kg3 A+ NEL gkl + Nhgu Ly + Nk kgaklly + N hgok2kl
[(1 = Nkgr)? + A2K25]3/2

6N (k) = 63k (kgy)® + 3N (k) ko =37 ki kgskys
[(1 = Nkgr)? + N2K25]7/2

6N gkl Kgskls — 3X°kiy (Kly)? — BNOK2 K kgskl s
[(1 = Negr)? + N2k2]7/2

t

— 3N b 3Nkl APy Nk kK

q
O M) 1 oakg, (M) 4 ARG
A%glk;gkqg—vkqlkgkgg]n
[(1=Nkg1)? + N2E2,)3/2 71

Frga(kgr = AkZy — ARZ = AkZy — K2+ A (Kl — 2K, koo —kn ki) + Ky
V(L= Xe)? + N2k,

+|

+)\nglkjﬁ—)\3k§1kj]1kq2—)\3(k;1)2kq3 — Nk k!l ks — N k2K
[(1— Nkgr)? + A225]3/2

N2 K ke — N2 hgokiskly + Nk kgokgskls
[(1 = Nkgr)? + A2K25]3/2

+3/\3(k:;1)2(1 — 2\kgikgs) + 3N (Mo ks — kKL g + Akgi k2Kl s)
(1= k1) + X2k2,]7/2

]bql

MMk 2\ + My Nhghghas
V@ = M) 2282, (1= Meqr)” + N2k [3/27

seklinde hesaplanir.
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Bulunan t*, n)) ve (t*)” degerleriyle g = t* An) A (t*)" vektorel arpimi hesaplanirsa

g—-(1—Akﬁ{ﬁﬂ%3+A“%_*%&%2_kﬁwéﬂéfﬁﬁ%iy_%ﬂb)+kb
21 q " 3 (1 /_ )\kql/)Q ;_ /\Zkgs " /\2 "
+>‘ kq3<kq1 - qukqii) + A kq3(kq1kq2kq3 - (kql) - kqlk(ﬂ - 2<kq3) - k‘l3kq3)
, [(1 = Akq1)? + A2K25]2
+3)‘3(k;1) +3>‘5kq1k:ﬂkq3(kq1+kq3k:13)'3)‘4k:11kq3(kq1 (k;1)2+3)‘4kq3k;3>
[(1 = Akg1)? + A2y !
+[)\(kq2kq4 — bkt 2highithgsky) | Nkgkigkg |
(1-— )\kql)2,+ A2kZs , [(1//— )\kq1/)2 + A2k§3]22
+(>\kq3)[)\kq2(kq2 — Klg + kg — kiz) — My — Akjpkgs — AkG
(1= Akg1)? + A2kZ
. N2higs (201 Ky Kegort gl AKL Kl gt g KLl Negakiga il )-A2 (Kl ) + Ak
[(1 = Akq1)? + A2kZ5]2
+A3kq1(kq1kg1 +klg) N3 (KL)P — 22K hgakgs-2 N2 (KL, ) 2202k KL
2 ! [(1 _/)\k(ﬂ)23+ /\2]{:3/3]2 2 21.2
+6>‘ k(;l()‘kql(Akq3kq3_k;1)_kql)+3>\ kfﬂ()‘kql(kql')‘kgl)'kq?)k(/;?)(l')‘ kql))

Jt Ang Abgy

t/\nq/\bq2

[(1 = Meg1)? + N2kZ5] bunnnt
—|—/\k 3()\/€q2(]{7q4 - kql) + A(kq3k;4 + 2k;3kq4) il /\3/{;23/{:;3/{7(14 )b An,Ab
/ (1 —Akp)? + >\2k§3 [(1 = Akgr)? + A2k33]2 B

elde ettigimiz bu ifade de t = e;, n;, = e, b,; = e3 ve by, = e4 olmak iizere Tanim 3.5.2
deki esitlikler kullanilarak

g= (1 . )\kql)[kqlkqi% + )‘(k;/s - 2%1’%{2 - kq3(k(z2+k§12+l2fg3+k§4) - kqlk:ﬂ) + k}/ﬂ
271.1 /" 3 (1 _/)\kql) /+2)\ kq3 " !/ \2 "
A kq?)(kql - kq2kq3) + A kq3(kq1kq2kq3 - (kql) - kqlkql - 2<kq3) - kq3kq3)
i (1= Mo )? + AR
+3A3(k;1)2-3x4k;1kq3(2kq1k;;lkg1+3A4kq3k;3)+3A5kq1k;;1k;q3(k;q1+kq3k;3) )

[(1_)\]{(1/1)2_{_)\2]{3,3]4 . ] q2
MEgokoy — kg1kgot2k akoatkysk Nk k! ok
+(1 _)\kq1>[ ( q2Mvg4 ql q22 :1?,21142 q3 q4)+ q32q3 q42 - Q]bql
(1 — Mkgr)? + N2k2, [(1 = Megr)? + N2k2]

O 3)[/\I<;q2(k;q2 — Kl + kg1 — kbg) — Ml — Nelokgs — Ak

2 ' 2 \/ /(/1 N )\kQ1)2 N /)\216;23 / 2 /7 \2 /2 "
A kigs(A(kg1 ) kqathgsthgs (14 Mkqr )T Ak, kgt Akigakgskis)-A" (kg )" +2(kgy )™ +2kq1 k) )

3 " / " [3<1 /_ ékql)Q ;—/)\21{:23]2

Nkt (kqukily + KLg) + My 4 N (kL) — 202K kgakigs
21./ 2 [(/1 _/)\kql)z —i: )\2k23l2/ / 2 3 / 21.2
Jr6)\ kql()\ kq1kqgqu-kql-)\kqlkql)JrB)\ kql()\kql(kql-)\kql)-kqgkqg(l-)\ kql))]b
[(1— Ngr)2 + A2k25]4 ?

Mego(kgs — kq1) + /\(kq3k;4 + nggkq@ /\3k:§3k;3kq4

(M) ( (1 — Meg1)? + A2K2, T = e )? ¥ /\Qk§3]2)(_t)
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bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
_)‘kq3(k§2 + k§1 + kgg + k§4) - )\(Qk(lﬂkﬁ + kqlk(/ﬂ - kg?)) + kqlkq?a + %2

V(1= Ne)? + X202

| Ahgs (= (K )* — Fnkiy + Kby — Kaskis — 2(Kgs)*) + Xk (hiy — Kozkigs)
[(1 = Megr)? + N2k2,]3/2

a =

3N K2 K (N — 1) + 3Nk K ks (—20K Koy ) + 3XN3 (K )2
ql1™vq3™q3 q ql™vgl™vgq ql’™vq ql
* (1= Negr)? + N2RE,]7 :
Nega(Kgo + 2%3 + M —=kgpkg + kqgk;4)) )\3k23k;3kq4

b= - )
V(L= Me)? + X202 [(1 = Meq1)? + X2hs]*

— Ak (2ks — kgo — k1) — Mk kyakes + k2)  Nkiikgokqs(2MK), — 2)
\/(1 — Mg )2 + )\2k§3 [(1— Nkg1)? + )\2]{:33]3/2

+A2kq3kg3(1 + Migt) = A2kgukl (2 — M) — A2(KL)2(5 — 3AKL,)
[(1 = Meqr)? + A2kZ,]372

K+ (N2KLg) (Kl + Nkl kgs + Mg + Megak2s)
(1= Akqn)? + ARG ]2

| V() (=6 — BNy + 3N, — 3NKD) + Nk i (6N — 3 = 3XK5,)
[(1 = Megr)? + N2k2,] 772

g Nkgo(Kga — kq1) + N2k 3kga + Kyskyy) B )\3kg3ké3kq4
\/(1 — Negt)? + AZk2, [(1— Negr)? + A2k25]3/2

olmak tizere
"o [(1 — )\kql)& — )\kqgc]bqg + (1 — )\kql)bbql — ()\k'qg)dt

A A () =
\/(1 — Meg)? + A2k,

bulunur. O halde

[ AR ()] = ¢ <A A(R) AR A () >

\/[(1 — Meigi)a — Megacl? + (1 — Mgt )20 + N2>
(1= Neg1)? 4 A2k

seklinde elde edilir. b22 ifadesinde ¢ esitligi yerine yazilirsa

t An) A ()"

[ AmA ()]

A
by,

5.4
[(1 — )\kql)a — /\k’q3C]bq2 + (]_ — /\kql)bbql — ()\]{?qg)dt

\/[(1 — Neg1)a — Negsc]? + (1 — Mgt )22 + A\2k2,d2
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olur. b}, = b, At*An)) vektdrii hesaplanirsa
[(1 - )\]{?q1>a - )\]{?qubqg + (1 - /\k/’q1>bbq1 — ()\l{?qg)dt)
\/ [(1 = Megr)a — Mgae]® + (1 — Mgt )20% + A2k2,d2

b21: (

(1 = Mg)t + Migsbgs
V(L= Me)? + X202

bulunur. Burada bé‘Q vektori hesaplanirken yapilan islemlere benzer sekilde vektorel garpimin
ozelliklerinden de faydalanarak gerekli diizenlemeler yapilirsa ve Tanim 3.5.2 deki esitlikler

kullanilirsa t = e;, n, = e9, b,; = e3 ve b, = e4 olmak iizere,
b>‘ . [(1 — )\k’ql)a — )\k’ng](l — )\l{iq1>bq1
=
! \/[(1 — Meg1)a — Megsc]? + (1 — Mkgr)2b2 + A2k§3d2\/(1 — Neg1)? + A2k2,

[(1 — )\kql)a — )\kqgc]()\kqgc)t
\/[(1 — Megr)a — Megsc]? + (1 — Mgt )2b% + A2k§3d2\/(1 — Migt)? + A2k2,
[(1 = Megr)2b — A2k2,d]bgs

\/[(1 — Nigr)a — Megsc]? + (1 — Moyt )2b% + A2k§3d2\/<1 — Migt)? + A2k2,
(5.5)

elde edili. t, ny, b) ve b), esitliklerinde e = \/ (1= Neg1)? + A2k,

= — 1)a — 3¢ 4+ (1 — 1 + ve =1- 1 1le gosterilip
f 1 — Ak, Ak gsc]? 1 — Mg )22 A2k§3d2 A 1 — Megp 1l ili

matris formatinda yazilirsa

e ] T N . Mgy . ¢
e e
Il;‘ 0 1 0 0 n,
| (Mkgse — Aa)Mkys (Aa — Nege) AN NkZgd — A%
b, ef ef ef by
' Negd Ab Aa — Nrgge '
b | L f f f 1] be |

olur.

Ornek 5.1.1: E! de bir uzay egrisi a(s) = (% oS s, —%sins, > \%) seklinde

verilsin. Bu uzay egrisinin Frenet catis1 hesaplanirsa (3.8) denklemlerinden yararlanarak

Frenet ¢at1 vektorleri
t(s) = <%1 sin s, 5+ cos 8;%\%) n(s) = (—coss,sins,0,0)
ba(s) = (0707\/?6,—\/%) bi(s) = (%g Sins,#coss,%,&—é)

seklinde bulunur.



66

a(s) egrisinin quasi ¢atiya gore Bertrand egri ¢ifti hesaplanirsa once (4.1)

denklemlerinden yararlanarak quasi ¢at1 vektorleri

t(s) = (%1 sin s, 5+ cos s, 3, \%) n,(s)= (0,0, \/?57 \*/_%)
ba(s) = (—coss,sins,0,0) b, (s) = (%5 Sins,%gcoss,%,%é)
bulunur.

A = 3 olmak tizere a(s) egrisinin quasi ¢atiya gore Bertrand egri esi 3(s) ise
B(s) = als)+ Ang(s)

s s 6

— 1 1 o; -1
= (jcoss, —3sins, 5, 755) +3(0,0, 5, %)

_ 1 —1 . s \/55
= (5coss, 5 sins, 5 + V6, = — \/3)
seklinde hesaplanir.
« egrisinin xyz ve xyt izdliislim uzaylarindaki A = 3 degeri i¢in Bertrand egri esi 5

egrisinin bes noktadaki normal ve quasi-normal vektorleri ile grafikleri Sekil 5.2 de

gosterilmistir.

Sekil 5.2 xyz ve xyt uzaylarindaki n ve b Frenet vektorleri (kirmizi), n, ve b, quasi vektorleri

(yesil) i¢in Bertrand egri cifti

a egrisinin xzt ve yzt izdlisiim uzaylarindaki A = 3 i¢in Bertrand egri esi 8 egrisinin

bes noktadaki normal ve quasi-normal vektorleri ile grafikleri ise Sekil 5.3 de gosterilmistir.
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Sekil 5.3 xzt ve yzt uzaylarindaki n ve b Frenet vektorleri (kirmizi), n, ve b, quasi vektorleri

(yesil) icin Bertrand egri ¢ifti

Ornek 5.1.2: E* de a(s) = (cos 5> 8in 2=, cos f sin f) seklinde verilen o uzay

egrisinin Frenet catisi1 i¢in (3.8) denklemlerinden yararlanarak Frenet ¢at1 vektorleri

£ =1 s 1 s =2 2s 2 2s
t(s) = (\/gsm 5 V8 €08 5 5 SN g 5 008 \/5>

. —1 s =1 a8 -4 2s -4 2s
n(s) = (_T7 COS =, = Sin =, —= C0s T2, — sin \/5)

— (=4 s =4 s 1 2s 1 25
by (s) = (\/ﬁcos J5» 7 SN =, = €08 2, = sin \/5)

ki(s) = @ ka(s) = 768}@ k3(s) = 721\75

bulunur. a(s) egrisinin (4.1) denklemlerinden yararlanarak quasi ¢at1 vektorleri
t(s) = <%lsin\/i5,\/igcos\/ig,;—%siné—%,%cosé—%)
n,(s)= (0,0, —cosT — sin \/5)

by2(s) = (—cos 7=, —sin =, 0,0)

S

b,i(s) = ( sinjg, \_/—g Sin\/ig, ;—%sin\z/—%, \/Lgsin?/—%)

seklinde quasi egrilikleri ise

Sl

k()= 3 kp(s)= 0 k()= 2 k(o) = 3



olarak hesaplanir. A = % olmak tizere «(s) egrisinin quasi ¢atiya gore Bertrand egri esi

Bls) = als) 4+ Any(s)

= (cos\/g,sm\/g,cos \/5751n\/5>+%(0=0 cos%,—sm\/g)

fa 28
(cosf sin \/572(:05\[ Lsin %)

olur. A(s) egrisinin (4.1) denklemlerinden yararlanarak quasi ¢at1 vektorleri

th(s) = <\’/—%sinjg,fcosf Zsin %, e 05\2/—§>
ny(s) = (0,0, —cos 2%, —sin Z)

byy(s) = (—cos =, —sin 7=, 0,0)

by (s) = (\/Lisinjg,\_/—%cos\/ig,\_/—%sin\/g,ﬂcosj—%)

seklinde quasi egrilikleri ise

olarak hesaplanir.
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Ornek 5.1.3: E* de verilen a(s) = (cos 5, sin 7=, cos \f sin \/5> uzay egrisinin

A= % icin Bertrand egri ¢ifti 5(s) nin quasi c¢ati vektorleri Teorem 5.1.2 yardimiyla
hesaplanacak olursa «(s) egrisinin quasi ¢at1 vektorleri

t(s) = (\fsm\/g,fcos\/g,fsmr 7005 f>

n,(s) = (0,0, —cos 2z, —sin 2%)

bya(s) = (—cosf s1n\/5,0,0)

b,i(s) = (\[sm\[ \[sm\jg,\/ésinf/—sg,%gsin?/—%)

ve quasi egrilikleri asagidaki gibi olmak {izere
k()= 3 kpl)= 0 kp(s)= 2 kals)= 2

seklinde hesaplanan

3 —8v/10 —4+4/10
VAN (1—)\kq1):g,a: 1;/5_,b:0,c: \/_,d:(),

e = (= Neg)? + A3 = =

44~/10

— kg1 )2b2 + N2k2,d2 =
207+ My 625

Fo= 0= Meg)a — Megsel? +
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degerleri asagidaki esitliklerde yerine yazilirsa

JANJRRD Y 9%
= —tt eq b, ven, = n,
N (Akgzc — DNa)Akgs,  (Da — Akge) A NkZd — A%
! ef ef ef
Agsd,  Ab Aa — Nkge
by = — }’3 th b + qub(ﬂ
B(s) egrisinin quasi ¢at1 vektorleri
th(s) = <\’/—% sin \/157 \/LE cos \/ig, \’/—% sin 2—85, \/Li cos 2—55>

ny(s) = (0,0,—cos 2, —sin 2

byy(s) = (—cos =, —sin 2=,0,0)
bai(s) = (

seklinde elde edilir.

. s —1 s —1 q:.. 2s 1 2s
sin =, =5 cos =, —5 sin 7%, —5 cos \/g)

Sl-
V)
ot

Teorem 5.1.3: «(s) uzay egrisi yay parametresi yardimuyla verilsin. k7, , k7, ks ve
ko, egrilikleri ((s) uzay egrisinin quasi egrilikleri olmak iizere (s), 3(s) Bertrand egri
ciftinin quasi egrilikleri arasindaki bagintilar
(k= M2, — ME2,)

e
h[()‘k;1+)‘kq2kq3)()‘kq3)]
e2f

h[(l'kkql)(kqQ')‘kqlkq2+)‘k;3)]

T 2
e’f
(g [(1 = N — ARy
e’f
h[()‘kqlkq?)) +(1- )‘kql)k"qi%]
ef
[Akiya —a'(1 = Megr) + (Mepze + Mgz )J[(1 = Akgr )?b — Nk d]
ef?
[kqab — Megrhqab][(1 — A1 )b — N2k Zyd]
ef?
eh([(1 = Meq1)?b — NkZyd] — [(1 — Megn )] (1 — Negr) — N?kZsd)
eft
AL = M) = NR2,dJ[(1 = Neg) (=Nl b2 + 6 (1 = Mg )?)
ef4
hb(1 — Megn)[(1 — Akgr) — NkZad] f'+hg [N kgsk s d®+ N k2sdd]
ef4

A
ky =

A
gy =

(5.6)

A
kys =

N (5.7)

+
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olarak verilir. Burada

e= /(1= Mep)” + N2k,

F= IO Mgy — Mgl + (1= Mo 2 4 ke

h = [(]. - )\k‘ql)a - )\kqgc]

seklindedir.

Ispat: Oncelikle ké\l egriligi hesaplanirsa k:;\l =<tV ng‘ > olup (5.3) ve (5.2) den

k)
ql
\/(1 — Neg1)? + A2k2,

(kg — A2, — AKZ,)
\/(1 — Negt)? + A2k2,

(kqu — AkZ) — AkZ3)

e

bulunur. k£, =< t¥', b, > hesaplanirsa (5.3) ve (5.5) den

(= AKL = Mgakgs)[(1 = Mg )a — Miggc Mgg < €€ >

k)\ = —
q2
(1= Megr)? + A2k§3]\/[(1 — Meg1)? + AZRZ]2 4 (1 = Megt) b2 + N2k2d2

(kqg — )\kq]_kqQ + )\k’(/ﬁ)[(l — )\kql)a — )\kqchl — )\k'ql) < bql, bql >
(1= Mg )” + A2K2] /[0 = Mig)? + 2202 + (1= M 262 + A2K2?

(Megshign) (1 — Mgt )2b — A2k2,d] < bz, by >
(1= Mkgr)” + X2K2J /11 = Mig)? + 2202 + (1= M )62 + A2KZyd?

ve gerekli islemler ile

(1= Mg )a — Akyscl (ARG, -+ Nyakga)Negs + (1= Akgt) (kga — Akgnkiga + Akl)]

A
ks

(1= M)+ A2k20 /11— Megn)? + A2KZJ2 + (1= M) 202 + N2h202

()‘kq3kq4)[(1 - )‘kql)Qb - )‘2k§3d]
(1= M)+ A2K2]3 /(1= NMegr)? + A2KZJ2 + (1= M) 202 + A2hZy2
h[(Ak(/ﬂ + Akq?kqiﬁ))‘kq?: + (- Miq1) (kg2 — Mqikigr + /\k;?))]
e’f
gl [(1 = Megt)? — Xk,
e2f
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A A

olur. k) =< n)’, b}, > hesaplanirsa (5.2) ve (5.5) den n)) = n, oldugundan (n)))’ = n/, olur

A
[(]_ — /\k:ql)a — /\k‘qgc]/\k‘qlk‘qg <tt>
V(= N1 + 228200 /(1= Nogn)” + N2B2J2 + (1= Nign) 02 + N2k22

A

[(1 — )\kql)a — )\k‘qgc](l — )\k‘ql)/{?qg < bql,bql >
V(= Xgr)” + 220200 /101 = Mgt )” + 2202 + (1= Negn) b2 + A2hZycl?

+

[(1 = Megr)a — Mgl Mgk + (1 — Mgt Vegs]
V(= Negr)” + X220 /(1= Nogn)” + X202 + (1= M) 02 + N2h22

WM kgikgs + (1 — Negr)kgs)
ef

bulunur. k3 = — < b}, b); > i¢in (5.4) ve (5.5) esitligi yardimiyla by, degeri hesaplanirsa

t birim quasi-teget vektoriin katsayisi x olmak iizere

Negyd(—kyzb + Megrkyah) — Megad — Megad'
VI = Neg)a = Migsc]2 + (1= Mg B2 + A2k, 2

xr =

(1 = Megr)a — Mkgac][= Akl a + a' (1 — Mkgr) — Az — Mgac]
([(1 = Negr)a — Negsc]? + (1 — Mgy )*b2 + A2k2;d2)3/2

(1 = Meg) (=KL B2 + b (1 — Neg1)?)
([(1 = Negr)a — Negac]? + (1 — Mgt )*b2 + A2k2;d2)3/2

DY/ (1 — Negr)? + (N2hgaklsd® + N2k2dd)) )
([(1 = Negr)a — Negac] + (1 — Negr)*b2 + A2k2,d2)3/2

n, birim quasi-normal vektoriin katsayis1 y olmak iizere

ks + Megrkigsh — Megikgad
\/[(1 — Negt)? 4+ AZRZJ2 4 (1 — Megr)2B2 + N2k,

y= -

b, birinci birim quasi -binormal vektoriin katsayis1 z olmak tizere



((—kq4a + )\kqlkqm + )\kqgkq40) + [_)\kélb + b/(l — )\kql)] — )\kqgkqu
VI = M) + AZR2J2 4 (1= M B2 + A2k, 2

z =

[(1 = Megr)a — Mkgac][=Akjya + a' (1 — Akgr) — Mgz — Mgac]
([(1 = Negr)a — Negsc] + (1 — Negr )*b2 + A2k2;d2)3/2

(1 — Mgt ) (= Nk )02 + b0 (1 — Negr)?
([(1 = Negr)a — Negsc]® + (1 — Nkegr )*b% + A2k25d2)3/2

N2hgsklad® + N2k dd
+
([(1 = Negr)a — Negsc]® + (1 — Nkegr )*b% + A2k2,d2)3/2

)bql

ve by, ikinci birim quasi-binormal vektoriin katsayis1 ¢ olmak tizere

(=M ya + 0/ (1 = Megr) — Aklge — Megsc'] + ki — Ngiab
VI = Megn)a — Migscl2 4 (1= Mg 252 + A2k, 2

t=

[(1 = Akg1)a — Mgzl [= Ak a + a' (1 — Megr) — Akgze — Akgsc]
([(1 = Nkgr)a — Negsc]® + (1 — Nkegr)*b% + A2k2;d2)3/2

(1 — Nhgr) (=Nl b2 + 06 (1 — Akgr)?
([(1 = Negr)a — Negsc]® + (1 — Negr )*b% + A2k2,d2)3/2

. (N2kgakl5d? + N2kZ%dd))[(1 — Mkgr)a — Megsc]
([(1 = Negr)a — Negac] + (1 — Negr)*b2 + A2k2;d2)3/2

) q2
b, degeri

b), = at+yn,+ zby + thy

olarak bulunur.
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Elde edilen bu b)), degeri ve (5.5) esitligi kullamlarak

(bh(1 — Neg1) MNgokigs

i, =
! ([0 = Negn)? + N22J2 + (1= M) 202 + N2K22) /(1 = Mgy )” + X2k2

NR2dE! k2a + NE2da B> — Nk kZda'h? — Nk2dhk, s

g

([(1 = Mg1)? + A2EZ]2 + (1 — Megr)*b2 + A2k33d2)2\/(1 — Neg1)? + N2k2,

N2k DN gy K k2, dhb? — N3k, dhe
([(1 = Negr)” -+ A2KZJ2 + (1= Neqa) 02 + A2hZi2)2 [ (1 = M) + A2K2y

DY (1-Nkgr ) 2N2k2,dh N k2K s hdP+ M KLy d2hd') <t t >
([(1 = Neg1)® + N2K2]2 + (1 — Nkgr) 0% + A2k§3d2)2\/(1 — Neg1)? + N2k2,

+

, OVhiakgsh?® — kgah? (= Ay )[(= Ak )b+ V(L= k)] + Mkyahiadh
([(1 = M)+ A2R212 + (1= Nogn) 262 + A2k2,02) /(1 = M) + 22

Akgiha —a'h + Akgia'h + hAkjze + hAkgsc

_|_
([(1 = Megr)® + MN2K2]% + (1 — Neg1)*b2 + A2k33d2)\/(1 — Neg1)? + N2

| Ak — N B0 (1M1 A K R b (1-Mk 1)) < bt byt >
([(1 = Negn)” + N2R2J2 + (1= N )02 + N2KZ2)2\ /(1= M) + A2k,

(AR 1@ — @+ Negua AR e+ Nkgsc -kqubt Mg kgab] [(1-Negr ) 20-N2k2,d]

+
([0 = Negn)? + N22J2 + (1= M) 202 + A2K22) /(1 = Mkgr)” -+ X2K2

((1 = Xkeg1)2b — A2k2yd) (— Mkl ah® + h2a’-Nkgy h?a/-Ah2kLsc-Ah2kigsc)
([(1 = Negr)® + N2K2]% + (1 — Nkgr) 0% + A2k§3d2)2\/(1 — Meg1)? + M2k,

(ARK! L B2 + N2hikigy K 62 + hbb (1 — Mgt )?)((1 — Megr)2b — A2k2,d)
([(1 = Megr)® + A2KZJ2 + (1= Neqa) 02 + A2h22)2 [ (1 = M) + A2K2y

(N2hkggk!ad® + N2RhE2,dd) (1 — Megt)?b — A2k2,d) < bya, by >

+
([(1 = Negr)® + N2K2]% + (1 — Nkgr) 0% + A2k§3d2)2\/(1 — Neg1)? + N2k2,




ve
P [Akgia —a' (1 — Nkgr) + (Akgge + Megac)][(1 — Neg1)?b — )\2k33d]
q4 €f2
[kqab — Mg kgab] [(1 — Nky1)?0 — A2k§3d]

_ 7

_I_e’h([(l — Mkg1)?b — /\2k323d] — [(1 = Xkg)b][(1 — Akgr) — )\2k:§3d])
ef*

+h([(1 — M1 )?b — )\nggd][(l — )\kql)(—)\kfﬂ)bQ + bV (1 — Megr)?]
ef*

(1= Mkqu)B[(1 — Akgr) — Nhgsd) '

ef4
N hg’[)\qug,k;?)dz + )\2k23dd/]

eft

olarak bulunur.
Burada d', ¢/, f/, ¢/, a/, b’ ve ¢ degerleri

MK gkeqs ++ Megakly — NE! ks — Mkqrkly + 20K kg + 20 kgskll]

d =
(&
[(1 = Negr) (= AL )FX2kgskl ) [Nkgakiqs — Akgak+2MKL skt Ak g3kt ]
_ =
203 kg3 (Klg)?kqa + N k2sklskas + N3kZ k5Kl
_ .
3[(1 - )‘kql)(_/\kfﬂ) + )\qu3k(’]3] [)‘3]533]‘?:13%4]
_ ~
A%
¢ = [(1 = Megr) (= Mk )b + bV (1 — Megr)?] + [Nhgshlsd® + NkZdd']
ile
f=11- /\kql)(—/\kfﬂ)b2 + 00 (1 — Nkg1)?)
ve de

g = (1= Neg1)?b = N2kZd — (1 — Meg)b[(1 — Megr) — A2k2,d)
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veE

/ kg kg thqu ks thgy — Negg (kg Tk Yk, )

a =
(&
. 2Akg3 (kql k(,11+kq2 k;2+kq3k;3+kq4kfl4)
€
(&

00 = M) Ve = g (2 k2 2 L (1= 2ARgy = Mk AR K

63
ek — (kin)* Nk — ki kg — koskgs — 2(kis)®
63
sk (kes — ki — Ak Ak — Nhiahys)
63

AN (kiokis — Bkiphis — Kk thigkes N2hosk — NR2 kG, — Nhoskoakys)

e3
3[(1 - Akql)(_Ak:ﬂ)Jr/\quiik;:s][_/\3kq3(k;1)2+kq2k:13 ~ k:ﬂk;’ﬁkq?k;ﬂ
— 5
+3[(1‘>‘kq1))‘k;1'/\2kq3k;3][kq3(‘)‘3(k&/ﬂ)2'2kg3)‘k;3(2%3‘/\2kgl‘/\qu2kq3)‘k¢/;1kgl]
eb
+ ((k‘;’l k;3k23+2k¢/;1kq3 (k§3)2+k;1k§3k33)3A4(>\kq1-1)+3>\5 (k;1)2k§3 k?;:s)
e’
+3)\4((kq1)2kq3+kq1kglk{1’3)(-2k;l+)\kq1)+(-2k;’1+>\k{11)(3>\4kq1k;lkq3)+6)\2k;1k;’1
e’
TNk, AR |32 (ki ) (2K (R s XK Koy (2K AR )+ )
e9
ve
y_ Migahas & Megahiy + 2Nkisky + 2Akqakiy — Ak kg — Mgkt ki thashy,
e
[— N N Kegu PN KL g Kegs] [Negakega 2K skgs — Mg kgat M gkl
e3
B (2XN* (K 3)kqskqut N kg ks kqut N k2 k! 5k )
e3
[BAKL +3A%kq1kly 30k gkl g) (A3 k25Kl kiga)

ed



(b (20kg — 3K 5+ Xk ) HhLy (Mg — 2Xkig1) — 2M\kgaklly — ARlpkigs)

e
(1= Meg))[(= MK + 22 2kgahl ] + 203 (K. ) 2kgokly — 2A2K! kyokigs
_ -
DN K kg — 2AZK. Kokl — 2X2K K — 202kt K 4 203k kKL
_ -
TONZK K2+ ONB(KD )R 4 AR+2NE! kAN kg k4 A3K | (K 5)2
_ =
| Nhgkgshiy + WKk + Nk KKtk N koo by XK I
e3
| 2Nk + Xhoshih + N Kjy bkl + Xhonkighiy + Nk sk
e3

(BAEL1-3X2 kg1 k) (2B (K1) 2kgakigs-2 %K. Kaokigs-2 X2k K+ AR K

_|_

65
(BNKL, — 3X2kgy k! ) (—5A2(K! )2 + BN (k! ) + A2(KDg)2 + ABK! Kyl
+ o5
Nk ok k2 + Nkosk" + Nk 1k sk”
+ q2Mvq3Mvg3 q3™vq3 qlivg3vg3

ed

2Ny Kl — 6A2(k0y)® + GXR K2k + 6N (kD) + 6X% K (Kpy)®

el2

FONRZ K K — IS (K] )2 — ONRZ (K |)P — 6A°K, K K,

el2

+6/\4(k{11)2kq3k{]3+6>\4kq1kglkq3k;3+6/\4kq1k;1(k;3)2 — BN k2 Ky gsks

el2

el2

el2

(TN (1= Mgt o\ k) 63 (g1 )* = 60K (gt )+ 6X° () K]

69

(TAkgy (1= Nkgr) + Nkgaks) [—3Nk3, (Kt )? + 6 kg1 Ky kgsk,s)
+ =

(TAkgy (1 = Neg1) + Nhgsks) [=3X3ky kgskys — 3Xk2 Ky kgakg)]
+ =

63 (kg )® kgt + 6X% kg1 (Kgy)® + 6Nk K kg — 15XED, (K )?
+ 612
ONkg (kgr)® = 6X kg g ks + 6X (k) ks

el2

76
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seklindedir.
O halde
A (kq1 — )\k31 — /\krg?))
ql —
e
A — h([(/\k¢/11+/\kq2kq3)(Akq3)]+[(1‘/\kq1)(kq2‘/\kq1kq2+>‘k;3>])
q2 — le
 (kgakg)[(1 = Megn)*b — Nk%d]
e2f
N — h[()‘kqlkqi%) + (1 — )‘kql)kq?)]
q3
ef
ve
o PRe = @/(1 = Meqr) + (gae + Mega)][(1 = Neg1)2b — A2k2,d]
g4 ef2
B [kq4b — /\kqlqu4b][(1 — )\kql)Qb — )\2k33d]
ef?
+e’h([(1 — /\k:ql)?b — Azkggd] — [(1 — )\kql)b](l — )\kql) — A2k§3d])
ef*
+h([(1 — )\kql)2b — )\ngg)d][(l — )\kql)(—)\k(’ﬂ)b2 + bb’(l — )\kql)2]
ef4
hb(1 — Meg)[(1 — Megr) — A2k2,d] '
_ o
+hg’[A2kq3k:I3d2 + )\nggdd’]
ef4
elde edilir.

Ornek 5.1.4: 4-boyutlu Oklid uzay1 E* de bir uzay egrisi

1 1 1 1
a(s) = (—=cos2s, —=sin2s, ——= cos 3s, —= sin 3s
5) (2\/5 2v/2 3v/2 3v2 )
olarak alinsin.
Buradan ||a(s)|| = 1 oldugundan egri yay parametresi ile verilmistir yani birim hizli

bir egri alinmigtir.
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Bu durumda « egrisinin Frenet vektorleri

1
t = ——(—sin2s,cos2s,—sin3s,cos3s
75 )
—2
n = ——(—2cos2s,—2sin2s, —3cos3s, —3sin3s
N )
by = ——(3(2cos’s—1 ,4cosssins, —2cos s(4cos?s — 3),2sins(4cos? s — 1
2 = =68 ) ( ) 2sin s )
1 2
by = ——(—=cosssins, —(2cos’s — 1), —sins(4cos’s — 1), coss(4cos’s — 3
L= (s ( ). = sin ) cos s )
seklinde bulunur. Buradan da Frenet egrilikleri
13 5 12
ki =—, bo=—= Ve ky=—=
YTV Y V26 V%
olur. Benzer sekilde quasi cat1 vektorleri ise
t L (—sin2 2 in 3 3s)
= ——(—sin2s,cos2s, — sin 3s, cos 3s
V2
n, = (0,0,—cos3s,—sin3s)
b, = (1—2cos’s,—2cosssins,0,0)
1 2
by = —=(—=cosssins,—(2cos’s — 1), —sins(4cos®s — 1), cos s(4cos®s — 3
"= 5l ( ). = sins ). coss( )
olup quasi egrilikleri ise
3 3
kql = E, ]{?qg = 0, kq3 = —E Ve kq4 = —\/§

bi¢imindedir. Boylece Bertrand egri esi
B(s) = a(s) + Ang

yapisinda A = 2 alinir ve elde edilen esitlikler yerlerine yazilirsa

11 1 . 1 1 . .
B(s) = —(= cos 2s, — sin 2s, 5 ¢os 3s, 3 sin 3s) +2(0,0, — cos 3s, — sin 3s)

V22 2

olup gerekli sadelestirmeler ile

11 1 1 1
B(s) = —(= cos 2s, — sin 2s, —2 cos 3s + 3 008 3s,—2sin3s + 3 sin 3s)

V22 2
bulunur.

Buradan \ = 2 i¢in zyz izdiislim uzayindaki Bertrand egri esi

1 1 1
B(s) = (—=cos 2s, —= sin 2s, ——= cos 3s)

2V/2 2/2 3v/2



-l -05 0 05 —}._"'[).4'[}-(7[}}

1 0604020 (

Sekil 5.4 zyz ve xyt uzaylarindaki egri (mavi) ve Bertrand egri esi (siyah)

ve zyt izdiisiim uzayindaki Bertrand egri esi

1 1
B(s) = (— cos 25, sin 2s, sin 3s)

2v/2 2V2 '3v/2

olur. Egri ve onun Bertrand egri esi Sekil 5.4 de gosterilmistir.

Burada A = 2 i¢in x 2t izdiisiim uzayindaki Bertrand egri esi

1 1 1
B(s) = (—= cos 2s, —= cos 35, —= sin 3s)

22 T3V2 T3V

ve yzt izdligiim uzayindaki Bertrand egri esi ise

B(s) = (F sin 2s, \1/_ cos 35, 3\1/§ sin 3s)

olur. Egri ve onun Bertrand egri esi Sekil 5.5 de gosterilmistir.

Sekil 5.5 zzt ve yzt uzaylarindaki egri (mavi) ve Bertrand egri esi (siyah)
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Ornek 5.1.5: E* de verilen a(s) = (cos \/ig, sin \/ig, cos \2/—%, sin \2/—35) uzay egrisinin
A = 3 igin Bertrand egri ¢ifti 3(s) nin quasi egrilikleri Teorem 5.1.3 yardimiyla hesaplanacak

olursa «(s) egrisinin quasi ¢at1 vektorleri

— —1 q:h S 1 s =2 2s 2 2s
t(s) = (Tgsmjg,7500575,7551n75,7500575>

n,(s)= (0,0, —cos \2/—“"’5, — sin \2/—%)

by2(s) = (—cos 7=, —sin =, 0,0)
b,i(s) = (%sin\/ig,\_/—%sinis,&—ésinQ—Z,\%sinQ—%)
ve quasi egrilikleri asagidaki gibi olmak iizere
k(s) = 2 kp(s)= 0 kg(s)= 2 kuls)= 2
seklinde hesaplanan

—8v1 —44/1

V10
5

A = (1—/\kq1):§,a:

e = \/(1 — Negt)? + A2k2, =

9

44~/10
625

degerleri (5.6) denklemlerinde yerine yazilirsa () egrisinin quasi egrilikleri

7 — (1 — Megr)a — Megac)? + (1 — Mk )20? + N2k2,d2 =
q q q q3

kp=92  kp=0

A _ —/10 A _ —/10
kq3_ 5 kq4_ 5

elde edilir.

5.2. OKklidyen 4-Uzayda Yoénlii Mannheim Egrileri

Burada E* de bir uzay egrisinin quasi ¢atisina ait olan quasi-normal vektdrii yardimiyla yonlii

Mannheim egrileri tanimlanarak yonlii Mannheim egrilerinin bazi 6zellikleri verilmistir.

Sirasiyla {t,n_, b ;, b, }ve {t* n), b, b7, } seklinde quasi ¢ati vektorleri ile verilen

y g Mqlo
a ve a; birim hizli egrileri i¢in eger o uzay egrisinin quasi-normali ile o uzay egrisinin

ql>

quasi-binormali lineer bagimli olma sartin1 sagliyor ise « egrisi yonlii Mannheim egrisidir,

oy egrisi ise yonlii Mannheim egri ortagidir denir.

Teorem 5.2.1: « ile o yay parametreli yonlii uzay egrileri olsun. o ve oy yonlii

Mannheim egrilerinin ilgili noktalar1 arasinda mesafe sabit deger alir.
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Sekil 5.6 Mannheim egri ¢ifti

Ispat: Mannheim egri tanimindan
_ A
o=+ /\bql

yazilabilir. Sekil 5.6 da gosterilmistir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

dads _doy  d\p, b
ds ds; ds; ds; dsy

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

t =+ Nby +A(—kyt* —k3n) + k3b)y) olur veya
thSl = '+ Nb)—Ak3th — Akgn) + Mkyb,
tos = (1= M)t + Akdn) + Vb, + Akyb),

elde edilir.

n, ve bgl lineer bagimli oldugundan < t, b21 >= 0 olur. Yukaridaki denklemin her

iki tarafi b21 ile skaler olarak carpilirsa

<tE by > = < (1= M)t 4+ Mkgn) + by + Mkgb),, b, >
=0 = (1—Ak) <t by >+Ak3 <n),bp>

+X < by, by > +kiA < by, b >

=0 = X
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bulunur. Buradan da A\ nin sifirdan farkli bir sabit oldugu sdylenir. Diger yandan iki nokta

arasindaki uzaklik fonksiyonundan

d(on, o) = o —ai|
= H)‘b i1l
= [All[bg ]
= |\ =sabit #0

yazilir.

Teorem 5.2.2: o ve o, E* uzayinda birim hizli yonlii egriler olsun. o ve s; yay
parametresi ile verilen o egrisinin yonlii Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A sifirdan farkl bir sabit ve k., k,, izdiisiim vektorleri olmak tizere

ki —A(kY)? — A(k)?—A(k),)?
(1= A(E3))? = A2(kg3)? + N2(kpy)?

kg =+

A
esitliginin saglanmasidir. Burada £;1, kg2, kg3 ve kgq, o €grisinin kql, kq2, ks ve kq4 ise oy

egrisinin quasi egrilikleridir.

Ispat: ( = ) a uzay egrisi ile a; Mannheim egri esine ait quasi gatilar sirast ile
{t,n,, b ,b,y} ve {t*,n}, b), b} olarak verilsin. Sekil 5.1 den a(s) = ai(s) + Ab)(s)

Y q’
yazilabilir. Bu ifadenin s; parametresine gore tlirevi alinarsa ve tiirev formiilleri yerine

yazilirsa
da ds
e = 0l + NB(s) + A3
R Y T X M Sy A S
= d_Sl - + (_ 2t q3nq+ q4 q2)
R TN Y g Ak, b2
= d_81 - ( - q2) q3n + q2

bulunur. Bu esitligin s; parametresine gore tiirevi alinip (4.3) tiirev formiilleri kullanilirsa

dt ds ds d?s

t(o—) = (=N} — Akp) )t + ()1 — AE)
ds d81 d81 + (ds%) ( q2 ( ) ) ( ) ( q2)

(k(}\s,) k/\sn + (/{:(3\4)’b’\2+k’\4b;2

veya
ds d?s \

t’(dsl)2 + t(d—s%) = (KR () (1 — M) — (k)y)m)

—kggnl + (k)b +ko, bl
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ve
ds |, d*s A VA A ) A A A
(kqlnq + qubql)(d_Sl> + t(@) = _A(kqQ) "+ (kqlnq + kq2bq1)<1 - )\kq2>
1
_(k&\:s)/n;\ - k33(_k21tA + k§\3b2\1)

"‘(@4)/@2"‘%\4(_@4@1)
elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

ds d?s
(kgimg + kq?bql)(d_sl)2 + t(@) = —Akg)'t + kgng + kgpbgy — Ak kopny
1

—A(k:gz)ngl — (k))m) + ke kst
— (k)b + (k)b — (k)b

veya

ds d?s
(kg + b (52 +6(52) = 0kl = MEL)) + (k)

-+ (kg = Mg ks — (kgs)')
b (k= A(K3p)" = (k)" = (ki)”)
bulunur. Bu denklemin her iki tarafi n, ile skaler olarak carpilirsa

ds d?s
< (kqlnq"'kq?bql)( 1)2+t(d32)7nq > = (k’;\Q'/\((k"&\2)2+(k5(}\3)2+(l€¢;\4)2)) < b;,\pnq >
1

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

ds d?s
d—sl)Q(’qu < ng,ng >tk < bgi,ng >)+(d_s%) <ty >= (k)-A((ky) (k) +(k)?))

(

olur. ng ile by, lineer bagimli oldugundan n, Ln} ve t* Ln, olur. Ayricaby, = 4n, yazilabilir.

O halde
ds 5 A A2 A \2 A2
tkg <mng,mg > (d_sl) = (kp—A(kp)™ — (kg) = (kg)™))
elde edilir. Buradan da

ds

i]{7<11(d_81)2 = (%‘2_/\(%\2)2 - /\(k;\3)2_)‘(k;‘4)2) (5-8)
esitligi bulunur.
ds
e = tr + A(—kptr —kkn) + kb))

denkleminde esitligin her iki tarafinin normunun karesi alinirsa

d
<t t> (d_jl)Q =<t 0> (1-A(ky))*-N(k3)? < my,m) > +X*(kp,)? < byy, by, >
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olup

ds _
dSl N
elde edilir. Bu denklem (5.7) ifadesinde yerine yazilirsa

/(1= AGk))? = X2(k) + N2(k3,)? (5.9)

i’fql(\/(l = Alkg))? = N2(kgs)? + A2(kp)2)* = (kap=Alkg)” — Alkgy)*=A(k2a)°)
= k(1= Akp))* = N (kg)* + N (kg)?] = (kh=A(kp)” — Alkgs)” =A(kg)”)

(k)= A(k)? = (k)2 =A(k))%)

=k =
' (1= A(kgp))? = N2(Kgy)? + A2(kgy)?
olur.
(k= A(k)" = Ak =A(k)®) o
(S)kp = i(l 12)\%/\2;;2 - )\2(1{5\2)2 - )\2((IZA4)2eslthg1mn saglandigin1 kabul
q q q
edelim.

a(s) = ai(s) + Ab)y

denklemini ele alalim. Bu denklemin s; ye gore tiirevi alinip (4.3) tiirev formiilleri yerine

yazilirsa
da ds
Ed_sl = Oé&(S) + A/bg\l "‘ )\(bél)/
ds
ds A AgA LA oA A A
td_sl - t + )\(_kth _kqgnq + kq4bq2)
bulunur.

Bu esitligin s; ye gore tiirevi alinip (4.3) tlirev formiilleri kullanilirsa

dt ds ds d?s

ds dsy dsy ) = (&) + )‘(_(@2)%/\ - (k:;\:%)/n; + (%\4)/"(}\2

A A

_k’g\z(k’;in;\ + ké\Qb;\l) _kq3(kq3b(/]\1 —kﬁltA)
ko (—kyaby1))

olur. Buradan

ds d?s
t’(d—sl)2 + t(d_sf) = () + M= (k)" — (ky)m) + (k) /b,
_k;é(k;ln;\ + k32b21)_k3;3(_k;\1t)\ + k?;3b¢)}1)

+hga(—Fqubg1))
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veE

ds d?s
(kgmg + kquql)(_S )2+ t(—dSQ) = (kglng#—k:;\?bgl) + )\(—(k:(;)’tA — (k:(??))/ng
1

+(k;‘4)/bq’\2—k$‘2(k;‘1n;‘ + k;\2b21)_k23(_k31t)‘
ko) + Koy (—kgbgy))

olarak bulunur. Bu denklemin her iki tarafi n, ile skaler olarak carpilirsa

ds o s

< (kqlnq+kq2bq1)(d81)2+t(d_s%)anq >= <k2\2_>‘((k22)2+<k2\3)2+(k2\4)2)) < b;\hnq >
olur ve bél = n, oldugu g6z oniinde bulundurularak gerekli islemler yapilirsa
ds d*s N A
(d_sl) (kql < ng,ng; > +kq2 < bql,nq >)+(@) <t n, > = qu < bql,nq >
1
—Ak) < bl n, >
—AkY, < b).m, >
—AkN < b).m, >
veya
ds
kql(d_.s.l)2 =3 (kfc?Q_)\(k'&\z)Q — )\(k(;\3)2—/\(k(’1\4)2)
d
elde edilir. Bulunan son denklemin her iki tarafi (—8)2 ifadesine boliiniirse
S1
b (A~ Ak A ?)
I (ds/dsy)?

esitligi elde edilir. Buradan da (5.8) yardimiyla
(ks =A(k)” = Alkgs)” =A(k2)”)
(1= A(kgy))? = N2(kgs)? + N2(ky,)

yazilir. Bu denklem ve kabuliimiiz goz oniine alinirsa bgl ile n, lineer bagimh olmalidr.

kql —

O halde n) Ln, ve t* Ln, oldugu sonucuna ulagilir. Bu durumda « ile oy Mannheim egri
ikilisidir.

Ornek 5.2.1: 4-boyutlu Oklid uzay1 E* de bir uzay egrisi

. 1 .
€08 25, ———= sin 2s, ——= co0s 3s, —= sin 3s)

1
o) =G5 2v/2 3v/2 3v/2

seklinde verilsin. Bu uzay egrisinin (3.8) denklemlerinden yararlanarak Frenet ¢at1 vektorleri

t(s) =

(— sin 2s, cos 2s, — sin 3s, cos 3s)

Sl

n(s) = \/%(—2 cos 2s, —2sin 2s, —3 cos 3s, —3 cos 3s)
ba(s) = \/%(—6 cos® s + 3, —6 cos ssin s, 2 cos s(4 cos? s — 3), 2sin s(4 cos® s — 1))
by (s) = \/%(2 cos ssins, —(2cos? s — 1), —(4cos?s — 1), cos s(4 cos? s — 3))
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olarak bulunur. Frenet egrilikleri ise

_ /26 _ =5 _ =62
=257 k=5 ks = A

seklindedir. «(s) egrisinin (4.1) denklemlerinden yararlanarak quasi ¢ati vektorleri
t(s)= 5 (—sin2s,cos2s, —sin3s, cos 3s)
n,(s) = (0,0, —cos3s, —sin3s)
by(s) = (1 —2cos®s, —2sinscoss,0,0)

b,i(s) = \/%(2 cos ssin s, cos s(1 —2cos? s), (1 — 4cos? s) sin s, cos s(4 cos? s — 3))
ve quasi egrilikleri ise
k=35 k=0 kg=3 ku=-V2
seklinde bulunur. A = 2 olmak tizere Mannheim egri esi 5(s) = a(s) + Abg(s)
B(s) = (2\[ cos 25, — 2\/5 sin 2s, - 3773 €08 35, 3\/ sin 3s)
+%(2 cos ssin s, cos s(1 — 2cos? s), (1 — 4cos? s) sin s, cos s(4 cos? s — 3))
= (3v2cosssins + fcos2s f(2coszs—1)2fsm25

—\%(400528—1)2\f51n5+ \[cos?)s,fcoss(élcos s —3) fsm3$)

3

olur. A(s) egrisinin quasi egrilikleri ise

A3WA _3VB7T 1A —2v82
ko= Ums k=0 k=00 ku= A%

olarak hesaplanir. a egrisinin xyz, xzt ve yzt izdliisim uzaylarindaki egri(mavi) ve A = 2
icin § Mannheim egri esi (siyah) grafikleri Sekil 5.7 de gosterilmistir.

1 05 o -05 -l

Sekil 5.7 xyz, xzt ve yzt uzaylarindaki egri (mavi) ve Mannheim egri esi (siyah)
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Ornek 5.2.2: 4-boyutlu Oklid uzay1 E* de bir uzay egrisi

1 1 1
a(s) = (—=cos2s, —=sin2s, —— cos 35, ——= sin 3s
(%) (2\/5 2v/2 32 3v/2 )
olarak alinsin. Buradan ||a(s)|| = 1 oldugundan egri yay parametresi ile verilmistir.

Bu durumda «(s) ile verilen egrinin Frenet vektorleri

1
t = —(—sin2s,cos2s,—sin3s,cos3s
75 )
n = ——(—2cos 2s, —2sin2s, —3 cos 3s, —3 sin 3s
N )
b, = _—3200s23—1,4cosssins,—2coss 4cos?s — 3),2sins(4cos’s — 1
b, = ( cos ssins, —(2cos?s — 1), — sins(4cos? s — 1), cos s(4 cos® s — 3))

s

seklinde bulunur.

Buradan Frenet egrilikleri

13 5 12
y ’ ’ V26

olur. Benzer sekilde «(s) ile verilen egrinin quasi ¢ati vektorleri ise

t, = 7(— sin 2s, cos 2s, — sin 3s, cos 3s)
n, = (0,0,—cos3s,—sin3s)
b = (1-— 2cos2 s,—2cos ssins, 0,0)
1 .
b, = ( cos ssins, —(2cos’ s — 1), —sins(4cos? s — 1), cos s(4 cos’ s — 3))

2R

olup quasi egrilikleri

3
k’qg - 0, kqg - ——=

kql - \/5

3
E) ve kq4 = _\/5

bi¢imindedir.

Buradan Mannheim egri esi 5(s) = a(s) + Ab,; yapisinda A = 3 alinir ve elde edilen
esitlikler yerlerine yazilirsa Mannheim egri esi

1
(200525 —sin2s, = cosBs,gsin?)s)

Bs) = .3

1
NG
+3. cos ssins, —(2cos*s — 1), —sin s(4 cos* s — 1), cos s(4 cos® s — 3))

1 2
NGNS



bulunup gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1 -3 1
B(s) = (3v/2cosssins + —=cos2s, —=(2cos’s — 1) + —~ sin2s,

2v/2 V2 22

-3 . 1 3 1 .
7 sin s(4 cos* s — 1) + —= cos 35, — cos s(4 cos® s — 3) + —— sin 3s)

3v2

3v2 V2

elde edilir.

Buradan A = 3 i¢in xyz izdiisiim uzayidaki Mannheim egri esi

1 1 1
§) = (—=c0s2s, —=sin2s, ——= cos 3s
As) (2\/5 2v/2 3v/2 )

ve xyt izdiisiim uzaymdaki Mannheim egri esi

1 1
B(s) = (—= cos 2s, —= sin 25, —— sin 3s)

2¢/2 2v/2 3v2

olur ve «(s) egrisi ile birlikte (mavi) Sekil 5.8 de gosterilmistir.

0.6

0.4 067
02 047
0] 027
02 . .
0.4 2
-4

-0.64
-0.8
- 1.0
-124

20

120406 0.6

Sekil 5.8 zyz ve xyt uzaylarindaki egri (mavi) ve Mannheim egri esi (siyah)

Benzer sekilde A = 3 i¢in x2t izdiisiim uzayindaki Mannheim egri esi

B(s) = ( L cos 2 1 cos 3 b sin 3s)
s) = (—= s, —— s, s
2v/2 3v/2 3v/2

ve yzt izdlisiim uzayindaki Mannheim egri esi

1 1 1
B(s) = (—=sin2s, —= cos 3s, —=sin 3s)

22 3v2 3v/2
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0.6+ 0.2
0.4 ]
02 0
0] -0.2]
-024 -0.44
~04 ~064
-0.6] ]
048] -0.8
-1.04] -1.04
1.2 “124

06
060402 o7 02

-02-04_p6-06

Sekil 5.9 zzt ve yzt uzaylarindaki egri (mavi) ve Mannheim egri esi (siyah)

olur ve «(s) egrisi ile birlikte (mavi) Sekil 5.9 da gosterilmistir.

Bu boliimde yapilan hesaplar, daha 6nce ki ¢caligmalarda olan Bertrand ve Mannheim
egri ¢iftleri i¢in bulunanlarla benzerlik géstermektedir.

Bu tez ¢aligmasindaki grafikler Maple programi kullanilarak ¢izdirilmistir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda Dede vd. tarafindan 2015 yilinda, bir uzay
egrisi boyunca tamimlanan quasi cati kullanilarak 4-boyutlu Oklid uzayinda quasi ¢ati
tanimlanmustir. 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisina alternatif olarak quasi cati tercih
edilmesinin en Onemli nedeni egriligin sifir oldugu durumlarda bile quasi c¢atinin
hesaplanabiliyor olmasidir. Tiim bunlarin yani sira quasi ¢ati teget etrafinda gereksiz
bilikiilmeyi Onler, hesaplanmasi daha kolaydir ve Frenet catisina alternatif olan diger

catilarla ayn1 dogrulukta sonuglar verir ve onlara gore daha geneldir.

Calismamizda 6ncelikle 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet ¢atisi, Frenet egrilikleri,
Frenet tiirev denklemleri, quasi ¢ati, quasi egrilikleri, quasi tiirev denklemleri verilmistir.
Sonra 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet ¢atisi, Frenet egrilikleri, Frenet tiirev denklemleri
ifade edilmistir. Ardindan 4-boyutlu Oklid uzayinda alman iki izdiisiim vektdrii yardimiyla
quasi catiy1r olusturan teget vektor, quasi-normal vektér ve birim quasi-normal vektorler
hesaplanmistir. Bunlara bagli olarak quasi egrilikler ve quasi tiirev denklemleri elde
edilmistir. Daha sonra 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet ¢atis1 ve Frenet egrilikleri ile quasi
cati ve quasi egrilikleri arasindaki iligkiler incelenmistir. Frenet ¢atis1 ve quasi catryi
olusturan vektorler arasindaki agilardan faydalanarak iki cati arasindaki gecis kosullar
hesaplanmistir. 4-boyutlu Oklid uzayinda quasi ¢at1 yardimiyla Bertrand ve Mannheim egri
ciftleri incelenmistir. Tiim bu ¢alismalar sonucunda 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet gatist
ve quasi cati i¢in elde edilen veriler karsilastirilmis ve quasi ¢atinin Frenet ¢atisina gore
avantajlar1 ortaya konulmustur. Ayrica 4-boyutlu uzayda quasi cati, quasi egrilikleri ve

quasi cat ile ilgili teoremler 6rneklendirilmis ve sekiller yardimiyla gosterilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Oklid uzayinda temel kavramlara ve aciklamalara yer verilmis ardindan
calismanin yapilmasina yardimei olan teoremler, dnermeler ve ispatlar siralanmustir. Ifade
edilen bu temel kavramlar; teorem, dnerme ve ispatlar yardimiyla calismanin dordiincii
béliimiinde 4-boyutlu Oklid uzayinda iki vektoriin vektorel ¢arpimi tanimli olmadigindan
iki adet izdiisiim vektorii alinarak quasi ¢at1 tanimlanmistir. Quasi ¢at1 tanimlandiktan sonra
quasi egrilikleri ve quasi tiirev denklemleri hesaplanmistir. Ardindan 4-boyutlu uzayda
Frenet catis1 ve quasi cati arasindaki iliskiler incelenmistir. Catiy1 olusturan vektorler
arasindaki agilar yardimiyla Frenet catisi ve quasi cati arasindaki gecis sartlar
hesaplanmistir. 4-boyutlu uzayda quasi catiyla ilgili yapilan hesaplamalar sonucu elde

edilen bilgilerden yola ¢gikarak Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri incelenmistir.

Benzer hesaplar Minkowski 4-uzayi, Galilean 4-uzay gibi 4-boyutlu farkli uzaylara
taginabilir. Bu uzaylarda quasi c¢at1 kullanilarak Bertrand ve Mannheim egri ¢iftleri i¢in baz1
ozellikler verilebilir. 4-boyutlu uzayda veya daha yiliksek boyutlu uzaylarda quasi cati
yardimiyla yiizeyler incelenebilir.



92

KAYNAKLAR DIZiNi

Alessio, O. (2009). Differential Geometry of Intersection Curves R* of Three Implicit
Surfaces, Comput. Aided Geom. Des., 26, 455-471.

Azak, A. (2009). U¢ Boyutlu Lorentz Uzayr L? de Timelike Mannheim Egri Cifti iizerine, 11,
35-45.

Ates, F., Gok, 1., Ekmekei, F. N. & Yayly, Y. (2019). Characterizations of Inclined Curves
According to Parallel Transport Frame in E* and Bishop Frame in E*, Konuralp
Journal of Mathematics, 7(1), 16-24.

Balgetir, H., Bektas, M. & Inoguchi, J. (2004). Null Bertrand Curves in Minkowski 3-space
and Their Characterizations, Note di Metamatica, 23(1), 7-13.

Bertrand, J.M. (1850). Memoire Sur la Theorie Des Courbes a Double Courbure, Journal
de Mathematiques Pures Et Appliquees, 15, 332-350.

Bishop, R. L. (1975). There is More Than One Way to Frame a Curve, The American
Mathematical Monthly, 82(3), 246-251.

Bloomenthal, J. (1990). Calculation of Reference Frames Along a Space Curve, Graphics
gems, Academic Press Professional, Inc., San Diego, CA.

Blum, R. (1966). 4 Remarkable Class of Mannheim-Curves, Canadian Mathematical
Bulletin, 9(2), 223-228.

Bulca, B. (2012). A characterization of a Sufaces in E*, Uludag Universitesi, Phd. Thesis.

Bulca B., Arslan K., Bayram, B. & Oztiirk, G. (2017). Canal Surfaces in 4-dimensional
Euclidean Space, An International Journal of Optimization and Control: Theories &
Applications, 7(1), 83-89.

Choi, J., Kang, T. & Kim, Y. (2012). Bertrand Curves in 3-dimensional Space Forms,
Applied Mathematics and Computation, 219(3), 1040-1046.

Coquillart, S. (1987). Computing Offsets of B-spline Curves, Computer-Aided Design,
19(6), 305-309.



93

KAYNAKLAR DIZiNi

Darboux, J.G. (1896). Legons Sur La Théorie Générale Des Surfaces Et Les Applications
Géométriques Du Calcul Infinitésimal, Gauthier-Villars et Fils, Imprimeurs-Libraires,
De L’école Polytechnique, Du Burbau des Longitudes, Quai des Grands-Augistins, 55,
Paris.

Dede, M., Ekici, C. & Gorgiilii, A. (2015). Directional q-frame Along a Space Curve,
IJARCSSE, 5(12), 775-780.

Dede, M., Ekici, C. & Giiven, [.A. (2018). Directional Bertrand Curves, Gazi University
Journal of Science, 31(1), 202-211.

Dede, M., Ekici, C. & Tozak, H. (2015). Directional Tubular Surfaces, International Journal
of Algebra, 9(12), 527-535.

Do Carmo, M.P. (1976). Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, NJ.

Elsharkawy, A. & Elshenhab, A. M. (2022). Mannheaim Curves and Their Partner Curves
in Minkowski 3-space E?, Demonstratio Mathematica, 55, 798-811.

Elzawy, M. (2017). Smarandache Curves and Euclidean, (4-space) E*,Journal of Egyptian
Mathematical Society.

Ekici, C. (2021). Egrilerin ve Yiizeylerin Diferensiyel Geometrisi, 371, Eskisehir Osmangazi
Universitesi Basimevi, Eskisehir.

Frenet, F. (1852). Sur les Courbes a Double Courbure, Thése, Toulouse, Abstract in Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, 17, 437-447.

Gray, A. (1993). Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces, CRS Press, Inc.

Gokeelik, F. Bozkurt, Z. Gok, I., Ekmekei, F. N. & Yayly, Y. (2014). Parallel Transport
Frame in 4-dimensional Euclidean Space E*, Caspian Journal of Mathematical
Sciences (CIMS) University of Mazandaran, 3(1), 91-102.

Giirhan, N. (2013). Frenet Egrisi ile Baglantili Egriler ve Uygulamalari, Yildiz Teknik

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.



94

KAYNAKLAR DIZiNi

Hacisalihoglu, H.H. (1998). Diferensiyel Geometri, Ankara Universitesi, Ankara.
Hacisalihoglu, H.H. (1993). Diferensiyel Geometri, Cilt I, Ankara Universitesi, Ankara.

Hanson, A. J. & Ma, H. (1995), Parallel Transport Approach to Curve Framing, Tech. Math.
Rep. Indiana University Computer Science Department, 425, 1-20.

Honda, S. & Takahashi, M. (2020). Bertrand and Mannheim Curves of Framed Curves in
the 3-dimensional Euclidean Sapce, Turkish Journal of Mathematics, 44(3), 883-899.

Honda, S., Takahashi, M. & Yu, Haiou. (2023). Bertrand and Mannheim Curves of Framed
Curves in the 4-dimensional Euclidean Sapce, Journal of Geometry, 114(12), 1-21.

Irmak, Y. (2018). Dért Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egrileri ve Geometrik

Uygulmalari, Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.

Kahraman, T., Onder, M., Kazaz, M. & Ugurlu, H. H. (2011). Some Characterizations of
Mnanheim Partner Curves in the Minkowski 3-space F?, Proceedings of the Estonian
Academy of Sciences, 60(10), 210-220.

Kazaz, M., Ugurlu, H. H., Onder, M. & Oral, S. (2014). Bertrand partner D-curves in the
Minkowski 3-space E?, Mathematical Sciences and Applications E-Notes, 2(1), 68-82.

Kandilci, G. T., Ekici, C. & Dede, M. (2023). Directional Bertrand Curves in Minkowski
Space, Innovative Reserch in Natural Science and Mathematics (15-38), Duvar

Yayinlari.

Klok, F. (1986). Two Moving Coordinate Frames for Sweeping Along a 3D Trajectory,
Comput. Aided Geom. Des., 3, 217-229.

Korpinar, T. & Turhan, E. (2013). Biharmonic curves according to parallel transport frame
in E4, Boletim da Sociedade Paranaense de Matematica, 31(2), 213-217.

Kuhnel, W. (2006). Differential Geometry Curves-Surfaces-Manifolds, American
Mathematical Society, Second Edition.

Lai H., 1967, Weakened Bertrand curves, Tohoku Mathematical Journal, 19(2), 141-155.



95

KAYNAKLAR DIZiNi

Liu, H. & Wang, F. (2008). Mannheim Partner Curves in 3-space, Journal of Geometry, 88,
120-126.

Matsuda, H. & Yorozu, S. (2003). Notes on Bertrand Curves, Yokohama Mathematical
Journal, 50, 41-58.

Matsuda, H. & Yorozu, S. (2009). On Generalized Mannheim Curves in Euclidean 4-space,
Nihonkai Math. J., 20, 33-56.

Olah-Gol, R. & Pal, L. (2009). Some Notes on Drawing Twofolds in 4-Dimensional
Euclidean Space, Acta Universitatis Sapientiae, Informatica, 1(2), 125-134.

Orbay, K., & Kasap, E. (2009). On Mannheim Partner Curves in E*, International Journal
of Physical Sciences, 4(5), 261-264.

Oztekin, H., & Bektas, M. (2010). Representation Formulae for Bertrand Curves in the
Minkowski 3-space, Scientia Magna, 6(1), 89-96.

Sabuncuoglu, A. (2010). Diferensiyel Geometri, Nobel Yayinlari, Tiirkiye.

Sentiirk, G. Y. & Yiice, S. (2015). Characteristic properties of the ruled surface with
Darboux frame in E3, Kuwait J. Sci., 42(2), 14-33.

Shaw, R. (1987). Vector Cross Products in n Dimensions, International of Mathematical
Education, 18(6), 803-816.

Serret, J.A. (1851). Sur Quelques Formules Relatives a la Théorie des Courbes a Double
Courbure, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 16, 193-207.

Tarim, G., (2016). Minkowski Uzayinda Yonlii Egriler Uzerine, Eskisehir Osmangazi
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.

Tuncer, Y., Karacan, M. K. & Yonn, D. W. (2017). Non-null Weakened Mnanheim Curves
in Minkowski 3-space, Annals of the Alexandru loan Cuza University-Mathematics, 2,
403-412.

Wang, F. & Liu, H. L. (2007). Mannheim Partner Curves in 3-Euclidean Space,
Mathematics in Practice and Theory, 37(1), 141-43.



96

KAYNAKLAR DIZiNi

Venant, B.S. (1845). Memoire Sur Les Lignes Courbes Non Planes, Journal de I’Ecole
Polytechnique, 18, 1-76.

Yanlin, Li., Ugum, A., larslan, K. & Camci, C. (2022). A New Class of Bertrand Curves in
Euclidean 4-space, Symmetry, 14(6), 1191-1202.

Yilmaz, S. & Turgut, M. (2010). 4 New Version of Bishop Frame and An Application to
Cpherical Images, J. Math. Anal. Appl., 371, 764-776.

Yiice, S. (2017). Oklid Uzayinda Diferansiyel Geometri, Pegem Akademi Yayincilik,
Ankara.



	ÖZET
	SUMMARY
	TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ
	GİRİŞ VE AMAÇ
	LİTERATÜR ARAŞTIRMASI
	TEMEL KAVRAMLAR
	Öklidyen 3-Uzayda Yapılar
	Öklidyen 3-Uzayda Uzay Eğrisi Boyunca Quasi Çatı
	Öklidyen 3-Uzayda Frenet Çatısı ile Quasi Çatı Arasındaki Bağıntılar
	Öklidyen 3-Uzayda Yönlü Bertrand ve Mannheim Eğrileri
	Öklidyen 4-Uzayda Yapılar
	Öklidyen 4-Uzayda Bertrand ve Mannheim Eğrileri

	ÖKLİDYEN 4-UZAYDA QUASİ ÇATILI EĞRİLER
	Öklidyen 4-Uzayda Quasi Çatı
	Öklidyen 4-Uzayda Quasi Çatı ile Frenet Çatı Arasındaki Bağıntılar

	 ÖKLİDYEN 4-UZAYDA YÖNLÜ EĞRİ ÇİFTLERİ
	Öklidyen 4-Uzayda Yönlü Bertrand Eğrileri
	Öklidyen 4-Uzayda Yönlü Mannheim Eğrileri

	BULGULAR VE TARTIŞMA
	SONUÇ VE ÖNERİLER
	KAYNAKLAR DİZİNİ

