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SİMGELER 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda verilmiştir. 

 

Simgeler     Açıklamalar 

 

ℝ Reel sayılar kümesi 

𝐿(ℝ) Bulanık sayılar kümesi 

( )X  Çift bulanık sayı dizisi 

rLIM X  ( )X  dizisinin kaba limit kümesi 

2

rSt LIM X−  ( )X  dizisinin kaba istatistiksel limit kümesi 

2

rI LIM X−  ( )X  dizisinin ideal yakınsaklığı 
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1. GİRİŞ 

 

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda kaba yakınsaklık kavramı ilk olarak Phu tarafından 2001 

yılında aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

(𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay ve ( x ),  𝑋 uzayında bir dizisi olsun. 𝑟 ≥ 0 olmak üzere, eğer 

her bir 𝜀 > 0 sayısına karşılık 𝜂 ≥ 𝜂0(𝜀)  olduğunda  

‖ x − 𝑥∗‖ < 𝑟 + 𝜀 

koşulunu sağlayacak bir 𝜂0(𝜀)   sayısı varsa (𝑥 𝜂)  dizisi, 𝑥∗  noktasına kaba yakınsaktır 

denir. 𝑟 = 0 olduğunda klasik yakınsaklık elde edilir. Ancak 𝑟 > 0 olduğu durumda kaba 

yakınsaklık önem kazanmaktadır. Örneğin, bir  𝑥∗  noktasına yakınsak olduğu öngörülen 

bir (𝑦 𝜂) dizisinin terimlerinin hesaplanamadığı veya ölçülemediği durumda bu dizi yerine, 

işlemleri kolaylaştıracak terimleri bilinen, ‖𝑥 𝜂 − 𝑦 𝜂‖ ≤ 𝑟olacak şekilde bir (𝑥 𝜂) yaklaşım 

dizisinden yararlanılır. Bu dizi, klasik anlamda 𝑥∗  noktasına yakınsak değildir ancak kaba 

yakınsaktır. 

Bu koşulu sağlayan bir 𝑥∗ noktası, (𝑥 𝜂) dizisinin bir 𝑟 −limit noktası olarak adlandırılır. 

𝑟 > 0  olduğu durumda limit noktası tek olmayacağından Phu, 𝑟 −  limit kümesi olarak 

adlandırılan 

𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝜂 = {𝑥∗ ∈ 𝑋: 𝑥𝜂 →
𝑟
𝑥∗ } 

kümesini tanımlayarak bu kümenin geometrik ve topolojik özelliklerini araştırmıştır.  

2008 yılında Aytar (Aytar, 2008), doğal yoğunluk kavramını kullanarak kaba yakınsaklık 

fikrini  𝑛 − boyutlu reel uzayda kaba istatistiksel yakınsaklığa genellemiştir. Daha sonra, 

Pal vd. (Pal, Debraj ve Dutta, 2013) ideal kavramını kullanarak kaba yakınsaklığı ve kaba 

istatistiksel yakınsaklığı genişleten kaba ideal yakınsaklığı tanımlamışlardır.   

Akçay ve Aytar (Akçay ve Aytar, 2015) vektör uzay özelliklerine sahip olmadığı için 

normlu uzay kategorisinde olmayan bulanık sayılar uzayındaki dizilerin kaba 

yakınsaklığını araştırmış, Debnath ve Rakshit  (Debnath ve Rakshit, 2019) ise bu dizilerin 

kaba istatistiksel yakınsaklığı üzerine çalışmışlardır. Bulanık sayı dizileri için ideal 

yakınsaklık, ideal Cauchy dizisi, ideal sınırlılık gibi önemli kavramlar Nuray (Nuray, 
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2008) tarafından literatüre kazandırılmıştır. Aynı zamanda Kumar ve Kumar (Kumar ve 

Kumar, 2008) bu diziler için ideal yakınsaklığı çalışmıştır. 

Çift diziler toplanabilme metodları başta olmak üzere farklı uygulama alanlarına sahip 

olduğundan birçok matematikçinin ilgisini çekmiştir. Örneğin, Dündar ve Çakan (Dündar 

ve Çakan, 2014) çift dizilerin kaba yakınsaklığı, Dündar (Dündar, 2016) çift dizilerin kaba 

ideal yakınsaklığı, Kişi ve Ünal (Kişi ve Ünal, 2021) sonlu boyutlu uzaylarda çift fark 

dizileri için kaba istatistiksel yakınsaklığı üzerine çalışmışlardır. Ayrıca, Savaş (Savaş, 

1996) tarafından tanımlanan çift bulanık sayı dizilerinin istatistiksel yakınsaklığını Savaş 

ve Mursaleen (Savaş ve Mursaleen, 2004), kaba yakınsaklığını Babaarslan ve Tuncer 

(Babaarslan ve Tuncer, 2020), ideal yakınsaklığını Dündar ve Talo (Dündar ve Talo, 2013) 

incelemişlerdir. 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak çift bulanık sayı dizilerinin kaba istatistiksel yakınsaklığı ve 

kaba istatistiksel limit kümesi tanımlanmıştır. Ayrıca, bu kümenin geometrik ve topolojik 

özellikleri verilmiş, istatistiksel yakınsaklık ve kaba istatistiksel yakınsaklık arasındaki 

ilişkiden bahsedilmiştir. Dahası, bu diziler için ideal kavramı kullanılarak genelleştirilen 

kaba ideal yakınsaklık ve kaba ideal çift Cauchy dizisi tanımlanmıştır. Çift bulanık sayı 

dizilerinde kaba ideal yakınsaklık için önemli teoremler ispatlanmıştır.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde bulanık sayı dizileri ve çift bulanık sayı dizileri için temel tanım ve teoremler 

verilecektir. 

 

2.1. Bulanık Sayı Dizileri 

 

Tanım 2.1.1.  𝛸:ℝ → [0,1] şeklinde tanımlanan ve aşağıdaki şartları sağlayan fonksiyona 

bulanık sayı denir. 

✓ 𝛸 normaldir. Yani 𝑋(𝑥0) = 1 olacak şekilde en az bir 𝑥0 ∈ ℝ vardır. 

✓ 𝑋 bulanık konvekstir, 

✓ 𝑋 üst yarı süreklidir, 

✓ 𝑋0 = {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑋(𝑥) > 0} kümesinin kapanışı kompaktır. 

Bulanık sayıların kümesi 𝐿(𝑅)   ile gösterilmek üzere,𝑋 ∈ 𝐿(ℝ)   bulanık sayısının  −

kesim kümesi  

𝑋𝛾 = {𝑥 ∈ 𝐿(ℝ): 𝑋(𝑥) > 𝛾}  

ile tanımlanır.  

 0,1 
 
için ,X X X

  =
  

 , ,Y Y Y
  =

  
 ve 𝑘 ∈ ℝ+  olmak üzere, X  ve Y  bulanık 

sayılarının toplama, çıkarma ve skalerle çarpma özellikleri aşağıdaki gibidir: 

  ,X Y X Y X Y
    + = + +

  
 

  ,X Y X Y X Y
    − = − −

  
 

,k X k X k X
   =  

  
. 

𝐿(ℝ) üzerinde Hausdorff metriği olarak bilinen metrik,
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( )( , ) max ,d X Y X Y X Y     = − −  

olmak üzere  

𝑑̅(𝐿(ℝ) × 𝐿(ℝ)) → ℝ  

0 1

( , ) sup ( , )d X Y d X Y 

 

=  

şeklinde tanımlanır ve  (𝐿(ℝ), 𝑑̅),  tam metrik uzaydır ( Puri ve Ralescu, 1983).  

 

Tanım 2.1.2. Bulanık sayıların bir ( )X X=  dizisi, doğal sayılar kümesinden 𝐿(ℝ) içine 

tanımlı bir X  fonksiyonudur. Bu durumda her bir     pozitif tamsayısına bir ( )X   fuzzy 

sayısı karşılık gelir. Genel olarak ( )X    yerine X  gösterimi kullanılır (Matloka,1986). 

 

Tanım 2.1.3. Her 𝜀 > 0 için 0   olduğunda 𝑑̅(𝑋𝜂, 𝑋̃) <  𝜀 olacak şekilde 𝜀 a bağlı bir  

𝜂0 sayısı varsa (𝑋𝜂) bulanık sayı dizisi 𝑋̃ bulanık sayısına yakınsaktır denir ve 𝑙𝑖𝑚
𝜂→∞

𝑋𝜂 = 𝑋̃ 

veya 𝜂 → ∞ için 𝑋𝜂 → 𝑋̃ ile gösterilir (Matloka, 1986). 

 

Tanım 2.1.4. ( )X X=  bir bulanık sayı dizisi için {𝑋𝜂: 𝜂 ∈ ℕ}  kümesi sınırlı ise 

( )X X= dizisi sınırlıdır denir (Matloka, 1986). 

 

Tanım 2.1.5. Her 0   için , s N   olduğunda ( , )sd X X   olacak şekilde pozitif bir 

N  tamsayısı mevcut ise ( )X X= bulanık sayı dizisine bir Cauchy dizisi denir (Matloka, 

1986). 

Tanım 2.1.6.  𝑋 = (𝑋𝜂)  bir bulanık sayı dizisinin 𝐴 bulanık sayısına yakınsak bir alt dizisi 

varsa 𝐴 sayısına bu dizisinin limit noktası denir. 𝑋 = (𝑋𝜂) dizisinin tüm limit noktalarının 

kümesi 𝐿𝑋 ile gösterilir (Aytar, 2004). 
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Tanım 2.1.7. 𝑀 doğal sayıların bir alt kümesi ve  𝑀𝑛 = {𝜇 ∈ 𝑀 ∶ 𝜇 ≤ 𝑛} olsun. |𝑀𝑛|, 𝑀𝑛 

kümesinin eleman sayısını göstermek üzere 𝛿(𝑀) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑀𝑛|

𝑛
  limitine 𝑀 kümesinin doğal 

yoğunluğu denir. Yoğunluk özelliklerinden,  𝑀𝑐 = ℕ ∖ 𝑀  olmak üzere 𝛿(𝑀𝑐) = 1 −

𝛿(𝑀) dir. Ayrıca, sonlu kümenin doğal yoğunluğu sıfırdır ve eğer 𝑀1 ⊆ 𝑀2 ise 𝛿(𝑀1) ≤

𝛿(𝑀2)  dir (Freedman ve Sember, 1981).  

 

Örnek 2.1.1  𝑀 = {𝜇 ∈ ℕ:  1 < 𝜇 < 6} olsun. 𝑀  kümesinin doğal yoğunluğu 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑀}| = lim

𝑛→∞

4

𝑛
= 0 

dır. 

Eğer 𝛿(𝑀) = 0 ise 𝑀 kümesine sıfır yoğunluklu küme denir. 

 

Tanım 2.1.8.  𝑋 = (𝑋𝜂) bulanık sayıların bir dizisi olsun. Eğer bu dizi sıfır yoğunluklu bir 

küme hariç diğer tüm 𝜂  ler için bir 𝑃 özelliğini sağlıyorsa 𝑋 = (𝑋𝜂) dizisine hemen hemen 

her  𝜂   için 𝑃 özelliğini sağlıyor denir ve ℎ. ℎ. 𝜂   ile gösterilir (Nuray ve Savaş, 1995). 

 

Tanım 2.1.9. 𝑋 = (𝑋𝜂)  bulanık sayı dizisi olmak üzere, ∀ 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝜂 ≤ 𝑛: 𝑑̅(𝑋𝜂 , 𝑋̃) ≥ 𝜀}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑋̃  bulanık sayısı varsa 𝑋 = (𝑋𝜂)   dizisi 𝑋̃  sayısına istatistiksel 

yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡 − lim
𝜂→∞

𝑋𝜂 = 𝑋̃ ile gösterilir (Nuray ve Savaş, 1995). 

Tanım 2.1.10.  𝑋 ≠ ∅ ve 𝑋’ nin alt kümelerinin Ι ⊆ 2𝑋 sınıfı  

✓ ∅ ∈ Ι 

✓  𝑁, 𝑆 ∈ Ι için 𝑁 ∪ 𝑆 ∈ Ι 

✓  𝑁 ∈ Ι ve 𝑆 ⊆ 𝑁 için 𝑆 ∈ Ι 
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ise Ι’ye 𝑋 ’de bir ideal denir. Eğer 𝑋 ∉ Ι  ise Ι’ye 𝑋  de bir aşikar olmayan ideal denir 

(Kuratowski, 1958). 

 

Tanım 2.1.11.   𝑋 ≠ ∅ ve 𝑋’ nin alt kümelerinin boştan farklı bir Ϝ ⊆ 2𝑋 sınıfı 

✓  ∅ ∉ Ϝ 

✓  𝐴, 𝐵 ∈ Ϝ için 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ Ϝ 

✓  𝐴 ∈ Ϝ ve 𝐴 ⊆ 𝐵 için 𝐵 ∈ Ϝ 

ise Ϝ’ ye 𝑋’de bir filtre denir (Nagata, 1974). 

 

Tanım 2.1.12.  Ι,  𝑋 de aşikar olmayan ideal olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥} ∈ 𝑋 oluyorsa Ι’ 

ya  𝑋’de uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000). 

 

Tanım 2.1.13.  I,   ℕ’ de aşikar olmayan ideal olmak üzere, ∀ 𝜀 > 0 için 

Ι(𝜀) = {𝜂 ∈ ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂 , 𝑋̃) ≥ 𝜀} ∈  Ι 

sağlanıyorsa 𝑋 = (𝑋𝜂)  bulanık sayı dizisi 𝑋̃  bulanık sayısına ideal yakınsaktır 

(Ι −yakınsaktır) denir (Kumar ve Kumar, 2008). 

 

2.2. Çift Bulanık Sayı Dizileri 

 

Tanım 2.2.1.  𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)   çift bulanık sayı dizisi, 𝑋:ℕ × ℕ → 𝐿(ℝ) ye  tanımlı bir 

fonksiyondur.  (𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ noktasındaki fonksiyonun değeri 𝑋(𝜂, 𝜍) = 𝑋𝜂𝜍 ile gösterilir 

ve çift dizinin (𝜂, 𝜍). terimi olarak ifade edilir (Savaş, 1996). 

Tanım 2.2.2.  𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)   çift bulanık sayı dizisi olsun. Her > 0  için, 𝜂, 𝜍 ≥ 𝑁  iken  

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) <  𝜀 olacak şekilde bir N  varsa bu dizi Pringsheim anlamında yakınsaktır 

veya  𝑋̃ bulanık sayısına 𝑃 −yakınsaktır denir, 𝑃 − 𝑙𝑖𝑚𝑋 = 𝑋̃ şeklinde gösterilir. 



7 

Bütün 𝑃 −yakınsak çift bulanık sayı dizilerinin kümesi 2 ( )c F  ile gösterilir (Savaş, 1996). 

 

Tanım 2.2.3. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  çift bulanık sayı dizisi olsun. Her > 0  için, 𝜂 ≥ 𝑗 ≥ 𝑁 ve  𝜍 ≥

𝑘 ≥ 𝑁 olmak üzere 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑗𝑘) <  𝜀  olacak şekilde bir N  varsa 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisine 

çift Cauchy dizisi denir (Savaş, 1996). 

 

Tanım 2.2.4. 𝑀 ⊂ ℕ× ℕ iki boyutlu pozitif tam sayıların bir kümesi olsun ve 𝑀(𝜂, 𝜍), 𝑗 ≤

𝜂,  ve 𝑘 ≤ 𝜍  olacak şekilde 𝑀  kümesindeki (𝑗, 𝑘) sayıları olsun. Bu takdirde  𝑀  nin alt 

asimptotik yoğunluğu  

 

lim
𝜂,𝜍
𝑖𝑛𝑓

𝑀(𝜂, 𝜍)

𝜂𝜍
= 𝛿2

∗(𝑀) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 (
𝑀(𝜂,𝜍)

𝜂𝜍
)  dizisinin limitinin mevcut olması durumunda 𝑀  kümesi çift doğal yoğunluğa 

sahiptir denir ve 

lim
𝜂,𝜍

𝑀(𝜂, 𝜍)

𝜂𝜍
= 𝛿2(𝑀) 

 

dir (Savaş ve Mursaleen, 2004). 

 

Tanım 2.2.5. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  çift bulanık sayı dizisi, her 𝜀 > 0 için, 

 

lim
𝑛,𝑚

1

𝑛𝑚
|{(𝜂, 𝜍): 𝜂 ≤ 𝑛 ve 𝜍 ≤ 𝑚: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≥ 𝜀}| = 0 

 

ise 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi  𝑋̃ sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve  𝑆𝑡2 − 𝑙𝑖𝑚𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ olarak 

yazılır.  
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İstatistiksel yakınsak çift bulanık sayı dizilerinin kümesi 𝑆𝑡2  ile gösterilir (Savaş ve 

Mursaleen, 2004). 

 

Tanım 2.2.6. Ι2 , ℕ × ℕ  üzerinde aşikar olmayan bir ideal olsun. Eğer ∀𝜂, 𝜍 ∈ ℕ  için 

{𝜂, 𝜍} ∈ Ι2  oluyorsa Ι2  idealine uygun ideal, ∀𝜂, 𝜍 ∈ ℕ  için {𝜂}  × ℕ  ve ℕ × {𝜂} ∈ 𝛪2 

oluyorsa Ι2 idealine kuvvetli uygun ideal denir. 

 

Kuvvetli uygun bir ideal uygun idealdir. ℕ × ℕ de 

 

I2
0 = {𝑁 ⊂ ℕ × ℕ: (∃𝑚(𝑁) ∈ ℕ)(𝜂, 𝜍 ≥ 𝑚(𝑁) ⇒ (𝜂, 𝜍) ∉ 𝑁)} 

 

ideali kuvvetli uygun idealdir (Dündar ve Talo, 2013). 

 

Tanım 2.2.7. I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ kuvvetli uygun bir ideal olsun. Her 𝜀 > 0 için 

  

𝑁(𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  ≥  𝜀} ∈ I2 

ise  (𝑋𝜂𝜍) çift bulanık sayı dizisi  𝑋̃ bulanık sayısına I2 − yakınsaktır denir. 

I2 − lim
𝜂,𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃  ile gösterilir (Dündar ve Talo, 2013). 

 

Teorem 2.2.1.  I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ  kuvvetli uygun bir ideal olsun. (𝑋𝜂𝜍)  dizisi 𝑋̃  sayısına 

I2 −yakınsak ise 𝑋̃ tekdir (Dündar ve Talo, 2013). 

 

Teorem 2.2.2.  I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ kuvvetli uygun bir ideal olsun. (𝑋𝜂𝜍) çift bulanık sayı dizisi ve 

𝑋̃ bulanık sayı olmak üzere 

 

𝑃 − lim
𝜂,𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃  ise  I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ 
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dir (Dündar ve Talo, 2013). 

 

Teorem 2.2.3. I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ kuvvetli uygun bir ideal olsun. (𝑋𝜂𝜍) ve (𝑌𝜂𝜍)  çift bulanık sayı 

dizileri ve 𝑋̃ ve 𝑌̃ bulanık sayılar ve  𝑐 ∈ ℝ olsun. Eğer, 

 

I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃  ve  I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑌𝜂𝜍 = 𝑌̃  

 

ise 

 

i. I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑐𝑋𝜂𝜍 =𝑐𝑋̃   

 

ii.  I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

(𝑋𝜂𝜍 + 𝑌𝜂𝜍) = 𝑋̃ + 𝑌̃  

 

dir (Dündar ve Talo, 2013). 

Teorem 2.2.4.  I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ kuvvetli uygun bir ideal olmak üzere (𝑋𝜂𝜍) ve (𝑌𝜂𝜍)  dizileri 

 

i. ∀(𝜂, 𝜍) ∈ 𝑀 ⊂ ℕ ×  ℕ,𝑀 ∈ F(I2) için 𝑋𝜂𝜍 ≤ 𝑌𝜂𝜍  , 

 

ii.  I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ ve  I2 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂,𝜍→∞

𝑌𝜂𝜍 = 𝑌̃  

 

şartlarını sağlayan çift bulanık sayı dizileri ise 𝑋 ̃ ≤ 𝑌̃ dir (Dündar ve Talo, 2013). 
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3. ÇİFT BULANIK SAYI DİZİLERİNİN KABA İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölümde, çift bulanık sayı dizilerinin kaba istatistiksel yakınsaklığı ve kaba istatistiksel 

limit kümesi tanımlanacak, ayrıca bu kümenin bazı özellikleri incelenecektir. Orijinal 

sonuçlara geçmeden önce tanım ve teoremlerde yararlanacağımız ön bilgilere yer 

verilmektedir.  

Bu bölümden itibaren 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) dizisi çift bulanık sayı dizisi olarak alınacaktır. 

 

3.1. Çift Bulanık Sayı Dizilerinin Kaba Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.1.1. ( 𝑋𝜂𝜍) dizisi ve 𝑋̃  bulanık sayı olmak üzere, eğer her 𝜀 > 0  için 𝜂, 𝜍 ≥ 𝑖𝜀 

olduğunda  

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) < 𝑟 + 𝜀  

 

olacak şekilde 𝑖𝜀 ∈ ℕ varsa ( 𝑋𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına Pringsheim anlamında kaba yakınsaktır 

denir ve  𝑋𝜂𝜍
𝑟
→ 𝑋̃ ile gösterilir. 

Burada 𝑟 kabalık derecesi olarak adlandırılır. Kaba yakınsaklık kavramı, 𝑟 =  0 için çift 

bulanık sayı dizisinin Pringsheim anlamında yakınsaklığına indirgenir. 𝑟 >  0  olması 

durumunda ise, ( 𝑋𝜂𝜍) dizisinin  𝑟 −limit noktası tek değildir.  Böylece 𝑟 −limit kümesi 

aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

𝐿𝐼𝑀𝑟𝑋𝜂𝜍 ≔ {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ𝑛): 𝑋𝜂𝜍
𝒓
→ 𝑋̃}. (Babaarslan ve Tuncer, 2020). 

 

Iraksak olan çift bulanık sayı dizisinin, belirli bir kabalık derecesi ile Pringsheim 

anlamında yakınsak olabileceği aşağıdaki örnek ile gösterilmiştir. 
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Örnek 3.1.1. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) dizisi   

 

𝑋𝜂𝜍(𝑥) = {
ℓ1(𝑥),         (𝜂 + 𝜍) tek ise 

ℓ2(𝑥), (𝜂 + 𝜍) çift ise
 

 

olmak üzere, ℓ1 ve ℓ2 bulanık sayıları 

 

ℓ1(𝑥) =

{
 
 

 
                  

𝑥

2
,    𝑥 ∈ [0,2] ise

       
−𝑥 + 4

2
,   𝑥 ∈ [2,4] ise

0, d. d.

 

 

ve 

 

ℓ2(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝑥 − 5

2
,             𝑥 ∈ [5,7] ise 

−𝑥 + 9

2
, 𝑥 ∈ [7,9] ise

0,                d. d.

 

 

şeklinde tanımlansın. Böylece, dizinin γ-seviyesi kümeleri 

 

[ℓ1(𝑥)]
γ = [2γ, 4 − 2γ] 

 

ve 

 

[ℓ2(𝑥)]
γ = [2γ + 5,9 − 2γ] 

 

dir.  𝑟́ negatif olmayan reel sayı olmak üzere  

 

𝐿𝐼𝑀𝑟𝑋𝜂𝜍 ≔ {
                         ∅,   𝑟 <

5

2
 ise

[ℓ2 − 𝑟́, ℓ1 + 𝑟́], d. d.
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dir (Babaarslan ve Tuncer, 2020). 

 

Tanım 3.1.2. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi için eğer her 𝜀 >  0  için 𝑘 ≥ 𝑛 ≥ 𝑖𝜀 , 𝑙 ≥ 𝑚 ≥ 𝑖𝜀  

olduğunda 

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑘𝑙) <  𝜌 + ε 

 

olacak şekilde 𝑖𝜀 varsa bu diziye 𝜌 −çift Cauchy veya 𝜌 kabalık derecesine göre kaba çift 

Cauchy dizisi denir. 

 

Kabul edelim ki 𝑌 = ( 𝑌𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına yakınsak olsun.  (𝑌𝜂𝜍)  dizisinin terimleri tam 

olarak belirlenemeyebilir. Böylece, ∆ >  0  yaklaşım hatalarının üst sınırını göstermek 

üzere tüm 𝜂, 𝜍 için 

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍) ≤ ∆ 

 

olacak şekilde terimleri bilinen bir (𝑋𝜂𝜍) yaklaşım dizisini ele alabiliriz. Bu dizi klasik 

yakınsak olmayabilir, ancak 

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍) + 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑋̃) ≤ ∆ + 𝜀 

 

olduğundan 𝑟 =  ∆ için (𝑋𝜂𝜍)  dizisi 𝑟 −yakınsaktır. 

Benzer şekilde, bir 𝑌 = ( 𝑌𝜂𝜍) Cauchy dizisinin  ∆ >  0 için (𝑋𝜂𝜍)  yaklaşım dizisi verilsin. 

Her 𝜀 > 0 için, 

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑘𝑙) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍) + 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑌𝑘𝑙) + 𝑑̅(𝑌𝑘𝑙, 𝑋𝑘𝑙) ≤ 2∆ + 𝜀 
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olduğundan  𝜌 =  2∆ için (𝑋𝜂𝜍)  bir 𝜌 −Cauchy dizisidir (Babaarslan ve Tuncer, 2020). 

 

3.2. Çift Bulanık Sayı Dizilerinin Kaba İstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.2.1.   Her 𝜀 > 0 için, 0r   olmak üzere 

 

lim
𝑛,𝑚

1

𝑛𝑚
|{(𝜂, 𝜍): 𝜂 ≤ 𝑛 ve 𝜍 ≤ 𝑚: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≥ 𝑟 + 𝜀}| = 0 

 

ise 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi 𝑋̃ bulanık sayısına kaba istatistiksel yakınsaktır denir, 𝑋𝜂𝜍
𝑟−𝑆𝑡2
→   𝑋̃   ile 

gösterilir. 

Burada r  sayısına kaba istatistiksel yakınsaklık derecesi denir. Eğer, 0r =  alınırsa 

Pringsheim anlamında istatistiksel yakınsaklık elde edilir. 

Bir çift bulanık sayı dizisinin kaba yakınsaklık fikrine benzer olarak, 𝑋̃  bulanık sayısına 

istatistiksel yakınsak olan herhangi bir (𝑌𝜂𝜍)  dizisinin elemanları ile işlem yapmak zor ise 

bu dizinin her bir elemanı için 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍 ) ≤ 𝑟  olacak şekilde üçgensel bulanık sayılardan 

oluşan bir (𝑋𝜂𝜍)  yaklaşım dizisi elde edilebilir. Böylece (𝑌𝜂𝜍)    dizisinin yaklaşık değerleri 

kullanılarak işlemler kolaylıkla hesaplanır. Burada (𝑋𝜂𝜍)  dizisi 𝑋̃  sayısına istatistiksel 

yakınsak değildir, fakat 

 

{(𝜂, 𝜍): 𝜂 ≤ 𝑛 ve 𝜍 ≤ 𝑚: 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍 , 𝑋̃) ≥ 𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍): 𝜂 ≤ 𝑛 𝑣𝑒 𝜍 ≤ 𝑚: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≥ 𝑟 + 𝜀} 

 

kapsamasından ve kabulümüzden (𝑋𝜂𝜍)  dizisinin kaba istatistiksel yakınsak olduğu 

görülür. 

Genel olarak, 0r   olduğunda dizinin kaba istatistiksel limiti tek değildir. Böylece 

𝑟 −istatistiksel limit kümesi aşağıdaki gibi tanımlanır: 
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𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟𝑋𝜂𝜍 ≔ {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ𝑛): 𝑋𝜂𝜍

𝑟−𝑆𝑡2
→   𝑋̃}. 

 

Tanım 3.2.2. Her 0  için, 𝑘 ≥ 𝜂 ≥ 𝑖𝜀 , 𝑙 ≥ 𝜍 ≥ 𝑖𝜀  olduğunda 

 

lim
𝜂,𝜍

1

𝜂𝜍
|{(𝜂, 𝜍): 𝜂 ≤ 𝑘 ve 𝜍 ≤ 𝑙: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑘𝑙) ≥ 𝑟 + 𝜀}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑖𝜀 varsa (𝑋𝜂𝜍) dizisine r −  istatistiksel çift Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 3.2.1. (𝑋𝜂𝜍) dizisinin 𝑟 −istatistiksel limit kümesinin çapı 2𝑟 den büyük değildir. 

 

İspat. Tersi kabul edelim. Yani, 𝑑̅(𝑌, 𝑉)  >  2𝑟  olacak şekilde 𝑌, 𝑉 ∈  𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟𝑋𝜂𝜍 

vardır. 𝜀 ∈  (0,
𝑑̅(𝑌,𝑉)

2
−  𝑟)  olarak alınsın.  𝑌, 𝑉 ∈  𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟𝑋𝜂𝜍  olduğundan, ∀𝜀 >  0 

için 

 

𝐴1(𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍) ∶  𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌)  ≥  𝑟 +  𝜀} 

 

ve 

 

𝐴2(𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍) ∶  𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑉)  ≥  𝑟 +  𝜀} 

 

olmak üzere 𝛿2(𝐴1(𝜀) )  =  0  ve 𝛿2(𝐴2(𝜀) )  =  0  dir. Böylece her bir (𝜂, 𝜍) ∈  𝐴1
𝑐(𝜀) ∩

𝐴2
𝑐(𝜀)  için 

  

𝑑̅(𝑌, 𝑉) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑌) + 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑉) < 2(𝑟 + 𝜀) < 2(𝑟 +
𝑑̅(𝑌, 𝑉)

2
− 𝑟) = 𝑑̅(𝑌, 𝑉) 
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elde edilir.  Bu ise bir çelişkidir ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.2.2. 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  kapalı bir kümedir. 

İspat. Eğer 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   =  ∅  ise ispat açıktır. 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟(𝑋𝜂𝜍)   ≠  ∅  olsun. Bu 

kümeden  𝜂, 𝜍 →  ∞ iken 𝑌𝜂𝜍  →   𝑌̃ sağlayacak şekilde keyfi bir (𝑌𝜂𝜍) dizisi alınsın.  𝑌̃ ∈

𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  olduğu gösterilmelidir.  

𝜀 >  0 olsun.  𝑌𝜂𝜍  →   𝑌̃ olduğundan, her 𝜂 >  𝜂𝜀
2
  ve  𝜍 >  𝜍𝜀

2
 için 

 

 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑌̃)  <  
𝜀

2
  

 

olacak şekilde 𝜂𝜀
2
  ve  𝜍𝜀

2
 vardır. 

 𝜂0  >  𝜂𝜀
2
  , 𝜍0  >  𝜍𝜀

2
  olacak şekilde (𝜂0, 𝜍0) ∈  ℕ ×  ℕ  seçildiğinde  𝑑̅(𝑌𝜂0𝜍0 , 𝑌̃)   <  

𝜀

2
 

yazılır. 

Diğer taraftan (𝑌𝜂𝜍 ) ⊆ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   olduğundan 𝑌𝜂0𝜍0 ⊆ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟(𝑋𝜂𝜍) olur. 

Buradan 

 

lim
𝑛,𝑚

1

𝑛𝑚
|{(𝜂, 𝜍): 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0) ≥ 𝑟 +

𝜀

2
}| = 0 

dir. 

Keyfi bir (𝑝, 𝑞) ∈ {(𝜂, 𝜍): 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0) <  𝑟 +
𝜀

2
} seçtiğimizde 𝑑̅(𝑋𝑝𝑞, 𝑌𝜂0𝜍0) <  𝑟 +

𝜀

2
 elde 

edilir. (𝑝, 𝑞) ∈ {(𝑛, 𝑠) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀} olduğundan 

 

𝑑̅(𝑋𝑝𝑞 , 𝑌̃)  ≤  𝑑̅(𝑋𝑝𝑞 , 𝑌𝜂0𝜍0)  +  𝑑̅(𝑌𝜂0𝜍0 , 𝑌̃)  <  𝑟 +  𝜀 

 

dir. Böylece, 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍): 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0) <  𝑟 +
𝜀

2
} 
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kapsaması elde edilir. 

 

𝛿2 ({(𝜂, 𝜍): 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0) <  𝑟 +
𝜀

2
}) = 1 

 

olduğundan 

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀}) = 1 

 

dir. Bu ise  𝑌̃ ∈  𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) olduğunu gösterir.  

 

Teorem 3.2.3. Eğer ( 𝑋𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına istatistiksel yakınsak ise 

 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) = 𝐵𝑟(𝑋̃) ≔ {𝜇 ∈ 𝐿(ℝ𝑛): 𝑑̅(𝜇 , 𝑋̃)  ≤  𝑟 }  

dir. 

 

İspat. 

𝐴1 : =  {(𝜂, 𝜍) ∶  𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌)  ≥  𝜀} olsun. Kabulümüzden 𝛿2(𝐴1 )  =  0 dir.  

𝑌 ∈ 𝐵𝑟(𝑋̃) olsun. (𝜂, 𝜍)  ∈ 𝐴1
𝐶  için 

 

𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑌) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑋̃) + 𝑑̅(𝑋̃ , 𝑌) < 𝜀 + 𝑟 

 

olduğundan 𝑌 ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) elde edilir. 

𝐴2 : =  {(𝜂, 𝜍) ∶  𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌)  ≥ 𝑟 +  𝜀}  olsun. Keyfi bir 𝑌 ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  alınsın. 

Böylece 𝛿2(𝐴2) = 0 dir. Ayrıca kabulümüzden 𝛿2(𝐴1) = 0 dir. 

Her (𝜂, 𝜍)  ∈ 𝐴1
𝐶 ∩ 𝐴2

𝐶  için 
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 𝑑̅(𝑌, 𝑋̃) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌) + 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, , 𝑋̃) < 2𝜀 + 𝑟 

 

olduğundan 𝑌 ∈ 𝐵𝑟(𝑋̃) dir. 

 

Teorem 3.2.4. 𝑌 = ( 𝑌𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına istatistiksel yakınsak olmak üzere, her (𝜂, 𝜍)  ∈

 ℕ ×  ℕ için 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍)   ≤  𝑟 ise (𝑋𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına 𝑟- istatistiksel yakınsaktır. 

 

İspat. Kabulden, ∀𝜀 >  0 için  

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝜀}) = 0 

 

dir. Ayrıca, (𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ için 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍)   ≤  𝑟 olduğundan 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥ 𝑟 +  𝜀} 

 

kapsaması sağlanır. Böylece, 

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥ 𝑟 +  𝜀}) = 0 

 

elde edilir. 

 

Yardımcı Teorem 3.2.1. Γ(𝑋𝜂𝜍)  , (𝑋𝜂𝜍) dizisinin tüm istatistiksel yığılma noktalarının 

kümesini göstermek üzere, eğer 𝐶 ∈ Γ(𝑋𝜂𝜍)   ise her 𝑋̃ ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   için 

𝑑̅( 𝑋̃, 𝐶)  ≤  𝑟 dir. 

İspat. 𝐶 ∈ 𝛤(𝑋𝜂𝜍)  ve 𝑑̅( 𝑋̃, 𝐶)  >  𝑟 olmak üzere  𝑋̃ ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ve 
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 𝜀: =
𝑑̅( 𝑋̃,𝐶)−𝑟

3
  olsun. 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝐶 ) <  𝜀} 

 

kapsaması sağlanır. Ayrıca, 𝐶 ∈ Γ(𝑋𝜂𝜍) olduğundan 

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝐶 ) <  𝜀}) ≠ 0 

 

elde edilir. Dolayısıyla, 

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀}) ≠ 0 

 

dir ve bu sonuç  𝑋̃ ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) kabulü ile çelişir. 

 

Teorem 3.2.5.  

i. Eğer  𝐶 ∈ 𝛤(𝑋𝜂𝜍)  ise 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶) dir. 

 

ii.  𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)= ⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈𝛤(𝑋𝜂𝜍) = {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): 𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  dir. 

 

İspat. 

i.  𝑋̃ ∈ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ve 𝐶 ∈ 𝛤(𝑋𝜂𝜍)  olsun. Yardımcı Teorem 3.2.1. den 

𝑑̅(𝑋̃, 𝐶 )  ≤  𝑟  

dir. Aksi takdirde  𝜀: =  
𝑑̅(𝑋̃,𝐶 )−𝑟

3
  için 

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀}) ≠ 0 
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elde edilir.  

ii. (i) den 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ⊆ ⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈𝛤(𝑋𝜂𝜍)  olduğu açıktır.  

𝑌 ∈ ⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈𝛤(𝑋𝜂𝜍)  olsun. Kabulden, ∀𝐶 ∈ 𝛤(𝑋𝜂𝜍) için 𝑑̅(𝑌, 𝐶 ) ≤ 𝑟  elde edilir. Bu ise 

𝛤(𝑋𝜂𝜍)  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑌), yani 

 

⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)

𝐶∈𝛤(𝑋𝜂𝜍)

= {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): 𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)} 

 

olduğunu gösterir.  

Şimdi 𝑌 ∉ 𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) olsun. O halde  

 

𝛿2({(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀}) ≠ 0 

 

olacak şekilde 𝜀 >  0  vardır. Böylece (𝑋𝜂𝜍)  dizisinin 𝑑̅(𝑌, 𝐶 ) ≥  𝑟 +  𝜀  eşitsizliğini 

sağlayan bir 𝐶 istatistiksel yığılma noktası vardır, yani 

𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊈ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑌) ve 𝑌 ∉ {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): 𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  

 

dir. Böylece, 𝑌 ∈ {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): 𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)} elde edilir. Sonuç olarak  

 

{𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): 𝛤(𝑋𝜂𝜍) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  ⊆  𝑆𝑡2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) dir. 
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4. ÇİFT BULANIK SAYI DİZİLERİNİN KABA İDEAL 

YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölümde çift bulanık sayı dizileri için kaba ideal yakınsaklık kavramı tanımlanarak 

önemli sonuçlar elde edilecektir. 

 

4.1. Çift Bulanık Sayı Dizilerinin Kaba İdeal Yakınsaklığı 

 

Tanım 4.1.1.  I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ’nin kuvvetli uygun bir ideali olsun. 𝑟 > 0 olmak üzere, her 𝜀 >

0 için  

 

𝐴(𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  ≥  𝑟 +  𝜀} ∈ I2  

 

ise 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi  𝑋̃ bulanık sayısına kaba I2 − yakınsaktır (r − I2 − yakınsak ) denir 

ve 𝑋𝜂𝜍
r−I2
→  𝑋̃ ile gösterilir. 

Kaba I2- yakınsaklık kavramı, 𝑟 =  0 için I2 − yakınsaklık kavramına indirgenir. 𝑟 >  0 

olması durumunda ise, ( 𝑋𝜂𝜍)  dizisinin  𝑟 − limit noktası tek değildir.  Böylece kaba 

I2 −limit kümesi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) = {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ

𝑛): 𝑋𝜂𝜍
r−I2
→  𝑋̃} . 

 

Teorem 4.1.1. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) ve 𝑌 = (𝑌𝜂𝜍) bulanık sayı dizileri olsun. 

 

i.  𝑟 − 𝑙𝑖𝑚
𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃  ise  𝑟 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ dir 

ii. Her hangi bir 𝑐 ∈ ℝ için  
𝑟

|𝑐|
− 𝐼2 − lim𝜂→∞

𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃  ise 𝑟 −𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑐 𝑋𝜂𝜍 = 𝑐𝑋̃ dir 

iii.  𝑟1 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ ve 𝑟2 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑌𝜂𝜍 = 𝑌̃ ise 



21 

 𝑟1 + 𝑟2 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

(𝑋𝜂𝜍 + 𝑌𝜂𝜍) = 𝑋̃ + 𝑌̃ 

 

İspat. 

i.  𝑟 − lim
𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ olsun. O halde, 𝑟 > 0 ve her 𝜀 > 0 için 𝜂 > 𝑝, 𝜍 > 𝑞 iken 

𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) < 𝑟 + 𝜀  olacak şekilde bir (𝑝, 𝑞)  vardır. 𝜀 > 0  için 𝐴(𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈

ℕ × ℕ: 𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≥ 𝑟 + 𝜀} olsun. I2  uygun ideal olmak üzere, 𝐴(𝜀) kümesinin sonlu bir 

küme olduğu ve  I2’nin elemanı olduğu kolaylıkla görülür. Böylece 𝑟 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋̃ 

dir. 

ii.  𝛾 ∈ [0,1]  ve 𝑐 ≠ 0  herhangi bir reel sayı olsun. 𝑋𝜂𝜍
𝛾
, 𝑌0
𝛾
, sırasıyla 𝑋𝜂𝜍 ve 𝑋0'ın  

𝛾 -seviye kümeleri olsun. 𝜀 >  0  verilsin. 𝑑(𝑐𝑋𝜂𝜍
𝛾
, 𝑐𝑋0

𝛾
) = |𝑐|𝑑(𝑋𝜂𝜍

𝛾
, 𝑋0
𝛾
)  olduğundan 

𝑑(𝑐𝑋𝜂𝜍
𝛾
, 𝑐𝑋0

𝛾
) = |𝑐|𝑑(𝑋𝜂𝜍

𝛾
, 𝑋0
𝛾
) dir. Kabulden, 

𝑟

|𝑐|
− I − lim

𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋0 olduğuna göre,  

𝐴(
𝑟+𝜀

|𝑐|
) = {(𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ: 𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋0) ≥

𝑟+𝜀

|𝑐|
} ∈ I2  

dir. 

𝐵(𝑟 + 𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ: 𝑑(𝑐𝑋𝜂𝜍, 𝑐𝑋0) ≥ 𝑟 + 𝜀}  olsun. Bazı 𝜀 >  0  için 𝐵(𝑟 +

𝜀) kümesinin 𝐴(𝑟 + 𝜀1) kümesi tarafından içerildiğini ispatlamak yeterli olacaktır. 

 (𝑚, 𝑙) ∈ 𝐵(𝑟 + 𝜀) olsun. O halde 

 

 𝑟 + 𝜀 ≤ 𝑑(𝑐𝑋𝜂𝜍, 𝑐𝑋0) = |𝑐|𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋0) 

 

dir. Bu ise 

 

 𝑑(𝑋𝑚𝑙, 𝑋0) ≥
𝑟

|𝑐|
+

𝜀

|𝑐|
= 𝑟 + 𝜀1 (düzenle)  
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dir ve dolayısıyla (𝑚, 𝑙) ∈ 𝐴(𝑟 + 𝜀1) anlamına gelir. (𝑋𝜂𝜍), 𝑟 − I2 -yakınsak olduğundan 

𝐴(𝑟 + 𝜀1) ∈ 𝐼2 dir ve  𝐵(𝑟 + 𝜀) ∈ I2 ispatlanır. 

 

iii. 𝛾 ∈ [0,1] için 𝑋𝜂𝜍
𝛾
, 𝑌𝜂𝜍
𝛾
, 𝑋0
𝛾
 𝑣𝑒 𝑌0

𝛾
 sırasıyla 𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍, 𝑋0 ve 𝑌0’ın 𝛾 -seviye kesmeleri  

olsun.  𝑑(𝑋𝜂𝜍
𝛾
+ 𝑌𝜂𝜍

𝛾
, 𝑋0
𝛾
+ 𝑌0

𝛾
) ≤ 𝑑(𝑋𝜂𝜍

𝛾
, 𝑋0
𝛾
) + 𝑑(𝑌𝜂𝜍

𝛾
, 𝑌0
𝛾
)  olduğundan, 

𝑑(𝑋𝜂𝜍 + 𝑌𝜂𝜍, 𝑋0 + 𝑌0) ≤ 𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋0) + 𝑑(𝑌𝜂𝜍, 𝑌0)  

sağlanır. 

𝜀 >  0 olsun. 

 

 𝐴(
𝜀

2
) = {(𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ: 𝑑(𝑋𝜂𝜍, 𝑋0) ≥ 𝑟1 +

𝜀

2
}, 

 

 𝐵(
𝜀

2
) = {(𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ: 𝑑(𝑌𝜂𝜍, 𝑌0) ≥ 𝑟2 +

𝜀

2
} 

 

ve 

 

𝐶(𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈ ℕ × ℕ: 𝑑(𝑋𝜂𝜍 + 𝑌𝜂𝜍, 𝑋0 + 𝑌0) ≥ 𝑟1 + 𝑟2 + 𝜀} 

 

kümeleri alınsın. 𝐶(𝜀) ⊂ 𝐴(
𝜀

2
) ∪ 𝐵(

𝜀

2
) olduğunun gösterilmesi yeterlidir.  

(𝑚, 𝑙) ∈ 𝐶(𝜀) alınsın. O halde 

 

 𝜀 ≤ 𝑑(𝑋𝑚𝑙 + 𝑌𝑚𝑙,𝑋0 + 𝑌0) ≤ 𝑑(𝑋𝑚𝑙, 𝑋0) + 𝑑(𝑌𝑚𝑙, 𝑌0)  

 

dir. 𝑑(𝑋𝑚𝑙, 𝑋0)  ve 𝑑(𝑌𝑚𝑙, 𝑌0)  her ikisi birden kesinlikle 
𝜀

2
'den küçük olamayacağından, 

𝑑(𝑋𝑚𝑙, 𝑋0) ≥
𝜀

2
 veya 𝑑(𝑌𝑚𝑙, 𝑌0) ≥

𝜀

2
 olmalıdır. Böylece, (𝑚, 𝑙) ∈ 𝐴(

𝜀

2
) ∪ 𝐵(

𝜀

2
)dir. Bu ise 

𝐶(𝜀) ⊂ 𝐴(
𝜀

2
) ∪ 𝐵(

𝜀

2
) olduğunu gösterir. 
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 𝑟1 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑋𝜂𝜍 = 𝑋0  

 

ve 

 

 𝑟2 − 𝐼2 − lim𝜂→∞
𝜍→∞

𝑌𝜂𝜍 = 𝑌0  

 

olduğundan, 𝐴(
𝜀

2
) ∪ 𝐵(

𝜀

2
) ∈ I2  dir. I2  ideal tanımından 𝐶(𝜀) ∈ I2   dir. Böylece (iii) 

ispatlanır. 

 

Tanım 4.1.2. 𝑟 > 0  olsun.  𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi, ∀𝜀 > 0  için 𝑝 ≥ 𝜂 ≥ 𝑖𝜀  ve 𝑞 ≥ 𝜍 ≥ 𝑖𝜀 

olduğunda  

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑝𝑞) ≥ 𝑟 + 𝜀} ∈ I2  

 

olacak şekilde 𝑖𝜀  varsa 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) dizisine kaba I2 −çift Cauchy dizisi veya 𝑟 − I2 −çift 

Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 4.1.2.  I2 ⊂ 2
ℕ × ℕ ’nin kuvvetli uygun bir ideal olsun. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍)  dizisi 𝑟 −

I2 −yakınsak ise bu dizi 2𝑟 − I2 −çift Cauchy dizisidir. 

 

İspat.  𝜀 > 0 olsun.   𝑋𝜂𝜍
r−I2
→  𝑋̃ olduğundan  

 

 𝐴(𝑟 +
𝜀

2
) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  ≥  𝑟 + 

𝜀

2
} ∈ I2 

 

dir. Bu ise  
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 𝐴𝐶(𝑟 +
𝜀

2
) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  <  𝑟 + 

𝜀

2
} ∈ F(I2) 

 

olduğunu gösterir. 𝐴𝐶(
𝜀

2
) ≠ ∅  olduğundan (𝑝, 𝑞) ∉ 𝐴(𝑟 +

𝜀

2
)  olacak şekilde (𝑝, 𝑞) ∈

ℕ ×  ℕ seçilsin. Böylece 𝑑̅(𝑋𝑝𝑞, 𝑋̃)  <  𝑟 + 
𝜀

2
  dir.  

 

𝐵(2𝑟 + 𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑝𝑞) ≥ 2𝑟 + 𝜀}  

 

olsun.  𝐵(2𝑟 + 𝜀) ⊂ 𝐴(𝑟 +
𝜀

2
)  olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐵(2𝑟 + 𝜀) 

olsun. Bu takdirde 

 

 2𝑟 + 𝜀 < 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝑝𝑞) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) + 𝑑̅(𝑋̃, 𝑋𝑝𝑞) < 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) +  𝑟 +
𝜀

2
. 

 

Bu ise 𝑟 +
𝜀

2
< 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  anlamına gelir ve böylece  (𝜂, 𝜍)  ∈ 𝐴(𝑟 +

𝜀

2
) dir.  

𝐵(2𝑟 + 𝜀) ⊂ 𝐴(𝑟 +
𝜀

2
) ve 𝐴(𝑟 +

𝜀

2
) ∈ I2 olduğundan 𝐵(2𝑟 + 𝜀) ∈ I2  dir yani 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) 

dizisi 2𝑟 − I2 −çift Cauchy dizisidir. 

 

Tanım 4.1.3. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) dizisinin I2 −limit supremum ve I2 −limit infimum kavramları 

 

 𝐴𝑥 = {𝜓 ∈ 𝐿(ℝ): {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑋𝜂𝜍 > 𝜓} ∉ 𝐼2} 

 

 𝐵𝑥 = {𝜓 ∈ 𝐿(ℝ): {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑋𝜂𝜍 < 𝜓} ∉ 𝐼2} 

 

olmak üzere 

 I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑥 
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 I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝐵𝑥 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Yardımcı Teorem 4.1.1.  𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) ise  

{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  >  𝑟 } ∈ I2  

 

ve  

 

{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  >  𝑟 } ∈ I2  

dir. 

 

İspat. Aksine {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  >  𝑟 } ∉ I2 olsun. Bu takdirde  

𝜀̃ ≔
𝑑̅(I2−𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍,𝑋̃)− 𝑟 

2
  

olacak şekilde 𝜀̃ > 0 tanımlanabilir. 

I2 −limit supremum tanımından 𝐾1 ∉ I2 olacak şekildeki her bir (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐾1 için 

 

 𝑑̅(𝐼2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝜂𝜍) < 𝜀̃  

 

dir.  

Diğer taraftan 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) olduğundan 𝐾2 ∈ I2 olacak şekilde her bir (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐾2 

için 

 

 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≥  𝑟 + 𝜀̃  

 



26 

dir. 

𝐾 ≔ 𝐾1 ∩ 𝐾1
𝐶 olsun. O halde 𝐾 ∉ I2 dir. Böylece her (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐾 için  

𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) ≤ 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋𝜂𝜍) + 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) < 𝑟 + 2𝜀̃ 

                       = 𝑟 + 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) − 𝑟 = 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) 

 

yazılabilir. Ancak 

 

𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃) < 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  

 

elde edildiğinden bu bir çelişkidir.  

Benzer şekilde  

 

{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  >  𝑟 } ∈ I2  

 

olduğu gösterilebilir. 

 

Teorem 4.1.3.  (𝑋𝜂𝜍) dizisi için I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) ≠ ∅ ise 

I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) ⊆ [I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍 − 𝑟, I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍 + 𝑟]  

dir. 

 

İspat.  𝜀 > 0 ve 𝑋̃ ∈ 𝐼2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) olsun. Bu takdirde  

 

{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃)  ≥  𝑟 +  𝜀} ∈ 𝐼2  

 

dir. Yani 𝐾1 ∈ I2 olacak şekilde (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐾1 için 
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𝑠𝑢𝑝
0≤𝛾≤1

𝑚𝑎𝑥 {|𝑋𝜂𝜍
𝛾
− 𝑋̃𝛾|, |𝑋𝜂𝜍

𝛾
− 𝑋̃

𝛾

|} < 𝑟 + 𝜀  

 

veya 

 

 
𝑠𝑢𝑝
0≤𝛾≤1

𝑚𝑎𝑥|𝑋𝜂𝜍
𝛾
− 𝑋̃𝛾| < 𝑟 + 𝜀  ve   

𝑠𝑢𝑝
0≤𝛾≤1

𝑚𝑎𝑥 |𝑋𝜂𝜍
𝛾
− 𝑋̃

𝛾

| < 𝑟 + 𝜀  

 

dir. 

Böylece 𝐾1 ∉ I2 olacak şekilde her bir (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐾1 için 

 

 𝑋̃ − (𝑟1 + 𝜀) < 𝑋𝜂𝜍 < 𝑋̃ + (𝑟1 + 𝜀)  

 

dir.  

 

Burada iki durum elde edilir. 

İlk olarak 

 

{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑋𝜂𝜍 < 𝑋̃ + ( 𝑟1  +  𝜀)} ∉ I2  

 

yani  𝑋̃ + ( 𝑟1  +  𝜀) ∈ 𝐵𝑥  ve Yardımcı Teorem 4.1.1. den 

 

I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝐵𝑥 = 𝜑 ≤ 𝑋̃ + (𝑟1 + 𝜀)   

 

dir. 

İkinci olarak  
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{(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑋𝜂𝜍 > 𝑋̃ − ( 𝑟1  +  𝜀)} ∉ I2,  

 

yani 𝑋̃ − ( 𝑟1  +  𝜀) ∈ 𝐴𝑥 ve Yardımcı Teorem 4.1.1. den 

 

I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑥 = 𝜑 ≥ 𝑋̃ − (𝑟1 + 𝜀1)  

 

dir. Böylece 𝑋̃ ∈ [I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑋𝜂𝜍 − 𝑟, I2 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑋𝜂𝜍 + 𝑟] olduğu ispatlanır. 

 

Teorem 4.1.4. 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍) dizisinin r-I2 −limit kümesinin çapı 2𝑟 den büyük değildir.  

İspat. Tersini kabul edelim. Bu durumda 𝑙 =  𝑑̅(𝑌, 𝑍)  >  2𝑟 koşulunu sağlayan 𝑌, 𝑍 ∈

I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  mevcuttur. 

𝜀 ∈  (0,
𝑙

2
−  𝑟) keyfi olsun. 𝑌, 𝑍∈𝐼2 − 𝐿𝐼𝑀𝑋𝜂𝜍

𝑟 olduğundan 

 

𝐴1 : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌)  ≥  𝑟 +  𝜀  

 

ve 

 

𝐴2 : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑍)  ≥  𝑟 +  𝜀} 

 

olmak üzere her 𝜀 >  0 için 𝐴1  ∈  I2 ve 𝐴2  ∈  I2 dir. Böylece her bir (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐴 =  𝐴1
𝑐 ∩

𝐴2
𝑐   için  

 

𝑑̅(𝑌, 𝑍) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑌) + 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑍) < 2(𝑟 + 𝜀) < 2 (𝑟 +
𝑙

2
− 𝑟) = 𝑙 = 𝑑̅(𝑌, 𝑍)  

 

dir. Ancak bu bir çelişkidir ve ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.1.5. (𝑋𝜂𝜍) dizisinin r−I2 limit noktaları kümesi kapalıdır. 

İspat. Eğer I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  =  ∅ ise ispat açıktır. I2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ≠  ∅ olduğunu kabul 

edelim. 𝑌̃   bulanık sayısına yakınsak keyfi bir (𝑌𝜂𝜍)  dizisi alınsın. 𝑌̃ ∈ 𝐼2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   

olduğu gösterilmelidir. 

𝜀 >  0 olsun.  𝑌𝜂𝜍  →  𝑌̃ olduğundan, her (𝜂, 𝜍) >  (𝜂, 𝜍)𝜀
2
 için 

 

 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑌̃)  <  
𝜀

2
 

 

olacak şekilde (𝜂, 𝜍)𝜀
2
 ∈  ℕ ×  ℕ  vardır. (𝜂0, 𝜍0) >  (𝜂, 𝜍)𝜀

2
  sağlayan (𝜂0, 𝜍0) ∈ ℕ ×  ℕ 

seçilsin. O halde 𝑑̅(𝑌𝜂0𝜍0 , 𝑌̃)  <  
𝜀

2
 yazılır.  

Diğer taraftan (𝑌𝜂𝜍) ⊆ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   olduğundan (𝑌𝜂0𝜍0) ⊆  I2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟(𝑋𝜂𝜍)  dir. 

Buradan 

 

 {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0  ) ≥  𝑟 +
𝜀

2
} ∈ I2 

 

olur. Keyfi bir 

 

(𝑝, 𝑞) ∈ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0  ) <  𝑟 +
𝜀

2
} 

 

seçildiğinde 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0  ) <  𝑟 +
𝜀

2
  elde edilir ve 

 

(𝑝, 𝑞) ∈ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀}   

 

olduğundan 
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 𝑑̅(𝑋𝒑𝒒 , 𝑌̃)  ≤  𝑑̅(𝑋𝒑𝒒, 𝑌𝜂0𝜍0)  +  𝑑̅(𝑌𝜂0𝜍0 , 𝑌̃)  <  𝑟 +  𝜀 

 

sağlanır.  Buradan 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0  ) <  𝑟 +
𝜀

2
} 

 

kapsaması elde edilir. 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂0𝜍0  ) <  𝑟 +
𝜀

2
} ∉ I2 

 

olduğundan 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌̃ ) <  𝑟 + 𝜀} ∉ I2 

 

olur. Bu ise 𝑌̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) olduğunu gösterir.  

 

Teorem 4.1.6.  (𝑋𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃  bulanık sayısına I2 - yakınsak olmak üzere her (𝜂, 𝜍)  ∈

 ℕ ×  ℕ için  𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍)   ≤  𝑟 ise (𝑋𝜂𝜍) dizisi 𝑋̃ sayısına 𝑟 − 𝐼2 −yakınsaktır.  

 

İspat. Kabulden, her 𝜀 > 0 için 

 

𝐴(𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝜀} ∈ 𝐼2  

 

dir. Ayrıca (𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ için 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌𝜂𝜍)   ≤  𝑟 olduğundan 
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{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ⊆ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑌𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝜀} 

 

kapsaması sağlanır. Böylece 𝐴(𝜀) = {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ∈ I2  elde 

edilir. 

 

Teorem 4.1.7. Eğer 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍 ) dizisi 𝑋̃  sayısına I2 −  yakınsak ise I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) =

𝐵𝑟(𝑋̃) ≔ {𝜇 ∈ 𝐿(ℝ): 𝑑̅(𝜇 , 𝑋̃)  ≤  𝑟 } dir. 

 

İspat.  𝐴1(𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂,𝜍, 𝑌)  ≥  𝜀} olsun. Kabulden 𝐴1(𝜀) ∈ I2 dir.  

𝑌 ∈ 𝐵𝑟(𝑋̃)  alınsın. 𝐴1
𝐶(𝜀) = {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌)  <  𝜀}  olmak üzere her(𝜂, 𝜍) ∈

𝐴1
𝐶(𝜀) için 

 

 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑌) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑋̃) + 𝑑̅(𝑋̃ , 𝑌) < 𝜀 + 𝑟 

 

olduğundan 𝑌 ∈  I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) elde edilir. 

𝐴2 (𝜀) : =  {(𝜂, 𝜍)  ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ )  ≥  𝑟 + 𝜀}  olsun. Keyfi bir 𝑌 ∈ 𝐼2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) 

alınsın. Böylece 𝐴2(𝜀) ∈ I2  dir. Ayrıca 𝑋 = (𝑋𝜂𝜍 ) dizisi X̃  sayısına I2 −  yakınsak 

olduğundan 𝐴1(𝜀) ∈ I2 dir.  

Her (𝜂, 𝜍) ∈ 𝐴1
𝐶 ∩ 𝐴2

𝐶  için 

 

 𝑑̅(𝑌, 𝑋̃) ≤ 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑌) + 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍 , 𝑋̃) < 2𝜀 + 𝑟 

 

olduğundan 𝑌 ∈ 𝐵𝑟(𝑋̃) dir. 
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Yardımcı Teorem 4.1.2. I2(Γ(X)) kümesi, (𝑋𝜂𝜍)  dizisinin tüm ideal yığılma noktaları 

kümesini göstermek üzere, herhangi bir 𝐶 ∈ 𝐼2(Γ(X))  ve her 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   için 

𝑑̅(𝑋̃, 𝐶)  ≤  𝑟 dir. 

 

İspat: 𝐶 ∈ I2(Γ(X)) ve 𝑑̅(𝑋̃, 𝐶)  >  𝑟 olacak şekilde 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  olsun. 

 𝜀: =
𝑑̅(𝑋̃,𝐶)−𝑟

3
  olmak üzere  

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ⊇ {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝐶 ) < 𝜀} 

 

kapsaması vardır. 𝐶 ∈ 𝐼2(Γ(X)) olduğundan 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝐶 ) <  𝜀} ∉ I2 

 

elde edilir. Böylece, 

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ∉ I2 

 

ele edilir. Bu ise 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  gerçeği ile çelişir. 

 

Teorem 4.1.8.  

i.  𝐶 ∈ 𝐼2(Γ(X))  ise I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶) dir 

ii.  I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  = ⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈I2(Γ(X)) ={𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): I2(Γ(X))  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋∗)} dir. 

 

İspat.  

i. 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)   ve  𝐶 ∈ I2(Γ(X))  olsun. Yardımcı Teorem 4.1.2 den 

𝑑̅(𝑋̃, 𝐶 )  ≤  𝑟 dir. 
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Aksi takdirde 𝜀: =  
𝑑̅(𝑋̃,𝐶 )−𝑟

3
  için 

 

 {(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ∉ 𝐼2 

elde edilir. Bu ise 𝑋̃ ∈ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  olması ile çelişir. 

ii. (i) den I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶) olduğu açıktır. Eğer 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶) ⊆ I2 − 𝐿𝐼𝑀

𝑟(𝑋𝜂𝜍) 

olduğu gösterilirse ispat tamamlanmış olur. 

𝑌 ∈ ⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈𝐼2(Γ(X))  olsun. Bu takdirde her 𝐶 ∈ I2(Γ(X))  için 𝑑̅(𝑌, 𝐶 ) ≤ 𝑟 dir. Bu ise 

I2(Γ(X))  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶) olduğunu yani, 

 

⋂ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝐶)𝐶∈𝐼2(𝛤(𝑋)) = {𝑋̃ ∈ 𝐿 (ℝ)): I2(Γ(X)) ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  

 

olduğunu gösterir. 

Şimdi 𝑌 ∉ I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍)  olsun. Bu durumda  

 

{(𝜂, 𝜍) ∈  ℕ ×  ℕ: 𝑑̅(𝑋𝜂𝜍, 𝑋̃ ) ≥  𝑟 + 𝜀} ∉ I2 

 

olacak biçimde bir 𝜀 >  0 sayısı vardır. Bu ise 𝑑̅(𝑌, 𝐶 ) ≥  𝑟 +  𝜀 olacak şekildeki 𝐶 nin  

(𝑋𝜂𝜍) dizisinin bir 𝐼2 −yığılma noktası olduğunu gösterir. Yani, 

 

I2(Γ(X))  ⊈ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃) ve 𝑌 ∉  {𝑋̃ ∈ 𝐿(ℝ): I2(Γ(X))  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  

 

dir. Böylece, 𝑌 ∈ {𝑋̃ ∈ 𝐿 (ℝ): I2(Γ(X))  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  dir ve sonuç olarak {𝑋̃ ∈

𝐿(ℝ): I2(Γ(X))  ⊆ 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑋̃)}  ⊆  I2 − 𝐿𝐼𝑀
𝑟(𝑋𝜂𝜍) elde edilir. 
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5. SONUÇ 

Bu tez çalışmasında, Babaarslan ve Tuncer (2020) tarafından tanımlanan çift bulanık sayı 

dizilerinin kaba yakınsaklığı kaba istatistiksel yakınsaklık kavramına genelleştirilmiştir. 

Ayrıca, bu çift diziler için kaba istatistiksel limit kümesi tanımlanarak bu kümenin bazı 

özellikleri incelenmiştir. Dahası, çift bulanık sayı dizilerinin kaba ideal yakınsaklığı ve 

kaba çift Cauchy dizisi tanımlanarak aralarındaki ilişki gösterilmiştir. Son olarak, kaba 

ideal limit kümesi tanımlanarak bu kümenin geometrik ve topolojik özelliği incelenmiştir. 
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