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OZET

YUKSEK LiSANS

CiFT BULANIK SAYI DiZiLERININ KABA ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIGI

MUHAMMED EMIN CAYAR

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi FUNDA BABAARSLAN

Bu tez c¢alismasi bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, yakinsaklik teorisinin 6neminden ve tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, bulanik say1 dizisi tanimi1 ve bu dizilerin bazi yakinsaklik gesitlerine yer
verilmistir. Ayrica, bu calismanin temelini olusturan c¢ift bulanik say1 dizisi tanimi ile
birlikte bu dizilerin istatistiksel yakinsakligi ve ideal yakinsakligi kavramlari ig¢in bazi
temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, ¢ift bulanik say1 dizilerinin kaba istatistiksel yakisakligi ve kaba
istatistiksel ¢ift Cauchy dizisi tanimlanmistir. Ayrica, kaba istatistiksel limit kiimesi
olusturularak bu kiimenin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde, ¢ift bulanik say1 dizileri i¢in kaba ideal yakinsaklik ve kaba ideal ¢ift
Cauchy kavramlar1 tanimlanarak aralarindaki iliski incelenmistir. Ayrica, ¢ift bulanik say1
dizileri i¢in kaba ideal limit kiimesi ve 6zellikleri verilmistir. Son olarak, bu dizilerin ideal
yakinsakligi ile kaba ideal yakinsakligi arasindaki iliski verilmistir.

Besinci boliimde baz1 sonuclar yer almaktadir.
2023, viii + 40 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Cift bulanik say1 dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Kaba istatistiksel
yakinsaklik, Kaba ideal yakinsaklik.



ABSTRACT

MASTER THESIS

ROUGH STATISTICAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES OF FUZZY
NUMBERS

MUHAMMED EMIN CAYAR

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. FUNDA BABAARSLAN

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the importance of convergence theory and its historical development
are mentioned.

In the second chapter, the definition of sequences of fuzzy number and some types of
convergence of these sequences are given.

In the third chapter, the concepts of rough statistical convergence of double sequences of
fuzzy numbers and rough statistical double Cauchy sequence are defined. Also, by defining
the rough statistical limit set, some properties of this set are examined.

In the fourth chapter, rough ideal convergence and rough ideal double Cauchy sequence of
double sequences of fuzzy numbers are defined and the relationship between them is
investigated. Also, rough ideal limit set and its properties are studied for double sequences
of fuzzy numbers. Finally, the relationship between ideal convergence and rough ideal
convergence of these sequences are given.

The fifth chapter contains some results.

2023, viii + 40 Page

Keywords: Double sequences of fuzzy numbers, Statistical convergence, Rough statistical
convergence, Rough ideal convergence.

Vi



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASL. ...ttt i
TEZ BEYANL ..o, iii
ON SO . e e iv
OZE T ., v

ABSTRACT ...t vi
ICINDEKILER. ... ..ttt vii
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI..........coocoiiiiiii e, viii
L GRS ., 1

2.1. Bulanik Say1 Dizileri.. .......c.ovviiiiiiiiiiii e 3
2.2. Cift Bulanik Say1 Dizileri............coooooiiiiiiiiiiiiicecccveccnicneeee. D

3. CIFT BULANIK SAYI DiZILERININ KABA ISTATISTIKSEL

YAKINSAKLIGL ...ttt 10
3.1. Cift Bulanik Say1 Dizilerinin Kaba Yakinsakligt....................cooeiinn. 10
3.2. Cift Bulanik Say1 Dizilerinin Kaba Istatistiksel Yakinsakligi.................... 13

4. CIFT BULANIK SAYI DiZILERININ KABA IDEAL YAKINSAKLIGI ......... 20

4.1. Cift Bulanik Say1 Dizilerinin Kaba Ideal Yakmsaklig1 .......................... 20
5 SONUC . . et 34
6. KAYNAKLAR. ...t 35

vii



SIMGELER

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte agagida verilmistir.

Simgeler Aciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

L(R) Bulanik sayilar kiimesi

(X) Cift bulanik say1 dizisi

LIM'X,, (X,.) dizisinin kaba limit kiimesi

St,~LIM"X,,_ (x,.) dizisinin kaba istatistiksel limit kiimesi
I,—LIM"X, (x,.) dizisinin ideal yakisaklig

viii



1. GIRIS

Sonlu boyutlu normlu uzaylarda kaba yakinsaklik kavram ilk olarak Phu tarafindan 2001

yilinda asagidaki gibi tanimlanmagtir:

(X, I 1) bir normlu uzay ve (x,7 ), X uzayinda bir dizisi olsun. r > 0 olmak iizere, eger

her bir € > 0 sayisina karsilik n > n,(¢) oldugunda

<r+e

| x, —x.

kosulunu saglayacak bir 1o(e) sayist varsa (x,) dizisi, x, noktasina kaba yakinsaktir
denir. r = 0 oldugunda klasik yakinsaklik elde edilir. Ancak r > 0 oldugu durumda kaba
yakinsaklik énem kazanmaktadir. Ornegin, bir x, noktasma yakinsak oldugu 6ngériilen
bir (¥y) dizisinin terimlerinin hesaplanamadig1 veya dl¢giilemedigi durumda bu dizi yerine,
islemleri kolaylastiracak terimleri bilinen, ||xn - Yy || < rolacak sekilde bir (x,) yaklasim
dizisinden yararlanilir. Bu dizi, klasik anlamda x, noktasina yakinsak degildir ancak kaba

yakinsaktir.

Bu kosulu saglayan bir x, noktasi, (x,,) dizisinin bir r —limit noktas: olarak adlandirilir.

r > 0 oldugu durumda limit noktasi tek olmayacagindan Phu, r — limit kiimesi olarak

adlandirilan
LIern = {x* € X:x, 5 x*}
kiimesini tanimlayarak bu kiimenin geometrik ve topolojik 6zelliklerini aragtirmigtir.

2008 yilinda Aytar (Aytar, 2008), dogal yogunluk kavramini kullanarak kaba yakinsaklik
fikrini n — boyutlu reel uzayda kaba istatistiksel yakinsakliga genellemistir. Daha sonra,
Pal vd. (Pal, Debraj ve Dutta, 2013) ideal kavramini kullanarak kaba yakinsaklig1 ve kaba

istatistiksel yakinsaklig1 genisleten kaba ideal yakinsaklig1 tanimlamislardir.

Akgay ve Aytar (Akcay ve Aytar, 2015) vektdr uzay Ozelliklerine sahip olmadigi igin
normlu uzay kategorisinde olmayan bulanik sayilar uzayindaki dizilerin kaba
yakinsakligini arastirmig, Debnath ve Rakshit (Debnath ve Rakshit, 2019) ise bu dizilerin
kaba istatistiksel yakinsakligi iizerine calismislardir. Bulanmik say1 dizileri ic¢in ideal

yakinsaklik, ideal Cauchy dizisi, ideal smirlhilik gibi 6nemli kavramlar Nuray (Nuray,



2008) tarafindan literatiire kazandirilmigtir. Ayn1 zamanda Kumar ve Kumar (Kumar ve

Kumar, 2008) bu diziler i¢in ideal yakinsakligi caligmistir.

Cift diziler toplanabilme metodlar1 basta olmak tizere farkli uygulama alanlarina sahip
oldugundan birgok matematikginin ilgisini cekmistir. Ornegin, Diindar ve Cakan (Diindar
ve Cakan, 2014) ¢ift dizilerin kaba yakinsakligi, Diindar (Diindar, 2016) ¢ift dizilerin kaba
ideal yakisaklig1, Kisi ve Unal (Kisi ve Unal, 2021) sonlu boyutlu uzaylarda ¢ift fark
dizileri i¢in kaba istatistiksel yakinsaklig1 iizerine ¢alismislardir. Ayrica, Savas (Savas,
1996) tarafindan tanimlanan ¢ift bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligin1 Savas
ve Mursaleen (Savas ve Mursaleen, 2004), kaba yakinsakligini Babaarslan ve Tuncer
(Babaarslan ve Tuncer, 2020), ideal yakinsakligini Diindar ve Talo (Diindar ve Talo, 2013)

incelemislerdir.

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak ¢ift bulanik say1 dizilerinin kaba istatistiksel yakinsakligi ve
kaba istatistiksel limit kiimesi tanimlanmistir. Ayrica, bu kiimenin geometrik ve topolojik
ozellikleri verilmis, istatistiksel yakinsaklik ve kaba istatistiksel yakinsaklik arasindaki
iliskiden bahsedilmistir. Dahasi, bu diziler i¢in ideal kavrami kullanilarak genellestirilen
kaba ideal yakinsaklik ve kaba ideal ¢ift Cauchy dizisi tanimlanmistir. Cift bulanik say1

dizilerinde kaba ideal yakinsaklik i¢in 6nemli teoremler ispatlanmaistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde bulanik say1 dizileri ve ¢ift bulanik sayi dizileri i¢in temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1. Bulanik Say1 Dizileri

Tanmm 2.1.1. X:R — [0,1] seklinde tanimlanan ve asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyona
bulanik say1 denir.

v X normaldir. Yani X(x,) = 1 olacak sekilde en az bir x, € R vardir.
v X bulanik konvekstir,

v X st yar1 stireklidir,

v X% = {x € R: X(x) > 0} kiimesinin kapanis1 kompaktir.

Bulanik sayilarm kiimesi L(R) ile gosterilmek iizere,X € L(R) bulanik sayisinin y—

kesim kiimesi
XY ={x e L(R): X(x) >y}

ile tanimlanir.

y €[0,1] igin xy:[y,ﬂ Y :[y,\?y} ve k € R* olmak iizere, X ve Y bulanik

sayilarinin toplama, ¢ikarma ve skalerle ¢carpma 6zellikleri agagidaki gibidir:

[X+Y] = X7y XV
[X Y] =[x =¥ X" -y |
k-x7=[k-y,k-7]

L(R) tizerinde Hausdorff metrigi olarak bilinen metrik,



d(x7,W)=max(\x_7—Y_7\,W—W

|

olmak tizere
d(L(R) x L(R)) - R

d(X,Y)=supd(X’,Y")

0<y<1

seklinde tanimlanir ve (L(R),d), tam metrik uzaydir ( Puri ve Ralescu, 1983).

Tamm 2.1.2. Bulanik sayilarin bir X :(Xn) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L(R) i¢ine

tanimli bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir 7 pozitif tamsayisina bir X (r7) fuzzy

sayisi karsilik gelir. Genel olarak X (77) yerine X, gosterimi kullanilir (Matloka,1986).

Tanmm 2.1.3. Her € > 0 i¢in 7 > 7, oldugunda J(Xn,)?) < ¢ olacak sekilde € a bagli bir

1o sayis1 varsa (Xn) bulanik say1 dizisi X bulanik sayisina yakimsaktir denir ve limX, = X

n—-oo

veyan — oo i¢in X,, = X ile gosterilir (Matloka, 1986).

X = ( X, ) dizisi sinirhidir denir (Matloka, 1986).

Tanmm 2.1.5. Her £>0 igin 77,5 > N oldugunda J(Xn, X,) < & olacak sekilde pozitif bir

N tamsayist mevcut ise X :(Xn)bulamk say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir (Matloka,

1986).

Tanmm 2.1.6. X = (X;) bir bulanik say1 dizisinin A bulanik sayisina yakinsak bir alt dizisi
varsa A sayisina bu dizisinin limit noktasi denir. X = (X,) dizisinin tim limit noktalarinin

kiimesi Ly ile gosterilir (Aytar, 2004).



Tanmim 2.1.7. M dogal sayilarin bir alt kiimesi ve M,, = {u € M : u < n} olsun. |M,|, M,

kiimesinin eleman sayisini gostermek tizere (M) = lim% limitine M kiimesinin dogal

n—oo

yogunlugu denir. Yogunluk Ozelliklerinden, M€ = N\ M olmak tizere §(M€) =1 —
6 (M) dir. Ayrica, sonlu kiimenin dogal yogunlugu sifirdir ve eger M; € M, ise 6 (M;) <
6(M,) dir (Freedman ve Sember, 1981).

Ornek 2.1.1 M = {u € N: 1 < pu < 6}olsun. M kiimesinin dogal yogunlugu
1 4

lim —|{M}| = lim—=0

n-oon n—-ocon

dir.

Eger §(M) = 0 ise M kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tamm 2.1.8. X = (X;) bulanik sayilarin bir dizisi olsun. Eger bu dizi sifir yogunluklu bir
kiime harig diger tiim 7 ler i¢in bir P 6zelligini saglyorsa X = (X,,) dizisine hemen hemen

her n igin P 6zelligini sagliyor denir ve h. h.n ile gosterilir (Nuray ve Savas, 1995).

Tamm 2.1.9. X = (X,,) bulanik say1 dizisi olmak lizere, V € > 0 i¢in

lim —|{n < n:d(x,, %) 2 ¢} = 0

n—oo

olacak sekilde bir X bulamk sayis1 varsa X = (Xy) dizisi X sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve st — lim X, = X ile gosterilir (Nuray ve Savas, 1995).
17—)00
Tamm 2.1.10. X # @ ve X nin alt kiimelerinin I € 2% smifi
v pel

v N,S€licihnNUS €

v NelveSS NiginS €l



ise I’'ye X’de bir ideal denir. Eger X ¢ I ise I’ye X de bir asikar olmayan ideal denir
(Kuratowski, 1958).

Tamm 2.1.11. X # @ ve X’ nin alt kiimelerinin bostan farkli bir F € 2% smifi
v Q&F
v  ABEFiginANBEF
v AEFveACBi¢inBEF

ise F” ye X de bir filtre denir (Nagata, 1974).

Tamim 2.1.12. [, X de asikar olmayan ideal olmak {izere Vx € X i¢in {x} € X oluyorsa I’

ya X’de uygun ideal denir (Kostyrko vd., 2000).

Tanmm 2.1.13. I, N’ de asikar olmayan ideal olmak {izere, V € > 0 i¢in
I(e) ={neN:d(X,,X) = e} e 1

saglaniyorsa X = (X,) bulanik say1r dizisi X bulanik sayisina ideal yakinsaktir

(I —yakinsaktir) denir (Kumar ve Kumar, 2008).

2.2. Cift Bulanik Say1 Dizileri

Tamm 221. X = (X,.) cift bulanik say1 dizisi, X:N XN - L(R)ye tammli bir
fonksiyondur. (,¢) € N X N noktasindaki fonksiyonun degeri X(1, ¢) = X, ile gosterilir
ve ¢ift dizinin (), ¢). terimi olarak ifade edilir (Savas, 1996).

Tamm 2.2.2. X = (X,.) cift bulanik say1 dizisi olsun. Her £>0 igin, n,¢ = N iken

J(Xm, X ) < ¢ olacak sekilde bir N € N varsa bu dizi Pringsheim anlaminda yakinsaktir

veya X bulanik sayisina P —yakinsaktir denir, P — limX = X seklinde gosterilir.



Biitiin P —yakinsak ¢ift bulanik say1 dizilerinin kiimesi ¢, (F) ile gosterilir (Savas, 1996).

Tamm 2.2.3. X = (X,).) cift bulanik say1 dizisi olsun. Her £ >0 i¢in,n = j = N ve ¢ =

k = N olmak {izere J(Xn Xjk) < ¢ olacak sekilde bir N eN varsa X = (X,,.) dizisine

c}
¢ift Cauchy dizisi denir (Savas, 1996).

Tanmm 2.2.4. M c N X N iki boyutlu pozitif tam sayilarin bir kiimesi olsun ve M(,¢), j <
n, Ve k < ¢ olacak sekilde M kiimesindeki (j, k) sayilar1 olsun. Bu takdirde M nin alt

asimptotik yogunlugu

M(n,¢)

liminf
7.8

= 8, (M)

seklinde tanimlanir.

(—ME]Z'C)) dizisinin limitinin mevcut olmas1 durumunda M kiimesi ¢ift dogal yogunluga

sahiptir denir ve

y M(,¢)
m
n.¢

= 6,(M)

dir (Savas ve Mursaleen, 2004).

Tamm 2.2.5. X = (X;¢) ¢ift bulanik say1 dizisi, her £ > 0 igin,
lim — < <md(X,,X) =€} =0
lim—[{(n,©):n < nveg <m:d(Xy, X) = e}| =

ise X = (X)) dizisi X sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve St, — limX,. = X olarak

yazilir.



Istatistiksel yakinsak ¢ift bulanik say:1 dizilerinin kiimesi St, ile gosterilir (Savas ve
Mursaleen, 2004).

Tammm 2.2.6. I,, N X N iizerinde asikar olmayan bir ideal olsun. Eger vn,¢ € N igin
{n,c} € I, oluyorsa I, idealine uygun ideal, vn,¢ € N i¢in {n} XN ve Nx {n} €,

oluyorsa I, idealine kuvvetli uygun ideal denir.

Kuvvetli uygun bir ideal uygun idealdir. N x N de

I9={NcNxN:@mN) e N)(n,¢ =m(N) = (n,¢) &€ N)}

ideali kuvvetli uygun idealdir (Diindar ve Talo, 2013).

Tamm 2.2.7. I, < 2N %N kuvvetli uygun bir ideal olsun. Her & > 0 i¢in

N(e): = {(n¢) € N x Nid(Xy,X) = e} €],

(&4

ise (X

n¢) Gift bulamk say1 dizisi X bulanik sayisina I, — yakimsaktir denir.

[, = lim X, = X ile gosterilir (Diindar ve Talo, 2013).
17,60

Teorem 22.1. I, c 28*N kuvvetli uygun bir ideal olsun. (X,) dizisi X sayisina

I, —yakinsak ise X tekdir (Diindar ve Talo, 2013).

Teorem 2.2.2. 1, c 2NN kuvvetli uygun bir ideal olsun. (X, ¢ift bulanik say1 dizisi ve

X bulanik say1 olmak iizere

P— lim X,.=Xise I, — lim X,.=X
el g 2 = UM A



dir (Diindar ve Talo, 2013).

Teorem 2.2.3.1, < 2V *N kuvvetli uygun bir ideal olsun. (X,¢) ve (Y,¢) ¢ift bulanik say1

dizileri ve X ve Y bulanik sayilar ve ¢ € R olsun. Eger,

I, — lim X, =X ve I, — lim Y, =Y

n,g—> n,§—>o

ise

i L= lim Xy +Y,)=X+Y
n,§—>

dir (Diindar ve Talo, 2013).

Teorem 2.2.4. 1, ¢ 2NN kuvvetli uygun bir ideal olmak iizere (X,) ve (Y;) dizileri

i. V() EMcN X N,MeF(ly) igin X, <Y, ,

i. IL— lim X, =Xvel,— limY,
n,§—oo n,§—

sartlarii saglayan ¢ift bulanik say1 dizileri ise X < ¥ dir (Diindar ve Talo, 2013).



3. CIFT BULANIK SAYI DIiZIiLERININ KABA ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu béliimde, ¢ift bulanik say1 dizilerinin kaba istatistiksel yakinsakligi ve kaba istatistiksel
limit kiimesi tanimlanacak, ayrica bu kiimenin bazi 6zellikleri incelenecektir. Orijinal
sonuglara ge¢gmeden Once tanim ve teoremlerde yararlanacagimiz On bilgilere yer

verilmektedir.

Bu boliimden itibaren X = (X,,.) dizisi ¢ift bulanik say1 dizisi olarak alinacaktir.

3.1. Cift Bulamk Say1 Dizilerinin Kaba Yakinsakhg

Tamm 3.1.1. ( X;,) dizisi ve X bulanik say1 olmak iizere, eger her € > 0 icin 1,¢ > i,

oldugunda

dXyo X) <r+¢
olacak sekilde i, € N varsa ( X,) dizisi X sayisina Pringsheim anlaminda kaba yakimsaktir

- r Xr ° .. o
denir ve X, — X ile gosterilir.

Burada r kabalik derecesi olarak adlandirilir. Kaba yakinsaklik kavrami, r = 0 igin gift
bulanik say1 dizisinin Pringsheim anlaminda yakinsakligina indirgenir. r > 0 olmasi
durumunda ise, ( Xy) dizisinin r —limit noktas: tek degildir. Bdoylece r —limit kiimesi

asagidaki gibi tanimlanir:

LIM" X, = {X € L(R™): X, 5 X}. (Babaarslan ve Tuncer, 2020).

Iraksak olan c¢ift bulanik sayi1 dizisinin, belirli bir kabalik derecesi ile Pringsheim

anlaminda yakinsak olabilecegi asagidaki 6rnek ile gdsterilmistir.

10



Ornek 3.1.1. X = (Xy) dizisi

£, (x), (n + ¢) tekise

Xne(x) = {fz(x), (n + ¢) ciftise

olmak iizere, £, ve £, bulanik sayilari

—
N R

, x €]0,2] ise

= —-x+ 4
61(x) —— XE€ [2,4] ise
0, d.d.
ve
x—5
> x € [5,7] ise
£5(x) =< —x+9
2(x) L x € [7,9] ise
0, d.d.

seklinde tanimlansin. Bdylece, dizinin y-seviyesi kiimeleri
[£1CO1Y = [2v,4 — 2v]

ve

[£200]Y = [2y + 5,9 = 2y]

dir. 7 negatif olmayan reel say1 olmak tizere

0, r< >,
, T E ise
[¢, — 7,4, +7], d.d.

LIM" X, =

11



dir (Babaarslan ve Tuncer, 2020).

Tamm 3.1.2. X = (X,) dizisi igin eger her ¢ > 0 i¢in k=n=1i, l=2m=i,

oldugunda

J(XngJXkl) <p + €

olacak sekilde i, varsa bu diziye p —¢ift Cauchy veya p kabalik derecesine gore kaba cift

Cauchy dizisi denir.

Kabul edelim ki Y = ( Y,) dizisi X sayisina yakinsak olsun. (Y;,.) dizisinin terimleri tam

olarak belirlenemeyebilir. Boylece, A > 0 yaklasim hatalarinin iist simirmi gostermek

lizere tim 7, ¢ igin

&(ch' Ync) <A

olacak sekilde terimleri bilinen bir (X,) yaklasim dizisini ele alabiliriz. Bu dizi klasik

yakinsak olmayabilir, ancak

d(Xpe, X) < d(Xye Vi) +d(Yye X) <A+ €

oldugundan r = Aigin (X,.) dizisi r —yakisaktir.
Benzer sekilde, bir Y = (Y;,.) Cauchy dizisinin A > 0 igin (X,,.) yaklasim dizisi verilsin.

Her £ > 0 i¢in,

d(Xne, Xi) < d(Xpe, Yoe) + d(Yye, Yia) + AV, X)) <20+ €

12



oldugundan p = 2Aigin (X;) bir p —Cauchy dizisidir (Babaarslan ve Tuncer, 2020).

3.2. Cift Bulanik Say1 Dizilerinin Kaba Istatistiksel Yakinsakhig

Tamm 3.2.1. Her € > 0 igin, r >0 olmak iizere

1 o
lrirrlnlﬁﬂ(n,g):n <nve¢<md(X,.X)=r+e}|=0

- -5ty
ise X = (X,,¢) dizisi X bulanik sayisina kaba istatistiksel yakinsaktir denir, X, 3% le

gosterilir.

Burada r sayisina kaba istatistiksel yakinsaklik derecesi denir. Eger, r=0 alinirsa

Pringsheim anlaminda istatistiksel yakinsaklik elde edilir.

Bir ¢ift bulanik say1 dizisinin kaba yakinsaklik fikrine benzer olarak, X bulanik sayisina

istatistiksel yakinsak olan herhangi bir (¥, dizisinin elemanlari ile islem yapmak zor ise

)

bu dizinin her bir elemani i¢in d (Xn Ync) < r olacak sekilde tiggensel bulanik sayilardan

CI
olusan bir (X,,.) yaklasim dizisi elde edilebilir. Boylece (V;)¢) dizisinin yaklasik degerleri
kullanilarak islemler kolaylikla hesaplanir. Burada (X,.) dizisi X sayisina istatistiksel

yakinsak degildir, fakat
{mom<nves<md(Y,,X)=e}2{(n,¢):n<nves<md(X,,X)=r+e}

kapsamasindan ve kabuliimiizden (X,.) dizisinin kaba istatistiksel yakimsak oldugu

goriiliir.

Genel olarak, r >0 oldugunda dizinin kaba istatistiksel limiti tek degildir. Boylece

r —istatistiksel limit kiimesi asagidaki gibi tanimlanir:

13



~ =Sty -~
Sty — LIM" X, == (X € L(R™): X, — X}.

Tanim 3.2.2. Her £¢>0i¢in, k > n > i,, | = ¢ > i, oldugunda

Xkl)2r+£}|=0

1 _
im— : <L
lrlglnc {m ¢)in <kveg < l:d(Xy,

olacak sekilde bir i, varsa (X;,.) dizisine r — istatistiksel ¢ift Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.2.1. (X,,.) dizisinin r —istatistiksel limit kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.

Ispat. Tersi kabul edelim. Yani, d(Y,V) > 2r olacak sckilde Y,V € St, — LIM" X,

vardir. € € (0,@— r) olarak almsin. Y,V € St, — LIM" X, oldugundan, Ve > 0

i¢in
A(&): = { ) s d(Xpe,Y) 2 7 + &}

ve

AZ(E): {(77: g) : CI(Xn(;' V) =71+ g}

olmak tizere 6,(A;1(¢)) = 0 ve §,(4,(¢)) = 0 dir. Boylece her bir (n,¢) € A{(e) N

5(¢) igin

acy,v)
2

d¥,V) <d(Xpe,Y) +d(Xye, V) <2(r+¢) <2 <r + - r> =d(Y,V)

14



elde edilir. Bu ise bir geliskidir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2. St, — LIM" (X;,¢) kapali bir kiimedir.

Ispat. Eger St, — LIM"(X,.) = @ ise ispat agiktir. St, — LIM"(X,.) # @ olsun. Bu
kiimeden 7,¢ — oo ikenY,. — ¥ saglayacak sekilde keyfi bir () dizisi alinsin. ¥ €
St, — LIM" (X,)¢) oldugu gosterilmelidir.

g > 0Oolsun. Y, —» ¥ oldugundan, her n > ne Ve ¢ > g icin
I L &
d(YﬂC' Y) < =

olacak sekilde ne ve ¢e vardir.
2 2

060’

Mo > 1,60 > ¢z olacak sekilde (1o,60) € N X N segildiginde  d(Yyq,, V) < =
2 2

yazilir.

Diger taraftan (Y, ) € St; — LIM"(X,.) oldugundan Y, . < St, — LIM"(X,) olur.

Buradan

1 - €

1,}5{}@ |{(’7' ):d(Xpg, Yogg,) 27 + E}l =0

dir.

Keyfi bir (p,q) € {(n, ¢): CZ(X,K, Ynoco) <r+ 2} sectigimizde &(qu, Ynoco) <r+ % elde

edilir. (p,q) € {(n,s) € N x N:d(X,., V) < 7+ &} oldugundan

d(Xpq, V) < d(Xpg, Yooeo) + d(Ynoeor ¥) < 7 + €

0So’

dir. Boylece,

5 > . €
{mo)e NxNd(X,..,V)< r+e}2 {(n, ):d(Xpe Yooe,) < T +§}

15



kapsamasi elde edilir.

5, ({(n, O):d(Xye, Yyoo) < T +§}) =1

oldugundan
5;((ne) e N x Nid(X,, V)< r+¢}) =1
dir. Buise ¥ € St, — LIM" (X,) oldugunu gdsterir.

Teorem 3.2.3. Eger ( X,,) dizisi X sayisina istatistiksel yakinsak ise
Sty — LIM" (Xy) = B (X) = {p € LR:d(u, %) < 7}

dir.

ispat.

Ar: = {(n,¢): d(X,c,Y) = €} olsun. Kabuliimiizden §,(A4; ) = 0 dir.
Y € B_r()?) olsun. (n,¢) € AS igin

d(Xye,Y) <d(Xpe , X)+d(X,Y)<e+r

¢’ ¢’

oldugundan Y € St, — LIM" (X,,.) elde edilir.

Ayi = {(n,¢): d(Xye,Y) =7+ €} olsun. Keyfi bir Y € St, — LIM"(X,) almsin.
Boylece 6,(A,) = 0 dir. Ayrica kabuliimiizden §,(4;) = 0 dir.

Her (n,¢) € A% n AS igin
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d(Y,X) <d(X,. Y)+d(Xy. . X)<2e+r

oldugundan Y € B,.(X) dir.

Teorem 3.2.4.Y = (Y;) dizisi X sayisina istatistiksel yakinsak olmak iizere, her (n,¢) €

N x Ni¢in CZ(X,K, Yoo) < rise (X,) dizisi X sayisina - istatistiksel yakisaktir.

Ispat. Kabulden, Ve > 0 icin

5;{m¢)e N x Nud(¥,,X) = ¢})=0

dir. Ayrica, (7,¢) € N X Nigin d(X,,Y,) < r oldugundan

{m¢o) e Nx N:d(Ye, X)= e} 2{(n,¢) € N x N:d(X,,., X) =7+ ¢}

kapsamasi saglanir. Boylece,

5;{mo)e N x Nd(X,, X) =7+ ¢})=0

elde edilir.

Yardima Teorem 3.2.1. I'(X,.) , (X;) dizisinin tim istatistiksel yi18ilma noktalarinin
kiimesini gostermek iizere, eger C € I'(X,.) ise her X’EStZ—LIMr(XnC) icin

d(X,C) < rdir.

Ispat. C € I'(X,;) ved(X,C) > r olmak iizere X € St, — LIM"(X,,.) Ve
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a(x,.c)-
g = X G 1aun.

{mo)e NxNd(X,, X)=r+e}2{(n¢) € N x Ned(X,,C) < ¢}

kapsamasi saglanir. Ayrica, C € I'(X,,.) oldugundan

5;({(n¢) € N x N:d(X,,C)< €}) #0

elde edilir. Dolayisiyla,

5;{mo)e N x Nd(X,, X )= r+¢})#0

dir ve bu sonu¢ X € St, — LIM" (Xy¢) kabulii ile geligir.

Teorem 3.2.5.

i.  Eger C €I'(X,,) iseSt, — LIM"(X,.) € B,(C) dir.

i. Sty = LIM"(Xy0)= Neer(x,o) B-(€)={X € L(R): ' (X,c) < B,(X)} dir.

Ispat.
I. )?EStZ—LIMr(ch) ve C €' (X,) olsun. Yardimci Teorem 3.2.1. den
dX,c) <r
dir. Aksi takdirde & = 2EXT join

5;{m¢)e N x Nid(X,, X )= r+¢})#0
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elde edilir.
ii. (i) denSt; — LIM™(X;) S Neerexye) B,.(C) oldugu agiktr.

Y € Ncerx, Br(C) olsun. Kabulden, VC € I'(Xy,) i¢in d(Y,C) < r elde edilir. Bu ise

I'(Xye) € Bo(Y), yani

B,(C) = {X € L(R):I'(X,0) € B (X))}
CET (Xn¢)

oldugunu gosterir.

Simdi Y €& St, — LIM" (X,,.) olsun. O halde

5;{m¢)e N x Nid(X,,, X )= r+e})#0

olacak sekilde € > 0 vardir. Boylece (X;) dizisinin d(Y,C) = r + & esitsizligini

saglayan bir C istatistiksel yi1gilma noktasi vardir, yani

I'(X,) €B.(Y)veY & {X € L(R): T'(X,.) < B-(X)}

dir. Boylece, Y € {X € L(R):I'(X,c) € B,(X)} elde edilir. Sonug olarak

{X € L(R):T'(Xyo) € B, (X)} € St, — LIM™(X,,) dir.
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4. CIFT BULANIK SAYI DIZILERININ KABA IDEAL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde ¢ift bulanik say1 dizileri i¢in kaba ideal yakinsaklik kavrami tanimlanarak
onemli sonuclar elde edilecektir.

4.1. Cift Bulanik Say1 Dizilerinin Kaba Ideal Yakinsakhg

Tanm 4.1.1. 1, c 2N¥*N°nin kuvvetli uygun bir ideali olsun. r > 0 olmak iizere, her & >

0 i¢in
A(): = {(n,¢) € N X Nid(Xy, X) = 7 + e} €],

ise X = (X,,¢) dizisi X bulanik sayisina kaba I, — yakinsaktir (r — I, — yakinsak ) denir
- -,
ve X 3Rl gosterilir.

Kaba I,- yakimsaklik kavrami, r = 0 i¢in I, — yakinsaklik kavramina indirgenir. r > 0
olmasi durumunda ise, (X;) dizisinin 7 —limit noktas: tek degildir. Bdylece kaba

[, —limit kiimesi asagidaki gibi tanimlanir:
~ I'—Iz ~
I, — LIM" (X,0) = {X € LR™): X, — X}
Teorem 4.1.1. X = (X,,c) ve Y = (V;,¢) bulanik say1 dizileri olsun.

i r—lim Xy =X ise r— I, — lim X, = X dir

¢—00 ¢—00

ii.  Her hangi bir ¢ € R i¢in I%I — I, = Jim X, = X iser —I, = limc X, = cX dir
c—)OO g—)oo

i, rl—Iz—%grt)loXng=Xver2—12—7;1_r;{>10Yng=Ylse

¢—00 ¢—>00
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T‘l +T‘2 _12 —%L%(ch + Ync) = X'{‘ Y

¢—>00

ispat.

L= lim X, = X olsun. O halde, r > 0 ve her ¢ > 0 i¢inn > p,¢ > q iken

¢—00

d(Xp.,X) <r+e olacak sekilde bir (p,q) vardir. €>0 icin A(e) = {(n,¢) €
N x N:E(ch, X) = r + &} olsun. I, uygun ideal olmak iizere, A(e) kiimesinin sonlu bir

kiime oldugu ve I,’nin elemani oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece r — I, — r}l_r)lgo Xpe = X

¢—00

dir.

ii. y€[0,1] vec=#0 herhangi bir reel say1 olsun. X,

Yg’ , strastyla X, ve X,'m
y -seviye kiimeleri olsun. & > 0 verilsin. d(cX,”/C, cXg) = |C|d(X,)7/c, Xg) oldugundan

E(CX%/C, cXg) = |C|E(X,]1/c, Xg) dir. Kabulden, IrTI —1— gl_r)go Xye = X, olduguna gore,

¢—00

ACS) ={m,0) e Nx N:d(Xy, Xo) 2 €1,

[c] el
dir.

B(r+¢)={(n,¢) ENX N:E(CX,K, cXg)=r+e} olsun. Bazn &€> 0 icin B(r+

¢) kiimesinin A(r + &;) kiimesi tarafindan igerildigini ispatlamak yeterli olacaktir.

(m,l) € B(r + ¢€) olsun. O halde
r+e < d(cXye cXo) = lcld(Xye Xo)
dir. Bu ise

&

d(X, Xo) = |r7| + = =1 + & (diizenle)

el
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dir ve dolayisiyla (m, 1) € A(r + &) anlamina gelir. (X,,¢), r — I, -yakinsak oldugundan

A(r + &) € I, dirve B(r + ¢) € I, ispatlanir.

Y,

asw « . ‘y ‘y
.  ye€[01]icinX;.Y, e

14 14
ner Yoo Xo ve Yy sirasiyla X

o X, ve Y, i y -seviye kesmeleri

olsun. d(Xy. + Yy, Xy +Yy) < d(Xy., X)) +d(Y;.,Yy) oldugundan,
d(Xpe + Yye Xo + Yo) < d(Xpe, Xo) + d (Yo, Yo)
saglanir.

e > 0 olsun.

AG) ={(¢) € N X N:d(Xpe, Xo) =711 + 3,

BC) ={(n,¢) € NXN:d(Ype,Yo) =7, + 3

ve

C(e) ={(¢) ENXN:d(Xpe + Yoo, Xo + Vo) =1y + 15 + &}

kiimeleri alinsin. C(¢) c A(g) V) B(g) oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

(m, 1) € C(¢) alinsin. O halde

£ < d(Xpmy + Y Xo + Yo) < dXp, Xo) + d (Y, Vo)

dir. d(Xpm1, Xo) Ve d(Yny, Yo) her ikisi birden kesinlikle ~'den kiigiik olamayacagindan,
d(Xp, Xo) = - veya d(Ypn, Yo) = = olmalidir. Bdylece, (m,1) € AC) U B()dir. Bu ise

C(e) c A(g) V) B(g) oldugunu gosterir.
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T‘l - 12 - gl_l;lgoxng = XO

¢—00
ve

rz_Iz_gl_l;lgang =YO

¢—00

oldugundan, A(g) UB(%) €1, dir. I, ideal tammundan C(¢) €1, dir. Boylece (iii)

ispatlanir.

Tanim 4.1.2. v >0 olsun. X = (X;.) dizisi, Ve >0 igin p=n =i, ve g =¢ =1,

oldugunda
(o) e N x Nid(Xpe, Xpq) 27+ €L

olacak sekilde i, varsa X = (X,) dizisine kaba I, —¢ift Cauchy dizisi veya r — I, —¢ift

Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1.2. I, c 2Y*N nin kuvvetli uygun bir ideal olsun. X = (X,.) dizisi r —

I, —yakinsak ise bu dizi 2r — I, —¢ift Cauchy dizisidir.

. -1,
Ispat. ¢ > 0 olsun. X, 3 oldugundan

A +9:= (1)) € N x Nid(X, %) 2 7 + el

dir. Bu ise
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AS(r+2): = {(n,¢) € N x N:d(Xpe, X) < 1 + } €F(Ip)

oldugunu gosterir. Ac(g) # @ oldugundan (p,q) € A(r+§) olacak sekilde (p,q) €

N x N segilsin. Boylece d(Xp,, X) < r + g dir.

BQ2r+¢) ={(,¢) € N x N:d(Xy, X,q) = 27 + ¢}

olsun. B(2r+¢) c A(r + S) oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. (n,¢) € B(2r + ¢)

olsun. Bu takdirde
2r + & < d(Xpe Xpg) < d(Xpe, X) + d(X, Xpg) < d(Xye, X) + 7+~

Buise r + Z < CZ(X,K, X) anlamina gelir ve bdylece (17,¢) € A(r + g) dir.
B(2r +¢) c A(r +-) Ve A(r +-) € I, oldugundan B(2r + ¢) € I, diryani X = (X,,)

dizisi 2r — 1, —¢ift Cauchy dizisidir.
Tamm 4.1.3. X = (X,,.) dizisinin I, —limit supremum ve I, —limit infimum kavramlar
Ay ={p € LR):{(n,¢) € N X N: X, > ¢} € I}

B, ={p € L(R):{(n,¢) € N x N: X, <y} & L}

olmak tlizere

I, — liminf X, == inf Ay
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I, — limsupX, = supBy

seklinde tanimlanir.

Yardimer Teorem 4.1.1. X € I, — LIM"(X,,) ise

{(n,¢) € N x N:d(l, — limsupX,,X) > r}€l,
ve
{(n,¢) € N x N:d(l, — liminfX,,X) > r}el,

dir.

Ispat. Aksine {(n,¢) € N x N:d(l, — limsupX,, X) > r} &I, olsun. Bu takdirde

(%4

£ d(I;-limsupXye,X)—r
- 2

olacak sekilde & > 0 tanimlanabilir.

[, —limit supremum tanimindan K; & I, olacak sekildeki her bir (n,¢) € K, igin

d(I; — limsupXpe, X;c) < &

dir.

Diger taraftan X € I, — LIM" (X;,) oldugundan K, € I, olacak sekilde her bir (,¢) € K;

i¢in

d(Xye X) = r+£
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dir.
K == K, n Kf olsun. O halde K ¢ I, dir. Béylece her (1,¢) € K igin
d(1; — limsupX,., X) < d(1; — limsupXye, X;c) + d(Xpe, X) <71+ 28

=r +d(I, — limsupX,, X) —r = d(I, — limsupX,, X)

yazilabilir. Ancak

d(I, — limsupX,., X) < d(I, — limsupX,., X)

elde edildiginden bu bir ¢eligkidir.

Benzer sekilde

{(n,¢) € N x N:d(l, — liminfX,.,X) > r}el,

(%4

oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.1.3. (X)) dizisi igin I, — LIM" (X,,.) # @ ise
I, — LIM"(X,) € [I, — limsupX,c — 7,1, — liminf X, + 7]

dir.

Ispat. ¢ > 0veX €I, — LIM"(X,) olsun. Bu takdirde

{m¢) € N x Nd(X,,o, X) =7 + e} €1,

(@4

dir. Yani K; € I, olacak sekilde (,¢) € K; igin
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—y =Y
sup Y _ $y Y 7
05yslmax{|&7§ X |'|ch X |} <r+e

veya

sup

max|XY. — %' <r+eve P max|X. —)_?y <r+4e¢
Oo<y=<1 =n¢ = ng

0<ys<1

dir.

Boylece K; € I, olacak sekilde her bir (1,¢) € K; igin
X—-(n+e <X <X+(m+e
dir.

Burada iki durum elde edilir.

Ik olarak

{n¢o) ENXNX, < X+(r, + 8},

yani X + (r; + €) € B, ve Yardimc1 Teorem 4.1.1. den
I, — limsupX;,. = supB, = ¢ < X+ +e)

dir.

Ikinci olarak
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{n¢) ENXNX, . >X—(nr + )} €1y,

yaniX — (r; + ¢€) € A, ve Yardimci Teorem 4.1.1. den

I, — liminfX,. = infAy =9 =2 X — (r, + &)

dir. Boylece X € [12 — limsupX, . —r,1, — liminf X, + r] oldugu ispatlanir.

Teorem 4.1.4. X = (X,,¢) dizisinin r-I, —limit kiimesinin gap1 2r den bilyiik degildir.

Ispat. Tersini kabul edelim. Bu durumdal = d(Y,Z) > 2r kosulunu saglayan Y,Z €
I, — LIM" (X;¢) mevcuttur.

e € (0,7 — ) keyfi olsun. Y, Z€EI, — LIM§, oldugundan

A= {(n¢) € N x Nid(X,,.,Y) =7 + ¢
ve
Ay ={(n¢) € N x Nid(X,,c,Z) = 1 + ¢}

olmak tizere here > 0igin A; € I, ve A, € I, dir. Boylece her bir (n,¢) € A = A{n

A$ igin

d(Y,z) <d(X,.,Y)+d(X,

C,Z)<2(r+£)<2(r+é—r)=l=cf(Y,Z)

dir. Ancak bu bir ¢eligkidir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.5. (X,,) dizisinin r—I; limit noktalar1 kiimesi kapalidir.

Ispat. Eger I, — LIM" (Xyc) = @ ise ispat agiktir. I, — LIM"(X,.) # @ oldugunu kabul
edelim. ¥ bulanik sayisia yakinsak keyfi bir (Y,¢) dizisi alinsim, Yerl,— LIM" (X))

oldugu gosterilmelidir.

e > 0olsun. Y, = ¥ oldugundan, her (n,¢) > (1, g); icin

d(Yye, V) < -

olacak sekilde (17,¢)s € N X N vardir. (n9,69) > (1,¢)e saglayan (19,69) EN X N
2 2

secilsin. O halde d ¥,

0G0’

) < Eyazﬂlr.

Diger taraftan (Y;c) €1, — LIM"(X;)  oldugundan (Y, ) < I, — LIM"(X,.) dir.

Buradan

(o) e N x Nd(X, Y0, )2 r+5} €y

olur. Keyfi bir

- £
(P.@) € {(1,6) € N X Ned(Xyg, Yy, ) < 7+5)

secildiginde d (X

& A
e Ynoco ) < T+ ~ elde edilir ve

@) e{ne) € N x Nid(X,e, V) < r+¢}

oldugundan
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d(Xpq, V) < dXpg Vipey) + AdVype V) <7 + &

0So’

saglanir. Buradan

- ~ - &
() € N X N:d(Xy, 7)< r e} 2{(1.6) € N X Ned(Xyg, Yyog, ) < 7+5)

kapsamasi elde edilir.

5 €
{(77' )€ N x Ned(Xyg, Y5, ) < 7 +§} €1,

oldugundan

{mo)e Nx Nd(X,.,V)< r+e}el,

(@

olur. Buise ¥ € I, — LIM" (X,,) oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.6. (X,) dizisi X bulanik sayisina I,- yakinsak olmak iizere her (1,¢) €

N x Ni¢in &(ch, Yyo) < rise (Xp) dizisi X sayisma r — I, —yakinsaktir.
Ispat. Kabulden, her £ > 0 igin

A(e) ={(n,c) € N x N:d(X,e,X) = e} €,

dir. Ayrica (n,¢) € N X Ni¢in J(Xm, Y,¢) < roldugundan
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{mo)e NxNd(X, X)=r+e}c{(n¢) e N x Nud(Y,e, X) = ¢}

kapsamast saglanir. Boylece A(e) = {(n,¢) € N x Nid(X,, X) = r+e}€l, elde

CI
edilir.

Teorem 4.1.7. Eger X = (X,.) dizisi X sayisina I, — yakinsak ise I, — LIM" (X,) =

B, (X) = {ueL®):d(u,X) < r}dir.

Ispat. A;(e): = {(n,¢) € N x N:d(X,,Y) = &} olsun. Kabulden 4, (¢) € I, dir.

Y € B,(X) alinsm. A$(e) ={(n,¢) € N x N: d(Xpe,Y) < €} olmak iizere her(n,¢) €

g'
A§ (&) igin

d(Xpe,Y) < d(X

ng,)?)+(z()?,Y)<£+r

oldugundan Y € 1, — LIM" (X,,.) elde edilir.

Ay, (8): = {(n,¢) € N x N:d(X,,X) = r+¢&} olsun. Keyfi birY € I, — LIM" (X,,)
alinsin. Boylece A,(e) € 1, dir. Aynica X = (X, ) dizisi X sayisina I, — yakinsak
oldugundan A;(¢) € I, dir.

Her (n,¢) € A% n A5 igin

d(v,X) <d(x

ne Y)+d(Xye , X) <2e+7

(94

oldugundan Y € B,.(X) dir.
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Yardimer Teorem 4.1.2. 1,(I'(X)) kiimesi, (X;) dizisinin tim ideal yi8ilma noktalari
kiimesini gdstermek iizere, herhangi bir C € I,(I'(X)) ve her X € I, — LIM" (Xp¢) igin
d(X,C) < rdir.

Ispat: C € I,(T'(X)) ve d(X,C) > r olacak sekilde X € I, — LIM" (X,c) olsun.

dX,0)-r .
&= olmak tzere

{mo)e Nx Nd(X,, X)=r+e}2{(n¢) € N x Nud(X,,,C) < &}

(4

kapsamasi vardir. C € I, (I'(X)) oldugundan

{m¢o) e N x N:d(X,.,C)< e} &1,

elde edilir. Boylece,

{n¢o)eNxNd(X,, X)=r+e}e],

(%4

ele edilir. Buise X € I, — LIM" (X,) gergegi ile gelisir.

Teorem 4.1.8.
i. CelL,(TX)) isel, — LIMr(XnC) c B_T(C) dir
ii. 1~ LIM"(Xy) = Neeryrooy Br(O)={X € L(R): 1,(T(X)) € B-(X.)} dir.

Ispat.

i X'elz—LIMr(ch) ve C €I, (I'(X)) olsun. Yardimci Teorem 4.1.2 den
d(X,c) < rdir.
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Aksi takdirde g: = &)

i¢in

{no)e Nx Nd(X,, X)=r+elel,
elde edilir. Buise X € I, — LIM" (X;) olmast ile gelisir.

i, (i)denl, — LIM"(X,.) < B,.(C) oldugu aciktir. Eger B,.(C) S 1, — LIM" (Xp¢)
oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur.

Y € Neer,rx) B,.(C) olsun. Bu takdirde her C € I,(I'(X)) icin d(Y,C) < r dir. Bu ise
I,(T'(X)) € B,(C) oldugunu yani,

nCEIZ(F(X)) B_r(C) = {X €L(R)):LIX) Ec B_r()?)}

oldugunu gosterir.

Simdi Y €& I, — LIM" (X,) olsun. Bu durumda

{n¢o)eNxNd(Xy, X)=r+e}e],

(%4

olacak bigimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. Bu ise d(Y,C) > r + ¢ olacak sekildeki C nin

(Xy¢) dizisinin bir I, —y1gilma noktas1 oldugunu gosterir. Yani,

LX) €B,X)veY ¢ {X € L(R):1,(I'(X)) < B.(X)}

dir. Béylece, Y €{X €L (R):,(I'X)) €B.(X)} dir ve sonug olarak {X€
L(R): (X)) €B.(X)} € I, — LIM"(X,,) elde edilir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda, Babaarslan ve Tuncer (2020) tarafindan tanimlanan ¢ift bulanik say1
dizilerinin kaba yakinsaklig1 kaba istatistiksel yakinsaklik kavramina genellestirilmistir.
Ayrica, bu cift diziler i¢in kaba istatistiksel limit kiimesi tanimlanarak bu kiimenin bazi
Ozellikleri incelenmistir. Dahasi, ¢ift bulanik say1 dizilerinin kaba ideal yakinsakligi ve
kaba ¢ift Cauchy dizisi tanimlanarak aralarindaki iligki gosterilmistir. Son olarak, kaba

ideal limit kiimesi tanimlanarak bu kiimenin geometrik ve topolojik 6zelligi incelenmistir.
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