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1. GIRIS

Matematik, dogada veya sosyal hayatta var olan bir¢ok durumu veya fenomeni modellemest,
gozlemlenen noktanin o6zelliklerini, dinamiklerini anlamak agisindan oldukga iglevseldir.
Insanlar binlerce yildir etrafinda olan biteni daha iyi anlamak i¢in matematik yapmaktadirlar.
Gozlemlenen ve matematiksel modele dokiilen nokta bazen bir hastaligin insan viicudundaki
seyri, bazen 1sinin bir metal ¢ubuktaki iletimi, bazen bir diflizyon olayi, bazen en ileri
kuantum mekanigi fenomenleri, bazen bir finansal aracinin opsiyon fiyatidir. Matematikgiler
burada bahsedilmeyen daha bir¢ok durum ile ilgili modellemeler yapmis, bilinen
durumlardan daha ileri durumlara tahminlerde bulunmus, gegerli olmayan tahminlerini
revize etmig, daha iyl modeller kurmug sonrasinda yine revize etmistir. Boylelikle bilimin
en temel ¢abasi olan yasadigimiz evreni daha iyi anlama adina sonu gelmeyecek bir sertiven

insanoglunun dinyadaki ilk anlarindan bugtine kadar devam etmektedir.

Matematiksel modelleme gozlemlenen bir fenomen ile onu var eden dinamikler arasindaki
iliskiyi inceleme, analiz etme ve bu dinamikleri matematik dilinde yazma iglemidir. Bu islem

genellikle diferansiyel denklemler veya Fark Denklemleri yardimiyla yapilmaktadir.

Opstiyon fiyati belirfleme tizerine 1973 yilinda yayinlanan Black-Scholes Denklemi ¢igir
acict bir gelisme olmustur. Myron Scholes ve Fisher Black tarafindan opsiyon fiyati
belirlemek adina yapilan bu calisma bu alanda yapilacak olan daha bir¢ok caligmanin

ilklerindendir.

1.1 Literatiir Taramasi

Finansal varliklarin gelecekteki degerlerini tahmin etme uzerine ilk matematiksel
modellemeler ¢ok eski tarihlere kadar gitmektedir. Ornegin Thales M.O. 5. Yiizyilda
yildizlara ve mevsime bakarak gelecek yil zeytin hasadinin ¢ok olacagi tahmininde
bulunmug ve zeytin hasadinda kullanilan aletleri satin almigtir. Tahmininde hakli ¢ikan
Thales zeytin hasat mevsiminde sahip oldugu aletleri komsularina kiralamig ve bu sebeple
bu durumdan kar elde etmigstir. Ayrica Romalilar da tirtinlerin fiyat: ile ilgili bu tiir tahminler

yapmiglardir.

Modern anlamda Finansal opsiyon fiyatlart tizerine ilk g¢alisma 1900 yilinda Sorbonne

Universitesinde bir doktora 6grencisi olan Louis Bachelier tarafindan yapilmistir. Bachelier,



hisse fiyatlarinin bir Brown hareketi yardimiyla agiklanabilecegini dusiinip ¢aligmasini

buna gore yapmustir. Iste tam bu noktada Brown hareketinin ne oldugunu bilmek gerekir.

1827 yilinda bir botanik¢i olan Robert Brown suda ytizen polen pargaciklarint mikroskop
altinda inceliyordu. Bu sirada polenin su molekiilleri arasinda rastlantisal hareket ettigini
gozlemledi. Daha sonra bu gozlemin polen haricinde bagka durumlarda da oldugunu

gozlemledi fakat bu hareketin kaynagini belirleyemedi.

Bu hareketi matematiksel olarak ilk agiklayan kigi 1880 yilinda Thorvald N. Thiele olmustur.
En Kigtuk Kareler Yontemi tizerine yazdigi bir makalesinde bu hareketin kaynagini
aciklamistir. Bu hareket soyle aciklanabilir. Bir polen bir su molekuliiniin yaklagik olarak
1000 kat1 biryiikluktedir. Yani ayni anda bir¢ok su molekiilii polene bir etki uygular. Bu etki
tamamen rastlantisaldir ve ne taraftan daha ¢ok etki gelirse polen diger tarafa dogru yavasga
hareket eder. Aynt durum ters taraf i¢in de gecerlidir. Sividaki Brown hareketinin sebebi

polene uygulanan kuvvetlerdeki anlik dengesizliklerdir.

Bachelier’in g¢aligmasi negatif menkul kiymetler ve opsiyon fiyatin1 hesaba katar fakat
paranin zaman degerinin hesaba katmaz Yine de finansal araglarin fiyatlarinin Brown
Hareketi ile agiklanmasi fikri bu alandaki ¢aligsmalari hizlandiran bir gelisme olmustur. Bu
caligmadan sonra opsiyon fiyatt belirleme bir¢gok ¢aligmayla gelisti. Bu ¢aligmalari yapanlar
1961 yilinda Sprenkle, 1963 yilinda Ayres, 1964 yilinda Boness, 1965 yilinda Samuelson,
1967 yilinda Thorp ve Kassauf, 1969 yilinda Samuelson ve Merton, 1970 yilinda Chen gibi

arastirmacilardir.

Black—Scholes Formulii matematikg¢ilerin uzun siire tizerinde durduklar opsiyon fiyatlama
tizerinde bir devrim etkisi yapmistir. Cinki Black-Scholes Formiilii Brown hareketiyle
olusan rassal volatilite (fiyatlardaki oynaklik) haricinde sadece gozlemlenebilir degiskenler
gerektirir ve bu durum hem piyasa yapicilar hem de islem yapanlar i¢in kargilagtirma yapma
imkan1t verir. Black-Scholes Formiili opsiyon piyasalarinin = biyimesinde ve
yayginlagmasinda pozitif bir etki yapmistir. Daha sonra Robert C. Merton modelde
¢oziilemeyen bir problemi ¢ozmiis bu sebeple bu modele Black-Scholes-Merton Modeli de
denmektedir. Hatta 1997 yilinda Nobel Odiiliinii bu modelin yazarlari olan Merton ve
Scholes bu c¢aligmalart sebebiyle almigtir. Black 1995 yilinda vefat ettigi i¢in bu oduli

alamamistir.



Fakat her model gibi Black-Scholes ‘un ¢alismasinin da eksik kalan noktalari vardir. Ornegin
bu model Avrupa tipi opsiyonlarin (sadece vade sonunda isleme konulabilen) fiyatlarini
belirlemede etkilidir. Ayrica bu modelde opsiyonu tizerine islem yapilan hissenin temettii
dagitmast durumu ihmal edilmigtir. Bunun gibi eksiklikler matematik¢ilerin bu konudaki

caligmalarina da yon vermistir.

Black-Scholes opsiyon fiyatlama modelinden sonra Cox, Ross ve Rubenstein 1979 yilinda
‘Binom Modeli’ni kurmuglardir. Bu model sayesinde modelin kullanim alani sadece Avrupa
tipi opsiyonlardan daha genis bir kullanim alanina yénelmistir. Daha sonra Derman ve Kani
1994 yilinda ‘Yorumlanmig Agag Modeli’ adimt verdikleri yontemle bu modelin kullanim
alanin1 gelistirmiglerdir. ‘Derman-Kani Modeli’ de denilen bu model Chriss tarafindan 1996
yilinda daha da gelistirilmis ve boylece hem Amerikan tipi (vade siiresince istenilen
zamanda isleme konulabilen) hem de Avrupa tipi opsiyonlara uygulanabilme 6zelligine

kavusmustur.

1.2 Opsiyon Kavrammin Gelisimi

Opsiyon: Finansal bir aracin belli bir stire i¢in ve belli bir fiyat Gizerinden alig veya satig
hakk: demektir. Ornegin, bir lojistik firmasi sahibisiniz ve petrol fiyatlarindaki artis sizin
karimizi olumsuz etkiliyor. Eger petrol fiyatlarinin artacagini disiiniiyorsaniz opsiyon
piyasasinda fiyati petrol fiyatina bagl olan finansal aracin giincel fiyattan alig hakkini satin
alirsimz. Odeyeceginiz bir miktar ticret karsiliginda belli bir siire i¢in petrol fiyatlarindaki
artig sizi etkilemeyecektir. Tabi ki eger petrol fiyatlari tahmin ettiginiz gibi artarsa (opsiyonu
alirken 6dediginiz bedeli karsilayacak kadar) yaptiginiz opsiyon alimi karli bir iglemdir. Bu
sebeple fiyat1 artacag diisintilen bir finansal aracin alig opsiyonu, fiyati azalacag diisiiniilen

bir finansal aracin satig opsiyonunu almak mantiklidir.

Als Opsiyonu (Call Option): Bir finansal araci belli bir siire i¢in belli bir fiyattan alabilme
hakkina alig opsiyonu denir. Eger bir Girintin fiyatinin artacagini diisgiiniiyorsaniz ve o iriintin
alig opsiyonunu satin alirsaniz belli bir siire sonra tUriniin fiyati arttiginda siz bu artigtan

etkilenmezsiniz.

Sans Opsiyonu (Put Option): Bir finansal araci belli bir siire i¢in belli bir fiyat Gizerinden

satabilme hakkina satig opsiyonu denir. Bu durumda da eger iiriinin fiyatinin disecegini



disiiniiyorsaniz bu tGrlinlin satig opsiyonunu alir, Griiniin fiyati belli bir stire sonra diigmesine

ragmen siz yuksek fiyattan satabilirsiniz.

Vadeli islem borsalarinda alis opsiyonlarina long position, Satis opsiyonlarina da short

position da denilmektedir.

Opsiyonlarin tarihsel gelisimi noktasinda az Once bahsettigimiz gibi Thales’in zeytin
fiyatlart tizerine tahmini opsiyonun ilk 6rnegi sayilabilir. Eski Yunanlilar ve Romalilar da
bu konuda ¢aligmalar yapmislardir. 17. Yuzyila gelindiginde ise Hollanda’da lale sogani
tizerine opsiyonlar yazilmistir. O zamanlar lale alim satimi ¢ok populer oldugu i¢in bu ig
tizerine opsiyonlar yazilmigtir. Fakat sozlesmelerdeki hukimler yerine getirilmeyince
opsiyonlar gindemden uzaklagmistir. Daha sonra 1711 yilinda North Sea Sirketi hisseleri
tizerinde opsiyonlar yazilmig fakat takasta sozlesme hiikiimlerine uygun davranilmayinca
tekrardan giindemden diigmiistiir. Amerika’da ise opsiyon kullanimi i¢ savag yillarina kadar
uzanmaktadir. Savas sebebiyle fiyatlari degiskenlik gosteren triinlerin fiyatlarn iizerine
opsiyon sozlesmeleri yazilmistir. Fakat opsiyonlarin kullanimi 1973 yilinda Chicago
Opsiyon Borsasi’nin agilmasi ve 16 hisse senedi i¢in alig opsiyonu diizenlemesiyle hiz
kazanmigtir. 1977 yilinda ise hisse senetleri i¢in satig opsiyonlart da aymi borsada

dizenlenmeye baglamigtir.

Ulkemizde ise 2005 yilinda Vadeli Islem ve Opsiyon Borsasi faaliyete gegmistir. Fakat bu
borsada opsiyonlar islem gormemistir. 2012 Borsa Istanbul Vadeli Islem ve Opsiyon
Sozlesmeleri (VIOP) faaliyete girmesiyle iilkemizde de opsiyon alis ve satis islemleri

baglamisgtir.



2. BLACK-SCHOLES MODELiI ONCESI STOKASTIK SURECLER VE
OPSIYON FiYATLAMA UZERINE CALISMALAR

1900 yilinda Fransiz bir doktora ogrencisi olan Louis Bachelier tarafindan bir model
gelistirilmistir. Opsiyon fiyatlar izerine modelini kuran Bachelier’in ¢alismasi [1], Brown

hareketini ilk defa opsiyon fiyatlama alaninda kullanmasi yontinden bir ilktir.

Bu ¢aligma analitik formda bir ¢alismadir ve normal dagilimi esas alir. Modelin temel
ozelligi iki parametreye ayrilmasidir. Bu model, riskten kaginan bir fiyatlama piyasasindaki

onermeyi desteklemektedir. Modelde uygun olan temel varlik getirisidir.

Bachelier’in c¢alismasi olan ‘Theory of Speculations’ da [1] Brown Hareketi hisse senedi
fiyatlarindaki dalgalanmalarin modellenmesi olarak ortaya cikar. Bachelier’e gore hisse
senedi fiyatlarinda kisa zaman araliklarinda olusan dalgalanmalar hisse senedi fiyatindan
bagimsizdir. Ortiilii olarak bunlann gegmis hareketlerden de bagimsiz oldugunu varsayar.
Siire¢ Merkezi Limit Teoremi ile de birlestirilince bagimsizdir ve Normal dagilim gosterir.
Bachelier’in caligmasinin modern zamanlara etkisi Brown Hareketini Rassal yuriytstin

Difuizyon limiti (belirli bir yeniden 6lgekleme limiti) olarak belirler.

Bachelier, hisse senedi fiyatlarinin bilesenlerini Gauss rasgele degiskenleri olarak
tanimlarken ‘Hafiza eksikligi(lack of memory)’ 6zelligini kullanir ve bu 6zelligi su an
Chapman Kolmogorov Denklemi olarak bildigimiz denklemi yazmak i¢in kullanir. Bu
denklem de Is1 Denklemiyle baglantilidir [2]. Bu ‘Hafiza Eksikligi Ozelligi’ni Markov’un
1906 yilinda yazdigi makaleyle ‘Markov Ozelligi (Markov Property)’ olarak biliyoruz.
Markov, rasgele degiskenlerin sistemini ‘bir zircirle bagli iglemler’ olarak tanimladig i¢in
bu islemlere Markov’un anisina ‘Markov Zinciri’ diyoruz. Markov ayrica bu zincirin de

Chapman Kolmogorov denklemini yazdi.

2.1 Bachelier Formulii :

S—

C(S,T) = S.N (w;) —X.N (%) + aﬁ.n(ﬁ—ﬁ).

Burada ;
S, Hisse fiyatini
X, Opsiyonun iglem fiyatini (strike price)



T, vadeye kalan siireyi

o, hisse senetlerinin anlik standart sapmasini,

N(.), Kumiilatif Normal Yogunluk Fonksiyonunu,

n(.), Normal dagilim yogunluk fonksiyonunu kasteder [3].

Bachelier ¢aligmasini goyle bitirir ; ‘Son bir agiklama belki de gereksiz olmayacaktir. Bu
caligmada ele alinan birkag¢ soruyla ilgili olarak, gozlem sonuglarini teorideki sonuglarla
karsilagtirdim. Bu matematiksek yontemlerle olugturulan formulleri dogrulamak i¢in degildi.
Bunu, yontemlerin degil, sadece pazarin onu yoneten bir yasaya uydugunu gostermek igin

yaptim : ‘Olasilik Yasast”’[1].

Bu fiyatlandirma modelinin yararlt bir sonucu, beklenen bir fiyati yani opsiyonun vade
sonunda veya beklenen kullamm tarihindeki degerini agik¢a tanimlama yetenegidir [2].
Fakat bu yontemde paranin zaman degerinin dikkate alinmamasi sebebiyle bir dezavantaji
oldugu soylenebilir. Ayrica Bachelier’in tanimladigt Brown Hareketinin de dezavantaji
vardir. Bachelier’in modelinde opsiyon fiyatlart negatif de olabilmektedir [4]. Bu durum
finansal anlamda mantikli degildir. Bu problemi Samuelson (1965) [5] Geometrik Brown

Hareketini tanimlayarak ¢ozmustiir.
S(t) = S(0)exp(at + cW (1))

W(t) Brown Hareketi, S(t) varligin fiyati, a ve a sabit katsayilar, o volatilitedir. Burada
W(t)~N(0,t) ise E[e®"®] = exp(%azt)
olur. Burada da a = a — %02 alirsak E[S(t)] = S(0)e® olur. Buradaki E fonksiyonu

beklentidir (Expectation).  ise beklenilen biiyiime oranidir. o, volatiliteyi verir ve standart

sapmanin logaritmik donuslerini verir. log [S(.::t})l))

Bachelier’in ¢aligmasi uzun siire ¢ok dikkat ¢ekmemis finansal araglarin fiyatlarint Brown

nin standart sapmasi ise gvh olur [2].

hareketiyle agiklama dustincesi bir siire sessizlige buriinmustur.

1923 yilinda Norbert Wiener Brown Hareketini olusturmak i¢in titiz bir yol iretti [6]. Onun
amaci pozitif bolgede stirekli gercek degerli fonksiyonlarin uzay1 tizerine bir olasilik 6l¢iisi
olusturmakti. Aslinda integraston ve oOl¢iime dayali olasiligin matematiksel bir yapisini
kurma fikri Borel’e kadar uzanabilir. Borel, 1909 yilinda Biyiik sayilarin gi¢lt kuralinin
Lebesque 6lgimu agisindan bir versiyonunu kanitladi. Fakat stokastik bir siirecin bir anlik

6



goruntisiinden ziyade tim zaman evrimini tartigmak i¢in bazi sabit zaman fonksiyon
uzaylart tizerinde bir integrasyon ve olglim teorisine ihtiya¢ vardir. Iste bu Wiener’in

basarabildigi seydir [2].

Wiener’in ufuk agici makalesi olan ‘Diferansiyel Uzay (Differential Space)’ [6], Brown
Hareketi ¢alismasint da igeren fonksiyon uzaylarinin integrasyonu (sonsuz boyutlu) tizerine
bir ¢caligmadir. Burada Farklar, stirecin Gauss dagilimiyla artiglaridir. Wiener ¢aligmasinda
‘Bu makale varligin1 yazarinin Profesor Levy ile yaptigi konusmaya borgludur. Sonsuz
boyutlu iki integrasyon sisteminin iligkisi ile ilgili olarak yazarin ve Levy’nin ¢aligmasi
birbirine baglidir. Wiener’in g¢aligmast Einstein’in Brown hareketi modeliyle baglar ve

Perrin’in makalesine de atifta bulunur.

Olusturdugu olasilik olgustu arttk Wiener o6lgiisii olarak biliniyor ve Brown hareketinin
matematiksel modeli genellikle Wiener Sureci olarak adlandirilir. Bu 6l¢iimi olustururken

herhangi bir sinirli t zamaninda tiirevlenebilirligin olasiligin1 O olarak belirtir. Boylelikle

herhangi bir aralikta %— € icin Holder Esitsizligini saglama olasiliginin 1 olmasini saglar.

Holder Egitsizligi : Sonlu sayida hepsi O olmayan a; ve b; ,i = 1,2,3, ..., n pozitif sayilarini

alalim. p,q > 1 sayilan % +% = 1 kosulunu saglasin.

Sy ah; < (S, aP) P (T, b7)Y

esitsizligine Holder Esitsizligi denir.
Bu durum yolun purizlaligini olger. Sonunda Wiener, Fourier Katsayilarinin

kurallarini verir. Bundan (0,27) araliginda asagidaki fonksiyon gelistirilebilir:

oo $n(l—cos )+&, sinnt

t
Xt:foﬁ+21 =

0, €1, &1, - N(0,1) rassal degiskenlerinin dizisidir.

Bu formul Fourier-Wiener Serisidir. 1923 yilindaki ¢aligmada ortiik bir gekilde fakat 1933
yilinda Paley ve Zygmund isbirligiyle yazilan makalede acik sekilde ifade edilmistir [7].
Wiener, Brown Hareketi olarak adlandirdigimiz Sirekliligi olan islemi yapilandirdi. Fakat

Bachelier ¢alismasinda sadece bir bolim i¢in ayrik zamandan siirekli zamana tanimlama



yapmisti. Bachelier, Hiperasimptotik teorisini gelistirmek i¢in gerekli matematiksel
mekanige sahip degildi. Bu durumu da 1931 yilinda Kolmogorov tnlt ‘Olasilik Teorisinde
Analitik Yontemler Hakkinda’ adli makalesinde titizlikle ayrik zamandan siirekli zamana
Brown Hareketi ile ilgili bir boliim kaleme ald1 [8]. Bunu Merkezi Limit Teoreminin ispatini
Lindeberg Metoduna genisleterek yapti. Kolmogorov kismi diferansiyel denklemi ayrik
zamanl fark denklemlerinden elde edildi. Bu gegisin var oldugunu gosteren ilk kisi olmasi

sebebiyle Bachelier 6nem arz etmektedir.
Kolmogorov Eklenti Teoremi (Kolmogorov’s Extension Theorem)

..... . ise R™ jizerinde olasilik

Olgumlerl Olsun. Ve (Fl X FZ X ... X Fk) = vtl'tz (Fo.—l(l) X Fo.—l(z) X .. X

otoytat N 1 7 T2 e TR T Pyt tk
Fo140)

Ifadesi tim {1,2, ..., k} izerindeki ¢ permiitasyonlar i¢in ve vy ¢, i, (FL X Fo X X Fy) =
Ve tgrntiotissontism F1 X F2 X X Fg X R X . X R™)

k + m elemanli ve pozitif toplamli olmast durumunda her m € N i¢in

0 tzerinde stokastik stirecin X; oldugu bir (£, F,P) olasilik uzayr vardir ki F Borel
Kimeleri, X0 — R™ olmak tzere:vy, r, ¢ (F1 X F; X .. X F) = P[X; €Fy, .., X, €
Fi]

sartini [9] saglar.
Kolmogorov Siireklilik Teoremi

T >0 ve a,f,D pozitif sabitler olmak tzere X = X;,t = 0 siirecinin asagidaki sarti
sagladigin1 dugiinelim.

E[|X; = Xs|*]1 < D.|t —s|**F, 0<s,t<T

Buna gore X in bir stirekli versiyonu vardir [9].

Bu teoremin ispati i¢in Stroock ve Varadhan’in kitabi [10] incelenebilir.

Kolmogorov, Chapman-Kolmogorov denklemlerini saglayan bir stokastik ¢ekirdek ailesi
olarak bir gecis fonksiyonu tanitti. Kendisi buna daha énceden bu fonksiyonu yazmig olan
Smoluchowski denklemi adini verdi [8]. Makalenin ana fikri, her t zamanda yerel
ozelliklerin tanitilmast ve bu o6zellikleri igeren diferansiyel denklemleri ¢ozerek gegis

fonksiyonlarinin olusturulmastydi. Burada Kolmogorov gergek degerli gecis fonksiyonlarini
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ele aliyor. Biz bunlara ‘drift © ve ‘difizyon’ katsayilari diyoruz. Drift olarak tanimlanan
risksiz faiz orani, difiizyon olarak tanimlanan da fiyatlarin oynakligi (standart sapmasi)
olarak tanimlanabilir. Kolmogorov, bu gecis fonksiyonlarina iliskin ek dizenlilik
varsayimlarinin  Fokker-Planck Denklemini sagladigini ispatlar. Kolmogorov’un bu

makalesi Olasilik Teorisinde guglu bir etki yapti.

Kolmogorov’un hayli etkili ¢aligmalarindan 1933’te yayimlanan ‘Olasilik Teorisinin Temel
Kavramlari® isimli ¢aligmasi [11] Olasilik hesabinin dogasini degistirdi. Olasiligin temel
manipilasyonlari ile bu olasiliklarin 6l¢iim teorisinin ayni sey oldugu biliniyordu. Fakat ikisi
arasindaki iligki yeterince iyi formiile edilmemisti. Temel problem kosullu olasiliklarin
tanimlanmasiydi. Bachelier bu sorunu ¢ok titiz olmadan basit sekilde ¢6zdii. Kolmogorov
ise Radon-Nikodym Teoreminden varligi anlagilan rassal degiskenler olarak kosullu olasilik
ve beklentileri tanimlayarak saglam bir temele dayandirdi. Sonunda Olasiliklar Hesab1

matematigin daha saygin bir alanina terfi ederek Olasilik Teorisi adint aldi.

Kolmogorov’un ¢aligmalarinin sonuglart sonlu boyutlu dagilimlarin  belirttigi  tim
fonksiyonlarin uzayr hakkinda bir 6l¢imu isaret eder. Halbuki Wiener ol¢imunt strekli
fonksiyonlar tizerine tamimlamisti. Yani Wiener’in Brown Hareketinin siirekli yortingeleri
vardi. Kolmogorov’da ise herhangi bir diizenlilik yoktu. Bu problemin halledilmesi
gerekiyordu. Bu yondeki ilk adim olarak Kolmogorov Siireklilik Kriteri olarak 1936 yilinda
Aleksandrov’la ortak bir makalede yayinlandi [11].

Hem Kolmogorov hem de Feller icin gegisi yoneten Integrodiferansiyel denklemler
sureglerin olasiliklart ¢aligmanin ana amaciydi. Bachelier i¢in bu durum farkliydi.
Matematiksel teknigi titiz bir sekilde uygulamamig olmasina ragmen Brown Hareketini
stokastik bir siireg olarak inga edebildi ve sonuglarinin ¢ogu Bernoulli deneme olasiliklariyla
hesaplandi. Bachelier’in yoriungeler agisindan dustndigi ¢alisma tezinden ve sonraki
caligmalarindan anlagilmaktadir. Tezindeki en ¢arpici ve Poincare’i agikga etkileyen 6rnek
zarif bir argiiman olarak sundugu yansima ilkesiydi. Yansima Ilkesi genellikle ispatini
butiinsel sekilde yapan Desire Andre’ye atfedilir. Andre, Joseph Bertrand’in ¢grencisidir.
Yansima Ilkesi aslinda Bertrand’in 1888’deki kitabindaki (Calcul des Probabilites) Kumar
kayiplart baglaminda bulabiliriz.



Bachelier’in calismas: Yansima Ilkesine dayanmiyordu. O, Brown Hareketi i¢in Guiglii
Markov Ozelligini 6nerdi. Fakat bu 6zellik de 1940’11 yillarda Doob tarafindan [12] formiile
edildi ve Brown Hareketi i¢in kurulup yayinlanmast Hunt tarafindan 1956 yilinda oldu [13].

Paley-Wiener-Zygmund’un Fourier-Wiener Serisini agikliga kavusturmasiyla ayni zamanda
Paul Levy de benzer sekilde dusiiniyordu [5]. Ger¢ekten de Brown Hareketi sorunu zaten
1937°deki kitabinda (Theorie de 1’addition des variables aleatoires) ortaya ¢ikiyor. Levy,
Wiener stirecinin diger serilerinin a¢ilimlarini elde etmek i¢in (Trigonometrik) Fourier temel

fonksiyonlarini diger se¢eneklerle degistirilebilecegini gozlemledi [14].

Xt(W) =2 an(t)- $n(w)

1961 Tarihli bir ¢alismada Chielski, Haar Esasini seger. Yani a,(t) ikili araliklarla
desteklenen Uggen Fonksiyonlardir (Triangular Functions ) ve serinin incelenmesi oldukg¢a
basittir. Levy ; ‘1934’un basinda birdenbire tipki Gaussian gibi istikrarli bir yasanin Rassal
fonksiyonlar interpolasyon yontemiyle belirlemede kullanilabilecegini farkettim, sonra ek
islemler ve bagimsiz artiglarla X(t) fonksiyonunun genel halini bulmaya karar verdim. Onun
interpolasyonu X(t) ve X(t+h) bilinirken X(t+h/2) nin kuralini bulmay1 igerir. Bu kural onu
bugiin ‘Levy Islemleri (Levy Processes)’ni tanimlamaya iter. Bu islemler bugiin Finans

Matematiginin genig bir alaninda kullanilir.

Ikinci Diinya Savasi’nin baginda Bachelier bir kitap daha yazar. Levy, 1970 yilinda anilarini
anlatirken bu kitaptan ancak savasin bitiminde haberi oldugunu soyler. Bachelier’in
caligmasinin temeli Teminatin gergek degeri olarak tanimladigt degerdir. Tum hesaplar ‘Bir
spekilatoriin matematiksel beklentisinin sifir oldugu ° durumun gergek degerini bulmak
uzerinedir. Fiyat strecinin ortiik bellek eksikligi ile birlestiginde Bachelier, gergek fiyatin
bir martingal oldugunu soyliiyor. Ayrica 1934’te martingal kavramini resmilestiren Levy idi.
Martingal ismi 1939°da Ville tarafindan belirlendi. Kavrami, Biyik Sayilar Yasasini
korumak i¢in ortaya attt. (Aym distnceler Markov korumasi igin de disiiniilebilir.)
Bagimsiz rassal degiskenlerin toplamlari i¢in elde edilen sonuglarin rehberliginde Martingal
arastirmast bagladi. Fakat Doob martingal kavramint Analiz ve Olasilik i¢in glgli bir arag

haline getirerek konuyu bagska bir noktaya tagidi.
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Joseph Doob Olasilik Teorisine Kompleks Analiz alanindan geldi. 1932°deki doktora tezi
‘Analitik Fonksiyonlarin Sinir Degerleri’ idi. Doob, martingal ve harmonik fonksiyonlar
arasindaki iligkiyi gordi ve buna dayanarak olasiliksal bir potansiyel teori gelistirmeye
caligtt. Martingal Teorisi, simdiye kadar Olasilik Teorisi lizerine yazilmig en etkili
kitaplardan olan Doob’un 1953 yilinda yayimlanan ‘Stochastic Processes’ adli kitabindaki
bolimlerinden birinin odak noktasidir. Doob bu alanda Bachelier’den oldukga etkilenmistir.
Ekim 2003’te ‘Olasilik alaninda ¢alismaya 1934°te basladim ve Fransizca metinlerde
Bachelier’e atif yapildigim gordiim. Desire Andre’nin Yasitma Ilkesine yapilan atiflarla
beraber Bachelier’in yogun bir sekilde kullandigini hatirladim. Hem Bachelier’den hem de
Andre’den ¢ok sey ogrendim. Sonra Bachelier’in Levy ve digerleri tarafindan yeniden
kesfedildigini 6grendim. Tabiki Bachelier’in Brown Hareketi i¢in vardigr sonuglarin kesin
kanitlari, Brown Hareketinin kesin matematiksel tanimlarini ve uygun tekniklerin gelisimini
beklemekteydi. Bachelier’in ¢alismalarindan hatirladigim kadariyla diger yazarlart hor
gormiig ve yalnizca yeni sonuglar elde etmisti. Onun zamaninda ve olduk¢a sonralar
Olasilik, matematigin saygin bir alani degildi, birinin Olasilik Teorisi digerinin
sagmaligiydi. Bachelier ve Andre’nin fikirleri bende kalici bir etki birakti ve sonraki

caligmalarimi etkiledi” dedi [2].

Doob ayrica Stokastik Diferansiyel Denklemleri inceleyen ilk matematikg¢ilerden biriydi.
1942°de yayimladigr bir makalenin giris bolimiinde soyle der; ‘Bir Stokastik Diferansiyel

Denklemi titiz bir sekilde tanimlamanin yolu, Langevin Diferansiyel Denklemine Hiz

fonksiyonu 2X() icin kesin bir tanimlama yapmaktir. Ancak Stokastik Diferaniyel

Denklemlerin gelistirilmesindeki asil figtr, Japon Matematikgi Kiyoshi Ito’dur. Ito, simdiye
kadar anlattigimiz tiim buytk figirlerden yararlandi [15,16]. Doob, 6rnek yollarin sezgisel
yollarin1 anlamlandirmak i¢in 6lgiim teorisini kullanmisti. Kolmogorov ve Feller, Markov
Surecleri ve Kismi diferansiyel denklemler arasindaki iligkiyi daha ¢ok vurgulamisti. Ito’nun
1944°te Stokastik Integrasyon tizerine yayinladig ilk ¢alismast oldukga kisayd:. Kiigiik bir
onsoz yazmisti ve Brown Hareketinin tanimi ig¢in Levy’nin kitabina ve Doob’un ‘Strekli bir
parametreye bagli olarak stokastik iglemler’ adli makalesine, Stokastik integralin &zel
durumlari(deterministic integrand) i¢in de Paley ve Wiener’in 1934’teki caligmasina atifta
bulunmustu. Fakat topladigi ¢alismalarin yant sira Ito asil motivasyonunu soyle agiklar; ‘Bu
caligmalarda islemlerin gegis olasiliklarini ¢aligmak i¢in adina ‘Kolmogorov parabolik

denklemi ve Feller tarafindan gelistirilmesi’ denen gii¢lii bir analitik yontem goérdiim. Ama
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Levy’nin gozlemledigi diferansiyel islemlerle ayni yolla Markov iglemlerinin yollarini
(paths of Markov processes) calismayi istedim.” Bir Markov pargaciginin sonsuz kiigiik
zaman artiglan tizerindeki davranigi hakkinda distinerek Ito, bir Markov iglemini yéneten
Stokastik bir Diferansiyel Denklem kavramini formiile etti. Eger W bir standart Wiener
Suireciyse Markov islemini takip eden bir parcacigin konumu i¢in Ito Denklemi asagidaki

gibi yazilabilir.
2.2 Ito Integrali

V =V(S,T) ifadesi f(t,w):[0,0) X 2 = R fonksiyonlarinin bir sinifi olsun ve agagidaki

ozelliklerin saglandigin1 kabul edelim:

i (t,w) = f(t,w) ifadesi B’nin [0, o) tizerinde Borel g-cebiri olmak tizere B X F
Ol¢ulebilirdir,

ii. f(t,w) fonksiyonu F; uyumludur.

ii. E[[, f(t,w)?dt] < .

Simdi bir f €V igin Ito Integrali olan I[f](w) = fSTf(t, w)dB;(w) ifadesinin nasil
tanimladigini gosterelim. (B, bir boyutlu Brown Hareketidir.)

Oncelikle bir I[¢] ifadesini & fonksiyonunun bir sinifi olarak tanimlayacagiz. Sonrasinda &
fonksiyonlarinin her biri bir f € V fonksiyonuna yaklasacak yani @ — f i¢in [ ®dB
ifadesinin limitini [ fdB olarak tanimliyoruz. Simdi bir @ € V fonksiyonunu asagidaki

sekilde bir temel (elementary) olarak tanimlayalim:
P(t,w) = ;¢ (W)X[t 1, ()
(Her e; fonksiyonu th olgulebilirdir.) Simdi bu fonksiyonun integralini alalim:
T
[T @t w)dB(W) = 320 ¢;(W)[By,,, — Be1(w)
Bu noktada Ito Izometrisinden yararlanacagiz.
eler d 21 LT 24 : .
(fs d(t,w) Bt(W)) = E[[; (t,w)?dt] (Ito Izometrisi)

(Ispat1 igin Oksendal [9] sayfa 26 incelenebilir.

Simdi Izometri formiiliinii Temel fonksiyonlara genisletmek igin baz1 adimlar izlenir:

1. Adim: g € V sinirlt ve siirekli bir fonksiyon, @, € V de temel fonksiyonlar ailesi

olsun.
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E [f;r(g— CDn)Zdt] -0, n— oo
(@, ailesinin yakinsadig bir g € V fonksiyonu olmasin1 @, € V lerin temel fobksiyonlar

olmasinin 6n sart1 demistik.)

2. Adim: h € V fonksiyonu sinirli ve g, € V de her n ve w igin sirekli ve sinirli

fonksiyonlar olsun.
T
E[J; (h — gn)?dt] - 0

(Ispat igin [9])

3. Adim: Benzer mantikla f € V ve {h,,} © V sinirli fonksiyonlar dizisi olsun.
E [fST(f — hn)zdt] -0, n—>

(Ispat igin [9])
Artik Ito Integralini tanimlayabiliriz:
Eger f € V secersek &, € VV temel fonksiyonlari i¢in

E [fSTlf - (I)nlzdt] - 0 olur ve

T T
If1w) = [ f(t,w)dB,(w) = lim J; @n(t,w)dB (W)
Bu limit Ito Izometrisi tarafindan L?(P) nin bir Cauchy dizisi olarak olusur. Boylelikle

f €V(S,T)iginS den T ye Ito integrali:

[y F&w)dB,(w) = lim [ &,(t,w)dB,(w)

seklinde verilir. Burada &,, € V fonksiyonlari i¢in ise

T 2
Elf (f(t,W)—(I)n(t,W)) dt| - 0, n— oo
s

olur [104]. Simdi Ito Interalinin baz1 6zelliklerini verelim.

i f; fdB. = [, fdB, + [, fdB,

i, Ji(cf + g)dB, = c [ fdB, + [, gdB,, csabit
ii. E[f; fdB,]=0

iv. ) ST fdB; integrali Fr olculebilirdir.
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Tanim (Martingal) ({2, F) iizerinde bir a-cebiri M = {M,};5, ailesii¢in M; C F olsun. 0 <
s <t= M; <M, (M, artan ise) ve M, nin asagidaki sartlar1 saglamasi durumunda {M,};s¢

stokastik siireci {M,};so filtrelemesine ve P’ye bagli olan bir Martingal olarak adlandirlir.

1. M., her t i¢in M;-0l¢ilebilirdir,
il. Her t igin E[|M;|] < oo,
iii. Her s > t igin E[Mg¢|M,] = M, dir. Burada M,|M, ifadesi bir kosullu olasiliktir.

E[M¢|M,] ifadesi, M, nin gergeklestigi bilindigine goére Mg nin beklentisi olarak

tanimlanabilir. [9]

Tanim : (Doob Martingal Esitsizligi Doob’s Martingale Inequality)

M, bir martingal ve t — M, (w) strekli olsun. Egerp > 1,T = 0,4 > 0 olmak uzere;
1
P[22, M| 2 2] < 25 E[IM,[P]

Esitsizligine Doob Martingal Esitsizligi denir. Bu esitsizlik yardimiyla asagidaki teorem

ispatlanir.

Teorem : f € V(0,T) ve bu fonksiyonun t sirekli zamanda bir versiyonu
fotf(-g: w)dB;(w), 0 <t <T olsun.

Burada ({2, F, P) uzerinde bir 0 <t < T araliginda t parametresine bagl siirekli zamanda

oyle bir oyle bir J; Stokastik stireci vardir ki
t
Ple =1, faB|=1
olur. Bu teoremin ispati i¢in [9] sayfa 33 incelenebilir. Bu teoremin bir sonucu olarak ise

sunu ifade edebiliriz:
Her T igin f(t,w) €V(0,T) ve M (w) = fot f(s,w)dB; ifadesi F; filtrelemesine gore bir
martingal olsun. Bu durumda 4,7 > 0 i¢in su esitsizlik saglanir:

P[P M| > 1] < ZE [fotf(s, w)? ds]

<t=<T

(Bu esitsizligin ispatt Doob Martingal Esitsizligi ve Ito Izometrisine dayanir.)
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Tanmim: Bir Boyutlu Ito Siireci (One Dimensional Ito Process)

B, , bir boyutlu Brown Hareketi (2, F, P) Olasilik Uzay1 tizerinde tanimli olsun. Eger v €

Wy , ve H uyumlu u fonksiyonlari i¢in;
P [Vt > 0icin fotv(s,w)zds < OO] =1
P [Vt > 0icin fotlu(s, w)lds < OO] =1

Sartlart saglaniyorsa agsagida formiltu verilen X, ifadesi bir Ito siireci (stokastik integral)

olarak adlandirilir: [9]

Xe=Xo+ fotu(s, w)ds + fotv(s, w)dB;

Yukaridaki ifade bir diferansiyel formda daha kisa sekilde soyle de yazilabilir:
dX; = udt + vd B,

Teorem (Bir Boyutlu Ito Formiilii) :X, , Ito sireci dX; = udt + vdB; denklemini saglasin
ve pozitif yari diizlemde tanimli g (x, t) siirekli ve iki defa tirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

Y, = (t,X;) ifadesi de bir Ito stireci

3 K.} 192
A%, =26 X0t + 26, X)X, + 1220 X)X

2
Ifadesi (dX,)? =(dX.).(dX,), dt.dt = dt.dB, = dB,.dt = 0 ve dB,.dB, = dt kabulleri
altinda bir boyutlu Ito Formiiliidiir. Ispati igin [9] nolu galisma sayfa 45-48 incelebilir.
Ayrica ¢ok boyutlu Ito Formiilti i¢in de RP de g(t, x) = (g41(t, x), ..., gp (&, x)) fonksiyonlart
i¢in yine dX; = udt + vdB; denkleminin saglandigin1 varsayalim. Yine

Y(t,w) = g(t, X(0))

a a 1 R
dy, = %(t,X)dt + ziaix’i‘(t, X)dX; + Ezi,jﬁjj’;j(t,)()dxidxj

Formuli dB;.dB; = &;;dt,dB;dt = dtdB; = 0 kabulleri altinda saglanir.

. d .. ..
Ornek : % = a;N; populasyon biiyimesini N, baslangi¢ degerini a, = 1 + aB;

buyime katsayisini versin. 73 bilylime orani, & standart sapma, B; ise Brown Siireci olarak

veriliyor. Bu popiilasyon biiyiimesini analiz etmeye ¢aligalim.
dn,

d_tt = (T‘ + (XBt)Nt
% =rdt + adB;

t

Kargilikli integral alirsak (By = 0)
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tdNy
fO N_t =rt+ (XB,_-
Bu ifadenin sol kismindaki integrali i¢in Ito formulinden yararlanalim.
gt,x)=lnx, x>0

1 1 1
d(InNe) = - dNe + 5 (- N—tz)sztz
Brown hareketi kabullerinden dt — 0 ve dB;.dB; — dt oldugu i¢in

dn, 1 P ANy 1
= L gen2der =2 Lozg:
N 2Nt N¢ 2

buradan da % a?dt terimi karsiya gonderilince

M — q(InN,) + ~a?dt

~ =

olur. Simdi bu ifadeyi fot% =rt + aB; integralinde yerine yazar ve integralini alirsak
t

[, Cd(inN,) + %azdt) =1t + aB,

m¥ 4202t =rt +aB, =In2t= (r—laz)t+ aB,
No 2 No 2

1
N, = Noexp((r — Eaz) t +aB,)

olarak bulunur. Bu noktada

i. Egerr > %az ise t — oo iken N; — oo olur.
ii. Egerr < %az ise t —> oo iken N; — 0 olur.
iil. Egerr = %az ise t — oo iken N, buyuk veya kii¢lik oranlarda dalgalanma yapar.

Ito, 1944°te Stokastik Integrasyon tizerine yazdig1 ilk makalesinde bu denklemin ¢oziim
kavramim anlamlandird: yani Stokastik Integrale kesin bir anlam verdi. Ayrica Ito, Brown
Hareketinin Fonksiyonlarn i¢in Kalkiiliis’in Temel Teoremi dedigimiz kurali da belirtir.
1951°deki ikinci makalesinde Kolmogorov’un Kismi Diferansiyel Denklemleriyle de
baglanti kurarak bugin Ito Formuli olarak bildigimiz denklemi yazip kanitladi. Oysa
Wiener Integrali White Noise siirecine karst deterministik bir fonksiyonun integralidir,
zamanin bir rolii yoktur fakat Ito Integralinde zaman gok 6nemlidir ve integrandin kendisi

bile rasgele bir fonksiyon olabilir.

Doob’un 1953 tarihli [12] kitabinda Ito’nun Stokastik hesabi ortogonal artiglara sahip
streclere ve ardindan kosullu ortogonal artiglara sahip yeni streglere Yani martingallere

genigletildi. Ancak Doob bir varsayimda bulunmak zorunda kaldi. Martingal M’ye gore
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stokastik integrali tammlayabilmek i¢in MZ — F(t) bir martingal olacak sekilde, rasgele
olmayan ve artan bir F(t) fonksiyonu tanimlamay1 6nerdi. Ayrik parametrelerde martingaller
de benzer ozelliklerle, 0’dan baglayan ve n zamanindaki siirecin 6lgiilebilir olmast 6zelligi
ile n-1 zamanina kadar mevcut olan bilgiler tarafindan uretilen sigma alanina kadar artig
gosteren yollarla bir siire¢ ve bir martingalin toplam1 seklinde bir alt martingal yazilmasini
saglayan Doob Ayrigtirma Teoreminden gelir. Bu sonuglarin belirli bir integrallenebilirlik
varsayimi altinda strekli zaman versiyonu Meyer'e (1962) baghidir [17]. Doob-Meyer
Aynistirmasimin tekligi 1963 yilinda Meyer tarafindan yazildi. Ik galismasinda Meyer,
Meyer Ayristirma Metodunun bir uygulamas: olarak Doob Stokastik Integralin uzantisini
onerir. Bu fikirlerin sistematik gelisimi 1963 yilinda Courrege tarafindan sagland: fakat daha
genel stokastik integraller i¢in Ito Formuli’niin benzerini saglayan Kunita ve Watanabe

(1967) oldu [18].

Bu noktaya kadar stokastik Integrasyon Markov Siiregleri Teorisi ile yakindan ilgiliydi. Bu
durum o6l¢gim kisitlama yoluyla ortaya ¢iktt ¢linkii 6-cebirinin sol yarn dizlemde strekli
oldugu varsayilmisti. 1970 yilinda Doleans-Dade ve Meyer [19] bu hipotezi kaldirdilar ve
stokastik integral tamamen bir Martingal Teorisi haline geldi. Bu, 1979 ve 1981 yilindaki
Harrison, Kreps ve Pliska’nin temel makalelerinde matematiksel finans agisindan anahtar

bilesendi [20,21].

Teorem : (Martingal Gosterim Teoremi, Martingale Represention Theorem)

B(t) = (By(t), ..., By(t)) ifadesi n boyutlu Brown Hareketi olsun. M, siireci bir F™”
martingal (P’ye bagli) olsun. Vt > 0 i¢in M; € L?>(P) olmak tizere tek bir

g(s,w) € V™*(0,t) vardir ki;

M(w) = E[Mo] + J; g(s, w)dB(s)

ifadesini saglar. Yukaridaki ifade M,’nin her zaman martingal olmast durumunda

saglanacagi i¢in bu teoreme Martingal Gosterimi Teoremi denir [9].

Tanmim Filtreleme Problemi (The Filtering Problem) :

X € R", t’ye bagh asagidaki stokastik diferansiyel denklemi saglayan bir sistem olsun.
ax _
at

b: R™*1 —» R™ g: R™1 — R™P ve W, ise p boyutlu Wiener Siirecidir. Yukandaki denklem

b(t,Xy) +a(t, X )W,, t =0

B, Brown Hareketi olmak tizere su sekilde de yazilabilir.
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dX; = b(t,X;) + o(t, X,)dB,

Simdi bu diferansiyel denkleme ait gozlemler olan H, ise c: R"*1 — R™ y: R+l — Rmxr
ve W, ise r boyutlu Wiener Siireci olmak iizere asagidaki sekilde verilsin:

He = c(t,X) +y(t, X)W,

Simdi bir Z; = fot Hyds ve V. r boyutlu Brown Hareketi olmak tizere gozlemlerle ilgili

asagidaki stokastik diferansiyel denklemi verelim.

dZ, = c(t, X;) +y(t, Xp)dV,.

H; ve Z; ifadeleri 0 <s <t i¢in gecerlidir ve gozlemlerle ilgili H; yerine Z; de
disinilebilir. Bu durumda Filtreleme Probleminin 6zl su sorudur:

‘Z gozlemlerine gore Hangi X; konumu X, sistemi i¢in en iyi tahmindir?’

Buradaki X, bir G6l¢iilebilirdir ve G.de {Z,(.):s <t} i¢in bir g-cebiridir. Yani X; yi
matematiksel olarak soyle ifade edebiliriz:

J1Xe = X2 dP = E[1X, — X 1?1 = inf{E[IX, = YI?],Y €K}

K=K(Z,t)={Y:2 - R%Y € L>(P),Y bir G, 6lciilebilirdir}

Samuelson’un 1965 [7] yilinda Brown hareketini Geometrik Brown Hareketine
donustirerek opsiyonun fiyatinin negatif deger almasini problemini ¢ézdugini soylemistik.
Bunu su denklem yardimiyla yapiyor:

S(t) = S(0)exp(at + cW (1))

Bu sekilde yaparak basit bir ¢6ziim buluyor. Fakat bu durum konunun tim matematiksel
gelisimi iizerine derin bir etkisi yapiyor. Bu tstel ifade nonlineer bir ifadedir ve Brown

Hareketinin nonlineer dontigimlerinin analizi Ito Kalkulusi ile yapilmak zorundadir.

Bu sirada hikayeye dahil olan bir diger kisi de 1967 yilinda MIT (Massachusetts Institute of
Technology)den mezun olan Robert C. Merton’du. Merton, muhtemelen Ito Integralleri ile
Finans stratejileri arasindaki iligkileri kurabilen ilk kisiydi. Merton, hizlica bir dizi klasik
caligma yayinladi ve bunlari Continuous-time Finance isimli kitabinda topladi. Bu kitapta

finansal ekonominin 6énemli sorunlarn Ito Kalkiilist yontemleriyle ¢oziildi[22] .
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3. BLACK-SCHOLES MODELI

Black-Scholes Modeli, Fisher Black ve Myron Scholes’in 1973 yilinda gelistirdikleri
modeldir. Model, geometrik Brown hareketiyle Avrupa tipi ve temettiisiz opsiyon
fiyatlarinin belirlenmesi esasina dayanir. Bu model bu alanda gelistirtilmis en iyi model olup
halen kullamlmaktadir [23]. Denklemde V(S,t) dayanak varligin opsiyon fiyatini, S
dayanak varligin fiyatini, ¢ zamam, r(¢) risksiz faiz oranini, o volatilite yani fiyatlardaki
oynakligi, E opsiyonun kullanim fiyati, T vade siiresini gostermek tizere lineer, parabolik

Black-Scholes Kismi diferansiyel denklemi asagidaki gibidir:

ov 1 2%v
—+-0%5%—

v _ — 2

Denkleminin ¢éziimi de V(S,t) = SN(d,) — Ee " T-ON(d,) dir.

N(d) = __x dx

=]

In(S/E) + (r +072)(T —1)
oVvT —t

1:

2
In(S/E) + (r = =)(T — £)
oVvT —t

2:

olur. Simdi bu denklemin ¢ikariligina bakalim. Simdi 7 bizim portféytimiiz olsun ve fiyat1 S
olan hisseden A kadar alm1s olalim.

n=V(S,t)—AS

Hisse senedindeki fiyat degisimi i¢in p fiyattaki ortalama degisim, ¢ fiyatlardaki volatilite
ve B, geometrik Brown hareketi olmak tzere;

dS = uSdt + 0SdB;

Seklindedir. Simdi m nin degisimini alalim ve V(S,t) nin Taylor agilimindan dV (S, t)
degerini yerine yazalim.

dr =dV(S,t) — AdS

ov oV 10%V
V(S t) ——dt+%d5+zﬁd5

Simdi bu degerleri ayn1 denklemde yazalim.
ov 102V

dm —avdt+ dsS + dS? — AdS
ot ER 2052
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Bu denklemlerdeki dS ve dS? degerlerini bulup yerine yazalim.

dS? = (uSdt + 0SdB,)? = (uS)?dt? + 25%ucdtdB, + (65)?dB,>

Burada Brown hareketi sebebiyle dt — 0 ve dB,* — dt olacagindan dS? = (¢S)?2dt dir.
av 102V

d —avdt+ ds + 282dt — AdS
=% as 209s2°¢

Burada da ilk ve son terimleri sadelestirme adina A = % yazarsak (delta korumast)

olur. Sonrasinda m portfoyuinin risksiz faiz oramt r durumundaki degisimi yazip bunu
denklemde yerine koyalim. Yani dm = rmdt ver = VV — AS denklemlerinden yararlanalim.
d t+ laz—Vazszdt =rV - a—VS)dt

ot 20S8? aS

Kargilikli olarak dt ler yok edilirse asagidaki gibi lineer, parabolik Black-Scholes kismi
diferansiyel denklemi elde edilir. [23]

v 10%V

—+=-=—=0%S* + r(t)Sa—V —r(®)V =0
ot 2052 os WV T

V(0,t) =0, S - owicinV(S,t)~S, V(S,t) = max{S — E, 0}
Simdi bu denklemin ¢oziimlerine ulagalim. Bunun i¢in de 6ncelikle S ve t degiskenlerine

bagli V (S, t) fonksiyonunu x ve 7 degerlerine bagli v(x, T) fonksiyonuna donistiirelim.

S =Ee* t:T—ﬁ V =Ev(x,7)
’ 0_2 ’ ’

donigimlerini yapip bu ifadenin kismi tirevlerini alalim.
av dv(x, 1) 0T
_ D

I dv  dt
27 . . o . ot o2 .
t=T-— = ifadesinde iki tarafin da ¢ ye gore tiirevi alinirsa priniaies bulunur ve yerine

yazildiginda

o 1 _ ov(x1) ,

ot 27 dar ¢

av ov(x,t) 0x

a5~ ""ax s

ax

olur ve buradan
as

S = Ee* ifadesinin her iki tarafi da S ye gore tirevi alinirsa 1 = Ee*

Jx 1 1 .
iyt olarak bulunur ve yerine yazilir.
av £ 10v(x, 1)

oS S dx
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a [V 92V 92v (9x\2 = ov 92w 2y (1\% ov 1
Son olarak da 2 (55) = 55 = E [T2(55) +5055%| = EG2 (5) —5o57)
ifadeleri ana denklemde yerine yazildiginda

LTI gy 02v<1>2 ovi], .lov .
—_—— 0 _— —— — —— ——— =
2" dt 27 ox2\s) “oxsz| ™" Sax

Yukaridaki denklemde tiim terimlerdeki E katsayilart ve gerekli diger sadelestirmeler

yapilinca olugan denklem:

2
126171 0“v 12617 ov

—=0 + =07 —0?—+r——-rv=20

2 dt 20 9x? 2 ox  dx
2
olur. Burada denklem % ye bolundiginde

017_6217 ov 2rov 2r

dt " ox? ox oldx 02"
ifadesinde k = i—; donigimi yapildiginda

6v_62v+k 1617 .
T gzt k- Dy kv

denklemine ulagilir. Sinir degerleri ise v(x, 0) = max{e* — 1,0} dir. [24]
V(x,0) = Ev(x,0) = max{Ee* — E, 0}

Simdi de en son denklemde v(x, ) = e**F u(x, 1) donisimi yapalim ve kismi tirevlerini

bulalim. [25]

ov(x, 1) axt ou(x, 1)
— Bt ax+fT
3 Be u(x,7) +e 3
v _ ae®*PTy(x, 1) + e+ ou(x o)
0x 0x
V(% 1T) 5 e du(x, 1) 0%u(x, 1)
’ — Bt ax+p ’ ax+fT ’
322 a‘e u(x, 1) + 2ae Ep +e 722

Simdi bu ifadeleri % = 22712; +(k—-1) % — kv denkleminde yazip her terimi e®**F

ifadesine boliince elde edilen denklem;

d ou 82 d . :
pu+ a_lrL = a’u + 20(% + # +(k—-1) (au + ﬁ) — ku elde edilir. Diizenlenince de
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ou taltak—1—Ku+Qa+k—1 0%u
o (pte talk— D) —ku+Qa k-1t

denklemine ulagilir. Bu denklemi tipik bir difiizyon denklemine dontstirmek igin u ve g—z

nin terimlerini 0’a esitleyelim.

2a+k—1:0vea:%olur. —B +a?+ a(k — 1) — k = 0 olmasiyla da

B = ( )2 (1;k) (k—1)—k= —%(1 + k)? olur. Simr degerlerini de yerine
yazdigimizda v(x, 0) = max{e® — 1,0} ve e*u(x, 0) = max{e* — 1,0} olacagindan

k1 1k,
u(x, 0) :max{e 2 " —e 2 ,0}

ou 9%u .. ) )
olur. 37— o2 denkleminin temel ¢oziimint (fundamental solution) (Green Fonksiyonu

igeren) ¢ozimiini yazalim. [24]
u(xr)—f uo(x+\/_x)e de

Bu integrali degerlendirmek i¢in baslangi¢ degerinin pozitif tanimli olmasi sebebiyle

k+1 1-k

ez —ez >0 ise %x > %x dir. Buradan da x >0 gelir. x +v2tx' >0

olmasindan x" > — \/% olur. Bu ifadeler integralde yerine yazildiginda

k+1 12 k-1 12 1 !
u(x, T) — TJ‘ . (e%(x \/E+x) _ eT(x \/E+x))e_7x del
2 _ X
V2T
~ Vo f e T VIR gy f e TN g
T RG

olur. Burada n = —%x’z +%(k + DV2tx’ +%(k + 1)x duzenlemesi yapip yukaridaki

integralin ilk bolimiinde yazildiginda

o (k+1)\/_ 1 1
2 eZ(k+1)x+Z(k+1)Zde'

v
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e%(kﬂ)x-'%(kﬂ)zf

o0 1,
= e 2P dp
2 f—\/%—%(k+1)\/ﬁ

1 1
— ei(k+1)x+z(k+1)2TN(d1)

1
Burada d; = —+2(k+1V2r , N(d) = Y ¢ ds ise Normal dagilim
V21 2 —00

fonksiyonudur. Dogal olarak diger integralden de d, degeri gelir. Bu buldugumuz u
fonksiyonundan v ye ulasiriz ve son olarak IV = Ev den asil ¢oziimiimiize ulagabiliriz. (Bu

kisimdaki detaylar igin [24] sayfa 35-36 incelenebilir)

V(S,t) = SN(d,) — Ee ™ T-OIN(d,)

In(S/E) + (r + "72)(T — 1)

1=

ovT —t

In(S/E) + (r - 072)(T — b

5 =

oVvT —1t
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4. BLACK-SCHOLES MODELI SONRASINDA YAPILAN CALISMALAR

Black-Scholes™iin ¢aligmasi yayinlandiktan sonra Merton, 1973 yilinda kendi makalesini
yayinladi. Bu c¢aligma bir dizi iyi fikir igerir. Bu ¢alisgmada Merton, Hisse alim satim
stratejileri ve kendini finanse eden portfoylerin daha genel bir konseptini tanitir. Belki de
bunlardan en 6nemlisi, stokastik faiz oranlarina izin vererek bir P(t, T) ikinci sifir kuponlu

tahvil tanittm1 yapar ki bu denklemde bagka bir Brown hareketi de bulunur.

Bu gelismenin 6nemi faiz oranlarinda oynakligin ortaya ¢ikmasi diginda fiyatlarin da bir
oran oldugunun fark edilmesidir ve bunlar bazi birimlerle ifade edilmelidir. Boylelikle faiz
orant modellemesi de kisa siirede ilgilenilen bir konu haline geldi ve opsiyon fiyatlandirma
literatiriinde yaygin bir yere sahip oldu. Daha sonra 1997 yilinda Jamshidian tarafindan
yapilan ¢aligmalar fiyat fonksiyonlarinin homojenlik 6zellikleri tizerine oldu. Bu fikirlerin

tamami Merton’un makalesinde yer almaktaydi.

Sonraki buiytk adim ise Cox ve Rossun 1976 yilinda yayinladiklart makalesiydi. Bu
caligmada bugiin bircok ders kitabinda bulunan kanita yakin bir Black-Scholes kaniti
sunarlar. Ilging bir sekilde bununla birlikte, argiimani sinirlt bir jump-difiizyon siiregleri
sinifin1 kapsayacak sekilde genigletirler. Bunlar girdinin (noise) Brown hareketi ve Poisson
benzeri atlama (jump) siireglerinin toplamindan olusan fiyat siiregleridir. Fiyat siireci bu
nedenle siireksizdir fakat Cox ve Ross belli kosullarda ¢ok iyi sekilde riskten kaginma
sagladigint gostermislerdir. Ayrica Black-Scholes’iin aksine temettii 6demesi yapan
varliklar da fiyatlandirma strecine katmaktadirlar. Bununla birlikte Cox-Ross ¢aligmasinin
ana onemi ‘riske tarafsiz degerleme’nin getirilmesinde yatmaktadir. Onlar, degerlemenin
tercihten bagimsiz oldugunu belirtirler. Yatrimcilanin riskten bagimsiz  oldugunu
varsayarsak, o zaman ekonomik denge, tim varliklarin beklenen getirilerinin risksiz faiz
getirisine egit olmasin1 gerektirir. Opsiyon fiyatlari, bu riskten bagimsiz diinyada iskonto

edilmis (indirim yapilmig) beklentiler olarak ifade edilebilir.

1979 yilinda Cox ve Ross, Mark Rubinstein [26] ile birlikte Binom modelini yayinladilar.
Bu makalede uslup, ekonomiden ayrilip bugin ‘finansal mithendislik’ olarak
adlandirdigimiz hesaplanabilir modellere ve etkili pratiklere vurgulu bir duruma ilerler. Bu

agidan oldukga dikkat ¢ekici bir durum séz konusudur. Bu ¢alismada tanitilan iki terimli

24



agacin ¢ok gegcmeden ve bir olgiide buglin bile ticaret ortaminin yaygin olarak kullanilan

yontemlerinden biri oldugu sodylenebilir.

Binom agaci siralamanin n bagimsiz adimindan olusan ayrik zamanl bir siirectir. Herhangi
bir digum noktasindan baglayarak fiyat u>1 kadar artar veya g<1 kadar azalir. D=1/u alarak
ve Sp=1 baglangi¢ fiyatina normallestirerek diigtimlerdeki fiyatlarile sekilde gosterildigi gibi
bir ‘yeniden birlesen agag’ elde ederiz. Donem basina risksiz faiz oraninin 1 oldugunu
varsayltyoruz. Arbitrajin bulunmamast kosulu R =1+ 1r olacak sekilde d <R <u
olacaktir. h = logu yani u = e® ved = e " aynica P[Z, = 1] = P[Z, = —1] = q = %

olacak sekilde Zi,Z,,Z3,...Z, rassal degiskenler olsun. Bu durumda fiyat streci su

sekildedir;

k
Sk = Spexp (hz Zi)

i=1

Burada indirimli fiyat siireci Sy = % bir martingal oldugundan P risk notr olgiisi (risk

neutral measure) denen bir olasilik dl¢tusudir. S bir ¢arpimsal rastgele yurayustir(random
walk). Eger n aninda alis degeri f(S,) olan bir opsiyonumuz varsa baslangi¢ aninda
arbitrajsiz degeri indirimli beklenti w(Sy,0) = R™"E[f(S,)]. Bu, bir dénemlik durumun
dogrudan uzatilmasiyla bir riskten korunma portfoyt olusturularak kanitlanmigtir. Ayrica
Cox ve arkadaglart Black-Scholes modeline bir yaklagim olarak da binom agacinin
kullanmiglardir. Carpimsal rastgele yuriayls, uygun sekilde ol¢eklendirme, geometrik
Brown hareketine yaklagim 6zellikleriyle Kismi Diferansiyel Denklemleri ¢6zmek i¢in basit
bir algoritma saglar. Binom Modelinin pratik opsiyon alim sattimi tzerindeki devasa

etkisinin nedeni budur.

Binom Modelinin bir diger etkisi Amerikan opsiyonlarina da uygulanabilmesidir. Yani
Binom Modeli sadece vade sonunda degil vade siresince istenilen zamanda opsiyonun
kullanilmast durumunu da modelleyebilmigtir. Bir f(s) degerinin diger degerlerden daha
buyiik oldugunu varsayalim ve w, (., k) ile w, (., k + 1) Amerikan opsiyonlart arasindaki

iliskiyi inceleyelim.

w,(s, k) = max {f(s),%{qwa(us,k + 1)+ (1—-q)w,(ds, k + 1)}}
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n zamant igin opsiyonun kullamildigi zaman diyelim ¢inki w,(n,s) = f(s) maksimum
degeridir. Yukaridaki denklemi geriye dogru ozyinelemeli gekilde olusturup Amerikan
opsiyon fiyatlarina genelleyebiliriz. w, (s, k) = f(s) degeri optimal kazancin oldugu agiktir.
Binom Modeli bir geometrik Brown modeli yaklasimidir ve eger alis opsiyonu f(s) =
max(K — s, 0) Samuelson tarafindan ortaya atilan sinir deger probleminin ¢ézimi i¢in de

kullanilabilir.

Cox, Ross ve Rubinstein’in ¢alismasi tamamen dogru fakat tam olmaktan uzaktt. Yatirimci
devam degerinin riskten bagimsiz beklentisini anlik olarak kullamm degeri (exercise price)
ile karsilagtirmalidir. Bu prosediirtin arbitrajsiz bir fiyati olusturdugunu gostermek i¢in bazi
argimanlar gereklidir. Bensoussan (1984) ve Karatzas (1988) [27,28] ¢alismalarina kadarki
bazilart Mckean’in orijinal ¢aligmasinin 20 yil sonrasi sinirsiz deger problemleri (free
boundary problems) ile Amerikan opsiyonlar i¢in arbitrajsiz degerler arasindaki baglanti

ortaya ¢ikt1.

Cox ve Ross (1976) [29] risk notr olgimiini (risk neutral measure) Black-Scholes
formiiliinden hissenin biiyiime degerini (a) ¢ikararak hesapladi. Bu yiizden biiyiime orani ne
olursa olsun deger aynidir. Eger yatirimeilar igin risk nétr (risk neutral) ise riskli olsun ya da
olmasin tum hisselerin buyiime degeri risksiz faiz orant olan r dir. Fakat Black-Scholes
modelinde a = r alirsak opsiyonun degeri E[e~"""Ymax(S; — K, 0)] olur. Fakat Cox ve
Ross esdeger martingal ol¢iileri ile baglantiyr kuramadi. Bu noktada bu son parcast Harrison
ve Kreps (1979) [20] tarafindan tamamlandi. Bu ¢aligmada Harrison ve Kreps temettii
dagitan bir hisse senedi Uzerine calisma yapmuglardir. Etkin piyasa hipotezi olarak
tanimladiklart durum, iyi ¢esitlendirilmis bir portfoy satin alarak bunu elinde tutmaktir.
Modellerini bunun iizerine kurarlar. Ayica Harrison ve Priska’nin ¢aligmasi [21] Cox, Ross
ve Rubenstein’in ayrk zamanli modelini genellestirdi. Harrison ve Pliska ¢aligmasinda
martingal teorisini kullanan bir stirekli bir hisse senedi alim satim1 i¢in teori gelistirdiler.[28]
Amaglart varlik fiyatlarindaki genel kabullerle opsiyon fiyatlamanin miimkin oldugunu

gostermektir.
1984 yilinda Alain Bensoussan [28] ‘Opsiyon Fiyatlama Teorisi Uzerine’ adli bir makale
yazar. Bu makaledeki amaci borsada olmayan riskli iglemler igin deger fonksiyonu

tanimlamak i¢in aksiyomatik bir ¢er¢eve saglamaktir. Fiyatlari olan varliklar i¢in bir Pazar
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var ve stokastik strecler olarak karakterize edilir. Yontemi bu varliklardan olusan bir portfoy
olusturup islemlerde yer alan riskleri taklit etmektir. Problemi 6tesine ge¢se de Opsiyon
fiyatlama ile ilgili terminolojiye bagli kalarak ilerler. Amaglart Amerikan opsiyonlart i¢in

de titizlikle olusturulmus bir fiyatlama teorisi olugturmaktir.

1988 yilinda loannis Karatzas [27], Bensoussan’in mevcut teorisinin sonuglarini hem
genigletip hem de basitlestirme adina bir yaklagim sunar. Bensoussan ¢aligmasinda siki
sinirlilik ve kosullu talebin 6denmesi tizerine diizenlilik kosullarint zorlastiran ‘penalization
method’u kullanir. Bu kosullar ancak Amerikan opsiyonlariyla saglanir. Karatzas’in amaci
bu problem i¢in daha sade ve yukandaki kisitlamalart kaldirmayr basaran alternatif bir
metodoloji onermektir. Bu optimal durma (optimal stopping) probleminin martingal
streclerine dayanir. Ayrica metolojisi herhangi bir zamanda uygulanabilir opsiyonlar
(Amerikan opsiyonlari) i¢in ¢ok uygundur. Caligmasinda Bensoussan’in modelinin bir
versiyonunu tanimlar, portfdytin fiyatlanmasi igin gerekli sartlari verir, modelini Avrupa tipi
opsiyonlara uygular, daha sonra Amerikan opsiyonlar i¢in bir riskten korunma stratejisi
(hedging strategy) notasyonu verir. Bunun i¢in bir portfoy ve tikketim siireci (consumption
process) ¢ifti tanimlar. Bununla piyasaya uygun sekilde yatinm yaparak Amerikan
opsiyonundan kazanilabilecek miktarla ayni seviyeye ulagmayr mimkiin kilar. Bunun igin
t=0 aminda eldeki varligin en digsik diizeyde olmasimi tanimlayarak riskten korunma
stratejisinin varligina izin verir. Son bolimde fiyatlama i¢in bir formil verir ve sonuglari

degerlendirerek galigmasint bitirir.

4.1 Optimal Durma Problemi (Optimal Stopping Problem)

Tam bu noktada Optimal Durma Problemine (Optimal Stopping Problem) parantez agmak
yerinde olacaktir. Bu problem elimizdeki bir varligin maksimum karlilig1 esnasinda satmak
ve yapilan kart en Ust noktaya ¢ikarmaya g¢aligmaktir. Problem, hangi anda varligin

maksimum karda oldugunu belirlemeye ¢aligir.

Ornek : Bir kisinin t anindaki elindeki varligin fiyat1 X, olsun ve asagidaki stokastik
diferansiyel denklemle gosterilsin.

dX; = rX,dt + aX.dB;, Xo=x>0

Burada B, bir boyutlu geometrik Brown Hareketi, r ve a pozitif katsayilardir. Bu durumda
bir a > 0 katsayisi islem maliyeti ve p > 0 da indirim faktori olarak verildiginde bu kisinin

eline gecen tutar
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e P' (X, — a)
olsun. Bu durumda bir 7 aninda kazang beklentisini veren ifade asagidaki gibi olsun ve bu
durumu maksimize etmeye c¢aligsalim [9].
ECO[e=P" (X, — a)] = EC¥[g(r, X))
g(t,§) =eP(§—a)
Bu durumda Y; = (s + t, X;) i¢in karakteristik operatore A dersek

g dg 1 d%g

Ag(s,x) == +rx—+sa’x’—, € C2(R?

9(s:7) 9s " Yox T 2% 9xz g (B

Buradan 2 = —pe~r (x —a) % _ g-p 29 _ 0 oldugundan
as P ? dx > 9x? gu

Ag(s,x) = —pe P (x —a) + rxe Pt = e P (x(r — p) + pa)
olur. Bu noktada

RXR+, er
U:{(s,x);Ag(s,x)>0}:{ {(s 0ix < pa } <o
’ ’ p_r' )

Egerr > pise Ag(s, x) pozitif olmaz ve bir T* anindan bahsedemeyiz. Burada bir D bolgesi
t ye gore invaryant olmalidir yani D + (t;,0) = D olur. (Ispat igin [9]) Oyle bir g*
fonksiyonu vardir ki
up
T

s su
g (s—to,x) = = ECD[ePi(X, —a)] = TP E[e= P+t (X¥ — q)]

— e—Plo sip E[e—p(r+s)(X_LJ_C — a)] = e—ptog*(s, x)

Burada baz x, > % icin D(x,) = {(t,x); 0 < x < x,} ifadesi U ifadesini igerir. Eger V

bu bolgenin i¢inde degilse y € V i¢in

EV[g(Y)] =g(y) + EY U Ag(Yt)dtl < g).
0

Buradan optimal durma noktasinin varlik teoreminden [9] g*(v) = g(y) ve V = 0 olur.
Simdi Ty, = Tpy,) olur ve 6(s,x) = 6y, (s,x) = ECP[g(Yyx,))] sonucunu bulmaya
calisalim. f = 6 i¢in asagidaki problemin bir baglangi¢ deger problemi oldugunu biliyoruz.

of _of 1, 0%
£+rx&+zax ﬁ_

f(s,x0) = e"P(xg — a).

Bu noktada f(s,x) = e P°®(x) doniisimii yapalim ve kismi tirevleri baslangic deger

0, 0<x<xg

probleminde yerlerine yazalim.
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O _ _e-ps F _ o-psgp! az_f— -P B’ 3 : ; -ps ;
5 = —Pe P(x) , 5 € P'(x) 5z = € ®"(x) yazip tim terimleri e ile
bolersek

! 1 2.2
—p(b(x)+rx¢(x)+§axd) (x) =0, , 0<x<x
P(xy) =x9—a

denklemi 2. Dereceden degisken katsayili homojen bir diferansiyel denklemdir. Genel
¢ozimii ise C; ve C, ler keyfi sabitler olmak tizere

P(x) = Cyx" + Cyx2

Seklindedir. Yukaridaki denklem Euler tipi bir denklemdir ve karakteristik denkleminin

kokleri asagidaki gibidir.

-Gt oGy - 2002

a?

V12 = , Y2 <0<y

Bu noktada @(x) fonksiyonunun x — 0 i¢in sinirli olmasi gerektiginden C, = 0 alip
baslangi¢ kosulu olan @(x,) = xy — a ifadesini yazdigimizda C; katsayisini
CleY1 =Xg—a ve Cl = xO_Y1 (xo - a) buluruZ.
X
O (5,2) = F(5,) = e P5Ca01 = €77 (g — @)
0

. a
Buradan x, noktasini maksimum nokta olarak alirsak xq = X4 = ” hl olarak bulunur.
—

Simdi 6, (s, x) ifadesi g*(s,x) = “P E[eP (X, — a)] i¢in optimum noktadir.

Xmax

Sonug olarak kisi varliklarini x,,4, = ya_hl degerine ilk ulagtiginda satmalidir. Bu durumdan
-

beklenen indirimli kar ise sudur;
Y1 — 1 X
97 (s,%) =0, __ (5,x) = e PS(——)"~ ("
a Y1

Daha sonra 1990 yilinda David Leonard ve Michael Solt [30] ‘Teminat Bedeli belirlemek
i¢in Black-Scholes Modelinin Kullanimi1 Uzerine’ adli makalesinde bazi1 dzel prosediirleri
incelemiglerdir. Temettiler (dividends) veya seyreltme (dilution) i¢in ayarlanmamis Black-
Scholes Modeli kisa vadelerle parasiz teminatlart ihmal eder. Seyreltme i¢in bir diizeltme,
temettii 6demeyen sirketlerin daha uzun vadeli teminatlar i¢in degerlemeyi iyilestirir.
Temettt 6deyen firmalar igin bulgular, teminatlarin nakitte oldugu veya vadenin 4 yil1 astig1

firmalara gore daha 1yi durumda oldugunu belirtir.
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1990 yilinda Beni Lauterbach ve Paul Schultz, [31]‘Pricing Warrants: An Empirical Study
of The Black-Scholes Model and Its Alternatives® isimli ¢aligmasinda yaygin olarak
kullanilan Black-Scholes Modeli ile ilgili potansiyel sorunlart aragtirmak i¢in 25000°den
fazla giinliik teminat (warrant) fiyatini 6rnegini kullanir. Bu makalede warrant fiyatlarini
belirlemede Black-Scholes modelinin performansindan daha iyi modellemeler aragtirilir.
Omegin Chen 1975’te warrant fiyatlamak igin Dinamik Programlama Yontemini
kullanmistir. Bu yontem, eger hisse senedi getirisi ve fiyatlardaki oynaklik tizerine makul
tahminler elde edilirse kullanighdir ve dogru sonuglar vermektedir. Noreen and Wolfson
1981°de dayanak hisse senedinin log-normal dagilim siirecini takip ettigi bir Black-Scholes
varant modelini ve hisse senedi fiyatinin varyans difiizyon modelinin sabit esnekligini takip
eden bir modeli test etmek i¢in 52 varant fiyatinin bir 6lgimuni kullanirlar. Sonug olarak
ikisinin de ayni diizeyde iyi sonuglar verdigini vurgularlar. Schwartz, 1977 yilinda varant
fiyatlarini tanimlayan kismi diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in Sonlu
Farklar Metodunu kullanir. Calismada varant fiyatlarini belirlemek i¢in diizenlenen bir

Black-Scholes Modeli su sekildedir:

N M
W = YIIS— ) e ™D, + =W |N(dy) — e "TxN(d,)
N N
7+M i
— Y. Ttip.
) _lnS e Dxl+(M/N)W+rT+Gﬁ
1 oVT 2
dz = dl - O-\/T

W, Varant Fiyati

S, Hisse senedi fiyati

x, opsiyonun igleme konulacag: fiyat (exercise price)
N, Tedavuldeki hisse senedi sayist

W, Varant sayisi

v, her varant ile satin alinabilecek hisse seyist

r, Risksiz faiz orani

T, Vade siiresi

o, Birim zamanda S+(M/N)W ‘ya ait dontigiin Standart Sapmast
N(d), d i¢in kiimulatif Normal Dagilim Fonksiyonu
t;, 1. Temettii 6denene kadar olan stire

D;, 1. Temetti hisse bagi dolar bedeli
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Bu modeli test etmek i¢in agagidaki formiil kullanilir:

S—YiDie i —e " x

ISDt = 0(0 + 0(1( e—TTx

Ye—1 T a1y + &

Burada ag, a4, a, terimleri katsayilardir.

Sonug olarak bu model Varant fiyatlama i¢in en ¢ok kullanilan tekniklerden olan Black-
Scholes Modelinin seyreltme (dilution, sermayenin azaltilmasi) i¢in bir ayarlama igeren

versiyonudur. Bu Modelde kargilasilabilecek problemler:

1. Temettii 6demelerinden énce opsiyonu kullanma

2 Eklenti Olasilig

3. Stokastik oranlar

4, Stokastik Hisse dalgalanmalari

5 Hisse degerleriyle ters orantili hisse dalgalanmalart olarak verilmistir.

Bu problemlerde Black-Scholes modelinin sabit varyans fikri en 6énemli dezavantajdir.
Ayrica Ross’un CEV(Constant Elasticity of Variance) (1975) Modeli ile Black-Scholes
Modeli kargilagtirilmis ve CEV Modeli ancak esneklige dair iyi tahminler verildiginde
fiyatlamay1 dogru yapabilmistir. Fakat SRCEV (Square Root Constant Elasticity of
Variance) Modeli, Varant fiyatlarin1 tahmin etme konusunda Black-Scholes Modelinden

daha iyi performans gosterir.

Donugturtlebilir menkul kiymetler genellikle menkul kiymetlerin ‘garanti kismi” degerinin,
bagka tirli esdeger bir diiz tahvilin veya bir imtiyazli hissenin degerine eklenmesiyle
fiyatlandirilir. Sonuglar CEV Modellerinin donisturilebilir finansal araglarin teminatl
kismini fiyatlandirmak i¢in kullanigh olabilecegini gosteriyor [31]. Bu ¢alisma CEV
Modelinin bu tir finansal araglarin fiyatlandirilmasinin incelenmesi gerektigine dikkat

cekerek sona eriyor.

1993 yilinda Davis, Panas, Zariphopoulou [32]‘European Option Prices with Transaction
Costs’ isimli makalesinde islem maliyetlerini de hesaba katarak opsiyon fiyatlama i¢in yeni
bir tanmimlama getirdiler. Caligmalarinda Hodges ve Neuberger’in 1989 yilindaki
caligmasindaki tanimlamanin bir modifikasyonu ve benzer bir yaklagim kullandiklarini

belirtirler. Daha o6nce islem maliyeti icermeyen Avrupa tipi opsiyonlarda Black-Scholes
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Modelini kullaniyordu. Burada yazarlar iglem maliyetini de igin i¢ine koyarlar. Bu iglem
maliyetlerini belirleyen fonksiyonlar iki stokastik optimal kontrol problemi igerir. Bunun
i¢cin Fayda Maksimizasyon Teorisi (Utility Maximization Theory) kullanirlar. Bunun i¢in bir
Utility Function (Fayda Fonksiyonu) tanimlarlar ve bu fonksiyonun degerinin maksimum
beklentisini tammlarlar. Boylelikle bir stokastik optimal kontrol problemi tanimlanmisg olur.
Diger bir agidan islem maliyeti olmadan bir opsiyon fiyatinin formiliini olustururlar. Daha
sonra Bellman Denklemleri yardimiyla islem maliyetlerini tanimlayip bu denklemlerin
¢oztimlerinin varlik ve tekligini gosterirler. Daha sonra Niumerik sonuglari paylasip,

caligmalarini bitirirler.

4.2 Black-Scholes Modelinin Yapay Sinir Aglar1 Ile Coziimlendigi Bashca Calismalar

2003 yilinda [33] nolu ¢aligmayla Henrik Amilon, Sinir aglarnni yontemleriyle Opsiyon
fiyatlama ve riskten korunma modellemesi gelistirmislerdir. Bu konuda 1994 yilinda
Hutchinson [34] ‘un g¢alismasi fikir verici nokta olmustur. Yapay Sinir aglari noktasinda
Boltzmann Makinesi, Hopfield Model, Kohonen Aglari gibi yontemler vardir. Fakat bu
yontemlerden en popiiler olam Multi Layer Perceptron (MLP) (Cok Katmanli Algilayici)
Yontemidir. Bu yontemde her sinir kendisine giden sinyalleri 6zetler, bir bias terimi ekler
ve nonlineer bir déniigiim yapar. Buradaki transfer fonksiyonu, monoton artan ttrevli bir
fonksiyondur. Bu dontigim lineer de olabilir fakat agin dogrusal olmayan fonksiyonlar
esleyebilmesi i¢in bazi gizli katmanlarin dogrusal olmayan transfer fonksiyonlarina sahip
olmasi gerekir. Noronun donustirilmis sinyali sonraki katmanlara iletilir ve bu siireg
tekrarlanir. Noronlar arast baglantilar agirliklar olarak temsil edilir. Sisteme girdi vektorleri
islendiginde noronlar araciligiyla ag tizerinden iletilir. Ag ¢iktilart 6nceden bilinen bir hedef
vektorle karsilastirilir ve bir hata fonksiyonu hesaplanir. Hata fonksiyonu sistemi geri besler
ve agirliklar ve ag yeniden ayarlamip stureg yeniden ilerler. Bu sire¢ hata minimize olana
kadar sirer. Agirliklari ayarlamak igin kullanilan algoritmalar geri yayilim (back

propagation) olarak adlandirilir. [33,35]

Daha sonra ¢aligmada Geri yayilimin formiilizasyonu verilir agin yapist belirlenir, veriler
aga islenir (buradaki veriler Isve¢ Borsasinin 1997 Haziran- 1998 Mart ve 1998 Haziran-
1999 Mart arasindaki hisse senedi fiyatlaridir), sinir agi modeli kurulur ve deneysel sonuglari
karsilagtirilir. MLP Sinir Agt Modeli ile olusturulan sonuglar iki modelle karsilagtirilir.
Birincisi Tarihsel olarak tahmin edilen fiyatlardaki volatilite baz alinarak olusturulan Black-

Scholes Modeli (BSh), digeri de opsiyon vadesine kalan giin baz alinarak her giin yeniden
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belirlenen volatilite baz alinarak olusturulan Black-Scholes Modelidir (BSi). Bu iki
volatiliteye gore Mlp modelinde de farkli sonuglar olugsmaktadir (MLPh, MLP1). Sonuglar
opsiyon fiyatlandirma agisindan siralandiginda hata payi en az olan MLPi, daha sonra
sirastyla BSi, MLPh ve BSh seklindedir. Riskten kaginma agisindan sonuglar siralandiginda
ise hata pay1 azdan ¢ok olana dogru siralama su sekildedir: MLPh, MLPi, BSi ve BSh.

Sonuglarin daha detayli incelenmesi agisindan [33] nolu ¢aligma incelenmelidir.

2004 yilinda Bennel ve Sutcliffe [35] numarali ¢aligmada Black-Scholes Modeli Yapay Sinir
Aglan ile Avrupa tipi opsiyonlar i¢in fiyatlandirma performansint FTSE 100 (Londra
Borsast) Indeksi igin gergeklestirmislerdir. Bu ¢alisma FTSE 100 i¢in Yapay Sinir Aglan
modeliyle sunulan ilk yaygin ¢alismadir. Alis opsiyonu i¢in opsiyonun alig fiyati varligin
gergek fiyatindan yiksekse veya satig opsiyonu i¢in varligin satig fiyati gergek fiyatindan
disiikse yani opsiyonu kullanmanin anlamsiz oldugu durumlara Out of the Money (OTM)
denir. OTM Opsiyonlarinda Yapay Sinir Aglari, Black-Scholes Modeline gore stiindiir.
Fakat Opsiyonu kullanmanin karli oldugu durumlarda yani In The Money (ITM)
durumlarinda Black-Scholes Modelinin performans: artarken Yapay Sinir Aglarinin
performansi diger. Bu durumda hisse sayist sinirlandirildiginda ve vade stiresi arttikga (200
giinden fazla) iki model karsilagtirilabilir hale gelir. Sonuglar i¢in daha fazla bilgi [35] nolu

caligmadan alinabilir.

2019 Yilinda Angabalan ve arkadaglarn [36] Rekabetci Sinir Aglart Modelini lineer olmayan
ve kesirli mertebeden dinamik bir sistem i¢in olusturdular. Bunu yaparken Lyapunov
Fonksiyoneli, Mittag-Leffler Fonksiyonu o6zelliklerinin asimptotik acilimi, Caputo
Turevinin bazi oOzelliklerini kullandilar. Matris seklinde verilen Kesirli Mertebeden
Rekabet¢i Sinir Aglart modellerinin Global Asimptotik Kararliligi kadar iyi bir denge
noktasinin varligini ve tekligini gosterdiler. Cauchy-Schwarz Esitsizligi ve Gronwall
Esitsizligi yardimiyla modelin sinirliligint gosterdiler. Lineer ve ayarlanabilir geri besleme
kontrol yontemleriyle zaman gecikme terimi igeren kesirli mertebeden Rekabet¢i Sinir
Aglart modeli ile daha onceden ¢alisilmig tamsayr mertebeden Rekabetci sinir aglar
modelinin  asimptotik  senkronizasyon kriteri belirlendi. Daha sonra Numerik

simulasyonlarla sonuglar agiklanir.

2021 yilinda Chen ve digerleri [37] ¢alismalarinda Laguerre Sinir aglan ile olusturulan tg

katmanli ntimerik bir algoritma ile Amerkan opsiyonu fiyatlarin1 belirlemeyi amaglarlar.
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Amerikan opsiyonlari igin volatilite ve faiz orami sabit olmadiginda Black-Scholes
Denkleminin analitik ¢oziimiinii bulmak olduk¢a zordur. Bu tip durumlarda gegerlilik siiresi
ve hisse senedi fiyatt agin girdisi, opsiyonun fiyati ise tek ¢ikti katmanidir. Aktivasyon
fonksiyonu olarak da Laguerre Fonksiyonlart kullanilir. Black-Scholes denklemi ve
baslangi¢ kosullari verilir, ¢6ziim araligimizda bazi noktalar verilir ki algoritma
ayarlanabilsin. Son olarak makine 6grenme algoritmasi ag baglantt agirliklarini optimize
etmek i¢in kullamlir. Sonlu elemanlar yontemi ve radyal tabanli fonksiyon sinir ag1 gibi
mevcut algoritmalarla karsilagtirildiginda, Laguerre sinir ag1 tarafindan elde edilen sayisal
¢oziimler daha yuksek dogruluga ve daha kugiik hatalara sahiptir, bu da o6nerilen yontemin
Black-Scholes denklemlerini ¢6zmek i¢in uygulanabilirligini  ve  Ustinligini

gostermektedir.

2023 yilinda Grohs, Hornung, Jentzen ve Wurstemberger [38] calismalarinda yapay sinir
aglarinin kismi tirevli Black-Scholes Denklemlerinin ¢ézimlerindeki zorlugun tstesinden
geldigi vurgulanir. Ayrica yapay sinir aglari goriintii ve ses tanima, oyun zekast analizi,
hesaplamali reklamcilik alanlarinda da ¢ok basarili sekilde kullanilmaktadir. Bu tur
simulasyonlar gosterir ki yapay sinir aglar ¢ok boyutlu fonksiyonlara yaklagim noktasinda
oldukga etkilidir. Bu ¢alismanin amaci da yapay sinir aglart i¢in hangi parametrelerde kismi
tirevli bir Black-Scholes Denkleminin ntumerik ¢6ziimine yaklasildiginin ortaya
koyulmasidir. Boylelikle kismi turevli Black-Scholes denklemlerinin ¢ok boyutlu

¢oztimlerinde bu zorlugun tstesinden yapay sinir aglar ile gelinebildigi gosterilmistir.

4.3 Martingal Siirecleri Uzerine Cahismalar

2012 Yilinda Beiglbock ve Juillet, [39] caligmalarinda marjinal martingal kisitlamalari
atinda Optimal bir tagima problemi tanimlarlar. P Olaslik uzayi, y, v € P maliyet fonksiyonu
c:R X R — R olsun. Eger a ve b sirasiyla y ve v ye gore integrallenebilir ise c(x,y) =
a(x)+b(y)olur. lavX =uvelavY =vise c(X,Y) = a(X) + b(Y) ifadesinin beklenti
fonksiyonu olan [E(a(X)) + E(b(Y)), +oo] iyi tamimlidir. Bu 6zellik Integrallenebilirlik
icin yeter kosuldur. Boylelikle Optimal Tagima Problemi Su Minimizasyon Problemini
igerir:

lav X = p velavY = v igin min{E[c(X,Y)]} olmalidir.

Bu problemin sonucu i¢in € (i, v) olarak tanimlariz.
cwn=_ o [ corantey
wv = el c(x,y)dr(x,y
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Burada m optimal tagima planidir. [T(g, v) ise tiim tagima planlaridir. Daha sonra bu optimal
tagima planinin bir Martingal oldugu belirtilir. Bu martingal tagimanin varligint bir optimal
nokta bulundugu ispatlanir. Daha sonra bu Martingal tasgimanin yapist olusturulur ve
Monoton Martingal tagtmanin varlig ve tekligi iizerine tartigilir. Diger boliimde Monoton
martingal tagitmanin optimallik sartlann tizerinde durulur. Son olarak farkli Maliyet

Fonksiyonlari ve optimal martingaller arast baglantilara yer verilir.

2012 Yilinda Dolansky ve Soner, [40] ¢alismalarinda martingal optimal tagima problemi ile
robust riskten koruma arasindaki ikiligi siirekli zaman i¢in incelemiglerdir. Riskten korunma
problemi, altta yatan riskli varligin ve statik bir pozisyonun dinamik olarak alim satimindan
olusan minimal bir siiper korunma portfoyi olusturmaktir. Bu ikilik, opsiyonun beklenen
degerini makimize eden Monge-Kantorovich tipi Martingal Tasinim Problemidir. Burada
verilen tim martingal 6l¢iileri vade sonunda marjinaldir. Ayrica stper ¢ogaltma portfoyleri

de bir maliyet olusturur.

Orijinal Tagima Problemi Mogne tarafindan [41] 19. Yiizyilda yazilmistir. Problem, bir kaz
icin toprak yigininmi optimal sekilde yer degistirmektir. Matematiksel olarak u ve v esit
kiitleler olsun. Burada R% iizerinde v den u ye bir optimal eslestirme arastirilmaktadir. S

burada bir eslestirme olmak tizere;

[ o(se)avm = [ peau

Tiim siirekli ¢ fonksiyonlari igin R? iizerinde saglanir. C maliyet fonksiyonu ve tim S

eslestirmeleri igin ;

f c(x, S(x))dv(x)

Ifadesini R% uzerinde minimum yapmak amaglanmaktadir. Kantorovich, [42] ve [43] deki
calismalarinda eslestirme kullanmak yerine marjinalleri u ve v olan R X R? de bir olasilik
uzay! tammlayarak problemi lineerlestirdi. Boylelikle (g, h) € R® yukaridaki ¢alisma [39]
ile de paralel olmak tizere ;

gx) +h(@y) <clxy)

saglanir. Boylelikle amag artik agsagidaki ifadeyi maksimize etmektir:

[ g@aveo + [ hau)

35



Robust riskten korunma problemlerinde hisse siirecinin baglangi¢ ve final dagilim1 olarak iki
deger daha verilir. Sonrasinda optimal baglanti kurulmaya caligilir. Problemdeki maliyet
fonksiyoneli sadece final degere degil iki deger arasi baglantinin tamamina baglidir. Bu
metindeki yaklagim, orijinal robust riskten korunma problemini kendisi agisindan bir limit
olarak kullanmaktir. Boylelikle robust riskten koruma, olasilik 6l¢iisii dogru segildiginde
klasik anlamda riskten korumaya doniigiir. Yani verilen olasilik uzayinda klasik ikilik
sonuglarint Avrupa tipi opsiyonlarin riskten korunmast i¢in uygulanabilir. Son adim
gozlemlenmis degerlerin limitini analiz etmektir. Bu durumu arbitrajsiz fiyatlarla ve
stokastik streclerin limit teoremleriyle birlestirilir. Devaminda sonuglar formiilize edilir,
yari kesin yaklagim ile bu ¢aligmadaki yaklagim arasindaki baglanti kanitlanir, sonrasinda

caligmanin ana sonuglarini vurgulayan esitsizligin ispatiyla ¢aligma sonuglanir.

2012 yilindaki bir diger calismada Duplantier ve digerleri [44] kritik durumda Gauss
carpimsal kaosunu caligmiglardir. Burada tiirev martingal, dallanan Brown hareketi ve
dallanan rassal yuriyis baglaminda tanitilir ve rastgele bir degere yakinsar. Ayrica tiirev
martingali ile baglantili olarak, logaritmik Gauss degiskenleriyle ilgili varsayimlar

yazilmaktadir.

Simdi Gauss Carpimsal Kaosunun tanimini yazalim. n > 1igin R% nin Borel altkiimelerinde

bir M,, Radon 6l¢gtimii olsun. [45]
xp-XEI ()
M, (A) = | eV x5 gy

Her A Borel Kiimesi i¢in (Mn(A)) dizisi bir pozitif martingaldir ve M (A) ile gosterilen
n

rastgele bir degiskene yakinsar. Bu dizinin yakinsadigi M (4) su sekilde gosterilir:
2
M(A) — f eVXx_yTE[XxZ]dx

Bu ifadeye y2K cekirdegiyle iliskili Gauss Carpimsal Kaosu denir. Bu deger Kovaryans
cekirdegi y2K olan bir X Gauss dagiliminin tsteli olarak diisiiniilebilir. Daha sonra Tiirev
Martigali formuli yazilir:

M{(dx) = (V2dt — X, (x)) e V2 X -dE X ] g

Sonrasinda Tirev Martingalin negatif olmadigl tanimlanir. Bu tanimlamalar tzerine

varsayimlarla ¢aligma sonuglandirilir.
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2013 yilinda Chakarov ve Sankaranarayananan [46] ‘Probabilisitc Program Analysis with
Martingales’ adli ¢aligmalarinda sonsuz durum olasiliklart programlarini analiz etmek igin
baz1 teknikler vermislerdir. Ilgilendikleri konulardan biri olasilik degismezleri ve neredeyse
kesin sonug¢ durumlarini sentezlemeye ¢aligmiglardir. Analizlerinin temeli olasilik teorisinin
siiper martingal siireclerine dayanir. Oncelikle olasilik programlarinin déngiileri igin siiper
martingalleri tanimlarlar. Olasilig1 yiksek olan martingallerin degerlerini sinirlandirmak
icin olgim esitsizliklerinin kullanimint sunarlar. Boylece program degiskenleri igin
olasiliksal sinirlar olusur. Devaminda Olasilik Programi i¢in Neredeyse Kesin Sonuglarini
test etmek i¢in bir siiper martingal siralama fonksiyonu verilir. Son olarak olasilik programi
i¢in olusturulan stiper martingal siralama fonksiyonu ve martingal kavrami birlestirmek i¢in
kisitlamaya dayali teknikler genisletilir. En son bazi kompleks olasilik programlarinin

degismezligi ve sonuglart hakkinda uygulamalar sunulur.

2014 yilinda ise Xiaofeng Shao ve Jingsi Zhang, [47] calismasinda Martingal Fark
Korelasyonunu ¢ok boyutlu degisken taramalarinda kullanimlart tizerine 6rnekler
bulunmaktadir. Orneklerinde [48,49,50] daki calismalarda analiz edilen modelleri

almiglardir.

2016 Yilinda Kabanov, Kardaras ve Song [51] ¢aligmalarinda negatif olmayan varliklarla
ilgili iglemleri siipermartingale doniistiren siipermartingal deflatorii ve siipermartingal
numarast (numeraire) ile ilgilidir. Stpermartingal numarasi, siipermartingal deflatoriine
karsilik gelen varlik islemidir. Calismanin amact P olasiligi altindaki siipermartingal
numarasinin P degerine ¢ok yakin bir olasilikta Lokal Martingal numarasina déniistigiini

gostermektir.

Yine 2016 yilinda Labordere ve Touzi [52] caismalarinda kendilerinden 6nce tanimlanmisg
olan Martingal tasima probleminin bir genisletilmesini sunmaktadir. Beiglbock ve Julliet
Martingal tagima problemine bir boyutlu Brenier Teoreminin bir genisletilmesini eklediler.
Bu [52] ¢aligmanin amaci Martingal Optimal Tagima Problemine Spence-Mirrlees Kosulunu
genigleterek kendilerinden Onceki siireci tamamlamaktir. Bunu yaparken Once alt ve Ust
sintrlara uygun sekilde Martingal Optimal Taginim Planina karsilik gelen karakterizasyonu
gergeklestirirler. Bu veriler sol ve sag monoton martingal taginim probleminin verilir. Bu
veriler bir yan trtin olarak karsilik gelen optimal yar statik riskten korunma stratejileri i¢in

acik bir sekilde saglar. Sonug olarak da Coklu marjinal Duruma bir uzanti saglanir.

37



2017 yilinda Gaoyue Gao ve Jan Obloj [53] calismalarinda Martingal Optimal Tasima
Probleminin ¢éziimi i¢in hesaplamali bir yontem gelistirdiler. Caligmalarinda ¢ok adiml
cok boyutlu Martingal Optimal Tagima Problemi bir dizi Lineer Programlama Problemine
yaklagabilir. Bu Lineer Proglamlama Problemlerinin sonuglart Martingal sartlarinda olan
uygun gevsemelerle birlestirilmig marjinal dagilimlarin birlestirilmesidir. Ayrica olasilik
yaklagimlarini ayriklagtirmak i¢in iki genel yaklagim sunarlar. Bunlar bu dagilimlara kargt
integralleri hesaplayabildigimiz durumlar ve onlardan 6rnek alabildigimiz durumlardir. Bu
durum ana sonucumuzu uygulanabilir kilar ve Martingal Optimal Problemini ¢ézmek i¢in
uygulanabilir bir semeya olanak verir. Son olarak gercek verilerde tek adim modelinde
uzmanlagmak i¢in bu g¢alismaya kadar yapilmamis olan yakinsama oraninin bir tahmini

sunulur.

2017 Yilinda Backhoff, Beiglbock ve digerleri [54] bilinen Optimal Tagima Probleminin
Benamou-Brenier tipi formiilint sunarlar. Son zamanlarda Martingal kisitlamalarina sahip
optimal tagima problemlerine bir ilgi olugsmustur. Bu durum 6zellikle Robust finans alaninda
gozlemlenir fakat matematikte de martingal esitsizlikleri ve Shokorhod Gémiilii Problemi
onemli sonuglart olan bagimsiz bir ilgi alanidir. Bu ¢aligma ise Martingal optimal problemi
hakkindadir. Klasik Optimal Tagima Probleminin zamana bagli versiyonunda Benamou-
Brenier ve Mc-Cann’in katkilart ¢ok onemli bir yer tutar. Verilen formulasyon d boyutludur
ve U ve v konveks formdadir. Martingal Optimal Tagima Probleminin ¢6ziimii olan M™ =
(M¢)te[o,1) bir Markov Martingali olarak ortaya gikar. Markov martingalinin 6zelligi ise bir
Brown pargaciginin hareketini My~u ve M;~v olacak sekilde olabildiginde yakin sekilde
taklit etmesidir. Bu, McCann Yer degistirme interpolasyonu ile benzer olarak y ve v arasinda
zamanla tutarli bir interpolasyondur. Baglangi¢c ve bitis degerlerinin uygun sekilde
secilmesiyle M*, Brown Hareketi, Geometrik Brown hareketi, Bass Martingali gibi

durumlara donugiir. Boylelikle Kellerer Teoremine yeni bir yaklagim da gelistirilir.

2017 yilinda Bernard Bercu [55] ¢alismasindaki amact martingal yaklagimi araciligiyla bir
boyutlu rasgele fil yuraytstnin (RFY) asimptotik davranigt iizerine bazi iyilestirmeler
yapmaktir. Bir boyutlu RFY’nin Asimptotik davranisi O ile 1 arasindaki bir p hafiza
parametresine baglidir. Bu davranis 0 < p < 3/4 araligindaki bolgede (diffiiz bolge)
farklidir, p = 3/4 oldugu durum kritik bolgedir, 3/4 < p < 1 oldugu bolgede (superdiftiiz
bolge) farklidir. Bu c¢alismada bu durumun neredeyse kesin yakinsaklik ve FRY’nin

38



asimptotik normalligi Uzerine yeni bazi sonuglart saglanacaktir. Kendilerinden onceki
caligmalarda [56] diffiz bolgede neredeyse yakinsaklik sartlan ile ilgili bazi sartlar
verilmigtir. Bu ¢aligmada bu sartlar ile ilgili daha gugli bir ispat verilmigtir. Sonrasinda ise
superdiffiz bolgedeki dagilimlarin Gauss dagilimi olup olmadig yoniinde bir ispat

yapilmistir.

Rassal Fil Yiiriiyiisii (Random Elephant Walk) (RFY): Bu sure¢ uzun siire hafizali rassal
yuriytslerden bir tanesidir. Uzun sireli hafiza kavrami Uygulamali Matematik, Fizik,
Bilgisayar ve Ekonomi gibi alanlarda oldukga kullanilir. RFY, bir boyutlu, ayrik zamanli,
Tam Sayilar tizerinde bir rassal yuriyustir ve hareketin en bagindan itibaren tam bir hafiza
ozelligine sahiptir [55]. Bu kavram aslinda Schiitz ve Trimper’in [57] ‘Filler her zaman
hatirlar’ isimli ¢alismasina dayanir. Zaten bu rassal sirecin Rassal Fil Yurtaylst adini
almasinin sebebi siirecin uzun siireli hafiza 6zelligine gonderme yaparak hafizasinin iyi
oldugu bilinen bir hayvanin adinin yazilmasidir. RFY ile ilgili 6zellikler ile ilgili [57] nolu

makale incelenmelidir.

4.4 Diger Black-Scholes Denklemleri Uzerine Secme Calismalar
2000 yilinda [58] Perello ve digerleri Black-Scholes Opsiyon fiyatlama modeli ile
Stratonovich sartlarint birlestirerek kapsamli bir inceleme yapmislardir. Caligmalarinda

Black-Scholes modelinin altinda yatan birgok incelige dikkat ¢ekmektedirler.

2004 Yilinda Hsien Chung Wu, Avrupa tipi opsiyonlar fiyatlandirmak i¢in Fuzzy Kiimeleri
Teorisini Black-Scholes formiiliine uygulamigtir [59]. Fiyatlardaki dalgalanma nedeniyle
Black-Scholes Modelinin bazi girdi degerleri beklenmeyen degerler olabilir. Bu nedenle faiz
orani, volatilite ve hisse senedi fiyati degerleri i¢in Fuzzy Sayilan onerilir. Boylelikle
Opsiyonun fiyatt da bir Fuzzy Sayisina dontigmiis olur. Bu durumda herhangi bir hissenin
opsiyon fiyati kabul edilebilir bir yakinlikta belirlenir. Tabi bu kabul edilebilir yakinliktaki

opsiyon fiyatin1 bulmak i¢in bir optimizasyon probleminin ¢oziilmesi gerekir.

2006 Yilinda Svante Janson ve Johan Tysk, Black-Scholes tipi operatorlar i¢in Feynman-
Kac Formulini gelistirdiler. Caligmalarinda Black-Scholes Denkleminin  stokastik
¢oziimiine de karsilik gelen Feynman-Kac teoremi tanimlarlar ayrica tek boyutlu uzayda

¢Oziimiin sonuglarini incelerler [60].
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2006 Yilindaki bir bagka caligmada Jarrow, Cetin, Protter Warackla [61] nolu ¢alismada
genigletilmis Black-Scholes ekonomisinde likid olmama fikrinin teorisini ve deneysel
kanitin1 sunarlar. Bu ¢alismada ortaya ¢ikan likidite riski, islem fiyatinin ticaret boyutunda

bir fonksiyon olmasiyla birlikte stokastik bir arz egrisi olarak modellenmistir.

Burada arz egrisi, yiiksek fiyattan alimlar ve digiik fiyattan satimlar ile birlikte yukari
egimlidir. Optimal ayrik zamanli riskten korunma stratejileri turetilir ve deneysel kanitlar
her segenege 6zgii onemli bir likidite varligi ortaya koyar. Bu ¢alismada likidite azliginin
opsiyon fiyatlari tizerine tahminlerini ifade etmek ve teoriyi agiklamak i¢in genisletilmig bir
Black-Scholes modeli verilir. Calismanin sonuglart likidite bedeli opsiyon fiyatlarinin
onemli bir bilesenidir ve riskten korunan opsiyon sayist ile quadratik olarak artar. Ayrica
Standart Black-Scholes Riskten korunma stratejileri genellikle optimal riskten korunma

stratejilerinden daha yiiksek likidite maliyetlerine sebep olur [61].

2006 Yilinda bir bagka makalede Arriojas ve arkadaslarn [62] stokastik Black-Scholes
denklemleri icin gecikme terimi ekleyerek gecikmeli diferansiyel denklemlere
donustirmiislerdir (delay differential equations). Amag modelin, opsiyon fiyatlarinin kapali
form sunumlarina izin verecek kadar basit ve gergcek zamanli piyasa degerlerine uyacak
kadar da esnek olmasini saglamaktir. Model arbitrajsiz olma ve piyasamn tam olma
ozelligini korur ve Avrupa tipi opsiyonlar i¢in gegerlidir. Opsiyon fiyatlama formiiliiniin

tiretilmesi egdeger bir Martingal ol¢iimtine dayanmaktadir.

dS(t) = S(®)[ue(t — a)dt + g(e(t — b))dW (1)], t € (0,1)
S(0) = ¢(0)

Gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin ¢6ziimij;

1
S = e {N©® -5 N NI®)},

t

t 1 t 2
S(t) = e(0)exp {uf p(u—a)du +f g((p(u — b))dW(u) _Ef g((p(u —b)) du}
0 0 0
olarak verilmigtir [62].
2007 Yilinda Accardi ve Boukas Black-Scholes Denklemini kuantum baglaminda

incelediler ve Hudson-Parthasarathy kuantum stokastik kalkulus baglaminda Black-Scholes

Modelinin bir uzantisini olusturdular.[63] Bu ¢alismada referans kaynaklari ise Segal’in [64]
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nolu ¢aligmasidir. Kuantum Ekonomi ve Kuantum Finans denilen alan, Kuantum Mekanigi
Kavramlariyla borsadaki hisse fiyatt diizensizliklerini agiklamaya ¢alisan bir alandir. Bu
alandaki ilk ¢alismayr William Segal ve Isidor Segal yayinlamiglardir. Amaglan varlik
fiyatlarinin ve tirevlerinin anlik él¢imlerini yapabilme gibi pazar 6érneklerini bilestirmektir.
Bunu B; Brown hareketine bir Y; parametresi ekleyerek yapmaya c¢alistirlar. ¥; parametresi,
B¢ nin i¢inde anlik olarak 6l¢iilemeyen varlik ve tiirevlerinin etkisi olarak verilir. Booylelikle
islem aB; + bY; olur ve @(a + bi)x[o ) seklinde sunulur. Sonug olarak bir kuantum opsiyon
w(T, zy) olsun. z; i¢in X = Ke?° dir. Burada Kuantum Portfoy;

ar =wo1(t =T,2)

b, = (W(T —t,z) — at]t(X))e_tr.Bo_l

Je(X) = Ke*

olarak sunulmustur. [63]

2008 Yilinda Ankudinova ve Ehrhardt [65], Nonlineer Black-Scholes Denklemlerinin
Nimerik Cozimleri iizerine bir calisma yayinladi. Lineer olmayan Black-Scholes
Denkleminin Klasik Black-Scholes Denklemine gore bazi avantajlart vardir. Bunlar iglem
maliyeti, korumasiz portfoyiin riskleri, buyik yatinmcinin tercihleri ve likid olmayan
piyasalar gibi daha ger¢ek¢i durumlart modelleyebilmesidir. Bu durumlar hissenin fiyatt,
volatilite, drift (siiriiklenme) ve opsiyon fiyatinin kendisi tizerinde etkili buyukliklerdir. Bu
caligmada birgok etkiyle belirlenen volatiliteye bagli Avrupa tipi veya Amerika tipi opsiyon
fiyatlarina goére en uygun lineer olmayan Black-Scholes Denklemleri verilmistir. Avrupa tipi
opsiyonlar i¢in problem nonlineer terim igeren bir difiizyon denklemine donustirtlerek
opsiyon fiyati i¢in analitik bir yaklagim belirlenir. Amerika tipi opsiyon fiyati iginse
Sevcovic ¢oziimini takip eden sabit alanda tamimli lineer olmayan lokal olmayan parabolik
denklemin serbest sinir deger problemi olarak tanimlanir. Son olarak ¢aligmada Leland
Modeli, Barles ve Soner Modeli i¢in gecerli volatilitelere gore niimerik ¢éziimler sunulur.

Lineer Black-Scholes Denkleminin ¢ozimii;
1
0=V, +50252V55 +rSVs—7rV, S=5(t)>0,te(0,T)

ifadesinden gelir. Burada S(t) dayanak varlik fiyatinin degeri su stokastik diferansiyel
denklemi saglar:

dS(t) = uS(t)dt + oS(O)dW (t)

Burada pu, varligin ortalama artig1 (drift veya trend) , o, volatilite, W(t) geometrik Brown

Hareketi, r risksiz faiz oramdir ve (0,T) araliginda herhangi bir temettii 6demesi yoktur.
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Ayrica modelde herhangi bir iglem maliyeti yoktur, bor¢ alma ve bor¢ verme faiz oranlarn
esittir. Tim taraflar herhangi bir bilgiye, menkul kiymetlere ve kredilere ulasma imkanina
her zaman ve her boyutta sahiptir, tim degiskenler mitkemmel boliinebilir ve herhangi bir
gergek say1 degeri alabilir ve bireysel ticaret fiyatt etkilemez. Artbitraj firsatt olmamast

demek risksiz kar etme firsat1 yok demektir.

Tim bu kabuller sonrasinda piyasa tam demektir yani herhangi bir varlik, piyasadaki diger
varliklardan olugan bir portfoy ile ¢ogaltilabilir. Boylelikle Black-Scholes Denklemi bir Ist

Denklemine donustirilip analitik bir sekilde ¢oziilerek opsiyonun fiyati belirlenebilir.

Gergek hayatta yukaridaki kabullerin pek de olast olmadigini anlamak zor degildir. Islem
maliyetleri, buyik vyatinmer tercihleri, tamamlanmamig piyasalar strecin nonlineer
oldugunu gosteren durumlardir. Ayrica p ve o katsayilarinin t anina gore hatta S(t) opsiyon
fiyatt degerine gore degismesi (sabit katsayr olmamasi) bizim yukaridaki kabullerimizle
celisir. Sabit bir u ve sabit olmayan volatilite 62 = a2(t, S, Vs, Vss) olsun. Boylelikle Avrupa

tipi opsiyonlar i¢in agagidaki lineer olmayan Black-Scholes Denklemini yazabiliriz:

1
0 - Vt +§02(t,5, VSJVSS)SZVSS + T'SVS - T'V

Ayrica bir temettii parametresi olarak qSdt terimini ekleyip denklemi Amerika tipi

opsiyonlar i¢in de olusturabiliriz:
1
0 - Vt + EO'Z(t,S, Vs, VSS)SZVSS + (7‘ - q)SVS - T'V

Bu denklemdeki q degeri S degerine sahip hissenin temettii verimidir.
Daha sonra [65] numarali galismada volatilite igin farkli modelleri verir. Ornegin Leland
Modeli ile volatilite belirlenir:

0% = 02(1 + Le sign(Vss))

L 2 K
e= |—
T gvVot

K: Alig sati isleminin birim dolar bagina iglem maliyeti

&t - Islem Siklig

Leland Modeli gibi farkli modeller de mevcuttur. Barles ve Soner Modeli, Riske Gore

Ayarlanmig Fiyatlandirma Metodolojisi ile de volatiliteler belirlenir. Daha sonra Avrupa tipi
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2011 Yilinda Pak ve Smirnov [66] Feynman Integrallerinin asimptotik genislemesi icin
geometrik bir yaklagim sunmusglardir. Calismalarinda belirli bir momentum limitinde bir

Feynman Integrali i¢in genisleme bolgelerini bulmak igin bir algoritma gelistirmislerdir.

2019 Yilinda M. Fujii,A. Takahashi ve M. Takahashi [67] ¢alismalarinda Weinan’in [68]
caligmasindaki Derin Geriye Donuk Stokastik Diferansiyel Denklemin (GDSDD)
(Backward Stochastic Differential Equation BSDE) ¢6ziimiiniin asimptotik geniglemesinin
kullanim1 gosterilmistir. Bu siiregte kayip fonksiyonu oldukg¢a azdir ve yakinsaklik hizi ise
artar. Cozuim teknigi ve sonuglan farkli bor¢lanma ve bor¢ verme oranlarinin yani sira
kuadratik bluyume sirtcileriyle ¢ozilebilir GDSDD’lerin bir sinifi olarak Bergman
Modelini kullanarak gosterilir. Ayrica bu g¢alismada Amerikan Opsiyonlarin fiyatlarini

temsil etmesi i¢in derin GDSDD Coéziiciniin bir uzantisi da verilmistir.

2020 yilinda Q. Han, X. Li VE Y. Li [69] caligmalarinda Yamabe Denkleminin izole
tekillikler yakininda pozitif ¢ézimlerinin asimptotik davraniglarini ¢aligmislar ve keyfi
mertebelere kadar genislemeler kurmusglardir. Ayrica tekil nokta yakinlarinda ve
yaklagimlarin keyfi yiksek mertebelerinde ongoriilen asimptotik agilimlarla ¢oziimlerin

varligt caligilmigtir.

n+2z
—Au = Zn(n — 2)un-2

denklemine Yamabe Denklemi denir. u denklemin pozitik ¢6ziimiidir ve denklem B;\{0} <
R™ kiimesinde (delinmis top) n = 3 igin tanimlidir. Yani orijin noktasinda ¢ikarilamaz bir

tekillik vardir. u pozitif ¢oziimiine karsilik gelen konformal metrik

g= uﬁldxl2 birR(g) =n(n—1)

skaler egriligine sahiptir. Daha sonra bu denklemin ¢oziimleri bulunur, izole tekillikleri
hesaplanip birinci mertebeden genislemeleri yapilir. Daha sonraki bolimde asimptotik
geniglemeleri birinci mertebe ve daha yiiksek mertebeleri i¢in hesaplanir. Son bélimde

ongortlen asimptotiklerle singtiler ¢oztimleri yapilir.

2021 yilinda Khalsaraei ve digerleri [70] ¢aligmalarinda islem maliyeti iceren Avrupa tipi
opsiyonlar i¢in olusturulan lineer olmayan kismi diferansiyel Black-Scholes Denklemini
¢ozmek i¢in uzamsal tiirevin standart olmayan ayriklastirmasina dayali niimerik bir metot
kullanmiglardir. Bunun ig¢in 6nerilen sema pozitif tanimli kararli ve monotondur. Ayrica

nimerik ¢oziimler dort farkli yontemle gosterilmisgtir.
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5. KESIRLI BLACK-SCHOLES DENKLEMLERI UZERINE YAPILAN
CALISMALAR

5.1 Kesirli Brown Hareketi (Fractional Brownian Motion) :
Kesirli Brown Hareketi, Brown Hareketinin Hurst Parametresiyle verilen bir
genellestirilmesidir. Levy, 1953’te [14] Riemann Liouville anlaminda kesirli integralle

Kesirli Brown Hareketini Su sekilde tanimlamistir:

Byu(t) = (t —s)""2dB(s)

1 t
I'(H+1/2) _L

Burada dB(s) parametresi White Noise yani ortalamasi sifir olan Normal Dagilim gosteren
rastlantisal terim, H parametresi ise Hurst Indeksi veya Hurst Parametresi olarak tanimlanir.
Bu noktada Hurst Parametresini bilmek gerekir. Hurst Parametresi, Harold Edwin Hurst
tarafindan gelistirilen zaman serileri arasindaki korelasyonu agiklamaya ¢alisan bir
parametredir. Yani 6l¢iilen bir verinin bir 6nceki zamandaki degeri ile bir sonraki zamandaki

degerinin ne yonde bir korelasyonu oldugunu verir [71].

Korelasyon, Olasilik Kurami ve istatistikte iki degisken arasindaki iligkinin yontni ve
gicuni belirtir. Eger iki degisken arasindaki korelasyon pozitif ise bu degiskenler arasinda
dogru orantt oldugunu. eger ki korelasyon negatif ise bu iki degisken arasinda ters oranti
oldugunu gosterir. Korelasyonun 0’a yakin olmasi giictiniin zayif oldugunu 0’dan uzak (+1

veya -1’e yakin) olmasi durumunda gii¢li oldugunu belirtir.

Daha sonra bu tanimin kesirli islemlerde yeterince kullaniglh olmamasi sebebiyle su

formiilizasyon gelistirilmistir [72]:

By(t) = By(0)
1 0 1 1
THT 12 U_oo [(t —)TE (9" 2] dB(s)

+ f t(t — s)H‘% dB(s)}
0

t>0
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Aslinda Brown hareketi ile kesirli Brown hareketi arasindaki fark, Brown hareketindeki
artiglarin bagimsiz olmasidir. Brown hareketinde bir 6nceki zamandaki hareket ile bir
sonraki zamandaki hareket tamamen bagimsizdir. Fakat kesirli Brown hareketinde bu durum
bagimsiz degildir. Eger H parametresi, 42’den buyiik ise artiglar arasinda bir pozitif yonli
korelasyon oldugunu soyleriz. Bu duruma Uzun Doénem Bagimlilik (Long Range
Dependence) veya Yusuf Etkisi (Joseph Effect) de denir. Bu ismi almasinin sebebi Yusuf
Peygamberin kissasindaki Misir’in yasayacagt yedi bereketli yil, yedi kitlik yili olayin
tahmin etmesinden ileri gelir [73]. Tam tersi eger H, 4’den kiiglk ise artiglar arasinda
negatif yonla bir korelasyon oldugunu soyleriz. H = 1/2 olmast durumunda ise Siireg
bildigimiz Brown hareketi siirecidir. Yani bildigimiz Brown hareketi, kesirli Brown

hareketinin H = 1/2 oldugu durumdaki 6zel bir durumudur.

Kesirli anlamda Black-Scholes Denklemi olarak ilk yapilan ¢aligmalardan ise Cuttland,
Kopp, Willinger’in 1995 yilindaki ‘Stock Price Returns and The Joseph Effect: A Fractional
Version of The Black-Scholes Model” ¢aligmast olmustur. Bu ¢alismada [73] Kesirli Black-
Scholes Denklemi yazarken Uzun Dénem Bagimlilik 6zelligine sahip bir kesirli Brown

Hareketini de tanimlarlar.

X =(X, t=0,12,..) ifadesine ortalamasi pu, varyanst o2 olan kovaryans duragan

stokastik stireg diyelim.

1. r(k) ifadesi de otokorelasyon fonksiyonu olsun. (k = 0)

ii. r(k)~k=PLi(k) k>0 , 0<B<1

iil. Ly, tlim LLl(—(ttJ;) = 1 sartimt sagliyorsa (yani t — oo iken yavas sekilde sonsuza
—o00 Lq

raksiyorsa 6rnegin sabit fonksiyon, logaritma fonksiyonu gibi)

Yukandaki r(k) sartin1 saglayan stokastik siireg Uzun Donem Bagimlilik (Long Range
Dependence) 6zelligine sahiptir denir.

Eger r(k)~p* ,k — oo,p € [0,1] ise stokastik siire¢, short range dependence ozelligine
sahiptir denir [73].

Long Range Dependence (Yusuf Etkisi) ‘nin énemi Hurst Kurali ile su sekilde verilir.
Xi: k=0,1,2,..n gozlem orneklerinin ortalamasi p(n) ve varyanst S2(n) olsun R/S

Istatistigi (Yeniden Olgeklendirilmis ayarlanmig aralik);

46



R(n)
Sm)
W, =X+ X, + -+ X)) — kp(n) olur.

= (max(0, Wy, W, ... W,,) — min(0, Wy, W,, ... W,,))/S(n)

Hurst, E[R(n)/S(n)]~cn! ifadesindeki H degerini 0.5 < H < 1 aralifinda oldugunu dogal
olarak meydana gelen bir¢ok zaman serisi iligkisini gozlemleyerek buldu. Burada ¢, sonlu
n’ye bagli olmayan pozitif katsayidir [71]. Daha 6nce de soyledigimiz gibi eger burada
H=0.5 olsayd: X, stokastik siireci short range dependence ozelligine sahip olurdu. Bu H

degerlerinin degisikligin yarattig1 etkiye Hurst Etkisi veya Hurst Fenomeni denir.

Uzun Dénem Bagimlilik (Long Range Dependence) 6zelligine sahip Duragan Stokastik
Modellerin en bilinenleri Kesirli Gauss Noise Modelleri ve Kesirli ARIMA siiregleridir.

Kesirli Gauss Noise Modeli korelasyon fonksiyonu r(k) = %(lk + 127 — | 2k|?H —

|k — 1|?%), k > 0,H € (0,1] olarak tanimlanan bir Gauss siirecidir ve eger 1/2 < H < 1
ise sire¢ Long Range Dependence 6zelligine sahiptir denir. H = 1/2 ise siire¢ bagimsizdir
ve eger 0 < H < 1/2 ise modelleme amaglart ve istatistiksel uygulamalari agisindan daha
az ilgi ¢ekici olur. Bu modelde Kesirli Brown Hareketi by = (by(t),t €R),0 < H < 1dir

ve kovaryansi
Elby()by (£)] = 2 (Is|?H + [¢2H—[t — 5]2H) dir.

Kesirli Brown hareketi ilk olarak [74] da tanitildi ve Mandelbrot ve digerleri
([72,75,76,77,78]) tarafindan olasilik ve Istatistik¢ilerin dikkatine sunuldu. Kesirli ARIMA
Modelleri ise [74,79,80] de tanitilmaktadir.

5.2 Kesirli Brown Hareketinin Ozellikleri Ve Uygulamalar:

Kesirli Brown Hareketine sahip kesirli Black-Scholes Denkleminin Yusuf Etkisi yani Long
Range Dependence o6zelligine sahip durumlart Kunitomo, Maheswaran,Sims [81,82]
tarafindan 1993 yilinda incelendi. Burada Long Range Dependence ozelligine sahip Kesirli
Brown Hareketinin Yar1 Martingal Ozelligine (Semimartingale Property) sahip olmadig
ispatlandi. Bu ¢aligmalara gore long range dependence 6zelligine sahip siiregler bir olgi

degisikligi ile martingallere dontstirilemez.
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Yari Martingal Ozelligi : (Semimartingal Property) Mandelbrot ve Van Ness 1968
yilindaki ¢aligmalarinda [83] H parametresinin araliginin 0 < H < 1 oldugu durumda by =
(by(t),0<t <1) kesirli Brown Hareketinin olasi tim durumlannin sirekli ve
tirevlenemez oldugunu gosterdi. w € {2 wiener siireci olmak tizere;

Z |by(w, t + At) — by(w,t)| - o0, n = ©

tET,

Ifadesinde yukaridaki Lemmadan dolay S-siirekli By igin

E| Y 1By(w, t + A6) = By(w, O = yN'=2#

tETy

Burada y sonlu, 1/2 < H < 1ve yN172H# ~ 0 olur.

Zeer, |bu(w, € + At) — by(w, D)|? = °[Xeer, |Bu(w, t + At) — By (w, 0)[*1=0

Boylelikle by degerinin sonlu oldugunu gosterilir. Fakat
Yeer, |bu(w, t + At) — by(w, t)| - o0, n - oo ifadesinde by igin 1/2 < H < 1 araliginda
sinirsiz oldugundan bir yari martingal olusturmaz. Ayrica yukaridaki tanimdan dolay1

oby(t) + ut surecinin kesirli, geometrik Brown hareketi s; ‘in bir konveks fonksiyonu

olarak yazilabildigi goriilir ki sy stireci % < H < 1 araliginda yar1t martingal degildir [84].

Kesirli Geometrik Brown hareketi gibi hisse senedi fiyatlama siiregleri, yari martingal
ozelligi gibi kisitlayict durumlar igerir. Bununla birlikte modern stokastik analiz teorisinin
cogu yarnt martingallerle sinirli oldugundan, finans mithendisiligi a¢isindan hisse senedi

fiyatlarinda Joseph etkisinin getirilerinin sonuglar sinirlayicidir.

Esdeger Martingal Olgiim Problemi:

Simdi esdeger martingal o6l¢imi i¢in ayrik zamanli bir siireg tanimlayacagiz. Bu siireg
martingal 6zelligini de baz1 durumlarda saglayacak. Hyperfinite kesirli rassal yiirtyts streci
By =By(),teT),1/2<H<1 (w,t) €, T), artiglar ABy(w', t) dir ve pozitiftir.
W], ={w' € 2:w'(s) =w(s),s <t} . Burada 0 noktasi ri(conv(ABz(w',t):w’ €
[w]:)) kimesinin eleman1 degildir. Ri(conv(x)) kiimesi digbiikey yapinin goreceli i¢ kismi

demektir (relative interior of the convex hull). 1/2 < H <1 i¢in
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ABH(W, t) - BH(W, t+ At) - BH(W, t)
= cyY(w, t) + cyw(t)At?

Y(w,t) = Z_N< (=) = (¢ =) w(s)VAE

teTvew €A, = {w:w(s) = 1,5 < t}dir. Aynica P[4,] = 27 ¥VWV=0-1 glasiligi pozitiftir.

ABy(w,t) = cy (W(t)AtH + {(s + AD)* — S“}W(S)\/E)

0<s<N+t
= cyVAE(W()AL® + (N + t + AD)* — At®).
Burada eger w(t) = 1ise ABy(w, t) ifadesi pozitiftir. Eger w(t) = —1 ise
ABy(w,t) = cyVAE((N + t + At)® — 2At%)
> cyVAL(N® — 2At%)
olur. ASy(w,t) = Sy(w, t)(HAt + cABy(w, t)) olacak sekilde ASy(w, t) artisi
1/2 < H < 1 parametreli kesirli geometrik rassal yurtyus streci, w(t) nin her zaman
pozitif degeridir. Boylelikle su 6nermeleri yapabiliriz:
1. 1/2<H<1,teT ve we A, icin kesirli rassal yuriyis By 1n artigt olan
ABy(w, t) ve kesirli geometrik rassal yiriyiis Sy 1n artist olan ASy(w, t) degerleri w(t) nin
degeri ne olursa olsun pozitiftir.
2. Yeterince biiytik n € N igin kesirli rassal yiirilyiis By ,, ve kesirli geometrik rassal

yuriyis Sy , esdeger martingal 6l¢limil olusturmaz.

Arbitraj Firsatlar Hakkinda:

Stricker’in [85] surekli ornek yollart fiyatlandirma streglerinin esdeger martingal
olgimiinin varlig: ile arbitraj firsatlarinin yoklugu arasindaki denklik hakkindaki genel
sonuglart geometrik kesirli Brown hareketi fiyatlama strecinin Sy , 1/2<H <1
uygulamasidir. Yani kisacast Kesirli Black-Scholes Opsiyon fiyatlama modeli arbitraj firsati
sunar. Bu konuyla ilgili daha ¢ok bilgi i¢in [82] nuamarali kaynak incelenebilir. Burada
hyperfinite kesirli CRR (Cox, Ross, Rubinstein) modeli ayrik zamanda pratik kullanimda

arbitraj firsatlarina olanak verir.

Sonug¢ olarak bu calisma [73] klasik anlamda opsiyon fiyatlama teknigi ve bu teknigin

ozelligi olan yart martingal 6zelligi ile long range dependence yani Yusuf Etkisi 6zelligine
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sahip (H parametresinin% < H < 1 araliginda oldugu By igeren) olan kesirli Black-Scholes

Modelinin kiyaslamasi seklinde ve Kesirli Black-Scholes modelinin yart grup 6zelliginin
veya arbitraj firsatlarinin olup olmadiginin incelenmesi seklinde ilerler. Kesirli Brown
Hareketinden sonra bu hareket ile tanimlanan Kesirli Black-Scholes Modelini sunmasi

acisindan degerli bir ¢aligmadir.

1996 yilinda W. Dai ve C. C. Heyde, ‘Ito Formula with Respect to Fractional Brownian
Motion and Its Application’ isimli makalesinde H parametresinin 1/2 < H < 1 araliginda
oldugu ve H parametresine bagli kesirli Brown hareketi i¢in Ito Formuliiniin bir versiyonunu
olusturmuglardir. Long Range Dependence 6zelligine sahip kesirli Brown Hareketinin Yar
Martingal 6zelligt olmadig igin standart Ito Formulini kullanamayiz. Bu sebeple Ito

Formiiliiniin bir versiyonu olusturmaya ¢aligilir.[86]

Tanmim: a(w.t),b(w,t):[0,T] X 2 = R olacak sekilde iki stokastik stire¢ olsun. By(t) H
parametresine bagli kesirli Brown hareketi olsun.

dX; = a(t)dt + b(t)dBy(t) stokastik kesirli diferansiyel denkleminin ¢oziimu
X(w,t) = Xo(w) + fota(w, s)ds + fotb(w, s)dBy(w,s) olur. Burada X, rassal baslangig
degeri, fot a(w,s)ds her w € £ igin adi Riemann-Stieltjes integrali, fotb(w, 5)dBy(w,s)

stokastik kesirli integraldir.

Teorem: (Kesirli Brown Hareketine gire Ito Integrali)

(Q,F,P) tam olasilik uzay1, By (7) [0,T] araliginda kesirli Brown hareketi (H parametresi
1/2<H <1 araiginda), By(0) =0, her t€][0,T] igin E[By(r)]=0 ve
a(w.1), b(w, 1), X(W, T) stokastik siiregler ve [to, t] € (0,T) olsun.

1. a(w.t) terimi [ty,t] araliginda her w € £ i¢in Riemann-Stieltjes anlaminda
integralenebilirdir,

2. ) Ot b(t)dby(7) integrali Dai ve Heyde anlamindadir,

3.

a. 0<s<t; <ty t3 <t <T,{b(1):0<t<T}L{By(1):0<7<T}

E{{(b(t) — b(s)(b(t3) — b(s))(By(t2-Bu(t2))(Bu(ts) — Bu(t)}}
= E{(b(t1) — b($))(b(t3) — b(s))IE{By(t2-By(t2))(Bu(ts — By(ts))}
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b. d?b(t)/dt? 2. Tirevi vardir, 0 < s <ty <t t3 <t, < T, {b’(r) = %(:): 0<
T < max{ty, tg}} , By(ty),By(ty),By(ts),By(ty) rassal degiskenleri & ven igin

aib'(t):s <1 < max{{t,, t3}}}, E|E|* < o0, E|n|* < oo,
{ { 1 3}} § n

E{(b'(s)ty —s) + O((B'(s)t3 —s) + M(By(tz) — By(t1))(Bu(ts) — By(t:3))} =
E{(b'(s)ty —s) + ((B'(s)t3 —s) + ME{(By(t2) — Bu(t1))(Bu(ts) — By(t3)},

4
< 00

2

su
P E W(t, W)

E|db < sup
—_ 0.0]
0<t<T ldt ’

0<t<T

4.
Xi—X;, = ftf, a(w, T)dt + ftf, b(w, 7)dBy(w,T) , ve iki degiskenli U(t,x): [0,T] X R - R

fonksiyonu sturekli,

Sup ElUX,)]|? < oo
0<t<T X ©) ’
sup EaUXt 2
o<t <7llar &t
sup EaUXt 2
0<t<T ax(t')
sup ZUX 0 1 2
0<t <1k |Gz Ke T 0L <o
sup 5
0 <t <A <
sup 5
OStSTElb(t)l < oo,
P BIb(t) — b(s)| < const|t —s|P B = 0 ik
0<t<T S cons s|?,p = 0iken

dy, = { (t, X)) + a(t, w) 2= (t, Xo)}dt +b(t, W)S2(t,X)dBy(t)  olarak  verilen

diferansiyel denkleminin ¢oziimi;
LU t ou
Yo=Y, = f {a— (t, X;) + a(z, W) (T XT)} dtr + f b(x, W)a(‘[, X;)dBy (1)
0 to
olur.
Bu teoremde eger 2H > 1 ise E(By(t + A) — By (£))? = |A|?" olmasina ayrica dikkat

cekilmistir.
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Bu caligmada stokastik kalkiiliisiin kesirli Brown hareketi noktasinda uygulamalarn ile ilgili

su noktaya dikkat ¢ekilmistir. [87]

Tanim:
dX, = f(t,X;)dt + g(t)dBy(t) stokastik diferansiyel denklemi i¢in g(t): R = R sinirli bir

Borel Fonksiyonu olsun.

Bp(t)

[ aBu)amyo = [ g
0

0

Bu(t) .
| 9®M=ﬁ%ZM¢M%@WﬁM¢m

olarak tanmlanir [87].
Bu teoremden sonra stokastik kesirli bir diferansiyel denklemin varlik ve teklik problemine

girilir. Coztimun varlik ve tekliginin ispat1 ve yukaridaki teoremlerin ispati ile ¢aligma sona

crer.

Long range dependence 6zelligine sahip yani kesirli Brown hareketinin Hurst parametresi
1/2 < H <1 oldugu durumda Yari Martingal ve Markov 6zelligi olmadigini biliyoruz.
1999 ve 2000 yilinda Hu ve Oksendal’in ¢aligmalarinda [88,89] 1/2 < H < 1 i¢in By(t)
kesirli Brown hareketi i¢in bir White noise teoremi gelistirdiler. Caligmalarinda kesirli
Brown hareketine sahip bir stirece ait bir portfoye ait (bir miktar risksiz faiz yatirimi ve bir

miktar opsiyon miktarinin bulundugu) optimal karlilig: belirlemeye ¢alistilar.

Burada A(t), r faiz oraniyla bankaya yatirilmig bir miktar olsun.

dA(t) = rA(t)dt, A0) =1

S(t) de bir hisse senedinin t anindaki bedeli olsun.

dS(t) = aS(t)dt + aS(t)dBy(t), S(0)=s>0, a>r>0, c#0

Burada By (t) Ito tipi kesirli Brown hareketi olarak tanimlanir [88]. Simdi

0(t) = (a(t), f(t)) bizim portfoyimiiz olsun. a(t) risksiz yatirim yani A(t) oramini, S(t)
ise opsiyon satin alinan orami versin. Burada a(t) ve B(t), Ft(H)-surecidir, Ft(H)
ise{By(s)}, s <t tarafindan genellestirilen o-cebiridir.

Z(t,w) = Z9(t,w) = a(DA) + B()S(t)
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ile verilen Z(t,w) ifadesi a(t) oraninda risksiz yatinm olan A(t), B(t) oraninda riskli
yatirim olan (volatilite ve rassal terim igeren) S(t)’den olusan bir portfoyiin deger siirecini
verir. Bu denklemin diferansiyeli

dZ(t) = a(t)dA(t) + B(t)dS(t)

olur. Burada Z negatif degildir. Buradaki kabul edilebilir 8 portfoylerinin kiimesi A olsun.
Bir z degeri i¢in 6yle bir 8" € A degeri vardir ki V(z) degeri su sekilde olur.

V(D) = Vu(2) = 5 & 4E*[u(z8(T))] = E*[u(z® (T)]

T > 0, EZ ifadesi i¢in beklenti, Z%(0) = z , ve u:[0,00] — R verilen azalmayan ve konkav

bir fayda fonksiyonudur.

Bu denklemlerde kesirli Brown hareketi olmast sebebiyle martingal 6zelliginin
saglanmadigini belirtmistik. Standart Brown hareketinde bu islem Hamilton Jacobi Bellman
Denklemi ile yonlendirilen dinamik programlama teknigi ile ¢oziiliir. Fakat kesirli Brown

hareketinde bu mimkiin degildir ¢iinkii Markov 6zelligi saglanmaz [89].

Ayrica bu ¢aligmada yukaridaki optimal portfoy probleminin bir a¢ik ¢oziimi verilir. [90]
nolu ¢aligmada Hurst Parametresine bagl (1/2 < H < 1) Ito tipi Kesirli Black-Scholes
Modeline ait martingal yaklasimi bu problemin ¢oziimiinde kullanilir. Islem basamaklar

i¢in [90] nolu ¢alisma incelenebilir.

Teorem: u(x) = %x” bizim fayda fonksiyonumuz ve optimal portféy probleminin V(z)

deger fonksiyonu ;

1 4 a-—r
|4 =V, =-zV < T . 2/ .T2‘2H>

olur ve optimal durma noktast Z¢ (T) ise ;

1-2y a-r,
_ A T2-2H
1_y)2( o ) HT )

79°(T) = zex LJ‘TK(S)dB (s) +rT +
= p . H 2(

1-vy

olur.
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Teorem: Yukaridaki optimal portfoy problemi igin u(x) = %x” oldugunu kabul edersek
0" = (a”, ") degeri i¢in

B*(t) = er(t—T)g—ls—l(t)%exp {%f K(s)dBy(s)

-Gyt on ) + 1)

a’(t) = A7 (OE7®) - B (OSE®)

t

etz () =z + f exp(—7s) o B*(s)S(s)dBg(s)

0

olacaktir.

Teorem: Burada u fonksiyonunu u(x) = logx, x > 0 alirsak;

1l a—-r
V(z) =logz + T + > (T)Z/IHTZ‘ZH

t

p*(t) = Ze"to1STI(t)ze ™ K (t)exp {f K(s)dBy(s)

— % (a ; r)z T2-2Hp <%>}

@' (1) = A7) (2°°() - B (DS (D))

e T 79 (t) = z+ f exp(—7s) o B*(s)S(s)dBg(s)

0

denklemlerine ulagilir [89].

5.3 Kaesirli Black-Scholes Modeli
Kesirli Brown hareketi by = (by(t):0<t <1), H(1/2 < H < 1) olarak tanimlansin.

E[by(1)?] = 1 oldugundan bir Gauss siirecidir ve bu siirecin kovaryans fonksiyonu
1
R(s,t) = 5(52H+t2H —(t—s)*M),0<s<t<1

olsun. by(t) — by(t — 1) ifadesi t anindaki r(k) otokorelasyon fonksiyonuna gore

artisgtmizdir.
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r(k)~c(H)k?*72,k — oo
Burada c(H), k’dan bagimsiz pozitif katsayidir. Yukaridaki r(k) ise 1/2 < H < 1 boyunca

(1) ozelligini saglar.

Wiener Integrali i¢in Anderson’un [91] kurdugu yapiy1 kullanarak standart olmayan by su

sekilde verilir. @ = H — 3 olmak tizere by (hyperfinite) siireci;

By(w,t) =cy Z F(s,t)AB(w,t)

—Ngs<t

N bir tamsayi, cy pozitif katsay1, By: 2 X T — R dir. Burada F: T X T — R Fonksiyonu

(t =)= (—s)15cq3(s), s<t
0 , s>t

olur. Burada By, 1/2 < H < 1 parametreli ({2, 4, P) de tamiml1 Hyperfinite Kesirli Rassal

H&0={

Yiuriyus (Hyperfinite Fractional Random Walk) olarak tanimlanir. [29]’de By 1n 1yi tanimli

integal tanimlamastyla [92] daki formulasyon;

bu() = cu f [t = )%= (=5)1(520)(5)] db ()

= cht f(t, s)db(w,s)

olur. Burada cy;
0 1 1/2
cy = (f [(1—w)¥%— (—w)%*)*du +f (1- u)z"‘du>
—oo 0
olur. Boylelikle Kesirli Rassal Yiurayusler i¢in Donsker tipi invaryans prensip tanimlanmig

olur [92,93].

Teorem: a. w, Wiener siireci, By S-Siirekli ve By(w, t) = by(w,t), t € T.dir.

b. Egern — o ise By, — by dir.
Teoremin ispati [73] caligsmasinda verilmigtir. Bu noktada bazi agiklamalart yapmak gerekir.
Bu ¢aligmadaki Kesirli Brown Hareketi, bildigimiz Brown Hareketinin Anderson’un yapist
ile hyperfinite rassal yurtyis olarak tanimlandig Kesirli hyperfinite rassal yuriayustir.
Lindstorm’un [108] calismasindaki yaklagimi, Kesirli Brown Alanlarini olusturmak i¢in

White Noise Integrallerini kullanmast agisindan farkliliklar igerir. Bu galisma benzer yapiy1
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olusturan alternatif bir yaklagimdir. Ayrica yukaridaki Teorem daha genel sonuglari olan bir
durumun o6zel bir halidir. Davydov, hangi lineer zaman serilerinin by slrecine

yakinsayacaginin kollarin1 verir [94].

Simdi Kesirli Black-Scholes Denklemini tanimlayalim. Oncelikle bildigimiz Black-Scholes
Denklemini olugturan Stokastik Diferansiyel denklemi yazalim. Bu denklemde t zamani, s
hisse senedi fiyatini, w wiener siirecini, [ risksiz faiz oranini, ¢ volatiliteyi (fiyatlardaki
oynaklik), b(w,t) Brown hareketini tanimlasin

ds(w,t) = s(w,t)(cdb(w,t) + pdt)

stokastik diferansiyel denkleminin ¢6zimu
1
s(w,t) = spexp(ob(w, t) + (n — Eaz)t)

olarak verilmistir. Simdi bu Stokastik Denklemin Kesirli versiyonunu yazalim. by kesirli
Brown hareketini, sy ise H parametresine gore hisse fiyat siirecini gostersin.

dsy(w,t) = sy(w,t)(cdby(w, t) + udt)

Denklemi h parametresine gore kesirli Brown hareketi igeren stokastik diferansiyel bir
denklemdir. Bu denklemin ayrik hyperfinite modeli, Cox, Ross, Rubinstein’in opsiyon
fiyatlama modelinin (Binom modeli) 1/2<H <1 parametresine gore kesirli
versiyonudur. Yani denklemin ayrik zamanli versiyonu

ASy(w,t) = Sy(w, t)(cAby(w, t) + pdt) dur. Cozimi de Sy(w,t) = s [[u<e(1+
oABy(w, u) + pAt) olur [26].

Sy fiyatlama siireci geometrik bir rassal yirtiiylis durumundan olusturulmustur. Bu nedenle
bu sureg, hyperfinite geometrik kesirli rassal yuriiyiis veya kesirli Cox, Ross, Rubinstein

(CRR) Modeli olarak tanimlanir [95].

Teorem: 1/2<H <1 ,weN Sy(w,t)t €T igin S-Sirekli olsun.
°Sy(w, t) = sgexp(oby(w, °t) + p°t) olur. Simdi asagidaki lemmay1 gosterelim.

Lemma: C, sonlu bir sabit olsun. Her t € T igin

E [(ABH(t))Z] = At2H(1 + C(D))

C(t) = Cvel/2 <H < 1dir. Boylece

E Z (AB,(D)°| ~ 0.

0=st<1
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Lemmanin ve tizerindeki teoremin ispatt [73] ¢alismasindan bulunabilir.

Tamm: Bir hisse i¢in Kesirli Black-Scholes fiyatlama modeli, 1/2 < H < 1 parametreli
geometrik kesirli Brown hareketini igerir.

Suw,t) = sgexp(aby(w,t) +ut),0<t <1

Sonug¢: Sy, aynk zamanli, geometrik, kesirli, 1/2 < H < 1 parametreli rassal yiiriyis
streci olsun. n € N ve At = 1/n i¢in

Sunw, t) = 5o [Ty<t(1 + 0ABy (W, u) + pAt) ve n — oo iken Sy, — Sydir.

2009 Yilinda Marcin Magdziarz, [96] Black-Scholes Formula in Subdiffusive Regime isimli
caligmasinda Black-Scholes Modelinin, finansal piyasalarin subdifiizyonal (alt yayilimli)
karakterlerini igeren bir genellestirmesini sunar. Bu tur siregleri karsilayabilmesi i¢in
subdifiizyonal (alt yayilimli) Brown hareketi tanimlanir. Bu strecin olasilik yogunluk
fonksiyonunun dinamiklerini yonlendirmesi i¢in bir Kesirli Fokker-Planck Denklemi
tanimlanir. Ele alinan model arbitrajsiz ve tam olmayan bir modeldir. Sonrasinda Avrupa
tipi opsiyonlarin fiyatlarina karsilik gelen Subdifiizyonal Black-Scholes Denklemini bulunur
ve bu opsiyon fiyatlarinin nasil degerlendirilebilecegi Monte Carlo Yontemiyle gosterilir.
Klasik sonuglar ve Subdifiizyonel Black-Scholes Modelinin sonuglart karsilagtirilarak

caligma sona erer.

Subdifiizyon yani alt yayilim lineer olmayan bir stirectir. Normal olmayan difiizyon bir a
kuvvet katsayisi ile verilir. Bu siireg ortalama kare yer degistirme ile verilir. (r?(x)) =
K, X% ifadesinde eger « = 1ise siireg tipik difiizyondur, @ > 1 ise siireg siiperdifiizyon, eger
a <1 ise siure¢ subdifiizyondur. Bu tir normal olmayan difiizyon, Kesirli Difiizyon

Denklemleriyle modellenir.

Gergek hayattaki bir¢ok durumda verilerin hareketsiz kaldig1 gozlemlenir. Bu durum en ¢ok
katilimci sayisinin ve igslem sayisinin nispeten digiik oldugu gelismekte olan piyasalarda
gorilir. Bu durum Fiziksel sistemlerde olduk¢a kullanilan Subdifiizyon (alt yayilim) ile
aciklanabilir. Subdifiizyonun yaygin Matematiksel tanimlamast kesirli Fokker-Planck
denklemleriyle yapilir. Bu denklem yavag dinamikler sergileyen modellerin analizinde

oldukga kullanilir.
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Bu model i¢in 6nce Subdifiizyonal (alt yayilimli) Brown Hareketini tanimliyoruz.

Zo(t) = Z(Sa(1))

ifadesinde Z,(t) Subdifiizyonal Geometrik Brown Hareketidir, Z(t) ise Geometrik Brown
Hareketidir, 0 < @ < 1 parametresine baglt S,(t) = inf{r > 0: U,(7) >t} ise ters «

kararli alt koordinatordir.

Teorem: Z,(t) Subdifiizyonal Geometrik Brown Hareketi, Z,(t) nin Kismi Diferansiyel

Denklemi kesirli Fokker-Planck tipi denklemin ¢oziimuidiir.

ow(x, t) e g%\ 0 a? 9>
BT oD =1 t= axW(x, t) t> 9 x w(x, t)| ,w(x,0) = 5, (x)

1 d ¢
DI = e | 9 (s

kesirli tirevi Riemann Liouville anlamindadir.

2005 Yilinda Bjork ve Hult [97], Kesirli Black-Scholes Modeli ile Wick Integralinin iliskisi
tizerine bir ¢aligma yayinladilar. Bu g¢alismanin 6nciili olan ¢aligmalar da [98,99] nolu
caligmalardir. Bu ¢aligmalarin ana mantigi Brown Hareketi yerine Kesirli Brown Hareketi
(1/2 < H < 1 araliginda Hurst parametresine bagli) olmasi ve Ito Integrali yerine de Wick
Integrali olmasidir. Kesirli Brown hareketi igeren durumlarda bir martingal 6zelliginden
bahsedemedigimizi daha 6nce belirtmistik. Bu ¢alismada yukarida referans noktalarinda yer
alan bir ¢eligkiyi ¢ozmek i¢in problem yeniden ele alinmistir. Bu ¢eligki, kesirli Brown
hareketi iceren modellerin arbitrajin olabilecegini kanitlayan makalelerin aksine yukaridaki

caligmalarda arbitraj imkant olmadiginin belirtilmesidir.

2010 Yilinda Guy Jumarie [100], ‘Derivation and Solutions of Some Fracitonal Black-
Scholes Equations in Coarse-Grained Space and Time. Applications to Merton’d Optimal
Portfolio’ isimli ¢aligmasinda Mittag-Leftler Fonksiyonu belirten kesirli mertebeden Taylor
Serileri kullanarak, kesirli stireglerin dinamiklerine sahip stokastik bir diferansiyel denklem
modeli kurar. Buradan iki yeni kesirli Black-Scholes Denklemi tanimlanip ¢oztimleri
verilebilir. Bu denklemlerden biri modeli digeri de ¢ozimu verir. Merton’un Optimal
Portfoyi bu model ve ¢ozim 1s18inda yeniden gozden gegirilir ve yeni sonuglar eklenir.
Borsanin temel dinamikleri igin gercek veriler ile sanal verileri tanimlanmasinda oneriler

sunar.
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f(x+h) =E (h*DZ)f(x), kesirli Taylor serisi, E,(.) Mittag Leffler Fonksiyonu
Ayrik zamanli FW, Tleri Operatorii olarak tamimlanir. FWhf (x) = f(x + h)
Af(x) = (FW =D (x)

o
— —_1\k —
= > 0¥ () flx + (@ = o))
k=0
Suirekli zamanli veriler i¢in de

Dy = ! d - 0))d
) = f ey |, (@ — FO)e

Modifiye edilmis Riemann Liouville Kesirli tirevidir.

Kesirli tirevler ve Taylor agilimi iglemlerinin sonucunda iki adet Black-Scholes modeli

bulunur.
Model 1:
tl—a a!
Pt(a) (x,t) = (rP —rxP,) m - o2x2P,,
Model 2:

15%“) (x,t) = —rx“l,’,(ca) (x,t) — y(a)azxz"‘l,’,(gc) (x,t)

_(@)’r’(1-oa)
y(a) = )]

modellerinin ¢oztimleri yapilir ve Merton’un klasik anlamda optimal portfoyi kesirli olarak

yeniden duzenlenir. Bu kesirli portfoy i¢in optimal kontrol problemi ¢oziilir ve sonug soyle

bulunur:

y —(a)™ T o_pt s N 1
v(t) :<(1—y)(1—a)!j; e 1=vgl=eX (T, 7)dt ) el-v

Burada parametrelerin short range dependence ve long range dependence 6zelligine sahip

olma durumlarina inceleme yapilir. Son olarak gergek ve sanal veriler iizerinden sonuglar

degerlendirilir ve ¢alisma sonlanir.

2017 yilinda N. Ozdemir ve M. Yavuz, [101] galismalar1 Cok degiskenli Pade Yaklagimini
kullanarak Caputo anlaminda Kesirli Black-Scholes Denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini
bulmak tzerinedir. Boylelikle Avrupa tipi Vanilla alig opsiyonu fiyati belirleme problemini
cozerler. Daha sonra [102] nolu ¢alismada yazarlar Avrupa tipi vanilla alig opsiyon fiyatini

belirlemek i¢in tekil bir ¢ekirdek fonksiyonu olmadan kesirli mertebeden bir Black-Scholes
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denklemini [107] nimerik yontemle ¢o6zmeyi amaglamiglardir. Zaman kesirli kismi
diferansiyel denklemler fizikte bazi difiizyon problemlerinde, miithendislik uygulamalarinda
ve bazi hisse senetlerinin subdiffiiz veya superdiffiiz davraniglarinda goézlemlenir. Bu
caligmada radyal temelli fonksiyonlarin ¢ok boyutlu dugumlere sahip problemlerin
¢oziimiinde yeterince esnek bir yontem oldugunu ve matrislerdeki kosul sayisinin nasil

azaltilabilecegini de goriirtiz.
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6. SONUC

Stokastik streglerin finans diinyasinda kullanimi yaklasik olarak 120 yil oncesine kadar
gitmektedir. Fakat 1973 yilinda yayinlanan Black-Scholes Denklemi bu alanda bir devrim
niteliginde olmustur. Bu denklemin sagladigi avantajlar sayesinde insanlar opsiyon
fiyatlama daha genis alanlarda kullanilmaya baglanmis ve bir¢ok opsiyon borsast agilmistir.
Fakat daha once de belirttigimiz gibi Black-Scholes Modelinin dezavantajlari da mevcuttur.
Omegin temettii 6demesinin modelde ihmal edilmesi, islem maliyetlerinin hesaba
katilmamasi, modelin sadece Avrupa tipi opsiyonlara uygulanabilir olmasi gibi durumlar
Black-Scholes Modelinde bulunan dezavantajlardir. Insanlar bu sebeple bu kavramlar da

iceren yeni caligmalar yapmislardir.

Tezimizde optimal durma problemini 4. bolimde ele almistik. Literatiirde tamsay1 mertebeli
diferansiyel denklemlerle optimal durma problemi tizerine birgok caligma bulunmaktadir.
Fakat kesirli mertebeli optimal durma problemleri tizerine yapilan g¢alisma sayist heniiz

yeterli degildir. Hatta farkli kesirli tirevlerin nasil sonuglar verdigine bakilabilir.

Ayrica tezimizdeki martingal optimal tagima problemlerinin de kesirli mertebeden
caligmalart heniiz literatirde bulunmamaktadir. Boyle bir ¢alismamin sonucu da gercek

hayata daha yakin bir model olusturmasi agisindan énemli olacaktir.

Ayrica bu g¢alismada kesirli mertebeden stokastik diferansiyel denklem igeren Kesirli
mertebeden Black-Scholes Denklemi ile Kesirli Brown Hareketi iceren Kesirli Black-
Scholes Denklemi ayni denklemler degildir. Bu iki denklemin ¢oziimleri arasindaki bir
kiyaslamanin da sonuglari dikkate degerdir. Ayrica hem kesirli mertebeden hem de kesirli

Brown hareketi igeren Black Scholes Denkleminin ¢ézimleri arastirilmalidir.
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