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OZET

v —CONULL VE v —-KAMA FDK UZAYLARI

Bu tez ¢alismasinda v e{p,bp,r,c} olmak iizere ¢ift indisli diziler i¢in v — yakinsaklik

kavrami goz Oniine alnarak (kuvvetli) v —conull ve (zayif) v—kama (wedge) FDK uzaylari
tanimlandi. Diger taraftan, Bennett (1974) tarafindan yapilan ¢aligmaya iliskin sonuglar (kuvvetli) v —
conull ve (zayif) v —kama (wedge) FDK uzaylari i¢in incelendi. Ayrica bu tiir uzaylarin topolojik yapisi
ile igerme (inclusion) doniisiimlerinin kompaktligi arasindaki iligski kuruldu. Diger yandan, bu uzaylara
iliskin ¢esitli karakterizasyonlar elde edildi. Son olarak ise (kuvvetli) v —conull ve (zayif) v —kama
(wedge) FDK uzaylarinin toplanabilirlik alanlarindaki 6nemli bazi uygulamalar verildi.

Anahtar Kelimeler: Cift indisli dizi uzaylari, v —conull FDK uzay1, v —kama FDK uzay1, v —
yakinsaklik

Damsman: Prof. Dr. {lhan DAGADUR, Mersin Universitesi, Matematik Ana Bilim Dali Mersin.



ABSTRACT
v —CONULL AND v —-WEDGE FDK SPACES

In this thesis, considering the concept of v —convergence for double sequences, (strong) v —
conull and (weak) v —wedge FDK spaces for v e{p,bp,r,c} are defined. On the other hand, the
results of Bennett (1974) are analysed for (strong) v —conull and (weak) v —wedge FDK spaces.
Moreover, the relation between the topological structure of such spaces and the compactness of inclusion
maps is established. On the other hand, various characterizations of these spaces were obtained. Finally,

some important applications of (strong) v —conull and (weak) v —wedge FDK spaces in the field of
summability are given.

Keywords: Double sequence spaces, v —conull FDK space, v —wedge FDK space, v — convergence

Advisor: Prof. Dr. ilhan DAGADUR, Mersin University, Department of Mathematics, Mersin.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kisaltma/Simge Tamm
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar1 kiimesi
C Kompleks sayilar kiimesi
NZ N X N
w Tiim reel ya da kompleks terimli diziler uzay1
¢ Sonlu dizilerin kiimesi
c Yakinsak diziler uzay1
c, Sifira yakinsak diziler uzay1
1 Mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1
bv Sinirli salimm diziler uzay1
L, Sinirl diziler uzay1
Y, A matrisinin bir Y dizi uzayindaki toplanabilirlik alani
Q Tiim ¢ift indisli diziler uzay1
) Cift indisli sonlu diziler uzayi
M, Cift indisli sinirh diziler uzay1
C, v —yakinsak cift indisli diziler uzay1
C, Sifira v —yakinsak ¢ift indisli diziler uzay1
C, Bir A matrisinin v — toplanabilirlik alani
L, Mutlak yakinsak seri olusturan ¢ift indisli diziler uzay1
BY Smurl salinimli gift indisli diziler uzay1
B, Sifira yakinsak sinirli salinimli ¢ift indisli diziler uzay1
BS Kismi toplamlar: sinirhi ¢ift indisli diziler uzayi
CS, v —yakinsak seri olusturan ¢ift indisli diziler uzay1
e Cift indisli birim dizi
e, K — mc1 satir1 1 diger satirlari 0 olan dizi
e | —nci siitunu 1 kalan siitunlar1 0 olan dizi
¥ (k, 1) -nci terimi 1 diger terimleri 0 olan dizi
X Bir X ift indisli dizisinin (mn)—nci kesiti
E' E uzayin siirekli duali
Ea 00,00
:={X=(Xk|): Z‘Xk|yk|‘<°°’ Vy:(ym)EE}
k=1
Eﬂ(") 00,00
= X=(Xk|):V_ZXk|Yk|<°O' vy:(ykl)EE
k=1
E 4 m,n
=1%=(Xg) 1 SUP|Y. Xy Y| <0, Yy =(y,)€E
mn [k1=1
f
E ::{(f(é"')):erE'}
P (x) =X,
ra(x) =|x,

viii



Kisaltma/Simge Tamm
q,(y)
CI(J/) =sup li_mymn
5@ Q- 0, (S(Z)x)mn = Z X,
ki-1
(S(Z) )71 Q- Q’ ((S(Z)X)l) = an_ Xm—l,n_ Xm,n—1+ mel,nfl
Ax (Ax)mn, x dizisinin A matrisi ile yapilan doniisim dizisi
Q) = {x eQ:vmneN,[Ax] =v- kZJ:amnkl Xy mevcut}
EEV) A matrisinin bir E ¢ift indisli dizi uzaymdaki v -toplanabilirlik alani
gl A matrisinin (k,I)—nci siitunu
glmn A matrisinin (m,n)— nci satiri
7 1E :={x x.zeE}
z 1 EY =EV) = {x 1XZ€E Eﬁf)}
m | (S t) | Smatrfnst
’ ={XeQ 1sup D X, |<oo
mn k=s,+1
1=t +1
Sm+lvtn+1
M |(s.t) =iXxeQ:isup > ‘xij—xiflyj X ja+ .1,71
mn j=s,+1
j=th+1
s ::S(V)(E)z{x (%g)eE: x=v- Zxklak'}
w) :=W(V)(E):{x (% )eE: Vf eE", zxk,f (6“) }
BE ::BJr(E):{X:(XkI)EE:VfEE,(Xklf(5kl EBS}
Be =B NE
R =F""(E) :{x:(xk,)e E: vf eE", (xk, f (5" ))eCSy}
R =F"" NE
|2 ::{ XeLl,: kZI:ak, X, Yakinsak }
(A(AZ))L :={XEIA:kZJ:ak,xk,=ZA:x}
I,(f)(f) :={XELuA :%:f(é‘k')xk, yakmsak}



Kisaltma/Simge Tamm

(A(:))l(f) :={XE|AZkZI:f(5kl)Xkl=f(X)}
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1. GIRIS

Matematiksel analiz i¢inde 6nemli bir yer tutan toplanabilme yontemleri oldukga eski bir
gecmise sahiptir. 11k olarak Wilansky (1949) matrisler icin conull ve coregiiler simiflandirmasi yapmis
ve Snyder (1965) bu smiflandirmay1 FK-uzaylarma aktarmigtir. Ayrica Bennett (1974) kama (wedge)

uzay kavramini tanimlamis ve conull FK-uzaylar ile iligkisini ortaya koymustur. Bu ¢alismlalarin bir
devam olarak da ince (2000) Cesaro conull ve Dagadur (2002) C , —conull kavramlarini inga ederek

cesitli karakterizasyonlar vermislerdir.

1896 yilinda ise Pringsheim (1896) tarafindan ¢ift indisli diziler ve bu diziler i¢in iyi bilinen
Pringsheim yakinsaklik kavramm tanimlanmis olup 1932 yilinda Agnew (1932) tarafindan ¢ift indisli
dizilerin toplanabilirligi incelenmistir. Ayrica 1965 yilinda Bromwich (1965) tarafindan ¢ift indisli dizi
uzaylari ¢alisilmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir. Cift indisli diziler i¢in yakinsak ve sifira yakinsak
dizi uzaylarinin bir genislemesi ise 1991 yilinda Moricz (1991) tarafindan verilmistir. Diger taraftan ise
Zeltser (2001, 2002 ve 2009) yapmus oldugu ¢alismalarda gift indisli dizi uzaylari i¢in konservatif matris
metotlarimi ele alip FDK ve BDK uzaylari igin 6nemli bazi karakterizasyonlar vermistir.

Bu tez caligmasinda ise Bennett (1974) tarafindan yapilan ¢alisma goz Oniine alinarak v —
yakinsaklik kavrami v € { p,bp,r, C} olmak tizere (kuvvetli) v —conull ve (zayif) v —kama (wedge)

FDK uzaylari tammmlanmis ve bu tiir uzaylarm yapisi ile igerme (inclusion) doniisiimlerinin kompaktligi
arasindaki iliski kurulmus ve ¢esitli karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica segkin alt uzaylara iligkin
cesitli sonuglar elde edilmistir. Son olarak ise toplanabilirlik alanlariin FDK topolojisi géz 6niine alinip
v—conull ve v —kama (wedge) FDK uzaylarmin toplanabilme alanlarina iliskin bazi uygulamalari

verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Toplanabilme yontemleri matematiksel analizde 6nemli bir yer tutar ve oldukga eski bir gegmise
sahiptir. Ilk olarak Wilansky (1959, 1978, 1984) matrisleri conull ve coregiiler olarak simiflandirmis ve
Snyder (1965) bu smiflandirmayr FK-uzaylarma (koordinat fonksiyonelleri siirekli Fréchet uzay)

aktarmugtir. Bennett (1974) ise FK-uzaylar1 ve uygulamalarina iligkin cesitli karakterizasyonlar
vermistir. Ardindan ince (2000, 2006) Cesaro conull ve Dagadur (2002, 2003, 2006, 2008) C , —conull

uzay kavramlarini tanmimlayarak cesitli karakterizasyonlar vermislerdir.

Bilinen tek indisli dizilerin aksine ¢ift indisli dizilerde bir¢ok yakinsaklik kavrami vardir. En
¢ok caligilani ise Pringsheim yakinsakliktir. Pringsheim (1897) ¢ift indisli diziler i¢in sik¢a ¢aligilan
Pringsheim anlamindaki yakinsaklik kavramini tammlamistir. Agnew (1932) ¢ift indisli dizilerin
toplanabilirligi ve Hill (1940) ¢ift indisli dizilerin perfectligi ile ilgili ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Cift indisli dizi uzaylar1 iizerinde ilk olarak Bromwich (1965) calismis ve sonraki ¢aligmalar
icin yol gosterici olmustur. Moricz ve Rhoades (1988) ise kuvvetli regiiler toplanabilir matrisleri ve
hemen hemen yakinsak ¢ift indisli dizileri ele almig ve 6nemli karekterizasyonlar vermistir. Daha sonra
Moricz (1991) yakinsak ve sifira yakinsak ¢ift indisli dizi uzaylarini incelemis ve bu uzaylar iizerindeki
normlar1 vermistir. Basarir ve Sonalcan (1999) cesitli ¢ift indisli dizi uzaylar1 tanimlayarak bu uzaylarmn
topolojik yapisini incelemistir.

Toplanabilme metotlari ile ilgili olarak Przybylski (1977) ve Boos, Leiger ve Zeller (1997) ¢ift

indisli diziler i¢in e—, be — ve C— yakinsaklik kavramlarini tammlamis, bu yakinsama ¢esitlerinin

topolojik yapilarim ¢alismiglardir. Ayni1 zamanda Boos, Leiger ve Zeller (1997) Pringsheim anlaminda
yakinsak diziler uzaymin kendi dogal topolojisinde metriklesebilir olmadigin1 gostermis ve bu uzayin
LFDK- topolojisini vermistir.

Milovidov ve Povolotskii (1991) kismi toplamlar dizisi yakinsak ve sinirh salinimli ¢ift indisli

dizi uzaylar1 tammlamis ve bu uzaylarin S (V) — duallerini vermistir. Yesilkayagil ve Basar (2021) ise

bu dizi uzaylarinin BDK ve AK(V) uzay1 olup olmadiklarmi belirlemistir. Gokhan ve Colak (2004,

2005) kismi toplamlar dizisi sinirli, sinrli salinimli, Pringsheim anlaminda yakinsak ve regiiler yakinsak

¢ift indisli dizi uzaylar lizerinde ¢alismis ve bu uzaylarin a— ve f (V) — duallerini vermistir. Bagar ve

Sever (2009) £q dizi uzaymi tanimlamis ve dualleri iizerine ¢aligmustir.

Zeltser (2001, 2002, 2009) cift indisli dizi uzaylar i¢in konservatif matris metotlarini, matris
doniistimlerini, FDK ve BDK uzaylarinin topolojik yapisini ve bu uzaylarin dualleri ile toplanabilirlik
alanlarindaki uygulamalarmma iliskin 6nemli sonuclar elde etmistir. Ayrica ¢ift indisli seriler i¢in
Pringsheim yogunlugundaki yakinsaklik kavramini ele alarak 6nemli sonuglar vermistir. Boylece
toplanabilme teorisi agisindan incelenen Ozellikler fonksiyonel analiz agisindan da incelenmeye

baslanmistir. Bu ise ilgili alanin 6nemini arttrmistir. Boylece toplanabilme teorisinde incelenen

2
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kavramlar fonksiyonel analizde de incelenmeye baslanmistir. Bu da bu alanin daha ¢ok Onem
kazanmasini saglamistir. Bu nedenle bu tez konusunun g¢alisilmasi analiz ve fonksiyonlar teorisi

agisindan 6nem arz etmektedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Temel Kavramlar ve Gosterimler

Tamm 3.1.1. N dogal sayilar kiimesi ve X bostan farkli bir ciimle olmak tizere
x:NxN - X, (k1) =x,

seklinde tanimlanan X fonksiyonuna X degerli ¢ift indisli bir dizi denir.
Bu c¢aligma boyunca ) ile tim reel ya da kompleks terimli ¢ift indisli dizilerin uzay1
gosterilecektir. Bu uzay koordinatsal toplam ve skaler ¢arpim iglemleri ile bir vektér uzayidir. €2

uzayinin herhangi bir vektor alt uzayma cift indisli dizi uzay1 denir.

(%) dizisi

SK_ 1 (i,j):(k,l)
SR (A () EX(9))

olmak lizere €= Z S ile ¢ift indisli birim diziyi, €, = Z 5" ile k — nc1 satirt 1 diger satirlar1 0 olan
[

diziyi ve e' = 25 " ile | —nci siitunu 1 diger siitunlar1 O olan diziyi gosterecegiz. Ayrica tim cift
k

indisli sonlu dizilerin sinif1
@ :=sparfe” : k,l e N}={xeQ 3N, e N,V(k,1)) e N’ /[, N,J* : x, =0}
olmak tizere
O, =dU{e}

bigiminde tanimlanir.

Her x=(X,) cift indisli dizisinin (mn)-nci kesiti

m n

X™ =33 %" (mneN)

k=1 1=1

dir.
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Tamm 3.1.2. X= (Xk,) cift indisli bir dizi olmak iizere eger Sup |XkI | <oo ise bu durumda X = (Xk,)
k,leN

dizisine smirlidir denir (Moéricz ve Rhoades, 1988). Siurli ¢ift indisli dizilerin uzayi
M, = {x eQ: x| = sup | X |< oo}
olup bu uzay || . ||w normu ile bir Banach uzayidir.

Cift indisli dizilerde birgok yakinsaklik kavrami mevcut olup en yaygin kullanilan yakinsaklik
kavramlar1 ise Pringsheim yakinsaklik, sinirli yakinsaklik ve regiiler yakinsakliktir. Cift indisli dizilerin

yakinsaklig ile ilgili en bilinen tanim ise Pringsheim yakinsaklik tanimidir.

Tamm 3.1.3. X= (Xk,) ¢ift indisli bir dizi olmak tizere her £ >0 icin IN €N mevcut dyle ki her
K,I > N igin |Xkl - L|<8 ise bu diziye L degerine Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir ve

p—Ilimx, =L bigiminde gosterilir (Pringsheim, 1900). Tiim Pringsheim yakinsak ¢ift indisli dizilerin

uzayl1

C,={x=(%,)eQ:ILeC V&e>0 INeN VkI=N 5 |x,-L|<e}

p

big¢iminde tammlanir. Diger yandan p—limx, =0 olacak sekildeki tim X = (XkI ) cift indisli dizilerin
uzayl ise Cp0 ile gosterilir. C'p uzayi ¢ift indisli dizilerin koordinatsal toplama ve skaler ile carpma

islemleri ile bir lineer uzay olup ||X|| o =lim sup |Xk|| yart normu ile de bir tam uzaydir. C, ve C,, dizi
P kI >N

N—

uzaylarmnin topolojik yapisi sebebi ile bu uzaylar i¢in bir norm tanimlanamaz (Méricz, 1991).

Pringsheim yakinsak her dizi sinirli degildir. Eger X = (XkI ) dizisi Pringsheim yakinsak ve ayni

zamanda sup |Xkl | <oo ise bu diziye sinirh yakinsak dizi denir. Smirli yakinsak diziler uzayi
k,leN

C, "M, =C,, ile gosterilir. Eger X= (Xq) dizisi Pringsheim yakinsak olmak iizere her | € N igin

Iikm Xq Ve her keN i¢in |i|m X, limitleri mevcut ise bu diziye regiiler yakinsak dizi denir. Regiiler

yakinsak diziler uzay ise C ile gosterilir. Bu uzaylar arasinda C <G, < C, icerme bagntist

mevcuttur. Ayrica C—yakinsaklik
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C, Z={XEQZ c—limx, :=Ii|m|i{n X mevcut}

seklinde tanimlanir. v herhangi bir yakinsaklik kavrami olmak tizere v — yakinsak dizilerin uzay: C,

ve sifira v —yakinsak dizilerin uzay1 C, ile gosterilir. Diger taraftan ve{p,bp,r} igin
{5"', e, e,e';kl eN} kiimesi C, uzaymin ve v =C igin {5"', e, ekl EN} kiimesi C,

uzayinin birer alt uzayidir. C rO’ Cbp, Cpr’ /\/lu uzaylari || || normu ile birer Banach uzayidir.

Tamm 3.1.4. X = (XkI ) cift indisli bir dizi olsun. Eger

i+m j+n

lim sup|—————> " > x, —4|=

MmN j j>g (m+1 n+1) k=i 1=j

ise yani, (X,) dizisinin herhangi bir D ={(k,|):i <k<i+m, j<I< j+n} dikdértgensel
bolgesinde alinan ortalama de@eri i ve | i¢in bir 4 sayisina diizgiin yakinsak ise X = (Xk,) dizisine

A sayisina hemen hemen yakinsaktir denir (Moricz ve Rhoades, 1988).

Simdi ise asagida bazi bilinen dizi uzaylarmi verelim. v € { p, bp, I’} olmak tiizere

L, :I{XEQ :Z|Xkl |<°O}’
E(p ::{X el :(Xkl )k ' (Xkl )| € (p} '
M, = {XEQ Ilmsup|xkl|<00}

Nk l=n

BY =ixeQ :”X”BV = Zl Xt = X — X+ Xeg1 |<°O}
Kl

BY, :={XEBV :vl,lil[nxkI =0ve vk,lilmxkI :O}

.

ve

m,n
Z Xyl

k,I=1

BSZ={XEQ :sup

m,n
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dir.

Tamm 3.1.5. E lineer bir topolojik vektor uzayi olsun. E nin siirekli duali E' olmak iizere E < Q

uzayimin a—,ﬁ(v)—,y— ve f —dualleri ise

E“ =

X=(%q) : f‘xmymkwi Vy:(ym)EE}'

=
N

{
EA) :={x=(xkl) =S XY < Vy:(yk,)eE},

k,I=1

Z Xt Yia

k,I=1

(Xkl ) . sup

m,n

o, Vy:(yk,)eE}

m
<
I
—
>
Il

ve
Ef ::{ (f(5k')>: vf eE'}
bi¢iminde tanimlanur.

Tamm 3.1.6. E < Q olsun. Bu durumda

{(uy)eQ: 3(x,)eE > VkIeN, |u|<|x|}=E

ise E uzayimna normal (solid) uzay denir. Eger E bir solid uzay ise E* = E” v = g7 esitligi saglanir
(Basar ve Sever, 2009).

Tamm 3.1.7. E < Q olsun. Eger E“” = E ise bu durumda E uzaymna perfect uzay denir.

Her perfect uzay bir solid uzaydir. Ornegin ®“ =Q, Q" =D, M* = Gy =L, ve
L,* =M, oldugundan @, Q, £, M, uzaylar birer perfect uzay olup dolayisiyla solid uzaylardir.

Karsit olarak, solid uzaylar her zaman perfect degildir. Ornegin, G, uzay: solid olup Cy,,™ =M,

oldugundan perfect degildir (Zeltser, 1998).

Tamm 3.1.8. E uzay1 Q vektor uzaymin bir alt uzayr olmak iizere eger I :E >R, x> |Xk||

(k, leN ) yar1 normu siirekli ise bu durumda E uzayina bir DK (double K) uzay1 denir. Bir DK-uzay1
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Fréchet topolojisine sahip ise boyle bir uzaya FDK (double FK) uzay1 denir. Ayrica normlu bir FDK-
uzayma ise BDK (double BK) uzay1 denir.

C,, Ve C, diziuzaylar || . ||w normu ile birer BDK-uzayidir. Ayrica C, uzay da {q, q,:ne N}

yar1 norm ailesi ile bir FDK uzayidir. Burada

Ay (¥)=suply,,| (neN) ve q(y):=suplimy,,

olarak tamimlanir.

(E,Z‘) bir lokal konveks uzay olsun. Eger E uzayr E, cE ,, olacak sekildeki E, FDK
uzaylarmin bir dizisinin birlesimi ve 7 topolojisi i: E , — E i¢erme doniisiimiine gore E {izerindeki

lokal konveks indiiktif limit topolojisi ise (E,Z‘) uzayma LFDK-uzay1 denir. Kisaca E = U E,
neN

seklinde ifade edilir. C_ uzay: bir LFDK-uzay1 olup C, = U C.. seklinde ifade edilir. Burada
p P v

/\/tb”pz{Xe/\/lp:”x”l :=ftlj>rz|xkl|<oo} ve G =C,nM

olup {” . ||:C} u{l’kI k,le N} yar1 norm ailesi M} (n € N) tizerinde bir FDK topolojisi tamimlar. Her

neN igin G, uzay1 My, FDK uzayinda kapalidir. Ayrica C, LFDK-uzay1 da M, LFDK-uzayinda

kapalidir (Boos vd., 1997).

Her (E, Te ) DK-uzaymin bir K-uzayina topolojik izomorf oldugu diisiiniilebilir. Bunu gérmek

i¢in {p ‘pe ”P} yar1 norm ailesi ile bir 7. DK-topolojisi tamimlansm. Ayrica F = T(E) olmak

luzere

T:Q-ow

x—>(zi):=(;gy/,1(i))

ve I NxN— N birebir 6rten doniisiimi
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w[(Ln)]=(n-1)"+1, y[(2n)]=(n-1)"+2, ...,
v[(nn)]=(n-1"+n, y[(nn)]=n*-n+2, ...,

a,u[(n,l)]:n2 .

seklinde tanimlansin. Bu durumda
p(x)=p(7 *(x)) (xeF, peP)

ile tanimli { p:pe 77} yar1normailesi de F iizeinde 7, K-topolojisini iiretir. Sonug olarak (E, TE)

ile (F,TF) uzaylari topolojik izomorftur.
E ¢ift indisli bir dizi uzay1r olmak iizere T(E) bir ayrilabilir FK-uzay: ise E uzayma

ayrilabilir FDK uzay1 denir. M, = T (Iw) ayrilabilir olmayan bir BDK uzayidir (Zeltser vd., 2002).

Tamm3.1.9. E c Q ve x € E olsun. Eger X=v — Z Xy S ise X eleman AK(V) ozelligine sahiptir
Kl

denir. Eger E nin her eleman: AK(V) ozelligine sahip ise 0 zaman E uzaymna AK(V) uzayidir denir

(Zeltser, 2001). Eger @ uzay1r E de yogun ise bu durumda E uzayma bir AD(V) -uzayidir denir. E

uzayr @ yi i¢eren bir FDK uzayi olsun. Her X € E i¢in (X(mn)) dizisi E de sinirhi bir ciimle ise E

uzayina bir AB uzayi1 denir.

Teorem 3.1.10. C, bir FDK-uzay1 ve 7 topolojisi ise {tr re N} yar1 norm ailesi ile tanimlansin. Bu

B(v)

durumda her u € Q icin {r, :k,I e N} U{t, oU :k € N} yarinormailesi {u}""" cift indisli dizi uzay1

tizerinde bir FDK-topolojisi tanimlar. Burada

k=1 1=1

U (x)= (iiuk,xkl ]m’n (x € {u}ﬂ(v>)

dir (Zeltser, 2001).
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Teorem 3.1.11. C, bir FDK-uzay1 olmak iizere v —lim fonksiyonu C, uzay: iizerinde siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger E bir AK(V) -FDK uzay1 ise bu durumda her f € E' i¢in
f(X)=v-D uX, (xeE)
Kl
olacak sekilde u e E” ™) vardir (Zeltser, 2001).

Teorem 3.1.12. C, uzaymndaki her f lineer fonksiyoneli f(x)=y1 formunda olup burada y

kompleks bir say1 olmak {izere p—kllim X, =1 ve || f || = |)/| dir (Moricz, 1991).

Tamm 3.1.13. A= (amnk, ), m,n,k,1 =1,2,..., reel ya da kompleks terimli dért boyutlu sonsuz bir

matris ve

ol = {x eQ:vmneN, [AX] =v->a X mevcut}

K|
olmak tizere

A:QY >0, x> Ax=([AX])

mn Jmon

doniigiimiine X dizisinin A matrisi ile yapilan doniisiim dizisi denir (Boos vd., 1997).

X,Y < Q olmak lizere her X € X i¢gin AX doniisiim dizisi meveut ve AX €Y ise bu durumda
.. matrisi X den Y igine bir matris doniisiimii tanimlar denir ve A€ (X ,Y) ile gosterilir. (X , Y) ile

X dizi uzaym Y dizi uzayma doniistiiren biitiin matrislerin sinifi gosterilir (Robison, 1926).

Doért boyutlu bir A matrisinin bir X ¢ift indisli dizi uzayindaki v — toplanabilirlik alani
Xy ={xeQ}): Axe x|

seklinde tanimlanur.

10
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Teorem 3.1.14. C, bir FDK-uzayr ve C, uzaymin FDK topolojisini olusturan yar1 norm ailesi

{tk ke N} olsun. A= (amnk, ) dort boyutlu bir matris ve E bir FDK uzay: dyle ki FDK topolojisini

olusturan yar1 norm ailesi ise {7, :k € N} olsun. Bu takdirde

i. Egv) bir FDK-uzay1r olup FDK topolojisini olusturan yar1 norm ailesi

{rw :MneN}U{t oA ir,mneN}U{zn, o Air e N} seklindedir. Burada

S t

A (0=

At X l’t (X € E(AV))

k=1 1=1

olarak tamimlanir.

i, (EQ“)'topouuikduan
f(x)=g(x)+h(Ax) (XE Efj))

formundaki lineer fonksiyonellerden olusur. Burada ¢ € (Q(AV))' ve he E' dir (Zeltser,

2001).

Teorem3.1.15. E bir LFDK uzayive A= (&, ) dort boyutlu bir matris olmak iizere ;) bir LFDK

uzay1 olsun. Bu durumda Eg“) uzay1 da bir LFDK uzayidir (Zeltser, 2001).

Teorem 3.1.16. A=(8,,,) dort boyutlu bir matris ve v € {r,c} olsun. Bu durumda QY uzayr AK

(v)—FDK uzayidir. Ozel olarak, fe(QQAV))' olmasi igin gerek ve yeter sart XeQ(X) ve

ue (Q(AV) )ﬁ(V) igin

f(x)zv—kzlluk,xk,

olmasidir (Zeltser, 2001).

11
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Teorem 3.1.17. Herhangi bir f:X —Y fonksiyonunun grafigi G, :{(x, f (x)) X e X} seklinde

olup G; « X xY dir. Eger G, kapali ise f fonksiyonu kapali grafige sahiptir denir. Eger X, Y

Fréchet uzaylar1 olmak iizere f lineer ve kapali grafige sahip ise bu durumda f siireklidir (Dunford

ve Schwartz, 1957).

Teorem 3.1.18. (Hahn Banach Teoremi) S bir X vektor uzaymin alt uzay1 ve S iizerinde f =0

olmasi X iizerinde f =0 olmasim gerektirirse X € S dir (Dunford ve Schwartz, 1957).

—\f
Teorem3.1.19. X o ® olmak iizere X bir FDK uzayi olsun. Bu durumda X ' :(d)) dir (Wilansky,

1984).

Teorem 3.1.20. X ve Y birer FK-uzay1 olsun. Eger X <Y ise X" oY "dir. Ayrica X uzay1 Y
icinde kapali ise X " =Y " dir (Wilansky, 1984).

Sonug 3.1.21. Y herhangi bir FDK uzayi olmak iizere Y > BY, <Y < BY' =BS dur.
Buradan agikga goriiliir ki A e (BVO ZY) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kolonlar1 Y ye
ait ve her g €Y' i¢in {g (ak' )} € BS olmasidur.
Teorem 3.1.22. (( X7, )) FK-uzaylarinin bir dizisi olsun. Bu durumda X = ﬂ X, uzayl
n
x* > 0(7r) <= x* > 0(z,) (neN)

bagintis1 ile tamimlanan 7 :=Supz, topolojisi ile bir FK-uzayidir.

(X,7) FK-uzaymm X' topolojik duali

feX'e3X,, X, ,....X, vedg, eX, ' (i=12...m):f=>"g
i=1

X

dir (Wilansky, 1984).

12
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Teorem 3.1.23. H, ve H, lokal konveks uzaylar olsun. Bu durumda X (H =H,) FK-uzay1 P, yari

norm ailesi ve Y (H = H2) FK-uzay1 R, yar1 norm ailesi ile verilsin. Eger T : X — H, siirekli bir

lineer doniisiim ise bu durumda asagidaki dnermeler gergeklenir.

i. Y; = {X e X:T(x) GY} uzay1 bir FK-uzay1 olup topolojisi 2 =P, u{q oT:Qe PY}yarl

norm ailesi ile tammlanir ve T:Y, =Y, Xt—>T (X) doniisiimii stireklidir.

ii. Y; uzayinin topolojik duali asagidaki sekilde karakterize edilir.
feY,'<3geX' ve FheY' : f(x)=g(x)+h(T(x)) (xeY;)
iii. X ve Y ayrilabilir ise Y; uzayi da ayrilabilirdir (Zeltser, 2001).

Teorem 3.1.24. Y bir FK-uzayi ve A bir matris olsun. Bu durumda Y, bir FK-uzayidir. Ayrica

XeY,, aewf, g €Y' olmak iizere
feY,'o f(x)=ax+g(Ax)
dir (Wilansky, 1984).

Teorem 3.1.25. Y bir FK-uzayi ve Z bir dizi olsun. Bu durumda X :=z7Y :{x P X.Z eY} olmak

tizere X bir FK-uzayiolup Xe X, ae@, g€Y ' icin
feX'e f(x)=ax+g(zx)

dir (Wilansky, 1984).

13
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. v —Kama FDK Uzaylari

Lemma 4.1.1. 2™ eC,, (mn=12,...) olsun. Budurumda z € C,, i¢in m,n=12,... olmak

uzere

limiti meveuttur. Ayrica herhangi bir ¢ift indisli Z dizisi i¢in 2% < ﬂ {z(™}* dir.
m,n=1
ispat. 2™ eC, (Mn=12..) olsun. 1=i;<i,<i,<..., 1=j,<j<j,<... olacak

sekildeki {i, } ve {] } herhangi pozitif tamsay1 dizileri i¢in i>i, j=j (k,/=12,...) olmak

lzere

1
(mn)
max | ™ < —¢
m<k 4
1<n<l

esitsizligi gergeklensin. Ayrica i, <i<i,,,, j <j<j., (k,1=0,12,...) olacak sekilde z € Q

cift indisli dizisi i¢in

1

Zi =00

olsun. Bu durumda z € C,, olur. Diger taraftan i >i,, j > j, olmak iizere herhangi sabit m,n

sayilar1 igin

_(_mn)
olup lim 22— =0 elde edilir.

i,joo Zij

14
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Simdi ise X € z* olsun. Bu durumda Z|xij z; < oo olup m,n=12,... igin
=

0,00 0,00 1
D kz™ 1< Dz, ra
ij=L i =L

1 0,00
< ? Z |Xij Zij |< o)

i,j=1

elde edilir. Dolayisiyla X e ﬂ {z{™3 olup ispat tamamlanir.

m,n=1

Lemma 4.1.2. E>® bir FDK-AK(V) uzay1 olsun. Bu takdirde E nin bir K alt kiimesinin rélatif

(mn)

kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart K nmin koordinatsal sinirh ve K iizerinde v—limx""’ =x

yakinsamasinin diizgiin olmasidir.

Ispat. “K nm elemanlarmin her {X(kl)} dizisi yakinsak bir alt diziye sahiptir” Onermesini ispat

etmeliyiz. Kabul edelimki £ >0 ve q, E iizerinde siirekli bir yar1 norm olsun. Ayrica X™ 5 x ve

K koordinatsal sinirh oldugundan pozitif m,, n, tamsayilari i¢in

(mo no) &
supq Xkl _Xkl <z
kil 3

R (moro) | .. o _
esitsizligi gergeklenir. Diger yandan {Xm } dizisi E nin bir myn, —boyutlu alt uzaymda smirl bir

(moro)
dizi oldugundan yakinsak bir alt diziye sahiptir. Bu alt diziyi ise {yk:no ’ } olarak alalim. Boylece

i,k>k, ve jI>1, icin

q(y(mOHO) B y(m%) ) - &
i X 3

elde edilir. O halde liggen esitsizliginden

15
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j (mono) ij (mono)  (monp) (mono)
q(y(J) - y(kl)) = Q(Yijm{J - y(J) - Yijnbn(J Yo y(kl) ~Yu )

(moro) i) (mono)  (moro) (k) (mom)
<qly; -y " |talY; —Ya +qlYy VY

<&

olup {y(k')} dizisi {x(k')} dizisinin bir Cauchy alt dizisidir.

Tamm 4.1.3. (E,Z‘), @ uzaymu igeren bir FDK uzayi olsun. Eger o >0 (k,l - oo) ise (E,Z‘)

uzayina v —kama FDK uzayi (double v —kama FK-uzayi) denir.

Tamm 4.1.4. (E, r), ® uzayim igeren bir FDK uzayi olsun. Eger 6% — 0 (zayif) (m, n— oo) ise

(E, r) uzayma zayif v —kama FDK uzay1 (double zayif v —kama FK-uzay1) denir.

S= (Sm) ve t= (tn) negatif olmayan tamsayilarin S, =0, t, =0 olacak sekilde kesin artan

iki dizisi olsun. Bu durumda

Sm+1vtn+1

mi(s,t)[=1xeQ 1sup D |x, <o
mn k=541
I=t,+1

dizi uzay1

Smal rtn+l

x=>[x|=sup > 1%
mn ksl
I=t,+1

normu ile bir BDK uzayidir. Ayrica m ‘(S, t)‘ uzay1 bir solid uzaydir.

Teorem 4.1.5. (E, Z') bir FDK uzayi olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir.
i. E bir v —kama FDK uzayidur.
. Herhangi zeC,, i¢in 2 C E dur.
iii. Herhangi s, t dizileri igin E © m|(s,t)| ve | :m|(s,t)|—> E icerme doniisiimii

kompakttir.

iv. E> L, ve |1 £, — Eigerme doniisiimii kompakttir.

16
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Ispat. (i=>ii) E bir v —kama FDK uzay1 ve {qmn} , T Uzerinde tanimli yar1 normlarimn bir ailesi

olsun. Budurumda m,n,i, j=12,... igin

Zi(jmn) = qmn (5” ) (41)

olup E bir v—kama FDK uzay: oldugundan z" eC dir. Ayrica ye ﬂ{ (mn)}a olsun. Bu

m,n=1

takdirde V'm,n igin Z|yuz‘”‘“) |< oo olup (4.1) den
Zlyiqun(é‘ij)|:qun(yij5ij) <o
i i

elde edilir. E tam oldugundan Z Y0 U serisi (E, r) uzayinda yakinsaktir. Serinin yakinsadigi degere
i

(mn)

— X, olup her k,| icin Yy,

(mn) (mn)

X diyelim. O halde y*™ — X olacaktir. Boylece Y, > Yu

oldugundan X =yolup M {z<m“>}“ c E elde edilir.

m,n=1
(ii=iii) zeC, olmak iizere z“ c E olsun. Bu durumda s =t =0 olmak iizere kesin

artan (s,,), (t,) dizileriigin i>s,, j>t ve m,n>2 olmak iizere

1
2mn

| Z; I<

esitsizligi gergeklensin. Bu takdirde 1, j,U,V pozitif tamsayilariigin i < j, u<v ve xem|(s,1)|

oldugunda

Sjli Smatobnat
sup Z X2y | =sup Z Z X Z |
iV ok=si+1 iV m=in=u k=s,+1

I=t,+1 1=t +1

jv 1
] > k<o
m=I,n=u

olup X € z“dir. Hipotezden ise m|(s,t) | z“ < E elde edilir.

simdi K = m|(s,t)| ve VxeK iin [|X] <M olsun. Bu durumda s, <m<s,,, ve

t, <n<t,,, icin

17
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00,00 00,00 5i+l'tj+1 00,00 1
Z |X|<|Zk||S Z Z |XkIZkI|SM z E
k=m,l=n i=u,j=v l(:ti,rll i=u,j=v

(mn)

elde edilir. Boylece X' — X (Z“ nin topolojisinde) ve K da diizgiindiir. Ayrica 2 < E oldugundan

x™ — x (7 topolojisinde) ve x € K da diizgiindiir. Dolayisiyla 1:(m]|(s,t) LI|-[) = (E.7) igerme
déniisiimii kompakttir.

(iii=iv) Eom]|(s,t)] ve | :(m\(s,t)\,” . ||) —(E, 7) igerme doniisiimii kompakt olsun. Bu
durumda her zaman £, cm‘(s,t)‘ oldugundan 1:£, —>m‘(s,t)‘ icerme doniisiimii siireklidir.
Hipotezden £, = m|(s,t)<E ve 1:(m|(s,t)].].[)—(E.7) doniisiimii kompakt oldugundan
I:£, — E igerme doniisiimii kompakttir.

(iv=>i) L,cE ve |:L£,—>E icerme doniisiimi kompakt olsun. Bu takdirde
A= {5 Mok, 1=12, } ciimlesi £, uzaymmn sinirl bir alt ciimlesidir. |:£, — E icerme doniisiimii

kompakt oldugundan I(A) = A ciimlesi E uzayinda rolatif kompakttir. O halde A lizerindeki
koordinatsal ~ yakinsaklik  topolojisi ile T topolojisi ~ cakistktir.  Bu  durumda

r (X) = |an |, m,n=1,2,... yari normlarinin olusturdugu koordinatsal yakinsaklik topolojisine gore

r (5kl)={1’ (k’l):(m’:)

olup r, (5“)—)0, (k,1 = ) oldugundan (E,7) uzaymda & —0, (k,I - o0) dir. Boylece E

bir v —kama FDK uzayidir.

Sonu¢ 4.1.6. E bir v —kama FDK uzay1 hemen hemen yakinsak olmayan sinirl bir dizi igerir.

Ispat. E bir v —kama FDK uzay1 olsun. Teorem 4.1.5 den z € C,, olup z*  E elde edilir. Ayrica

18
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1 0 ..0110..01110
0o ..
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 ... 0 0
0 ...
0o ..
1 0 0 0 ... 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 ... 0 0
0o ..

dizisine yeterli sayida sifir eklenerek z“ da hemen hemen yakinsak olmayan smirl bir dizi olusturmak

mumkiindur.

Sonuc 4.1.7.

i. Tiim p—kama FDK uzaylarinin arakesiti £¢ dir.

ii. Ve {bp, r} olmak tizere tiim v —kama FDK uzaylarmin arakesiti £, dir.

Ispat. Teorem 4.1.5 den E bir v —kama FDK uzayi oldugundan

L, velbp,r}
L, v=p

4

NE =ﬂ{z“:z € Cvo} =C,” ={
elde edilir.

Teorem4.1.8. E= m‘(s,t)‘ olsun. Bu durumda r(E, E“) bir v —kama FDK uzayidir.

ispat. E=m|(s,t) ve O=s,<s,<+, 0=j <j,<-- olsun. Bu durumda kabul edelim ki
(E,T( E,Ea)) bir v—kama FDK uzayr olmasin. Bu takdirde sifirin herhangi bir Z'(E,Ea)—

komsulugu V olmak iizere {ik}, {j,} eN artan dizileri icin ' gV (k,| Zl) elde edilir. Diger
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yandan s, <i; <s, <i, <s,<--- ve t, < j <t, < j, <t, <--- olacak sekilde {i, } ve { j,} dizilerinin

birer alt dizisini segelim. Ayrica X € (2 olmak iizere X dizisi

« 1 i=i.,j=]j klI=>1
" lo i ger durumlarda

bigiminde tammlanirsa bu durumda X € E olup ||X|| =1 olur. E solid uzay oldugundan 2'( E, Ea) da

D 6" =x dir (Kamthan ve Gupta, 1980). Bu nedenle her k,| igin %" €V olup bu ise kabuliimiiz
k,1>1

ile gelisir. O halde 2'( E, Ea) bir v —kama FDK uzayidir.
Simdi ise bazi sonuglarm ispatinda kullanacagimiz énemli bir doniisiimii tammlayalim.

Tamm 4.1.9. S?:Q —> Q birebir orten doniisiimii

Xi1s X1+ X
X+ X500 Xy X, + X + X,
(54)+|
' m,n
Xy s
k=1,1=1
olmak iizere bu doniisiimiin tersi;
X1 X = X1,
Ko = Xiqn Xyp = Xpp = X5y + Xy,
((S(Z))—lx) N .
an - Xm—l,n - Xm,n—1+ Xm—l,n—l’

olup (S®)™ : M, —BS bigiminde tanimlanr.

20
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Teorem 4.1.10. (BS, T (BS, BY, )) uzayi bir v —kama FDK uzayidir.

Ispat. Ispat igin (./\/lu,r(./\/lu,LU )) uzayinin (BS ,7(BS ,BVO))uzayma topolojik olarak izomorfik

oldugu gosterilirse istenilen sonug elde edilir. S 6rten fonksiyonu igin  (S®)

1M, — BS olup

herhangi bir y € BY) dizisi icin U € £ dizisi Uy =Y; =V, ;3 — Yispj + Yiup .1 biciminde verilsin. Bu

durumda X € M, oldugundan

<(S(2))_l(x),y> Z(x ~Xigj =X+ X ) Yy

i,j>1

Z(yij —Yinj VYijat yi+1,j+1) X

i,j>1

2. Uyx; ={x,u)

i,j>1

olup (S(Z))’l:(./\/IU,O'(./\/LJ,L;J))—>(BS,O'(BS,BVO)) donisiimii siirekli oldugundan (S)

> (M, 7(M,.4))

doniisimi 7 (M,,£,)-7(BS,BY,) sireklidir. S$? :(BS,7(BS,BY))

doniistimiiniin siirekliligi ise benzer olarak gosterilebilir.

e_em _ z SK 4 25k|+ Z SH

k=m+1 k=m+1
I=n+1 1= n+l 1=1

-1
oldugundan (S(Z)) doniistimii

(S(Z))—l(e_e(mn)) :(S(Z))—l z S¥ 4 z SY 4 Z S¥

k=m+1 km+l
I=n+1 In+1 I=!
0 ... 011
0

=(S@)1

()7 |

_ §m+1,1 +51,n+1 _6m+1,n+1

-1
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olarak elde edilir. Ayrica M, solid dizi uzayr oldugundan e™ e (T(/\/lu,fu)) olup

S 4 S 5™ 5.0 7(BS,7(BS,BY)) olur.

Teorem 4.1.11. (E, 7) ayrilabilir bir FDK uzayi ve BS < E olsun. Bu durumda (E, ) bir v —kama

FDK-uzayidir.

Ispat. ilk olarak

orten fonksiyonunu tamimlayalim. Simdi ise Xe /£, ve yeBS olmak izere ueM, dizisi

m,n
u, = Z y; seklinde verilsin. Béylece
=

LN

<F(X)’y> =Yu Z Xij + Y1, Z Xi + Vi3 Z X+

(. )P0 (i, )2.2) (i, )e03)
+¥Yn Z Xij t Yo Z X+
(i.1)=(21) (i.1)=(2.2)

Y Z Xij + Y2 Z Xij +t Yo Z Xij
(i.1)2(m1) (i.3)2(m.2) (i.7)2(m.n)
+yml Z Xij + ymz z Xij +oeet ymn z Xij
(i,j)=(m1) (i,§)=(m,2) (i,§)=(m,n)
= Yau (Xea + Xp + X 00 ) + Yy (Xgp + Xy 000 )
+YZ1(X21+X22 +"')+"'

+ymn (an + Xm+1,n + Xm,n+1 +- )+

:X11y11+X12(Y11+Y12)+"'+an(Y11+y12+"'+ymn)+"'

- ()

olup F fonksiyonu o (£,, M,)—o (B, BS) siireklidir. Diger taraftan, F ™ :B)) — £, olmak

luzere
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X = Xy = X + Xy

R ()= X — X

mn m,n+l

X + X

m+1,n m+1,n+1

déniisiimiiniin de o (BY), BS)—o (L,,M,) siirekli oldugu benzer bigimde gbriiliir. Dolayistyla M,
solid dizi uzay1 oldugundan B)), uzayi1 o (BVO ,BS ) -dizisel ~ tamdir.  Ayrica
l: (BS, T (BS, BY, )) - ( E, T) grafigi kapalidir ve | doniisimii 7 (BVO : BS) —7  stireklidir.

(BS T (BS BV, )) uzayi ise bir v —kama FDK uzay1 oldugundan (E, r) uzayi da bir v —kama FDK

uzay1 olur.

Teorem 4.1.12. (E,7) bir FDK uzay1 ve E' < BS olsun. Bu durumda E bir zayif v —kama FDK

uzayi olmasi igin gerek ve yeter sart £, cE ve 1:L —E icerme doniisiimii zayif kompakt

olmasidir.

Ispat. (E,Z‘) bir zayif v —kama FDK uzayi olsun. Bu durumda 7z topolojisinde 6 —0 (zayif)
(k,l —>00) dir, yani VfeE' igin f (5“)—)0 (k,l —)oo) olur. E" BS oldugundan
{ f (5 . )} e M, olup {5 k'} zayif sinirhidir. Zayif simrlilik siirliliga denk oldugundan {5 k'} smirlidir.
Dolayisiyla E' < M, =L, Cﬁ(pf = L,cE ol L, cEoldugundan 1:L£, —E icerme
doniisiimii siireklidir. Boylece Vf € E' ve x € £, i¢in

f(x) = f[i x@“j: S % F(54)

k,I=1 k,1=1

elde edilirr E  zayif v—kama FDK wuzay1 oldugundan {f(5k')}ecvo olup

| ZG(E(/,,CVO) - (7( E,E ') doniigtiimii siireklidir. £¢ iizerinde {X i Xe E@ , ||X|| Sl} birim kiiresi
kompakttir (Robertson and Robertson, 1964).
Karsit olarak, £, uzaymndaki birim kiire E uzayinda da O'(E, E ') (rolatif) kompakttir. O

halde O'(E, E ') topolojisinde 5* — 0 (k,| - 00) olup ispat tamamlanr.
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Sonug 4.1.13.

I. Tiim zay1f p —kama FDK uzaylarinin arakesiti ﬁ(p dir.

ii. S {bp, r} olmak tizere tiim zay1f v —kama FDK uzaylarmin arakesiti £ dir.

Ispat. Teorem 4.2.7 den L, < E olup Teorem4.1.5den z € C,, igin z* bir v —kama FDK uzay1 olup

Tamim 4.1.4. ten zayif v —kama FDK uzayidir. Boylece

L, velbp,r}
L, v=p

4

NE =ﬂ{z“:z ecvo} =C," ={
elde edilir.
4.2. v —Conull FDK Uzaylar

Tamm 4.2.1. (E,T), @, uzayim igeren bir FDK uzay1 olsun. Eger e™ e (zayif) (m, n— oo)

ise yani; her f € E' i¢in

f(e):v—lrimmzn:f(dk')

"k I=L

oluyorsa (E,7) uzaymna bir v — conull FDK uzay1 (double v —conull FK-uzay1) denir.

Tamm 4.2.2. (E, r), @, uzaymni igeren bir FDK uzay1 olsun. Eger e™ e (m, n— oo) ise yani;

m,n
e=v-lim Z&k'

mn e

ise (E, T) uzayina kuvvetli v —conull FDK uzay1 (double kuvvetli v —conull FK-uzay1) denir.
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Yukaridaki tammlar g6z 6niine alindiginda

v —conull FDK uzayi
/! N
kuvvetli v —conull FDK uzay1 zaylf v —wedge FDK uzay1
N /!
v —wedge FDK uzayi

bagintis1 gergeklenir.

Her kuvvetli v —conull FDK uzaymin v —conull FDK uzay1 oldugu ve her v —kama FDK
uzaymin zayif v —kama FDK uzay1 oldugu agik oldugundan sadece E uzayinin kuvvetli v —conull

FDK uzayi olmasi durumunda E uzaymin v —kama FDK uzay1 oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Kabul edelim ki (E,r) kuvvetli v —conull FDK uzay1 ve (, E tizerinde siirekli bir yar1 norm olsun.

Bu durumda tamimdan € —e (k,I — ) olup g(e"’ —e) -0 (k,1 — ) elde edilir. Simdi ise

1-1 k-1
SK gtk _ gkl _Zé‘kj _Z§i|
=1 i-1
-1 k-l
_ (k) _ g1l _Zé‘kj _ 25n 4 kL) _gk-1i-)
=1 i-1

— k) _alklD) _okl) Lok Lo 06 g

olup

q(5k| ) _ q(e(k,l) _plkID) _ gkt gkl +e_e+e_e)

<q (e‘k") - e) +q (e‘k"’l) - e) +q (e‘k’“) - e) +q (e‘k’“’l) - e)

esitsizligi saglanir. Boylece q (5 . ) -0 (k, | - oo) oldugundan (E, Z') bir v —kama FDK uzayidir.
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Teorem 4.2.3. (E,r) uzaymin kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(S®Y™*(E) uzaymn v —kama FDK uzay1 olmasidir.

Ispat. (E, Z') kuvvetli v — conull FDK uzay1 olsun. Bu durumda 7 topolojisini veren yari norm ailesi

{P } olmak iizere (S®)?(E) uzaymm FDK uzay: yapan topoloji

O (X) = P (S (X)) (4.2)

olmak tizere {qmn} yar1 norm ailesi ile verilir.

E kuvvetli v —conull FDK uzay1 oldugundan Vm,neN i¢in P, (e —e™ ) — O dur.

Ayrica
(S(Z))—l (e i e(mn) ) s 5m+l,l + 5l,n+l r 5m+l,n+l

olup (4.2.) den

1

k1=

esitligi saglanir. Ayrica P [e — z v j —0 (m,n—> ) oldugundan

mn
b=
0, (8™ + 5" =™ ) 50 (m,n—o0) elde edilir. Dolayisiyla (S®)?(E) uzaymn
topolojisine gore (8™ +5"" —6™") 50 (M, n— o) olup S™" — 0 elde edilir. Buradan
ise (S?)*(E) bir v—kama FDK uzayidur.
(S®)™(E) bir v—kama FDK uzayi olsun. Bu durumda her m,neN igin g, (6™") —0

_ 5m+l,n+1

(m,n—o) olup ¢, (8™ +5"" ) = 0 (M,n — ) elde edilir. Boylece

m,

Qo (87 4821 = 5" = P [e ) 5Hj
k,I=1

>

m,n

oldugundan P (e - 5 ] —>0 (m,n — ) elde edilir. Dolayisiyla E kuvvetli v — conull FDK

k,I=1

uzayidir.
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Teorem 4.2.4. (E,7) uzaymin v—conull FDK uzay1 olmast igin gerek ve yeter sart (S)™(E)

uzaymin zayif v —kama FDK uzayi olmasidir.

Ispat. (E,7) v—conull FDK uzay1 ve 7 topolojisi Teorem 4.2.9 deki gibi olsun. Bu durumda

qmn (X) = Pmn (S (2) (X)) ve (S(Z))—l [e _ Z 5k| j — 5m+1,1 + 51,n+l _ 5m+1,n+1 Oldugundan
k,1=1
q,, (O™ + oM =™y = P (e - Z 5li elde edilir. E v —conull FDK uzay1 oldugundan
k,I=1

=1

Pmn[e— ' 5k|]—>0(zay1f) (mn—o) olup ™+ —6™" 5 0(zayrf) (M, N —> o0)
k,1=1

elde edilir. Sonug olarak ™™™ —0 (zayif) (m,n—>o0) olup (S?)*(E) zayif v—kama FDK

uzayidir.

(S®)™(E) bir v—kama FDK uzayi olsun. Bu durumda her m,neN igin g, (6™") —0

(zayif) (m,n —o0) olup @, (™™ +5*" =™ 50 (zayif) (M, N —> o) elde edilir. Boylece

m,

Qo (8™ 4+ 57— 5™ = B (e = j
k,1=1

>

m,n

=

oldugundan P (e— oY j — 0 (zayif) (Mm,n—o0) elde edilir. Dolayisiyla E v —conull FDK
1

uzayidir.

Teorem 4.2.5. (E, Z') FDK uzayi olsun. Bu durumda agagidaki 6nermeler denktir.
. (E,7) bir kuvvetli v —conull FDK-uzay1dir.
i, zeC, isin $?(z7)<E dir.
iii. Herhangi s,t dizileri igin M ‘(S,t)‘ cEvel:M ‘(S,t)‘ — E igerme déniistimii
kompakttir.

iv. Eo BV((p) ve |: BV( (p) — E igerme doniisiimii kompakttir.

Sml vtn+1

Burada M|(s,t)=1xeQ:sup

mn iz o+

j=th+1

X=Xt~ X 1+ X4 <op ve xeBV(p) dizisi ise

a,b,c,d, f,g,heR olmak iizere
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Xy X, - X b b

X5 X 9 9
(Xkl): Xa  Xa Xu h h
d f ¢ ¢

f ¢ -

seklindedir.

. - .. - . -1
Ispat. (I = II) E kuvvetli v —conull FDK uzay: ise (S(Z)) (E) uzayl da v —kama FDK uzayidir.

-1

Béylece Z €C , olmak iizere z° (S(Z) )71(E) olup s® (Z“) c s® (S(z)) (E) = E elde edilir.

-1

(ii:>iii)ZeCV0 ve S(z)(Z“)gE olsun. Bu durumda Z“g(S(Z)) (E) olacagindan

-1

m|(s,t)|g yAd g(S(z))il(E) olup | :m|(s,t)|—>(8(2)) (E) icerme doniisiimii kompakttir.

Dolayisiyla

S(ml(s.t)]) ={s(x):xems:)}

Serlvthrl
=8P (x)sup Y. [xy| <o
R e

Sm1 vtn+1

=iyeQ:isup Y. ((S(z))_l(y))

mn k=s,+1
I=t, +1

<0, Yoo = Yo = Y10 =0

Kl

Smal vtn+l

=1y €Q :sup Z ‘ykl Y ~ Y T Yk—1,|—1‘ <0, Yoo = Yo = Y1 =0
mn k=s,+1
I=t,+1

M)

olupM ‘(S,t)‘ = 8(2)(m‘(s,t)‘)g E ve i=S@ol o(S(z) )71 M |(S,t)| — E icerme doniisiimii

kompakttir.
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(ili=iv) Herhangi s,t dizileri icin BV((p)CS(Z)(m‘(S,t)D olup hipotezden ise
BY(¢) < E elde edilir. Boylece | : BY(p) —> ' (m](s,)]) icerme doniisiimii siirekli oldugundan
1:5@ (m\(s,t)\) — E igerme déniisiimii kompakttir.

(iv=>i) BV(p)cE ve 1:BV(¢)—> E icerme doniisiimii kompakt olsun. Dolayistyla

Az{e—e(”‘”):m,nzl,Z,...} cimlesi BV(¢) uzaymmn smrh bir alt ciimlesidir. O halde

| :BV(({))—) E icerme donisiimii kompakt oldugundan I(A): A cimlesi E uzayinda rolatif
kompakttir. Boylece A iizerindeki koordinatsal yakinsaklik topolojisi ile 7 topolojisi ¢akisiktir. Bu
durumda I’mn(X)=|an| (m,n=1,2,...) yart normlarmnin olusturdugu koordinatsal yakinsaklik

topolojisine gore

y (e_e(mn)): O, (k,|)<(m,n)
p 1, (k,1)=(m,n)

olup (e—e(m”)) —0, (m, n— oo) oldugundan (E,Z‘) uzayinda e—e™ 0, (m, n— oo) dir.

Dolayisiyla E kuvvetli v — conull FDK uzayidir.

Sonug 4.2.6.

i. Biitiin kuvvetli p —conull FDK uzaylarinin arakesiti BV (¢) uzayidir.

ii. Ve {bp, r} olmak {iizere biitiin kuvvetli v —conull FDK uzaylarmimn arakesiti B)
uzayidir.

Ispat. zeC,, i¢in 5@ (Z“) kuvvetli v — conull FDK uzay1 olup

s@(L,)=BV(p), v=p
s®(L,)=Bv, velbpr}

ﬂ{S(Z)(za) 12 eCV0}=S(2) (ﬂ{za : 2 ecvo})ZS(z)(Cvo"‘):

elde edilir. Burada hemen belirtelim ki
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{S (x) XG[,}

{S X) 1Y [Xal <0, (%), (o,(xkl)lego}

{x Z‘ (x)) <o, (((S(z))_l(x))kljk €, (((8(2))_1()())“ jl € go}

=BV (p)

Kl

-1
dir. Ayrica VI e N igin (((S(z)) (X)) ] € @ sartin1 saglayan dizileri asagidaki bigimde verebiliriz.
kI Jk

Xi1s X = Xqs
Xo1 = Xign Xy = X = X5y + Xy,
((S(Z))_l(x))k = : : € Q.

X~ Xk—l,l - Xk,l—1+ Xk—l,l—l’

Bu ise her bir siitun i¢in satir dizilerinin sonlu olmasi1 demektir. Bu sart ise asagidaki sistemi olusturur.

(Xn’ Xor = Xir Xagg = Xogs- e Xig = Xk—l,ll"') €O,

(X:LZ T Xpg Xop T Xy T Xop T Xpgy Xgp T Xpp T Xgy F Xpps e Xep m X g0 T X +Xk—1,1"") <o,

(Xll X o Xy T Xy Xy Xy T X T Xy g T Xy e Xy T Xyl T Xt Xy -)k €.

Buradan ise
Tk, VK > K X =X 1, =0 Xy =X, (4.3.)
olup (4.3.) ten

3k,, Vk > Kk,: X, — X1 = Xat %11 =0 X =X,

olacagindan

E”(t’Vk > kt: X = X = Xpat X0 = 0= X = Xy
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elde edilir. Boylece VI e N igin (X, )k dizisinin terimleri belli bir terimden sonra sabittir. Dolaysiyla

A
ayni adimlar VK e N i¢in (((S(Z)) (X)) ) € @ i¢in uygulanirsa
K

|
AVIS L, =%, =0 X, =X, (4.4
olup (4.4.) ten
3L, V>0 X, =Xy =X+ %, =08 X, =X,
olacagindan

3, V> 10X =X =Xt X0 =0 & X =X 4

elde edilir. Boylece Wk eN igin (X, ), dizisinin terimleri belli bir terimden sonra sabit olup

x e BV (o) elde edilir.

Teorem 4.2.7. E uzaymin v —conull FDK uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart BV((p) cE ve

l: BV((D) — E igerme doniisiimiiniin zayif kompakt olmasidir.

. -1
Ispat. E v —conull FDK uzay1 olsun. Bu durumda (S(z)) (E) zayif v —kama FDK uzayidir. s®@

birebir ve lizerine oldugundan (S(z) )71(E) =E zayif v —kama FDK uzayidir. O halde £, = E olup
I:£, > E icerme doniisiimii kompakttir. Buradan BV(go) =s® (E(p) = s® (E) =E olup
BV((D) c E elde edilir. Boylece | :BV((D) — E i¢erme doniisiimii zayif kompakttir.

Karsit olarak, BV((B) > L, oldugundan hipotezden L, — E elde ederiz. Dolaysiyla

1L, — BV( (p) doniistimii stirekli olup | : £, — E i¢erme doniisiimii zayif kompakttir. O halde E

-1
zaylf v —kama FDK uzayidir. Boylece (S(z)) (E) =E bir v —conull FDK uzayidir.
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Sonug 4.2.8.

I. Biitiin p —conull FDK uzaylarinin arakesiti BV ((/)) uzayidir.

ii. Ve {bp, r} olmak tizere biitiin v —onull FDK uzaylarinin arakesiti [3) uzayidir.

Ispat. E bir v—conull FDK uzayi olsun. zeC,, i¢in S(z)(Z“) kuvvetli v —conull FDK uzayi

oldugundan s (Z“) v —conull FDK uzayidir. Boylece

s@(L,)=BV(p), v=p
s®(L,)=BY, velbpr}

ﬂ{S(Z) (z“) ze Cvo} =5® (Cvo"‘):
elde edilir.

Teorem4.29. X ve Y, X cY olacak sekilde iki FDK uzay1 olsun. Bu durumda

i. Eger X , v—kama (v — conull) FDK uzay1 ise bu durumda Y de v —kama (v — conull)
FDK uzayidir.

ii. Eger Y , v—kama (v —conull) FDK uzayi ve X , Y de kapali ise bu durumda X de
v —kama (v —conull) FDK uzayidir.

iii. v —kama (v —conull) FDK uzaylarinin sayilabilir arakesiti de bir v —kama (v — conull)
FDK uzayidir.

Ispat. Teorem 4.2.9. iin ispat1 Teorem 3.1.22. ve Teorem 3.1.23. ten kolayca elde edilir.

Teorem 4.2.10. E bir v—kama FDK uzayi olsun. Bu durumda E uzayi sinirli salinimli olmayan bir

sifir dizisi igerir.

Ispat. E nin topolojisi {0} yar: norm ailesi ile verilsin. m,n=12,... ve X €E olmak iizere

|an| < O (X) < Osan (X) S Onyint (X)
X | < G (X) < Oyt (X) < Oy (X)) (4.5.)

sartlar1 ger¢eklensin. Bu durumda Cp dizi uzay1 bir v —kama FDK uzay1 degildir. O halde Teorem
4.2.9(i) den C, N E uzay1 da bir v —kama FDK uzayi degildir. Boylece Teorem 4.2.9 (i) den C, NE

uzayl E uzaymnda kapal degildir. Ayrica C,, ile C, es boyutlu oldugundan C,y NE uzayida E
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uzayinda kapali degildir. Bu takdirde >0, 77>0ve m,n pozitif tamsayilar1 igin ¢, (X) <& ve

||X||oo =n olacak sekilde XxeC,, ME vardir. Gergekten, eger &£>0,7>0 igin ||X||w =71 ise

xeC,,NE ve q,, (X) < & olup sifirdan farkl1 bir X € C,o NE dizisi i¢in

dir. Bdylece her X € C,, NE igin

I, <[ 2 Jam (0

oldugundan C,,NE dir. Bu ise kabulimiiz ile celisir. Egere=g¢, = 57 n=mn,=1ve
m=m, =1, n=n, =1 alinirsa x*V elde edilir.

Simdi k>1, 1>1olsun. m,m,,....m_ven,n,,....n, igin X" .. x**'Ysecildigini

: 1 .
kabul edelim. Bu durumda &, :W ve 17, =— olup m, >m,_, ve n, >n,; almirsa 1>m,,

j=n, 1<s<k, 1<t < olmak iizere

<
- 2(k+1)(|+1)

esitsizligi gergeklenir. Eger X Cp0 N E segilirse bu takdirde

Oy (X)) <20 ve Hx“””w =1 (4.6.)

elde edilir ki (4.5.) ten

Gy (X(kl)) < U2 (X(kl)) <5 Ui (X(kl)) < 2(k+l)(|+1)

q11 (X(kl)) < q12 (X(kl)) <. qkl (X(kl)) < 2(k+l)(|+1)

olacak sekilde CpO M E nin elemanlarimin bir (Xkl ) dizisi bulunur.
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Simdi ise X = Z x") serisi E de yakinsak oldugundan eger X € C o\ BV oldugu gosterilirse
kI=1

ispat tamamlanir. U,v=12,..., m <i<m_, ve n <j<n, icin

1
W, s<u,t<v
(st) 1 _ (4.7)
X< —, s,t)=(u,v
ls) L gy
W, S>U,t>V

olup

0,00 u-1,v-1 00,00
‘Xij‘ = st=1 % = st=1 WJFWJFS:MW_)O (u’v—)oo)

t=v+1

elde edilir. Boylece X & C,,dr.

vitv+l

Her u,v pozitif tamsayilart igin k, €(m,,m,,;), I, €(n,,n,,) mevcut olup ‘X‘E:JK) =

oldugundan ve (4.7.) den

1 &t 1 B 1 1 (u-1)(v-1)+1

X 2 _— _ - - = -
‘ kyly uv ;:l 2(u+1)(v+1) f;ll 2(s+1)(t+l) uv 2(u+l)(v+1)
yazilabilir. Dolayisiyla (4.6.) ve (4.7.) den
ulvl o q 1 B 1 u-1)(v-1)+2
‘Xm n 2 Z (u+1)(v+1) + (u+1)(v+1) + Z (s+1)(t+1) =( ()ugl)(wl))
v s,t=1 2 2 s=u+l 2 2

,_.
I
JuN

V+

y - Xpn U VeVtek
w .
X, U Vveyav cift

olacak bicimde tanimlansin. O halde Yy ¢ BV dir. Buradan ise x¢ BY elde edilir ki bu da ispati

tamamlar.
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Teorem 4.2.11. E bir FDK uzay: olsun. Eger C, "E, E de kapali degilse M, NE uzay1 M,

uzayinin ayrilabilir olmayan bir alt uzayidir.

Ispat. Teorem 4.2.16 dan (m,n);t(k,l)olmak tizere M, NE ftizerinde Hx(mn) —X(kI)H>1 sartini

saglayan noktalarm sayilabilir olmayan bir {X(mn)} ailesinin varhigim gostermek miimkiindiir. Bu ise

teoremi ispatlar

Sonug 4.2.12. E bir v —conull FDK uzay1 ise M, N E uzayr M, uzaynda ayrilabilir degildir.

Ispat. C,cC,NnE olup C,E v—conull FDK uzay: degildir. Bdylece C, NE uzay1 E de kapali

degildir. Teorem 4.2.16. dan M, NE uzay1 M, da ayrilabilir olmayan bir uzaydur.

Teorem 4.2.13.
i. E FDK uzayi olsun. Eger £, N Euzay1 E de kapali degilse E (CSV \ £, ) # D dir.

ii. BY NE uzayi E de kapali degilse EN(CS, \ BY) # < dur.

Ispat. Yalnizca (i) nin ispatm1 vermemiz yeterlidir. Diger siklarin ispat1 benzer sekildedir. s?P:0-50

m,n
olmak iizere S (X) = Z X, olarak tammlanan s®? doniisiimii birebirdir. F, FDK uzayr olmak
k1=l

(2)

iizere S E—>F doniisiimii gbz Oniine alnsin. Béylece BY NF uzay1 S'” donisimi altinda

L, N F uzayna karsilik geldiginden £, " E uzay1 E de kapalh degilse BY NF uzayida F dekapali
degildir.
Eger C, "F =BV N F esitligi gergeklenirse C, NF uzayida F uzay tizerinde kapah olmayacaktir.

Bu ise Teorem 4.2.16 ile g¢elisir. Dolayisiyla Fﬁ(Cp\BV);tQ elde edilir ki bu da

EN(CS,\ £,)# D olmasi demektir. Bu ise ispati tamamlar.
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4.3. Seckin Alt Uzaylar
Bu béliimde verilen alt uzaylar FDK uzaylarinin detayli yapisinin incelenmesinde 6nemlidir.

Tamm 4.3.1. E bir FDK uzay1 ve E © @ olsun. Bu durumda
st = S(”)(E)z{x:(xm)e E: x=v—Zxk,5k'}.
il

A dort boyutlu bir matris olmak iizere S") (A)= s (C,a) (Zeltser 2001).
S(EV) > ® olup E tam uzay oldugundan Sév) c E igermesi gergeklenir. AK(V) uzayl
tanmimindan agikca goriilir ki X € E elemani igin eger X € S(EV) ise X elemani AK(V) ozelligine sahiptir

denir. Eger E bir AK (V) uzayi ise bu durumda Sév) =E dir.

Tamm 4.3.2. E bir FDK uzayi ve E © @ olsun. Bu durumda

w =W(”)(E)={x=(xkl)e E:VfeE", f(x)=v- x,f(5" )}

k.l

A dért boyutlu bir matris olmak iizere W) (A) =w (C,n) (Zeltser 2001).

Tamm 4.3.3. E bir FDK uzay1 ve E > @ olsun. Bu durumda
B = B*(E):{x:(xk,)e E: ik, (%f (5“))663}.

B =B; NE ve A dért boyutlu bir matris olmak iizere B (A)=B (C,,). Tanimdan agik¢a gbriiliir

ki eger E bir AB uzay1 ise bu durumda B( E) =E dir.
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Tamm 4.3.4. E bir FDK uzayi ve E © @ olsun. Bu durumda

k,1=1

FOP Z O (E) =dx=(xg)eE: Vi B[ > %, f(5)] ec
E Kl Kl v

={x=(x)€E: Vi €E', (x,f (6"))eCs, .

14

F = F"" AE ve A dért boyutlu bir matris olmak iizere F) (A)= F) (C,») (Zeltser 2001).
Eger E bir FDK uzayi ise bu durumda F""* > E yani; F") = E ise bu uzaya FAK(v) (fonksiyonel

AK (V) ) uzayi adi verilir.

Ornek 4.3.5. i. E=B)) ise S =W =B, =F") = F{""" = B) ve B! =BV d.

ii. E=L, @e ise ‘e(m”)

=mn oldugundan B =B, =/, dur.

iii. E=C,, ise ec FY"\F) dir. F"" = M, olup boylece F") =G, dir.

Tanmlardan @ < S W, = F") oldugu agiktir. Eger v=r ise F{") = B, gerceklenir.

Fakat v =p ise FE(V) ile By arasinda bir icerme bagimtis1 yoktur. Cinkii BS ile CS, uzaylari

birbirlerini icermez.

Teorem 4.3.6. E bir FDK uzayi ve E>® olsun. Bu durumda @ < S!"”) c W) = ® igermesi

gerceklenir.

ispat. ispat icin yalnizca W.") « @ oldugunu gosterecegiz. Bunun icin f € E' ve @ iizerinde f =0
olsun. Eger xeW.") ise f (x)= V‘me f (5 k') oldugundan ve @ iizerinde f =0 oldugundan

WE(V) iizerinde de f =0 olacaktir. Boylece Hahn-Banach Teoreminden x e @ elde edilir.

Tamm 4.3.7. E uzayr ® yi igeren bir FDK uzay1 olmak tizere eger E ©C, ise E uzayma v—

konservatif uzay denir.

Tamm 4.3.8. E uzay1 ®@ vyi iceren bir FDK uzay1 olmak iizere eger E' cCS, ise E uzayma v—

yar1 konservatif uzay denir. Yani, E © @ olmak iizere her f € E' i¢in v —Z f (5 . ) yakinsaktir.
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Ayrica eger bir v —yar1 konservatif FDK-uzay1 BY uzaymi igeriyor ise bu uzaya salimmli v —yari

konservatif uzay denir.

Teorem 4.3.9. E © ® olmak iizere E bir FDK uzayi ve z € Q2 olsun. Bu durumda

I. Z € B} olmast igin gerek ve yeter sart 2 ".E D ) olmasidir. Ozel olarak;
eeB; < E o B)) olmasidur.

ii. Z € B, olmast igin gerek ve yeter sart z *.E © BV olmasidir. Ozel olarak;
eeB. & E > BY olmasidrr.

iii. Ze FE(V)+ olmasi igin gerek ve yeter sart z ".E nin v —yar1 konservatif uzay olmasidir.
Ozel olarak; € € FE(V)+ <> E uzay1 v —yar1 konservatiftir.

iv. Ze FE(V) olmasi icin gerek ve yeter sart z *.E nin salimmli v — yar1 konservatif uzay
olmasidir. Ozel olarak; € € FE(V) < E uzaymnin salimmli v — yar1 konservatif olmasidir.

V. z €W, olmas icin gerek ve yeter sart z.E nin v — conull uzay1 olmasdir. Ozel
olarak; e eWE(V) < E uzay1 v —conull FDK uzayidir.

Vi. Ze Sév) olmas igin gerek ve yeter sart z ".E nin kuvvetli v — conull uzayi olmasidir.

Ozel olarak; e € ') < E uzay1 kuvvetli v —conull FDK uzayidr.

ispat. (i) f e (Z‘l.E)'oIsun. Bu durumda & € ® ve g € E' olmak iizere f (X) = ax+g(2x)

gosterimine sahiptir. Ozel olarak X =J™ alalim. Bu durumda
F(6™) =y + G (Zn0™ ) = Ay + 210 (6™)
olup

7LEDBY < 1(6™)eBS < (2,,9(6™)) e BS < 2 B;

elde edilir.
(i) (:>)
zeB. = zeEvezeB]

=ecz' Evez EDBY
=7 E>BV.
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(<:) z'E o BV olsun. Bu durumda BY, < BV oldugundan z'E> B}, dir. Boylece (i) ifadesinden
ze B dir. Aynizamanda ee BY = eez "E = zeE olup ze B NE = B elde edilir.

(iii) fe(z"E)" olsun. Budurumda o € ® ve g E" olmak iizere f (X)=ax+g(2x)
gosterimine sahiptir. Diger yandan X =5"" i¢in f (5 m ) =a,. +2,0 (5 m ) esitligi saglanir. Boylece

2z 1.E v —yari konservatif ise

v

(21E) =cs, & (™) S, & (z,,0(6™))eCS

olup z e FM" elde edilir.

(iv) (iii) ifadesi g6z Oniine alinirsa

zeFY <zeF" ve zeE
<:>(z‘1.E)f cCS,ve ecz'E

& z7L.E salimml v —yar1 konservatiftir.

(V) Yeterlilik agiktir. Gerekliligi ispat etmek i¢in Z EWE(V) alalim. Bu durumda her g € E' igin
g(Z—Z(mn)) —0 (m,n —)oo) dir. Diger yandan her f € (Z_l.E)' icin ¢ e® ve geE"' olmak

iizere f (X) =ax+( (ZX) oldugundan

f (e—e(”‘”)) = a(e—e(”‘”))+g(z(e—e(m”))) = kmio ay, +k0§ ay +g(z—z(m”)) @s)
=1 =m+1 .0.
I=n+1 1=1

elde edilir. Diger yandan « € @ oldugundan (4.8.) esitliginin sag tarafindaki serilerin toplam sifirdir.

O halde (4.8.) esitliginin her iki tarafinon mM,N — oo igin limiti alimrsa her f € (Z_l.E)' icin
f (e - e<"‘”)) —0 (m,n— ) elde edilir ki bu da gerekliligi ispatlar.

(vi) (:>) Ze Sév) olsun. Bu durumda g, E de bir yar1 norm olmak tizere q(z - Z(mn)) —0
(m, n— oo) dir. O halde z".E uzaymn kuvvetli v—conull FDK uzay1 oldugunu géstermek igin

Iy (X) = |XkI |Ve h (X) =q (ZX) yar1 normlarma gore (e —e(mn)) — 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun

icin
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fe-em)-0. (n<(mo)

ve
h(e—e(”‘"))=q(z(e—e(”‘”)))zq(z—z(m"))—>0

olup z *.E kuvvetli v —conull FDK uzayidir.

(C) z'E v—conull FDK uzayi olsun. Bu durumda r ( e— e(mn)) —>0 ve h (e - e(mn)) — 0 dur.

h(X) =q (ZX) oldugundan h(e—e(mn)) = q(z — Z(mn)) —> 0 olurkibuda ze S(EV) olmas1 demektir.

Teorem 4.3.10. ¥ =S W™ F® FC* B B* olmak iizere eger E, cE, ise bu durumda

¥(E) < ¥ (E,) dir. Aynica ¥ =@ ise bu takdirde (@)_ =(®)_ dir.

()

Ispat. i: E, > E, icerme doniisiimii siirekli oldugundan E, uzayinda X"’ — X olmasi E, uzayinda

da olmasini gerektirir. Bu ise s icin teoremi ispatlar. | i¢erme doniisiimii zayif siirekli oldugundan

w ) icin de ayn1 sonug elde edilir. Z € v , B" olmasi igin gerek ve yeter sart her f € (El)' icin

sirastyla (Zmnf (5m")) € CS, ,BS olmasidir. Bu durumda g|E1 e (E,) oldugundan her g €(E,)’

i¢in de yukaridaki sonu¢ dogrudur. Boylece sonug FO* B*ve dolayistyla FY, B i¢in de benzer

sekilde elde edilir.

Teorem 4.3.11. E bir FDK uzay1 ve E © ® olsun. Bu durumda her bir z € B ve E iizerindeki her

=]
bir stirekli P yar1 normu i¢in Z,, :O( p(5m”) ) dir.

Ispat. Siirekli bir yar1 norm sinirh ciimleler iizerinde sinirl olacagindan
|Zmn| p (5mn ) _ p(zmn5mn) _ p(z(mn) _ Z(mfl,n) _ Z(m,n—l) " Z(m—l,n—l) ) <m

olup ispat agiktir.

40



Seyda SEZGEK, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Teorem 4.3.12. E bir FDK uzayi ve E > ® olsun. Bu durumda Bf = E"” dr.

ispat. z e B* olmasi igin gerek ve yeter sart her bir ue E' igin zU € BS olmasidir. Bu ise teoremi

ispatlar.

Teorem 4.3.13. E bir FDK uzay1 ve E > ® olsun. Bu durumda B"uzay: (&))E ile E arasindaki

tim Y uzaylari igin aymidir. Yani; (&))E cYcEise B'(Y)=B"(E) dr.

Ispat. Seckin alt uzaylar monoton oldugundan B* (((T))E ) B’ (Y) c B’ (E) igermesi agiktir.

Teorem 4.3.12. ve Teorem 3.1.19. dan B” ((CT))E ) =B"(E) esitligi elde edilir.

Teorem 4.3.14. E bir FDK uzayi ve E © @ olsun. Bu durumda E nin AB uzayi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart E"  E” (Yani E' = E”) olmasidur.

Ispat. Gereklilik. E bir AB uzay1 olsun. O halde B(E) =E ve BcB" olup EcB” (E) =E elde

edilirki E” D E™ S E' icermesi gergeklenir.
Yeterlilik. E" = E” olsun. Bu durumda B*(E)=E" > E” 5 E olup B*(E) > E dir. Buradan ise

B = E oldugundan E bir AB uzayidir.

Sonug 4.3.15. E bir FDK uzayi ve E > ® olsun. Eger E AB uzay1 ise bu takdirde E” uzay1 E'
icinde kapalidir.

Teorem 4.3.16. E bir FDK uzay1 ve E > ® olsun. Bu durumda F"" = E") g,

Ispat. Teorem 4.3.12. mn ispatinda BS yerine CS, alnarak ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.3.17. E bir FDK uzay1 ve E D @ olsun. Bu durumda F) uzayl ((T))E ile E arasmdaki

tiim FDK-uzaylar1 igin aymidir. Bu durumda (&))E <Y cE ise ™" (Y) =FMr (E) :

Ispat. Bu sonug Teorem 4.3.12. deki gibi ispatlanabilir.
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Sonug 4.3.18. E bir FDK uzayi ve E > @ olsun. Bu durumda E nin bir FAK(V) uzay1 olmasi igin

gerek ve yeter sart E' < EZY) (Yani E' = E”™) olmasidir.

— —\B(v)B(v
Teorem4.3.19. E bir FDK uzayi ve E S ® olsun. ® bir AK(v) uzayiise F")" =() Y7

)fﬂ(")

. + v — —\B(v)B(v
Ispat. FOr =g :(q) :(CD) ) oldugundan agiktr.

Teorem 4.3.20. E bir FDK uzay1 ve E > @ olsun. Bu takdirde asagidaki onermeler denktir.
i. E bir FAK(V) uzay1
.. ) \A)B(V)
ii. Ec (S( ))

i Ec(w®)"

Vi. EAN) ( ) )ﬂ(V) :

; v v V) : ) \PA) 1) \ABW) A \AVIA(Y)
ispat. ® = S cW") < F" icermesinden (S(E )) C(WE( )) c (FE( )) olup
i = iii = iv bagntis1 gergeklenir.

e g e - . ) B(v)B(v)
Simdi (iv=>1i) 6nermesini ispatlayalim. E (F ) olsun. Bu durumda
£ 5 (F® )ﬂ(v)ﬂ(v)ﬂ(” S(F )”(V) _ 0B S

olup E”") S E" = E =F" elde edilir. Bu da E nin bir FAK(v') uzay1 oldugunu gésterir.

(iv), (v) ve (vi) siklarimin denkligi agiktir.
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4.4. Matris Alanlarinin Seckin Alt Uzaylar

(v)

Bu bolimde herhangi bir E FDK uzay: i¢in E,’ matris alanlarinin seckin alt uzaylar ile

iligkileri incelendi.

A= (@, ) dort boyutlu bir matris olmak iizere {a,,}, . dizisine A matrisinin (m,n)— nci
satirt denir ve £y ile gosterilir, {a,,,} . dizisine ise A matrisinin (k,I)—nci kolonu denir ve

4 ﬁ\kl) ile gosterilir.

Uyar1 4.4.1. Bukisimda € Q, E bir FDK uzayi ve A=(a,,, ) dort boyutlu bir matris olmak iizere
Eg‘/) D ®, yani A nin kolonlar1 E ye aittir. Ayrica s WY EY B alt uzaylar1 bir FDK uzay1

olmak iizere Egv) icinde hesaplanmaktadir.

Lemma 4.4.2. z,E, A Uyar1 4.4.1 deki gibi olsun.
™ (k=D

. (3))
olup Az = > 7, dur.
(ki)=(1.1)

Teorem 4.4.3. z, E, A Uyar1 4.4.1 deki gibi olsun. Bu takdirde asagidaki dnermeler denktir.
i. zeB".
ii. {Az(ij)} E de sinirhdir.
i. EVsB)Y.
iv. Her geE' igin {zk,g(g,&k'))}eBS.
Burada hemen belirtelim ki

zeB<EY 5BV, (i) @ zeEY | (iv) & zeEY (4.9

onermeleri gergeklenir.
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Ispat. Z_l.Egv) = EXZ) = {X IXZe E,(:)} = {X I Xe Egvz)} oldugundan  Teorem 4.3.9 den
7eB" < 7 EY) 5 B < EV) 5 BY) oldugundan (i) ile (iii) nin denkligi elde edilir. Diger yandan
Az nin (k, I ) —nci kolonu z,,& ,&kl) oldugundan (iii) ile (ii) nin denkligi elde edilmis olur. (ii) nin dogru
olmasi igin gerek ve yeter sart ise her bir g € E' igin {g (AZ(i j) )} nin sinirli olmasidir. Bu ise (iv) iin

dogrulugunu verir.

Diger taraftan (4.9.) in ispati i¢in Z E/(;) & ee Eg‘fz) oldugunu goz oniine almak yeterlidir.

Teorem 4.4.4. ve {r,c} ve E, A Uyari 4.4.1 deki gibi olsun. Bu durumda Eﬁf) uzaymin v — yari

konservatif FDK uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart & ,&kl) €E veher geE' icin g (( /gkl)) cCS,

olmasidir.

ispat. Gereklilik. Tamim 4.3.8. den E\) 5@ olup ¢! € E olacag aciktir. g €E' verildiginde

xe EY) icin f (x) =g (AX) olsun. Boylece f e(Eﬁ\V))' olur. O halde
f(6")=9(As")=g(ck")

f
dir. Hipotezden ( E,&V)) c CS, olup g((,&k'))cCSV elde edilir.

Yeterlilik. Hipotezde g =P, (P (X): an) alimrsa A mn satirlarmin CS, uzayma ait oldugu

mn

aciktir. Buise { g Wt =fa olmasini verir. Boylece QY 5 BY dir.
A mnkl A

Simdi f e(E,&”))' olsun. Bu durumda h e(Q(AV))' ve g € E' igin
f(x)=h(x)+g(Ax)
dir. Bdylece Teorem 3.1.11. den x e Q")) ve u e (Q(K) )ﬂ(V) < By = CS, igin

h(x)zv—;uk,xk,

saglanir. O halde
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olup hipotezden ve u € CS, olmasindan (f (5“ )) e CS, elde edilir. Bu da EX’) uzayinin v — yari

konservatif FDK uzay1 olmasim verir.

Teorem 4.45. ve {r,c} ve z, E, A Uyar 4.4.1 deki gibi olsun. Bu takdirde asagidaki 6nermeler
denktir.

i. 7 FW,

i {Az(ij)} , E de zayif Cauchy, yani her bir g € E" igin {g [Az(”)]} cC .

iii. Egv) bir v —yar1 konservatif FDK uzayidir.

.z

iv. Her g€ E' i¢in {Zklg (é’,(\k'))} eCs,.
Ispat. Teorem 4.3.19 den i =iii, Teorem 4.4.4. ten iii=iv, Lemma 4.4.2 den ii =iv elde edilir.

Teorem4.4.6. v e {r, C} , E bir FDK uzay1 ve E&V) uzay1 salimiml v — yari konservatif FDK uzay1

olsun. EX’) uzaymin v —conull FDK uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart her g€ E" igin

z g (é,&k')) = g(Ae) olmasidir.

Ispat. Gereklilik. f (X) =g (AX) olsun. Boylece Teorem 3.1.14. ten f E(E(AV))' dir. Bu durumda

siirekli fonksiyonlar ayni zamanda dizisel siirekli oldugundan

g(Ae)=f(e) =limf (e(”‘”))zI#Tg(Ae(m”)):ljmg( mi amnk,]

k=1,1=1
= g[lr!]rp amnkl}= g( a‘mnkl} = g(é/gkl))
" k=1,1=1 k=11=1

elde edilir.

Yeterlilik. f e( Egv) )' olsun. Bu durumda géz 6niine aliacak iki durum vardir. ilk durum h e (Q(AY))'

v AL
olmak lizere X € Q(A) ve Ue (Q(A)) icin
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f(X)=h(X):V—ZUHXk.

olmasidir. Buradan Egv) uzay1 salimmli v — yari1 konservatif FDK uzay1 oldugundan E}(’ > BY olup

v\ ) v .
ue (Q(A)) < B = CS, dir. Boylece

00,00 m,c
f(e—e(”‘")):v— D> ug+v—=> u, >0 (mn—ow)
:(:lm+l Ik=:r}+1

elde edilir.

Ikinci durum ise ge€E' olmak {izere f (X) =g (AX) olmasidir.  Boylece

f (e — e(mn)) =g (A(e —g(™ )) —0 (m, n— oo) olup ispat tamamlanur.

Teorem4.4.7. v e {r, C} ve Z, E, A Uyar14.4.1 deki gibi olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler
denktir.

i, zeWw™,

ii. Az'Y 5 Az E icinde zayif yakinsaktir.

iii. EY) v —conull FDK uzayidir.

iv. Her bir g €E" igin ) 7,9 (g,&k')) =g(Az).
Ispat. Teorem 4.3.9 den i=iii, Teorem 4.4.6. dan iii =ii, Lemma 4.4.2 den ii =iv elde edilir.

Teorem4.4.8. v e{r,c} ve z, E, A Uyar14.4.1 deki gibi olsun. Asagidaki énermeler denktir.
i, zeSY.
ii. E icinde Az s A7 dir.
iii. Eg”) kuvvetli v —conull FDK uzayidur.

.z

iv. E iginde ZZH{/&H) = Az dir.

Ispat. Teorem 4.3.9 den i=iii ve Lemma 4.4.2 den ii=iv elde edilir. Ayrica
(i=ii) z= z 2,6 ve A: Egv) — E siirekli oldugundan Az = szl AsY = szlé’/&kl) elde

edilir.
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(ii=1) Teorem 3.1.16 den Q(,:) bir AK(V) uzayidir. Boylece U, Q(,:) uzayinin topolojisini

olusturan yar1 normlardan biri olmak iizere herhangi bir z € Q(,:) icin U (Z — 40 j)) — 0 dir. Boylece
q, E uzaymn bir yar1 normu olmak iizere eger ( [A(Z — 70 j))} —>0 ise bu durumda z e S") elde

edilir. Bu ise E de Az — Az demektir.
4.5. Toplanabilirlik Alanlarina Uygulamalar

Simdi ise v—conull FDK ve v —kama FDK uzaylarinin toplanabilirlik alanlarindaki bazi

uygulamalarini inceleyecegiz.

Teorem4.5.1. C , E birer FDK uzayi ve A= (amnk, ) dort boyutlu bir matris olsun. Bu durumda
asagidaki 6nermeler denktir.

i. EX/) bir v —kama FDK uzayidir.
ii. E(p C EX’) , f&mn) eC, (m, n=1, 2,...) ve A: C(p — E doniisiimii kompakttir.

iii. A nin kolonlar1 E ye ait olup g”,&kl) — O dur.

ispat. (i=ii) Teorem 4.1.5 den E{? bir v —kama FDK uzay1 ise L,c Eﬁ\v) olup 1:£, — Egv)
icerme donilisimii kompakttir. FDK uzaylar1 arasindaki matris doniisiimii siirekli oldugundan
A:EY) S E siireklidir. Boylece A= Aol L, —> EX’) —> E doniisiimii kompakttir. Ayrica E{”

v—kama FDK uzayr oldugundan EX’) iizerinde 6" —0 (k, > ) olur. Diger yandan

A:EY) 5 E sirekli oldugundan E uzayinda A(5k')—>0 (k, > ) dir. E bir FDK uzay

oldugundan koordinat fonksiyonelleri siirekli olup

A(akl):(amnkl )k, —0 (k,| —)oo)

elde edilir. Bu da §£\mn) eC, (m, n=1, 2,...) oldugunu gosterir.

(ii=iii) £, cEY) olsun. 6" e £, (k,1=12,...) oldugundan 6" € E{’ dur. O halde

¢ = A(6")eE (k,1=12...)
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yazilabilir. {5“ k=1, 2,...} ciimlesi £, da smirlt oldugundan Eg“) uzayinda da smirhdir.
L,c Egv) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A€ (E(p, E) olmasidir. Bu ise A nin kolonlarinin E de
smirlt bir ciimle olmasina denktir (Kamthan, Gupta, 1980). Ayrica A: L, — E kompakt oldugundan

K :{A(é‘k') tk,1=1, 2,...} cimlesi E de rolatif kompakttir. Dolayisiyla K daki koordinatsal

yakinsaklik topolojisi ile E nin topolojisi ¢akisiktir. Diger yandan §,&mn) € C,, oldugundan E iizerinde
A(3*) =0 (k,I =) olup her k,I igin A(S*)=(ayy),, =44 €E elde edilir. Boylece sabit

m,n i¢in a

mnkl

—0 (k,] ) oldugundan K ={A(6"):k,1=12,..f >0 (k| —>c0) elde
edilir.

(ili=1i) A nm kolonlar1 E ye ait ve sifira yakinsak olsun. O halde & E\kl) = A(é‘kl ) ek
(k,l =l,2,...) oldugundan @ € Egv) dir. Simdi ise Ef:) uzayinin bir v —kama FDK uzay1 oldugunu

gosterelim. Teorem 3.1.14 ten E,(:) uzay1 {I’mn :m,ne N} u{tr oA, :rhmne N} u{nr oAire N}

yar1 norm ailesi ile bir FDK-uzayidir. Diger yandan
6 (6) =0 (k1 —>w),
(t, oAm)(ék')ztr(A(ék' ))=tr(§,§k")—>0 (k,I — )
ve
(10-A)(6") = (A(6") =, (42) >0 (k1 )

oldugundan E!”) bir v —kama FDK uzayidir.
Teorem4.5.2. C, FDK uzayi, A=(a,,, ) dért boyutlu bir matris ve E uzay: E' < BS sartint
saglayan bir FDK-uzay1 olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir.

i. Eff) bir zayif v —kama FDK uzayidir.

ii. L, EX’) : f,&mn) €C, ve AlL, — E doniisiimii zayif kompakttir.

iii. A nin kolonlar1 E yeait ve E de sifira zayif yakinsaktir.

Ispat. (i=ii) E,&V) bir v —kama FDK uzay1 ve E' < M, ise L, Ef_\v) olup I: £, — Egv) icerme
donlisimii  zayif kompakttir. FDK wuzaylar1 arasindaki matris doniistimii stirekli oldugundan
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A:EY) > E doniisiimi sireklidir. Boylece A= Ao | L, EE\V) — E déniisiimii zayif kompakttir.
O halde Egv) zay1f v —kama FDK uzay1 oldugundan EX’) iizerinde 5 —0 (zayf) (k,I > ) dur.
Diger yandan A: Egv) — E dontigimii stirekli oldugundan E uzayinda A(5 . ) — 0 (zayif)

(k, I > oo) dir. E uzay1 FDK uzayi oldugundan koordinat fonksiyonelleri siirekli olup

Pmn<A(5kl))=(amnkl )y =0 (kI > )

elde edilir. Bu ise fﬁ\mn) € CpO (m, n 21,2,...) olmasidir.

(ii=ii)) £, cEY’ olsun. Bu durumda 6* € £, (k,1=12,...) oldugundan 6" € E dur.
Dolayisiyla (,&kl) =A(§k')€ E (k,| :l,2,...) olup {5“ k| =1,2,...} climlesi ﬁ(p da sinirh
oldugundan EX’) da da smrhdir. Ayrica A:L, — E doniisiimii zayif kompakt oldugundan
{A(é‘“) k1 :1,2,...} cimlesi E de zayif rolatif kompakttir. O halde K daki koordinatsal
yakinsaklik topolojisi ile E nin zayif topolojisi ¢akisiktir. Sonug olarak, f&mn) IS CpO oldugundan E
lizerinde A(5k' ) — 0 (k,1 > o) olur.

(iii=i) é’,&kl) = A(5k' ) €E olup A(5k' ) -0 (k,l —>OO) olsun. Eger feE,' i¢in

f (5 . ) -0 (k, | —> oo) oldugu gosterilirse ES;) bir zayif v —kama FDK uzayidir. Her f € (Egv) )'

icin f(X):g(X)+h(AX), (Xe Eg"), g e(Q(AV))', heE') ve M >0 igin

|lax| <M sup =M/, (x), mn=12,...

s
IZ ; a‘mnkl Xkl
=1

olup

s’ |<Me,, (87), mn=12,..

esitsizligi gergeklenir. E de a,; — 0 (zayif), (m,n :1,2,...) ve E bir FDK uzay1 oldugundan

koordinat fonksiyonelleri siirekli olup P, (ammj ) =(amnij )m ) -0, (i, J —>00), m,n=12,... elde
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edilir. Boylece Kmn(éij)—>0, (i, j >), mn=12,... olup 9(5”)—>0 (i, j > o) elde ederiz.

Buradan ise X € Efj), ge (Q(AV))', heE' olmak iizere

f(6)=g(6")+n(A(e"))

olup hipotezden E de A<5ij ) — 0 (zayif), (i, ] oo) oldugundan her h e E' i¢in h(A(é’ij )) —0,

(i, j— oo) olur. Buradan ise her f e (Efp)' icin f (5” ) -0, (i, j —>oo) elde edilir. Bu ise ispat1

tamamlar.

Teorem4.53. ve {r, C} , E bir FDK uzay1ve A= (amnk, ) dort boyutlu bir matris olsun. Bu
durumda asagidaki 6nermeler denktir.

i. E(") bir kuvvetli v — conull FDK-uzayidir.
ii. BY (qo) o EE\V) ve A:BY ((0) — E doniistimii kompakttir.

iii. A nin siitunlar1 E ye ait ve {A(e - Z5k' )} dizisi E de sifira yakinsaktir.

Ispat. (i=ii) Teorem 4.2.4 den E, kuwvetli v—conull FDK uzayr ise BV(¢)c Ef{) olup
1:BY(p)—> Egv) doniisiimii  kompakttr. A:E\) > E  doniisimii  siirekli  oldugundan
loA:BY ((p) — E doniistimii kompakttir.

(ii=iii) BY ((o) c ELV) ve A: BV((D) — E  doniisimii kompakt olsun. Bu takdirde
8" € BV(p), VK121 olup BV (p)c EY oldugundan £y = A(6") € E, Vk,I 21 elde edilir.

Diger yandan

eeBY(p)cE,cQ,

i
ve Q(,:) uzay1 bir AK(V) uzayl oldugundan e— Z S >0 (i, ] —)oo) yakinsar. Diger taraftan
k=L

i
A: Q(AV) ->Q stirekli ~ oldugundan A(e — z v j -0 (i, j— oo) dir. Boylece

k,I=1

i
{e— Z oM j> 1} ciimlesi BY de smurli olup A: BV((D) — E doniisiimii kompakt oldugundan

k,1=1
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{A( Z oY ] - 1} ciimlesi E de rolatif kompakttir. O halde bu ciimle iizerindeki E topolojisi

k-1
i
ile koordinatsal yakinsaklik topolojisi ¢akisiktir. Diger yandan €2 da A| e ! I j— oo)
k=1
i
oldugundan E nin topolojisine gore de A[ o k'j | j— oo) elde edilir ki bu da ispati
k=1
tamamlar.

k,I=1

i,
(iii=i) C&kl)eE,k,|21 ve {A(E—Zé'kljii,jZl}dizisi E de sifira yakinsasin.
é’,ﬂk'):A(dk')eE ise A nm kolonlar1 E ye aittir, yani E\” >® dir. Bu durumda

i,
{A(e— S¥ ]: | 21} sifira yakinsadigindan ESJ) kuvvetli v —conull FDK-uzayidir.
ki

Teorem4.5.4. v e{r,c}, E bir FDK uzayi ve A=(8a,,, ) dért boyutlu bir matris olsun. Bu
durumda asagidaki 6nermeler denktir.

i, EY) bir v—conull FDK-uzayidir.
ii. BY (¢) c Egv) ve A:BY ((0) — E doniisiimii zayif kompakttir.

iii. A nin siitunlar1 E ye ait ve {A(e — 25 W )} dizisi E de sifira zayif yakinsaktir.

ispat. (i=ii) E\” v—conull FDK uzayi ise Teorem 4.2.4 den BY(p)c Egv) olup
1:BY(p)—> Egv) déniisiimii zayif kompakttir. Diger yandan A:E\) —E doniisimii siirekli
oldugundan | o A: BV((/)) — E doniistimii zayif kompakttir.

(i=iii) BY(p)cEY ve A:BV(p)—>E doniisiimii zayif kompakt olsun. Bu takdirde
5 € BV(p), VK121 olup BY(p)cEL oldugundan ¢\ =A(8")eE, Vk,I=1 bulunur.

Diger yandan eeBV ((0) c E,&V) c Q(AV) olup Q(,:) uzayl bir AK(V) uzayl oldugundan
i, j
e— Z S >0 (i, ] oo) elde  edilir. Ayica  A: Q(:) —Q  siirekli  oldugundan

k,1=1

1= 1=1

ij i,
(e 5li I j—> oo dir. {e oM 1, J 21} climlesi BV((/)) de smurhdir.
K.I=1 K,
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A: BV((D) — E zayif kompakt oldugundan {A(e— oY } i j 21} ciimlesi E de zayif rolatif

k,1=1

kompakttir. O halde bu ciimle tizerindeki koordinatsal yakinsaklik topolojisi ile E nin zayif topolojisi

i j
cakisik olup Q da A(e— Z oY j —0 (i, j— oo) oldugundan E nin zayif topolojisine gore de

=i
i ]

A(e - z o j —0 (i, ] oo) elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
=i

i,
(iii=i) Cgkl) eE, k,1>1 ve {A[e— 25“]: i J 21} dizisi E de sifira zayif yakinsak

k,1=1

i,
5“]2 I, j>1; sifira
kI

olsun. Bu durumda ¢\ = A(5k' ) € E oldugundan E!”) > ® olup {A[e—

zay1f yakinsadigindan Ey) uzay1 v —conull FDK-uzayidir.

4.6. Mutlak Toplanabilirlik Alanlarimn Bazi Ozellikleri

Mutlak yakinsak seri olusturan ¢ift indisli dizilerin uzay1

L, I={X€Q: Z|Xkl|<oo}
kI
olup bu uzay

X = 21|
k1
normu ile bir BDK-AK (V) uzayidir. A dért boyutlu bir matris olmak iizere

L, ={xeQ: Axe L}

uzayl A nin mutlak toplanabilme alani olarak adlandirilir. Eger (E, q) bir FDK uzayi ise E, uzay: da
bir FDK uzayidir. EUIA ise £, uzaymn siirekli duali olmak tizere her f e [“IA fonksiyoneli i¢in

(tmn) eM,, (Wkl ) € ,Cf/iv) olmak tizere f fonksiyoneliher x € £, i¢in
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:mzr;tmn (Ax) +kZI:Wk| X, 2.10)

gosterimine sahiptir.

Bu béliimde daha 6nce ¢alisilan bazi kavramlar £, uzay: iizerinde incelendi ve yukaridaki
gosterimden yararlanarak invaryant ve replaceablility kavramlar: verildi.

Oncelikle FLE‘:) seckin alt uzayini tammlayalim

k,1=1

FY =k Z—{XEL‘UAZ viel,, {%f(&k')xk,] eCV}

ZAX = ZZamnkl Xy,  olsun. Boylece a, = Z K Y olmak iizere asagidaki dizi uzaylarmi

m,n k,l

tanimlayabiliriz.

1% :={XG4JA:Zak,xkI yakmsak},
k.l
(Af)) {XG' Zak,xkI Zx}

ve her f e L, igin

Iff)(f)::{ngA Y F(84) % yakmsak}

kI

ve

(A(:))l(f)Z:{XE 1D (0 )% = f(x)}

k.l

olur. Bu uzaylara iliskin elde ettigimiz bazi temel sonuglari verelim.
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Teorem 4.6.1. Dort boyutlu A matrisi igin KUIA > ® gergeklensin. Bu durumda her bir f e L'“IA icin

Lg =L, Ve ZB = f olacak sekilde dért boyutlu bir B matrisi vardir.

ispat. f e £, olsun. (4.10.) gosterimindeki (tm)EM,, (W)€ [f/gv) dizileriile B(w,t)= (b )

dort boyutlu matrisini m, n,K,l e N i¢in

bllkl =Wy
b2m,n,k,| =a

b2m+1,n,k,| = (tmn _1) a‘mnkl

(4.11)

mnkl

olarak tanimlayalim. Eger X € £ ise bu durumda X € £, dir. Karsit olarak, eger X € £, ise her

m,n igin (Bx)_mevcut olup

Bll (X) = ZWkI Xy
kI
B2m,1n (X) = z amnkl XkI
kI

BZm+l,n (X) . Z(tmn _1) a‘mnkl Xkl

ol
seklindedir. ||t || =M alinirsa |tmn —1| <1+ M olup boylece

381 (0] < Ao 0] o 0] )
=|wx|+(2+M )mz’r;‘Am ()| <o

elde edilir. Yani X € £ dir. O halde £; = £, dir. Diger taraftan

> (Bx) SWXerZn:(Ax)mn erzm:(tmn —1)(Ax) =wx+t(Ax)=f(x)

m,n

olup bu da ispati tamamlar.
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Teorem 4.6.2. Asagidaki onermeler denktir.

12) dir.

L
i, Lp =L, olacak sekilde dort boyutlu her D matrisi i¢in (A(;) )

ii. (tA)X olacak sekilde V( ) e M, ve Vxe L, i¢in (tA) (Ax)dir.
ii.  Vfel, iin (A(AZ))l(f): 12 (f) dir.

Ispat. (i=ii) (i) saglansin ve V( ) e M, ve Vxe /L, igin (tA)Xmevcut olsun. Bu durumda

f (X) :t(AX) olmak iizere Teorem 4.6.1. den £, = £, olacak sekilde D matrisi mevcut olup

> x=f(x) dir. Yani,
szmnkl Xa = Zztmnamnkl Xy

m,n k,l m,n k,l
saglanir. Ozel olarak; X =" alirsa d,, = Ztmn ol V€ t(AX):ZdHXm elde edilir. Boylece
Kl

zdklxkl mevcut olup E den delxkl =ZDX= f(x)=t(Ax) esitligi gerceklenir. Yani (ii)
ki il

saglanir.

(ii=iii) (ii) saglansm, f e EU'A ve Z f (5 k')xkl olacak sekilde X € £, alalm. Bu durumda
K

f nin (4.10.) daki temsilinden

f (5kI ) = Ztmnamnkl + Wkl

m,n

olup

X) = Ztmn (Ax)mn + ;( f (5kl ) ztmn mnkl j
elde edilir. Boylece Z Z 1 nn@mna Xg Meveut ve t(Ax) e esit olup ZK’I f (5k')xkl = f (x) dir.

O halde (iii) saglanir.

(ili=1) (iii) saglansin. Eger (iii) de f = ZD alinirsa ispat tamamlanir.
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Bir A matrisi i¢in tamimlanan bir kiime igin £, = £, olacak sekilde herhangi bir D matrisine

karsilik gelen kiime degistirilmemis ise bu kiimeye invaryant denir. Benzer sekilde A matrisinin

ozellikleri i¢in de invaryant oldugu soylenebilir.

L
Teorem 4.6.3. I,(f) invaryant olmasi i¢in gerek ve yeter sart (A(AZ)) uzaymin invaryant olmasidir.

1
Ayrica (A(Az)) = If) =L, esitligi saglanur.

u

. . J_
Ispat. Ilk olarak (A(AZ)) uzayinin invaryant oldugunu kabul edelim. D matrisini (4.11.) den

€
yararlanarak B(0,0) seklinde tanimlayalim. Boylece (A(DZ)) = II(DZ) =L =L, esitligi saglanir.

. L L
Invaryantliktan A?) =¢ olup AP) =19 = dir. 19 uzayl invaryant olsun. Bu durumda
A LA A A A A

L
benzer olarak | = L, olur. Fakat (A( )) uzay1 I,(f) uzayimdan daha kiigiik olabilir. Bunu anlamak

i¢in herhangi bir ( mn) € M, dizisini alalm ve D matrisini (4.11.) den B(O t) olarak tanimlayalim.
O halde

220X = 2 2 tanBnuX

m,n k,l

ve D nin siitunlar1 toplami

Z mn mnll’ ztmn mnl2 ! Ztmn mnl3 1 °°°
Ztmn mn21 ! Ztmn mn22 ' °°°

seklindedir. Herhangi Xe |, =1, i¢in ZHZ .o lmn@mnia Xig - Meveuttur ve bu her (tm) € M, icin

saglanir. Bu durumda Zklz o b mnt Xig :Zmnz 1 G @mnia Xig esitligi gerceklenir. Eger

t:(tmn)dizisini vmneN, t =1 alirsak o zaman Zkl B X :Zmn X, olup

n o mnkl K.l amnkl

€L
(A(AZ) ) = |g2) esitligi elde edilir. Ayrica £ = £, olacak sekildeki herhangi bir G matrisi i¢in de aym

€L
esitlik elde edileceginden (A(AZ)) invaryanttir.
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Tamm 4.6.4. Adort boyutlu bir matris ve £, D@ olsun. Bu durumda L, =L, ve

> dima =1 (k1 €N) olacak sekilde bir D matrisi varsa bu durumda A matrisine replaceable matris
m,n

denir.

Teorem 4.6.5. A dort boyutlu bir matris ve £, > ® olsun. Bu takdirde A matrisinin replaceable

olmas i¢in gerek ve yeter sart her K,l e N i¢in f (5 . ) =1 olacak sekilde bir f € L'hIA bulunmasidir.

Ispat. Gereklilik. A matrisi replaceable olsun. Bu durumda £, =L, ve » d,, =1 (k,1eN)

m,n

olacak sekilde bir D matrisi vardir. Diger taraftan £, uzay iizerinde
F (%)= 2D (%)
mn
tanimlanirsa Banach-Steinhaus Teoreminden f € KUIA elde ederiz. Ayrica
f(6)= dp =1 (vk,1eN)
mn

olup gereklilik ispatlanir.

Yeterlilik. Her k,I N igin f (8" )=1 olacak sekilde f e £, mevcutolsun. O halde Teorem 4.6.5.

ten £, =L Ve ZD x = f(x) olacak sekilde bir D matrisi vardir. Ancak her k,l €N igin

> ot =1(s")=1

olup 1= ZD5 = denkl oldugundan A matrisi replaceabledir.
m,n
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Teorem 4.6.6. F,EV) = L, olsun. Bu takdirde A matrisinin replaceable olmasi igin gerek ve yeter sart

L, < CS, olmasidir.

ispat. Amatrisi replaceable olsun. Bu durumda her k,1 eN igin f(§k')=1 olacak sekilde bir

f £, mevcuttur. F") =L, oldugundan vxe L, icin Z f (5k')xkl serisi yakinsaktir.
il

f (5 . ) =1 oldugundan Z X, serisi yakinsaktir. Yani X € CS, elde edilir.

k.l

Karsit olarak, £, < CS, olsun. Bu durumda VX e £, i¢in Zxkl yakimsak olup f (X):= Zxkl

kI kil

L, nn bir elemanini tammlar. Diger yandan f (5“ ) =1 (k,| € N) olup A matrisi replaceabledir.

Teorem 4.6.7. Zayif ve kuvvetli yakinsaklik ¢akisik olacak sekilde bir E FDK uzay1 ve bir A dort
boyutlu matrisi verilsin. Bu durumda

i. Egv) uzaymin v —kama FDK uzayi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Egv) uzaymin zayif v —
kama FDK uzay1 olmasidir.

ii. Ef() uzayimn kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ef() uzayimnin

v —conull FDK uzay1 olmasidir.

ispat. (i) E!) v—kama FDK uzayi olsun. Bu durumda A nm situnlan E ye ait ve

{A(e - Z ¥ )} — 0 dir. Hipotezden, zayif yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik ¢akisik oldugundan A

nin kolonlar1 E de zayif yakinsaktir. Bu da Eg“) uzaymnin zayif v —kama FDK uzay1 olmas1 demektir.
(i) Ef;) kuwvvetli v —conull FDK uzayi olsun. Bu durumda A nin kolonlar1 E ye ait ve

{A(e - 25 . )} — O dir. Hipotezden, zayif yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik ¢akigik oldugundan

{A(e — Z S¥ )} dizisi zay1f yakinsaktir. Bu ise Ef:) uzayinin v — conull FDK uzay1 olmasi demektir.
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Teorem 4.6.8. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde £, uzaymin (zayif) v —kama FDK uzay

olmasi igin gerek ve yeter sart
ILrIn Z|a‘mnkl | = 0
"omn
olmasidir.

Ispat. L, dizi uzayinda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsaklik ¢akisik oldugundan £, nin zayif

v—kama FDK uzay1 olmas1 v —kama olmasma denktir. Bu durumda Teorem 4.5.1 de EX’) =L
alinirsa v —kama FDK uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin kolonlarnin E ye ait ve sifira

yakinsak olmasidir. Yani; A<5kl ) = (amnk, )mn = f&kl) € E olur. Buise

im|((s")),

. =0 Iim§|amnkl|=0

olmasi1 demektir.

Teorem 4.6.9. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde £, uzaymnm (kuvvetli) v —onull FDK

uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmasidir.

Ispat. L, dizi uzayinda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsaklik ¢akisik oldugundan £, uzaymin
kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmast v —conull FDK uzayi olmasina denktir. Bu durumda Teorem

453 te Ey) =L, almirsa kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin

kolonlarinin E ye ait ve {A(e - Z S¥ )} nin E de sifira yakinsak olmasidir. Bu ise
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IimHA(e—Z5"')H =0 < Ilim> famnij—famnij =0
ki Ly kil m,n i, j=1 i,j=1
o, | 0,00

< Iim> > a+> an;|=0
kI mn ij==|<l ij==1|

olmasi demektir.

Teorem 4.6.10. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde £, uzay!r v —conull FDK uzayi ise A

matrisi £, —replaceable degildir.

Ispat. L£,, v—conull FDK uzayi ve A matrisi £, —replaceable olsun. Bu durumda Her k,l e N

=

icin f (5“ ) =1 olacak sekilde f € £, " olsun. Boylece ( f (e)— Z f (5“ )J dizisi sifira yakinsak
k=1
olmayip £, v—conull FDK uzay: degildir. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir. O halde A matrisi £, —

replaceable degildir.

Teorem4.6.11. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde; M, dizi uzayinin v —kama FDK uzay1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

. suplay| <o (k,1=12,...)

i, limsup|a,,,| =0
kil m,n

olmasidir.

Ispat. Teorem 4.5.1de E = M, almirsa M, nin v—kama FDK uzay: olmasi i¢in gerek ve yeter sart

mnkl

A nin kolonlarmin M, ye ait yani; sup|a |<oo (k,l =1, 2,...) ve ILrlnsup|amnk,|:O olmasidur.

Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem4.6.12. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde B)), (zayif) v —kama FDK uzay: olmasi

icin gerek ve yeter sart
ILrp Z‘amnkl - am-*—l,n,k,l - am,n-*—l,k,l + am+1,n+1,k,| ‘ =0
" om,n
olmasidir.

Ispat. BV dizi uzayinda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsaklik ¢akisik oldugundan BY), uzaymin
zayif v —kama FDK uzay1 olmas: v —kama FDK uzay1 olmasina denktir.
Teorem 4.5.1 de Egv) =BV, alinirsa v —kama FDK uzay1 olmasi igin gerek ve yeter sart A

nin kolonlarinin E ye ait ve sifira yakinsak olmasidir. Bu ise
A(S*) = (A )y =4 €BY

demektir. Dolayistyla

im|((s)),

. =0 ILrIn Z‘amnkl - am+1,n,k,| _am,n+l,k,l + am+1,n+1,k,| =0
" m,n

elde edilir.

Teorem4.6.13. A dort boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde B)), uzaymin (kuvvetli) v —conull FDK

uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

00,00

ILrIn Z Z (amnij - a'm+1,n,i,j - am,n+l,i,j + am+1,n+l,i,j )

m,n [i,j=1
K|

- Z (amnij - am+l,n,i,j - am,n+1,i,j + am+l,n+l,i,j ) =0
ij

olmasidir.

Ispat. BY dizi uzayinda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsakhk cakisik oldugundan BV, uzaymin

kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmas1 v — conull FDK uzay1 olmasima denktir.
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Teorem 4.5.3 de E = BV, almirsa B)), uzaymin kuvvetli v —conull FDK uzay1 olmas i¢in

gerek ve yeter sart A min kolonlarinin E ye ait ve {A(e - Z ¥ )} nin E de sifira yakinsak olmasidir.

Bu ise

iplate- X0, =

sartinin saglanmasi demektir. Boylece

mnij Z amnu

i,j=1

lim|A(e -6 )], =0

BY
< Ilmz zamnu zamnu zamﬂnl j Zam+ln| j
kol m,n [i, j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
00,00 0,00 K,
- Zamm—llj Zammllj + Zam+ln+1|j Zam+ln+1|j :O
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1
I k1
g Ilmz Z( mnij m+1,n,i,j _am,n+1,i,j + am+1,n+1,i,j)_ (amnij _am+1,n,i,j _am,n+l,i,j + am+1,n+1,i,j) =0
Kl i,j=1 i j=1

elde edilir. Bu ise (ii) sartin1 verir ve ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Yukaridaki kavramlar kullanilarak tek indisli diziler i¢in mevcut olan gesitli bagintilar ve icerme

sonuglart v —conull ve v —kama FDK uzaylari i¢in de incelenebilir.
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