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This thesis consists of five chapters in total. The first chapter is devoted to introduction. The second
chapter is the literature review and contains the references used in the thesis. The third chapter introduces
the topological and metric concepts used throughout the thesis. In the fourth chapter, the concept of
orthogonal metric space is introduced and some fixed point studies on orthogonal metric spaces are given.
Then, the orthogonal F-contraction contraction with almost contraction type and orthogonal F-contraction
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1. GIRIS

X kiimesi bostan farkli olmak {izere 77, X de bir 6z doniisiim olsun. Sabit nokta

“Tx, = xy olacak bicimde bir x, € X varsa, x, noktast 7’nin bir sabit noktasidir”

seklinde tanimlanir. Ornek olarak X = [0, o0) kiimesi iizerinde tanimlanan Tx = E, Sx =

x + 1, Rx = x3 doniisiimlerini ele alirsak; x, = 0, noktast 7 doniisiimiiniin bir sabit
noktas1 olmasina ragmen § doniisiimiiniin bir sabit noktasi yoktur. Ayrica, xy, = —1,
x9 =0 ve xy =1 noktalar1 da R’nin sabit noktalaridir. X = [0, 0) kiimesi yerine,
X = (0, ) kiimesi alinirsa; T doniisiimii, bir sabit noktaya sahip degildir. Yukaridaki
ornekten de anlasilacagi gibi verilen T doniislimiiniin sabit noktasinin var olmasi,
tanimlandig1 kiimenin yapisina bagli oldugu kadar doniisiimiin niteligine baglhdir.
Buradan hareketle sabit nokta problemleri verilen bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi
sartlar altinda var oldugunu, var ise; tekligini, tekliginin ise nasil elde edilebilecegi

sorularina cevap arar.

Topolojiksel, metriksel ve ayrik sabit nokta teori olmak iizere; sabit nokta teori
calismalar1 li¢ ana baglik altinda incelenmektedir. Bu alanlarda kabul edilen teoriler

sirastyla;

1. Brouwer Sabit Nokta Teorisi (1912)
2. Banach Sabit Nokta Teorisi (1922)
3. Tarski Sabit Nokta Teorisi (1955)

bicimindedir. Metriksel sabit nokta teori ¢alismalari tam metrik uzaylarda, ilk olarak
Polonyali matematikg¢i S. Banach tarafindan Banach biiziilme prensibi ile verilmistir.
Banach (1922), “(X, p) bir tam metrik uzay ve T, X lizerinde bir 6z doniisiim olsun. Her

x,4 € X i¢in
p(Tx,Ty) < £p(x,y)

esitsizligini saglayacak bigcimde bir £ € [0,1) sayisi var ise; T doniistimii tek bir sabit

noktaya sahiptir.” ile verilen teoremi ifade edip ispatlamistir. Ispatinda, tam metrik



uzaylarda biiziilme donilisiimii yardimi ile olusturulan Picard iterasyon dizisinin

yakinsadig1 noktanin, doniisiimiin sabit noktas1 oldugu gosterilir.

Metriksel sabit nokta teoremi, Banach ile baslamis olsa da; daha sonra pek ¢ok
arastirmact  tarafindan  genellestirilmistir.  Bu  genellestirmelerde  biiziilme
doniistimlerindeki esitsizligin sag tarafindaki verilen katsayilar toplami 1°den kiigiiktiir.
2003 yilinda Berinde; biliziilme doniisiimlerindeki esitsizliklerin sag tarafindaki katsay1
ve katsayilar toplaminin 1 veya 1°den biiylik gelebilecegini gostermistir. Banach sabit
nokta teoreminde sabit noktanin tekligi, garanti iken; Berinde tarafindan tanimlanan
hemen hemen biiziilme doniisiimiinde sabit noktanin tekligi garanti degildir. Berinde,
sabit noktanin tekligini garanti etmek i¢cin hemen hemen biiziilme sartina benzeyen ek
kosul eklemistir. Yine Berinde 2004’te ¢:R* - R* monoton artan, V£ € R*

icin, lim ¢@” (%) = 0 kiyaslama fonksiyonunu kullanmistir ve lineer olmayan tipte hemen
n—-oo

hemen biiziilme sartin1 tanimlayarak, tam metrik uzaylarda sabit noktanin varlik ve

tekligini incelemistir (Berinde, 2003a).

Banach Biiziilme Prensibinin en ilgi c¢ekici genellestirmelerinden birini
Wardowski (2012) F-biiziilme kavramini tanimlayarak vermistir. Tam metrik uzaylarda
Wardowski yaptigt bu genellestirmede F-biiziilme doniigiimlerinin tek bir sabit

noktasinin var oldugu sonucuna ulagmistir.

Metriksel sabit nokta teori ¢aligmalari; tek degerli doniisiimlerde ¢alisildigr gibi

kiime degerli dontistimler i¢in de ¢alisilmistir. Kiime degerli doniisiim tanimu;

“X,Y # @ iki kiime olmak lizere T € X X Y ise T’ye X den Y ’ye bir kiime degerli
(cogul degerli) doniisiim denir.” ile verilmistir. Kiime degerli doniisiimler icin ilk kez
sabit noktanin varhi§i ve ayni zamanda Banach biiziilme prensibinin onemli bir
genellemesi, Nadler (1969) tarafindan asagidaki gibi verilmistir:
(X, p) metrik uzay ve 7': X — Cf3(X) kiime degerli doniisiim olmak {izere eger her x, ¢ €
X i¢in,

H(Tx,Ty) < kp(x,4)



esitsizligini saglayan bir £ > 0 sabiti var ise; T’ye, Lipschitz doniisiimii ve £ sayist da
T’nin Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. £ <1 ise T’ye kiime degerli biiziilme
doniistimii ad1 verilir (Nadler, 1969).

“(X, p) bir tam metrik uzay olsun. Eger T: X — Cf3(X) kiime degerli biiziilme doniisiimii

ise T ’nin bir sabit noktas1 vardir (Nadler, 1969).” teorisinden esinlenerek kiime degerli
bliziilmeler i¢in bir¢ok sabit nokta teoremi incelenmistir (bakiniz, [8, 18, 22, 23-25, 33,
36]).

Banach sabit nokta prensibinin farkli uzaylarda (kismi metrik uzaylar, modiiler
uzaylar, Branciari metrik uzaylar) birgok genellestirmeleri yapilmistir. Bu
genellestirmelerden biri de Gordji ve arkadaslari tarafindan 2017 yilinda ortogonal metrik
uzaylar lizerinde verilmistir. Gordji ve arkadaslari, bu ¢alismalarinda; ilk kez Banach
Sabit Nokta Prensibi’ni ortogonal metrik uzaylarda calismiglardir. Modiiler uzay,
uygulamali matematik ve fonksiyonel analiz gibi cesitli alanlara uygulamalarinin olmasi
sebebiyle ortogonal metrik uzaylar giinlimiizde ilgi odagi haline gelmistir. Bundan
hareketle ortogonal metrik uzaylarda sabit nokta teoremi ve uygulamalar calisilmaya

baslanmustir (bakiniz, [30, 32, 34]).

Bu tez calismasinda, ortogonal metrik uzaylarda genellestirilmis hemen hemen
F-biiziilme doniistimii tantmlanmistir. Ortogonal metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri
tek degerli doniistimler ve kiime-degerli doniisiimler i¢in ifade edilip ispatlanmistir.
Ayrica elde ettigimiz sonuglara ek olarak agiklayicit 6rnekler ve bazi dogal sonuglar

verilerek, literatiire katki saglanmistir (bakiniz, [3,4]).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Metrik uzaylar, fonksiyonel analiz ve topolojiksel kavramlar i¢in M. Kogak ’'1n
“Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar” isimli kitabi, O. Bizim’ in “Genel
Topoloji” ve O. Mucuk’ un “Topoloji ve Kategori” kitaplar1 kullanilmistir. Tek degerli
biizilme doniisiimlerinde sabit nokta teorisinin literatiir bilgisi i¢cin Banach’ in “ Sur les
operations dans les ensembles abstraits et leur applications aux equations integrales”
isimli makalesinden, Kannan’ 1 “Some results on fixed points” isimli makalesinden,
Chatterjea’ nin “Fixed point theorems” isimli makalesinden, Zamfirescu’ nun “Fixed
point theorems in metric spaces” isimli makalesinden, Berinde’ nin “On The
Approximation of Fixed Points of Weak Contractive Mappings” adli makalesi ve
“Approximating fixed points of weak ¢ -contractions using the Picard iteration” adli
makalelerinden yararlanilmistir. Tek degerli doniistimlerde F-biiziilmeler kisminda, D.
Wardowski’ nin Fixed Points of a New Type of Contractive Mappings in Complete
Metric Spaces” isimli makalesinden yararlanilmistir. Kiime degerli doniisiimlerde sabit
nokta teori boliimiinde gerekli tanim teoremler i¢in S. B. Nadler ’in “Multivalued
Contraction-Mappings” adli makalesinden, I. Altun ve arkadaslarmm “Multivalued F-
contractions on complete metric spaces” adli makalesinden, O. Acar ve arkadaslarinin
“Generalized multivalued $F$-contractions on complete metric spaces” adli
makalelerinden yararlanilmigtir. Ortogonal metrik uzaylar boliimiinde gerekli temel
tanim, teoremler ve literatiir taramasi i¢cin M. E. Gord;ji ve arkadaslarinin “On orthogonal
sets and Banach fixed point theorem, Fixed Point Theory” adli makalesinden, Sawangsup
ve arkadaslar1 tarafindan “Fixed point theorems for orthogonal F-contraction mappings on
O-complete metric spaces” adli makalesinden, Quing Yang ve Chuanzhi Bai tarafindan
“Fixed point theorem for orthogonal contraction of Hardy Rogers-type mapping on O-
complete metric spaces” adli makalesinden, Mani ve arkadaglar1 tarafindan “Fixed point
theorems for orthogonal F-Suzuki contraction mappings on O-complete metric space with an
applications” adl1 makalesinden yararlanilmistir. Adi diferensiyel denklemler i¢in uygulama
boliimiinde kullanilan kaynak, E. Gordji ve arkadaslarinin “On Orthogonal Sets and Banach
Fixed Point Theorem” adli makalesinden alinmistir. Tezimizin orijinal sonuglarini igeren 4.3.
alt boliimiinde, O. Acar ve E. Erdogan’ m “Some Fixed Point Results For Almost Contraction
On Orthogonal Metric Space” adli makalesinden yararlanmistir. Bu makale Creative

Mathematics and Informatics isimli dergide yaymnlanmistir. 4.4. alt boliimiinde ise O. Acar



ve E. Erdogan’ 1 “Generalized Multivalued F-Contraction On Orthogonal Metric Space”

adli makalesinden yararlanmistir. Bu makale Fixed Point Theory dergisinde kabul edilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tezimizde kullanilacak temel kavramlardan bahsedilecektir. Metrik
uzayda tek degerli ve kiime degerli doniisiimler i¢in bazi biiziilme doniisiimleri ele
aliarak, bu biiziilmeler yardimiyla verilen sabit nokta teoremlerine deginilecektir. Bu
boliimiin devaminda ise tek degerli doniisiimler ve kiime degerli doniisiimler igin

F-buzilme kavrami verilecektir.

3.1. Temel Notasyonlar

Tamim 3.1.1. X kiimesi bostan farkli olmak tizere p: X X X — R fonksiyonu verilsin her

x,4,% € X igin

i) plxy) =0, (Pozitif tanimlilik)
i) pry)=0cx=y,
i)  p(x,g) =ply, x), (Simetri 6zelligi)
iv)  plx,y) <px2)+p(z9) (Ucgen esitsizligi)

kosullar1 gergeklenirse; p fonksiyonu, X kiimesi tizerinde bir metrik ve (X, p), metrik
uzay olarak adlandirilir. X kiimesinin elemanlarma metrik uzaym noktalari, p(x,y)

sayisina x ve 4 arasindaki uzaklik denir (Bizim, 2013).

Uyan 3.1.1.
1- X kiimesinde birden fazla, farkli metrikler tanitilabilir ve bdylece farkli metrik
uzaylar elde edilmis olur. Dogal olarak p fonksiyonu degistiginde belli x ve ¢

nokta c¢iftleri arasindaki uzaklikta degisecektir.

2- Dogal olarak, p(x,4) negatif olmayan bir sayr oldugu gibi x noktasinin 4

noktasina olan uzakligi ile ¢ noktasinin x noktasina olan uzaklig1 da aynidir.

3- x noktasmnin ¢ noktasina olan uzakligiyla, x noktasinin uzayin {igiincii bir 3
noktasina olan uzaklig1 ile ¢ noktasinin z noktasina olan uzakliginin toplamindan

daha biiyiik olamaz. iv) kosuluna iiggen esitsizligi denmesinin nedeni, Euclid



diizlemindeki bir tiggenin herhangi bir kenarinin uzunlugunun diger iki kenarin
uzunluklar1 toplamindan daha biiyliik olamayacagidir. Tiimevarim ile, liggen

esitsizliginden x4, x5, ..., x,, € X olmak lizere;

p(xlrx/n) < p(xlle) + p(xz;x3) + et p(x/n—lﬂx/n)

genellestirilmis tiggen esitsizligi elde edilebilir.

4-  Metrik tanimindaki p fonksiyonunun gercekledigi i), ii), iii) ve iv) kosullarina

dikkat edilirse, | . | mutlak deger fonksiyonu da, bu kosullar1 saglar. Bu nedenle

p:RXR - R, p(x,4) = |x -yl

fonksiyonu ile (R, p) bir metrik uzaydir. Bu metrige Euclid metrigi, alisilmis metrik

denir (Bizim, 2013).

Ornek 3.1.1. #, g € C(a, &) olmak iizere;

Poo($,9) = sup{lf(x) — g(®)||x € [a, 6]} = max{|§(x) — g(®)||x € [a, 6]}

seklinde tanimlanan p fonksiyonu, C(a, &) tlizerinde bir metriktir.
Coziim. #,g € C(a, &) olsun. Dolayisiyla; # ve g siirekli olduklarindan sinirlidirlar.
Boylece her x € [a, &] i¢in, |f(x)| < A ve |g(x)| < B olacak bi¢imde A,B reel

sayilar1 vardir. Diger yandan; her x € [a, 4] igin,

1$(x) —g@)| < @) +Igx)| <A+ B

Oldugundan; |#(x) — g (x)| fonksiyonu, smirhdir. Béylece {|#(x) — g(x)||x € [a, 61}

kiimesinin supremumu vardir. Yani; po,, iyl tanimlidir.

i) #,¢ € C(a, &) olsun. Her x € [a, #] igin, |#(x) — g(x)| = 0 oldugundan
P (#,4) = 0 olur.



i) #,9 € C(a, &) olsun.

Po($,¢) = 0 & supf{lf(x) —g(x)||x € [a, 4]} =0
& herx € [a, &) icin |f(x) —g(x)| =0
S her x € [a, #] icin #(x) = g(x)
Sf=g

olur.

iii) #,¢ € C(a, &) olsun. Her x € [a, &] igin, |#(x) —g(x)| = |g(x) — #(x)|

oldugundan;

{I#(x) —g@)l|x € [a, 4]} = {lg(x) — F(X)]|x € [a, 6]}

olur. Buradan p, (#,2) = p«(g,#) elde edilir.

iv) #,¢, 2 € C(a, &) olsun. Her x € [a, &] igin

1#(x) — g(@)| < [§(x) = A(2)] + [A(x) — ¢(2)| < poo(§, A) + Poo (P, 2)

olur. Boylece po(#,2) + poo (£, ¢) degeri {|#(x) — g(x)||x € [a, £]} kiimesinin bir

iist siniridir. Bir kiimenin herhangi bir iist sinir1 kiimenin supremumundan biiyiik veya

esit oldugundan

sup{l$(x) — g(®)||x € [a, 61} < pes (§, /) + po (. 4)

olur. Yani

Poo($:9) < oo (., 4) + poo(H, )

dir. C(a, &) tizerindeki bu metrige supremum veya diizgiin metrik adi verilir (Kogak,

2011).

Tanmm 3.1.2. (X,p) bir metrik uzay, a€X ve + >0 olmak iizere;

B(a,r) = {x € X|p(x,a) < r} kiimesine, a merkezli 7 yarigapli bir agik disk (yuvar)



denir. Benzer olarak D(a, 7)) = {x € X|p(x,a) < 7} kiimesine, a merkezli 7 yarigapl

bir kapali disk (yuvar) denir (Mucuk, 2010).

Tanmm 3.1.3. (X, p) bir metrik uzay, » > 0 ve a € X olmak iizere S(a,r) = {x €
X|p(x,a) = r} kiimesine, a merkezli 7 yarigapli kiire (yuvar yiizeyi) denir (Bizim,
2013).

Ornek 3.1.2. R? iizerinde; her x = (x4, %,), 4 = (41,%4,) € R? i¢in

P((xp’yq); (xz;’y)z)) = |z — ¢l + |2, — 42l
seklinde tanimlanan p: R? X R? -» R metrigine gore

a) B((0,0),7)
b) D((0,0),#)
c) §((0,0),7)

kiimelerini bulalim.
Coziim.

a)

B((0,0),7) = {(x,4) € R*|p((x,4),(0,0)) < r}
={(x,4) ER?||x — 0| + |y — 0| < 7}
= {(x,9) € R?||x| + |y| <}

={(x, ) ER*|x+y <7} U{(x,4) ER?*|x —y < r}
U{(x,y) ER?| —x+y <}
U{(x,y) ER?| —x —y <}



Sekil 3.1. B((0,0), fr") Acik yuvari
b)

D((0,0),7) ={(x,4) ER?|x+y < r} U{(x,4) ER?|x —y < 7}
U{lx,g) ER?*| —x+y <r}U{(x,y) ER}|—x—y < r}

Yy

7

Sekil 3.2. D((0,0), ) Kapali yuvari
c)
$((0,0),7)={(xy) ER}x+y =r} U{(x,y) ER®|x —y = 1}
U{x,y) ER*|—x+y=7rIU{(x,y) ER}|—x—y=1r)}
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Sekil 3.3. §((0,0),7) Yuvar yiizeyi
Tamim 3.1.4. (X, p) bir metrik uzay ve A, B C X bostan farkli bir kiime olmak {izere eger
{p(x,4)|x, 4 € A} kiimesi,
bir {ist sinira sahipse, 4 kiimesine sinirl kiime denir.
d(A) = sup{p(x, y)|x,y € A}
sayisina ise; A kiimesinin ¢api1 ad1 verilir. Eger X kiimesi sinirli ise (X, p) metrik uzayina,
sinirli metrik uzay adi verilir. Herhangi bir x € X noktasinin A kiimesine olan uzaklig:

p(x, A) simgesiyle gosterilir,

p(x,A) = inflp(x,a)|a € A}

ile tanimlanir. A, B < X kiimelerinin birbirine olan uzakliklari ise p(A, B) ile gosterilir

Ve

p(A,B) = inf{p(a,t)|a € A, & € B}

ile tanimlanir (Bizim, 2013).

Tanim 3.1.5. (X, p), bir metrik uzay olmak iizere; a € X ve (a,,), terimleri X de olan bir

dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in, n > n, iken; p(a,,a) < € olacak sekilde bir n, € N
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var ise, (a,) dizisi, @ € X noktasina yakimnsar denir ve lim a,, = a veya (a,) - a

M1—>00

seklinde yazilir (Mucuk, 2010).

Onerme 3.1.1. Bir (X, p) metrik uzayinda yakisak olan bir (a,,) dizisinin her (a,, ) alt

dizisi de ayn1 noktaya yakinsar (Mucuk, 2010).

Onerme 3.1.2. (X, p) metrik uzayindaki herhangi bir (a,,) dizisi, bir tek noktaya yakinsar
(Mucuk, 2010).

Tamim 3.1.6. (X, p), bir metrik uzay olmak tizere; (a,,), X de bir dizi olsun. Eger her
€ > 0 igin, m,n > ny oldugu zaman p(a,,a,,) < € olacak sekilde bir 7, € N varsa
(belli bir indisten sonra dizinin terimleri arasindaki uzaklik istenildigi kadar kiigiik kaliyor

ise) (a,,) dizisine, Cauchy dizisi ad1 verilir (Mucuk, 2010).

Onerme 3.1.3. (X,p) metrik uzayinda yakinsak her (a,) dizisi, Cauchy dizisidir
(Mucuk, 2010).

Tanmmm 3.1.7. (X, p) metrik uzay olmak iizere; eger bu uzaydaki her Cauchy dizisi,

yakinsaksa; bu uzaya, tam uzay denir (Mucuk, 2010).

Tanim 3.1.8. (X, p) metrik uzaymnda (a,,) herhangi bir dizi olmak iizere; eger her n € N
i¢in, |a,, | < M saglayan pozitif bir M sayis1 var ise; (a,,)’ye, sinirh dizi denir (Mucuk,
2010).

Onerme 3.1.4. Herhangi bir metrik uzayda her Cauchy dizisi stnirhdir (Kogak, 2011).

Tanmim 3.1.9. (X, p) ve (Y, e) herhangi iki metrik uzay olmak tizere; #:(X,p) — (¥, ¢)
fonksiyonu ve x, € X noktasi verilsin. Eger #(x,) € Y noktasinin her D (#(x,), €) agik
komsulugu igin, #(D (x0, 6)) C D(#(xy), &) olacak sekilde x, € X noktasmin bir
D(xy,8) acik komsulugu varsa; diger bir deyisle her € > 0 i¢in, p(xy,x) < § iken
e(#(xo), #(x)) < ¢ olacak bigimde bir § > 0 sayis1 var ise; # fonksiyonu, x, noktasinda
stireklidir denir. Eger #: X — Y fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekliyse, #’ye,

stirekli fonksiyon adi verilir (Mucuk, 2010).
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Tanmm 3.1.10. (X, p;) ve (Y, p,) herhangi iki metrik uzay olmak iizere; # fonksiyonu,
X’den Y’ye verilsin. Eger her € > 0 igin, bir § > 0 reel sayis1

pl (x, y’) < 5
ozelligini saglayan her x, ¢4 € X i¢in,
P2 (#(x)' #('y’)) <g

olacak bigimde varsa; # fonksiyonuna, diizgiin siireklidir denir. Buna esit olarak her

€ > 0 icin, bir § > 0 reel sayis1 her x € X i¢in
#(B(x,8)) € B(f(x), )
olacak sekilde var ise; # fonksiyonuna, diizgiin siireklidir denir (Kogak, 2011).

Ornek 3.1.3. (X, p;) ayrik uzay olmak iizere (Y, p,) herhangi bir metrik uzay olmak
tizere her #: (X, p;) = (Y, p2) fonksiyonu diizgiin siireklidir (Kogak, 2011).

I . 1
Coziim. € > 0 verilsin. § = 3 olsun. Bu durumda

p1(x,y) <6

ise x = ¢ olacagindan

p2($(x), $()) = po($(x), $(x)) =0 < ¢
olur. O halde # fonksiyonu, diizgiin stireklidir.

Tanmm 3.1.11. (X, p;) ve (Y, p2), herhangi iki metrik uzay ve #:X — Y fonksiyonu

verilsin. Eger her x, 4 € X i¢in,

p2($(x), #(9)) < £p1(x, %)
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olacak bi¢imde sabit bir £ > 0 sayisi1 var ise; § fonksiyonuna, Lipschitz siireklidir denir

(Kogak, 2011).

Ornek 3.1.4. (X, p,) ve (Y, p,),herhangi iki metrik uzay ve ¢ € Y olmak iizere; #(x) =
¢ seklinde tanimli #: X — Y fonksiyonu, Lipschitz siireklidir.

Coziim. Her x, 4 € X i¢in,

Pz(#(x)'#(’y))) < p2(c,c) =0=<pi(x,4),(£=1)

olur. Boylece # fonksiyonu, Lipschitz siireklidir.

Ornek 3.1.5. (X, p) bir metrik uzay olsun. #(x) = « seklinde tanimli #: (X, p) — (X, p)
fonksiyonu, Lipschitz stireklidir.

Coziim. Vx, ¢ € X igin

p(#(x), $(9)) = p(x, ) < p(x, ), (e = 1)

olur. Boylece # fonksiyonu, Lipschitz stireklidir.

Teorem 3.1.1. (X,p;) ve (Y,p,), herhangi iki metrik uzay olmak tizere; #: X - Y
fonksiyonu, diizgiin siirekli ise siireklidir (Kogak, 2011).

ispat. x, € X ve € > 0 olsun. Bu durumda bir § > 0 reel sayis1, p; (%, 4) < & dzelligini
saglayan her x, ¢ € X i¢in,

p2($(x), $(y)) < ¢

olacak sekilde vardir. p; (xg, ) < &8 6zelligini saglayan her ¢ € X igin,

P2 (f(xo)’ 15)'(’9*)) <eg

olur. Bu durumda # fonksiyonu, x, noktasinda siireklidir. x, noktasi, keyfi oldugundan;

# fonksiyonu, siireklidir.
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NOT. Bir fonksiyonunun siirekli olmast onun diizgiin siirekli olmasimi gerektirmez.
Omegin, #:R - R, #(x) = 23 fonksiyonu R iizerinde siirekli oldugu halde diizgiin
stirekli degildir. § > 0 sayisi igin,

1 _1+6
TEEVEY TS
olarak secilirse,
3 385 6°
#C0) — ()l = |2° 9’| =[x —9)* + 2y + 47| = o+ +

olur. Dolayisiyla; € > 0 sayisi, 0 < € < 1 olarak verildiginde; |#(x) — #(¢)| < € olacak
sekilde bir 6 > 0 sayist olmadigi agiktir.

Teorem 3.1.2. (X,p;) ve (Y,p,), herhangi iki metrik uzay olsun. Eger #: X =Y

fonksiyonu Lipschitz siirekli ise diizgiin siireklidir (Kogak, 2011).
Ispat. £ > 0 olsun. # fonksiyonu Lipschitz siirekli oldugundan; her x, ¢ € X icin,

p2($(x), #(9)) < £pi(x, %)

olacak sekilde bir £ > 0 sayis1 vardir. § = %olsun. Bu durumda; p; (x, ) < § 6zelligini

saglayan her x, ¢ € X i¢in,

p2($(x), $(9)) < £p1(x,4) < kS =¢

Gegerlidir. O halde # fonksiyonu, diizgiin siireklidir.

Bir fonksiyonunun diizgiin siirekli olmas1 onun Lipschitz siirekli olmasini gerektirmez.

Ornek 3.1.6. X = [0, ) olsun. (X, p;) ayrik uzay ve (X, p) standart uzay olmak iizere
#(x) = Vx seklinde tammli #: (X, p;) = (X,p) fonksiyonu verilsin. # fonksiyonun

diizgiin stirekli oldugunu fakat Lipschitz siirekli olmadigini gosterelim.
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Coziim.

x,a € [0,0) = |Vx —Va|” < |Vz - Va|[Vx + Va| = |z — al

> |Vx—va| < Jlx—al

Oldugundan, her € > 0 igin, 0 < § < &2 segilirse; her x, a € [0, o) i¢in,
lx—al<8§=|Vx—+a|<e

Saglanir. Buradan # fonksiyonu, [0, ) da diizgiin siireklidir. Simdi Lipschitz siirekli
olmadigini gosterelim. # fonksiyonunun Lipschitz siirekli oldugunu kabul edelim. Her
x,4 € Ricin,

p($(x),$(9) = |x — yl| < £p, (2, 4)

olacak sekilde bir £ sayisi vardir. x = 0 ve ¢ = (£ + 2)? olsun. Bu durumda

pl(xJ y’) =1ve P(ﬁ(x), #(@)) < ’kpl(xl y)

oldugundan,

p($(0),$((£+2)D)) = [VO- VR + 22| = h+2< £
elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde # fonksiyonu Lipschitz siirekli degildir.
Lipschitz Siirekli =  Diizgiin Siirekli =  Siirekli

Tamim 3.1.12. X, bostan farkli bir kiime ve T da X’in kuvvet kiimesi olan B(X)’in bir alt

koleksiyonu olsun.

T)XEITVvePEZ
¥,) 7 herhangi bir indis kiimesi ve © € 7 i¢in, U; € T ise; U;eg U; €T
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T) UV ETiseUNV € Tdur

ozellikleri saglaniyorsa; ¥ koleksiyonuna, X tizerinde bir topoloji denir. (T, X) ikilisine

topolojik uzay ad verilir (Kogak, 2011).
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3.2. Metrik Uzaylarda Tek Degerli Doniisiimler icin Sabit Nokta Teorisi

Tanmm 3.2.1. X, bostan farkli bir kiime ve T, X de bir 6z doniisiim olmak lizere; Tx = x
olacak bi¢cimde bir x € X noktasi var ise; bu noktaya, 77 doniisiimiiniin bir sabit noktas1
denir. Bu durumda; Tx = x denkleminin ¢oziimleri, 7 ’nin sabit noktalaridir.
T donilistimiiniin tiim sabit noktalarinin kiimesi F (77) ile gosterilir.

Verilen bir doniisiimiin sabit noktalarinin geometrik yeri ise ¢ = T2 doniisimiiniin
grafigi ile 4 = x dogrusunun kesistigi noktalarinm apsisleridir. Sekil 3.4. de, ¢ = x3

doniisiimiiniin sabit noktalarinin geometrik yeri verilmistir.

Sekil 3.4. ¢ = x3 doniisiimiiniin sabit noktalarmin geometrik yeri

Ornek 3.2.1. X = R olsun. Tx = 2% 4+ 9x + 16 olacak bicimde 7: X — X doniisimii
icin, F(T) = {—4} dir.

-

y =x%+ 9x + 16 2

A

Sekil 3.5. ¢ = x? + 9x + 16 doniigiimiiniin sabit noktalarmin geometrik yeri
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Ornek 3.2.2. X =[0,1] olsun. T« =§ olacak bi¢imde T:X — X doniisimii igin,

F(T) = {0} dir.

0z 0 w2 04 s 0k 1 12 14

Sekil 3.6. ¢y = % doniisiimiiniin sabit noktalarinin geometrik yeri

Ornek 3.2.3. X = (0,1) olsun. T« =§ olacak bi¢cimde T:X — X doniisimi igin,

F(T) = @ dir.

Sekil 3.7. ¢y = g doniistimiiniin sabit noktalarinin geometrik yeri

Yukaridaki verilen Orneklerde goriildiigli gibi, sabit noktasinin varligi tanimlandigi

kiimenin yapisina bagli oldugu kadar, doniisiimiin niteligine de baghdir.

Tamm 3.2.2. (X, p), bir metrik uzay olmak iizere; 7', X de bir 6z doniisiim olsun. Her

x,4 € X ve x #+ 4 i¢in,
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p(Tx,Ty) < ap(x,y)
esitsizligini saglayan bir &« > 0 reel sayisi1 var ise; I” doniisiimii, Lipschitz kosunu sagliyor
denir. En kii¢iik a sabitine ise; Lipschitz sabiti denir. Bu esitsizlikte, « < 1 alinirsa; T ’ye,

biiziilme doniisiimii ve @ = 1 alinirsa; 7 ’ye, genislemeyen doniisiim adi verilir. Burada

x # 4 olacak sekildeki her x, ¢ € X i¢in,

p(Tx,Ty) < p(x,4)

esitsizligi saglaniyorsa; 7" ye, biiziilebilir doniisiim denir. Tiim bu doniisiimler arasindaki

iliski asagidaki gibi verilmektedir (Banach, 1922).

Biiziilme doniisiimii =  Biiziilebilir doniisim =  Genislemeyen doniisiim

Simdi 1922 yilinda Banach tarafindan verilen sabit nokta teoremine deginelim.

Teorem 3.2.1. (X, p) tam metrik uzay olmak tizere; T, X’de bir biiziilme doniisiimii
olsun. (X, p) uzayinda; 7' doniistimiiniin sabit noktasi, tektir (Banach, 1922).
Ispat. Keyfi bir x, € X noktas1 alinsn.

Tx,.1=2x, n€{123..}

olacak bigimde bir {x,,} dizisi tanimlansin. Simdi {x,, } dizinin bir Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. T, bir biiziilme doniisiimii oldugundan,

p(xy,21) = p(Tx1,Txo) < ap(xq, x0)

p(x3,%5) = p(Tx5,Tx1) < ap(x3,21) < azp(xl,xo)

P(Zni1,2n) < a”p(1, %)

esitsizligi bulunur. Her m, n € N i¢in, m > 7 iken

p(xnr x/m) < p(x/m' xm—l) + p(xm—lfxm—z) + et p(xn+1ﬂxn)
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< (am_l + am—Z + 4 a’”’) p(xl' xO)

=a™(a™ "+ a™ "2 4 o+ D p(aq, x)
n
<

1—a p(x1, %)

saglanir. 0 < a < 1 oldugundan; lim a” = 0 bulunur. Boylece {x,,} dizisi, bir Cauchy

711—>00

dizisi olur. (X, p) uzay1 tamligindan {x,,} dizisi, bir 2, € X noktasina yakinsar.

Simdi x, € X noktasinin sabit nokta oldugu gdosterilsin.

p(TxOIxO) < p(TxOIx/n) + ,D(xn; xO)
= p(Tx0, Tx,-1) + p(x, %)

=< ap(xOan—l) + p(x/n' xo)

olur. Buradan n — oo iken, p(T'x, £5) = 0 olur; yani T'x, = x, bulunur. Son olarak, bu
noktanin tekligi gosterilsin. Bunun i¢in xq # ¢ ve Ty = ¢ olacak bigimde bir ¢ € X

noktasinin var oldugu kabul edilsin.
p(x0,y) = p(Txo, Ty) < ap(xo,y)
elde edilir. Bu durum 0 < a < 1 olmasiyla celisir. Boylece ispat tamamlanir.

Banach (1922), tiim Lipschitz fonksiyonlarinin siirekli oldugunu sdylemistir.
Burada her € > 0 igin, p(x,¢4) <6 =¢/a iken p(Tx,Ty) < ap(x,y) <ad =¢
oldugundan; T Lipschitz fonksiyonunun stirekli oldugu kolayca goriilebilir. Yani her
biiziilme doniisiimii, siireklidir. Biiziilme sartin1 saglayip siirekli olmayan fonksiyonlar

icin Kannan, Banach’in farkli bir genellestirmesini yapmaigtir.

Tanim 3.2.4. (X, p) metrik uzay ve 7, X de bir 6z doniigiim olmak tizere; her x, ¢ € X
p(Tx,Ty) < £[p(x,Tx) + p(y, Ty)]

esitsizligini saglayacak bi¢imde bir £ € [O, %) sayist bulunabiliyorsa; 7 doniisiimii,

Kannan doniisiimii olarak adlandirilir (Kannan, 1968).
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Teorem 3.2.2. (X, p), tam metrik uzay ve T, X den X’e bir Kannan doniisiimii olmak
tizere; T, bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica; herhangi bir x, € X noktasi igin {7 " x}

iterasyon dizisi de, tek olan sabit noktaya yakinsar (Kannan, 1968).

Tamm 3.2.5. (X, p), metrik uzay ve 7, X den X’e bir doniisiim olmak tizere; eger her

x,y €X
p(Tx,Ty) < £lp(x,Ty) + p(y,Tx)]

esitsizligini saglayacak bicimde bir £ € [O, %) sayist  bulunabiliyorsa 7' doniisiimii

Chatterjea doniisiimii olarak adlandirilir (Chatterjea, 1972).

Teorem 3.2.3. (X, p) metrik uzay ve T, X den X’e bir Chatterjea doniistimii olmak tizere;

T’nin tek bir x € X sabit noktasi vardir (Chatterjea, 1972).

Yukaridaki verilen biiziilme tiplerindeki katsayilarin [0,1)’de oldugu
unutulmamalidir. Simdi verecegimiz biiziilmede esitsizligin sag tarafindaki katsay1 veya
katsayilar toplaminin [1,0)’de oldugu goriilecektir. Bu tip biiziilmeleri, V. Berinde

(2003; 2003a; 2004) ilk olarak asagidaki gibi tanimlamigtir:

Tanmim 3.2.6. (X, p), bir metrik uzay olmak tizere; ', X de bir 6z doniisiim olsun. Eger

her x, ¢4 € X noktalari i¢in,

p(Tx,Ty) < 6p(x,4) + Lp(y,Tx) (3.1

olacak sekikde bir § € [0,1) ve L > 0 var ise T’ye hemen hemen biiziilme doniistimii adi

verilir. Metrik uzayin ii1) sartindan

p(Tx,Ty) < 6p(x,4) + Lp(x,Ty) (3.2)

gecerlidir. T doniisiimiiniin hemen hemen biiziilme doniisiimii olmasi i¢in, (3.1) ve (3.2)

esitsizlikleri saglanmalidir (Berinde, 2003).
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Teorem 3.2.4. (X, p), bir tam metrik uzay ve 7', X’den X’e bir hemen hemen biiziilme

doniistimii olmak tizere; her x, 4 € X noktalar1 i¢in

p(Tx,Ty) < ép(x,4) + Lp(y,Tx)

esitsizligini saglayan bir § € [0,1) ve L = 0 varsa bu durumda T, bir sabit noktaya
sahiptir (Berinde, 2003).

Simdiye kadar ele alinan biiziilme tiplerinde sabit noktanin tek oldugu gosterildi.
Ancak hemen hemen biiziilme olarak adlandirdigimiz biiziilme tipinde sabit noktanin
tekligi garanti edilemez. Hemen hemen biiziilme doniisiimlerinde sabit noktanin tekligi
icin ek bir sarta ihtiya¢ duyulmustur. Asagidaki teoremde bu tip biiziilme doniisiimlerinin

sabit noktalarin varlik ve tekliginin saglandig1 gosterilmistir.

Teorem 3.2.5. (X, p) bir tam metrik uzay ve 7', X den X’e bir hemen hemen biiziilme

doniisiimii olmak tizere; her x, 4 € X i¢in,

p(Tx,Ty) < 6yp(x,4) + Lyp(x,Tx)

esitsizligini saglayan &, € [0,1) ve L, = 0 varsa; T nin bir tek sabit noktasi vardir

(Berinde, 2003).

2004 yilinda Berinde ¢: R —» R™ monoton artan ve V£ € R* i¢in lim ¢” (%) =
Mn—oo

0 kiyaslama fonksiyonu ile lineer olmayan tipte bir biliziilme doniisiimiinii asagidaki gibi

vermistir;

Tamim 3.2.7. (X, p), bir metrik uzay olmak tizere 7', X’den X’e bir doniisiim olsun.

@:R* - R* bir kiyaslama fonksiyonu ve her x, 4 € X i¢in

p(Tx,Ty) < ¢(p(x,4)) + Lo(x, Ty)

esitszligini saglayan bir L > 0 varsa; T’ye, hemen hemen ¢-biiziilme doniisimii adi

verilir (Berinde, 2003a).
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Hemen hemen biiziilme tipindeki tiim biiziilme doniisiimleri ayn1 zamanda bir

hemen hemen ¢- biiziilme doniisiimiidiir (Berinde, 2003a).

Tanim 3.2.8. ¢: [0,0) — [0, ) bir fonksiyon olmak iizere;

I, @ monoton artandir yani, £; < £, = @ (%) < ¢(£3);

iiy, Her £ > 0 igin, {¢" (£)}7,=, sifira yakinsayan bir diziyse; ¢ fonksiyonuna kiyaslama
fonksiyonu adi verilir.

Ayrica, ¢ fonksiyonu i, kosulunu sagliyor ve

iii, Her >0 igin, X7_o¢"(#) yakmsak ise; ¢ fonksiyonuna, (c)-kiyaslama

fonksiyonu ad1 verilir (Berinde, 2004).

Teorem 3.2.6. (X, p), bir tam metrik uzay ve 7, X den X’e c-kiyaslama fonksiyonuyla
hemen hemen biiziilme doniisiimii olmak iizere; ¢: R* — R* bir kiyaslama fonksiyonu

ve her x, 4 € X noktalari i¢in,

p(Tx,Ty) < o(p(x,4)) + Lp(x, Ty)
saglayan L > 0 varsa; 7’nin 3 € X sabit noktas1 vardir (Berinde, 2004).

Wardowski (2012) F-biiziilme kavramin1 tamimlayarak Banach biiziilme
teoreminin genellestirmelerinden birini vermistir. Bu genellestirme, F-biiziilme
doniisiimlerinin tam metrik uzaylarda tek bir sabit noktasmin var oldugunu gosterir. Ilk
olarak F-biizilme kavraminin tanimimi ve bununla ilgili bazi ornekleri verelim.
Devaminda ise tanimlanan F-biiziilme doniisiimii ile yapilan sabit nokta teoremlerine yer

verelim.
F, asagidaki (F1) — (F3) sartlarm1i ve  F*da (F1) — (F4) kosullarini
gergekleyen tiim F: R* — R doniisiimlerinin ailesi olsun.

(F1) F kesin artandir. Yani , 8 € R* igin

a < B oldugunda F(a) < F(B)
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esitsizligi saglanir.
(F2) Pozitif sayilarin V{a, } ,ey dizisi i¢in

lima, =0 lim F(a,) = —»
41— 00

Nn—>00

saglanir.

(F3) lir(r)lJr a’*F(a) = 0 esitligini saglayan bir £ € (0,1) sayis1 vardr.
a—

(F4) inf A > 0 esitsizligini saglayan tiim A < (0, o) kiimesi i¢in F (infA) = inf F (A)
(Wardowski, 2012).

Tamm 3.2.9. (X, p) bir metrik uzay ve 7', X den X’e bir doniisiim olsun. F € F olmak
tizere p(Tx, Ty) > 0 dzelligindeki her x, ¢ € X igin

T+ F(p(Tx,Ty)) < F(p(x, 1)) (3.3)

esitsizligini saglayan bir T > 0 mevcut ise; T ’ye, bir F-biiziilme ad1 verilir (Wardowski,

2012).

Asagida F ailesine ait baz1 drnekler verilecektir. Bu 6rneklerde biiziilme doniistimlerinin

bazilarinin bir F- biiziilme oldugu goriiliir.

Ornek 3.2.4. F;: Rt — R doniisiimii F; (a) = In(a) ile tanimlansmn. Bu durumda F; € F

oldugu agiktir. Eger T bir F;-biiziilme ise p(Tx, Ty) > 0 6zelligindeki her x, ¢ € X igin

p(Tx,Ty) < e "p(x,4)

esitsizligi saglanir. Ayrica p(Tx,Ty¢) = 0 oldugu durumda da her x,¢4 € X i¢in
yukaridaki esitsizlik saglanir. L = e™" sabiti ile T doniisiimii bir Lipschitz dontigiimdiir.
L=e7" <1 oldugunda T bir biiziilme doniisiimii olur. Sonug¢ olarak, her biiziilme

doniistimii bir F; -biiziilme doniisiimiidiir (Wardowski, 2012).
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1
Va
F’dir. T bir F,-biiziilme ise p(Tx, Ty) > 0 6zelligindeki her x, ¢ € X i¢in

Ornek 3.2.5. F,: Rt — R déniisiimii F,(a) = —— seklinde tanimlansin. Béylece F, €

p(Tx,Ty) < 5p(x,y)

1
(1+ /oG )

esitsizligi saglanir (Wardowski, 2012).

Uyant 3.2.1. Her F-biizlilme doniisiimii ayni zamanda biiziilebilir dontisimdiir. T
donlisimii bir F-blizilme ise p(Tx,Ty) > 0 olacak sekilde her x,¢4 € X i¢in
p(Tx, Ty) < p(x,4) esitsizligi saglanir. Buradan her F-biiziilme dontisiimi stireklidir
(Wardowski, 2012).

Uyan 3.2.2. F,,F, € F olmak tizere her a > 0 igin F;(a) < F,(a) ve G=F, — F;
donlisiimii azalmayan ise bu durumda her F;-biiziilme doniisiimii bir F,-biiziilme

dontisiimiidir. Uyari 3.2.1°den p(Tx, Ty) > 0 olacak sekilde her x, ¢ € X i¢in

G(p(Tx,Ty)) < G(p(x,»))

esitsizligi elde edilir. O halde p(Tx,Ty) > 0 olacak sekilde her x, ¢4 € X i¢in

T+ Fz(p(Tx, Ty,)) = T+F1(p(Tx, Ty)) + g(p(Tx, Ty))
< +F(px9) + G(p(x,4))
= F(p(x,4))

esitsizligi elde edilir (Wardowski, 2012).

Simdi 2012 y1linda Wardowski tarafindan verilen teoremin ifadesi ve ispatini verilecektir.
Teorem 3.2.7. (X, p) bir tam metrik uzay ve 7', X ’den X’ye doniistimii F-biiziilme olmak
tizere T nin tek bir sabit noktasi mevcuttur. Herhangi bir x, € X igin {T"x,} dizisi T

doniigiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Wardowski, 2012).
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Ispat. Oncelikle T doniisiimiiniin sabit noktasmin var oldugunu kabul edip tekligini
gosterelim. z ile wr, T’nin farkli iki sabit noktasi olmak tizere buradan p(z,w) =
p(Tz,Tw) > 0 dir. (3.3) esitsizliginden

t<F(p(z,w)) - F(p(T3Tw)) =0 (3.4)
yazilir ve celiski elde edilir. Buradan 7 ’nin sabit noktast var ise tektir. Simdi T
doniistimiiniin sabit noktasinin var oldugunu inceleyelim. x, € X noktasi keyfi olmak
tizere her n = 0 tam sayisi i¢in x,,,; = Tx,, esitligini saglayan X de bir {x,,} dizisini

ele alalim. y,, = p(x,,41, %,,) olsun.

Eger x,, .1 = x,, olacak sekilde bir 7, € N var ise, buradan T'x,,, = x,, olur. Boylece
ispat biter. V. > 0 tam sayis1 i¢in x,,,1 # x,, oldugunu varsayalim. O halde V» > 0

tam say1 i¢in y,, > 0 oldugundan (3.4) esitsizligi saglandigindan

FYp) S F(Yp-1) —T<F(¥p-2) — 21 < < F(yo) —nt (3.5)

yazilir. (3.5)’de n — oo i¢in limit alinirsa

lim F(y,) = —w

N0

dir. (F2)’den

limy, =0

N—00

dir. O halde (F3)’den

lim y,, *F (y,,) = 0

esitligini saglayan bir £ € (0,1) vardir. (3.5)’de her n = 0 tam sayisi i¢in

Yu*F(Vn) — ¥ *F(vo) < v, *nt <0 (3.6)
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olur. (3.6)’da . — oo igin limit alinirsa
lim y,*n =0 (3.7)
71— 00

elde edilir. Dolayisiyla (3.7)’den Vo > n4 icin ¥, *nt < 1 olacak bigimde bir 7, € N

sayist vardir. V. = n igin

N
NN Ry

elde edilir. Buradan m > n > n4 saglayan her m,n € N i¢in

p(xnr x/m) < p(x/nﬂx/n+1) + p(xfn+1txfn+2) + et p(xm—l'xm)

SVYntVus1t o+ Vma

olup Y72, - serisinin yakinsakligindan {x,, } dizisi X’de bir Cauchy dizisi belirtir. X tam
it

oldugundan lim x,, = z olacak bicimde bir z € X vardir ve 7 ’nin siirekliligi kullanilirsa
11— 00

p(z,T73) = )Ll_l}go p(x,, Tx,) = ,}Ll_r}go p(xy, Xpi1) =0

dir. Boylece z = T’z olup ispat tamamlanir.



29

3.3. Metrik Uzaylarda Kiime Degerli Doniisiimler icin Sabit Nokta Teorisi

Bu béliimde kiime degerli doniisiimlerin tanimi1 verilecektir. Ayrica Pompeiu-Hausdorff

metrigi ve bu metrigin bazi 6zellikleri irdelenecektir.

Tanmm 3.3.1 X, Y bostan farkli kiime olmak iizere T € X X Y ise T’ye X den Y’ye bir
kiime degerli (gogul degerli) doniisiim adi verilir ve 7: X — P (V) ile gosterilir. P(Y) ise
Y’nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin sinifin1 gosterir.

T:X — P(Y) dontisiim ve x € X olmak tizere T ’nin x noktasindaki gortintiist
Tx={y€eY:(x,y) €T}

kiimesidir. T: X = P(Y) kiime degerli doniisiimiiniin tersi

(x,4) €T © (y,x) €T !

ile tanimlanir. Yine A € X i¢in A’nin T kiime degerli doniisiim altindaki goriintiisii

T(A) = U T

XEA

kiimesidir. Ayrica

UTx ={yeYV: T (y)NA + 0}

XEA

dir. Gergekten,

uET(c/l)=UTx

XEA

S 3Ax € Aicinu € Tx
©x€eAicin(x,u) €T

S x €Aicinx € T ()
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STl uwNA+0
cue{yeY: T (y)nA+ 0}

elde edilir. B € Y i¢in B’nin T~ altindaki gériintiisii (veya T altindaki ters goriintiisii)

@ =| 7w

Y€B

kiimesidir. Benzer sekilde

UT‘l(y) —{(x€X:TxNB % 0)
Yy€B

ifadesinin saglandig1 gosterilebilir (Nadler, 1969).

Ornek 3.3.1. X = [0,1] ve T}, X’den X e doniisiim olmak iizere;

—_
)
N

T.(x) =1{0,1}

<
Il
Wl R WlFk,W| -

r
o
)
\%

seklinde tanimlansin. Bu durumda 77, kiime degerli bir doniistimdyir.

» X

1

w4

Sekil 3.8. 7, x doniisiimiiniin grafigi
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Tanmim 3.3.2. 7: X - P(X) dontisiimii i¢in x, € T x, olacak bi¢gimde x, € X var ise x,
noktasina, J’nin sabit noktasi adi verilir. F(J) kiimesi, 7 nin tiim sabit noktalarinin
kiimesini gosterir. Yani

F(T)={x€X:x € Tx}

seklinde ifade edilir (Nadler, 1969).

Ornek 3.3.1. X = [0,1] ve T3: X — P(X) doniisiimii olmak iizere;

(@, os<x< %
Tyx =1 [0,1] , X :%

k[0,1—9c] , %<x§ 1
seklinde tanimlansin. O halde
ro-m . w()-p]
w@=o0 7 (G3)-on
w(02)-0 . 7 ((2)-D

1

oldugu goriilebilir. Burada %E T4 - =10,1] oldugundan %, T3 ’nin bir sabit noktasidir

2

(Nadler, 1969).

» X

1

Sekil 3.9. T, x doniisiimiiniin grafigi
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Tanmm 3.3.3. X ve Y, herhangi iki topolojik uzay olmak iizere; 7: X — P(Y), kiime
degerli bir doniisiim olsun. Y’deki her agik kiimenin ters goriintiisii eger X de acik ise
T’ye alttan yar siirekli doniisiim, Y’deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de kapali
oluyorsa, J’ye istten yari siirekli doniisiim denir. Buradan verilen bir kiime degerli

doniisiim alttan ve iistten yar1 stirekli doniisiim oluyorsa bu doniistime siireklidir denir

(Nadler, 1969).

Ornek 3.3.2. 7.:[0,1] — P([0,1])

r{3} 0 < <1

75 B
13 1

Tae={|-2 _ -

¢ <[4’4] T3
{1} 1< <3
(&) @ 257373

ile tanimlansin 7, doniisiimii iisten yar1 siirekli doniisiimdiir. Fakat alttan yar1 siirekli

degildir: V = (l E) agik kiimesi alindiginda T~1(V) = {%} oldugundan agik kiime

4’4

degildir. Burada her kapali1 kiimenin ters goriintiisiide kapalidir (Nadler, 1969).

S
I
t

> X

1 1

Sekil 3.10. T,x doniisiimiiniin grafigi
Ornek 3.3.3. 7: R = P(R) doniistimii

({0} , =0
Tx_{[—m] . x#0
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ile tanimlansin. 7 doniisiimii alttan yar siireklidir ama {istten yar1 stirekli doniisiim

degildir. Clinkii agik kiimenin ters goriintiisii sadece 3 durumda olabilir: Bunlar R \ {0},
R veya @ dur. Buradan T doniisiimii alttan yar1 siirekli olur. Diger taraftan X = E, 2]

kapali kiimesi alindiginda 7-1(X) = R \ {0} oldugundan kapali bir kiime degildir.

Boylece 77 doniisiimiiniin istten yar1 siirekli olmadigi goriiliir (Nadler, 1969).

(X, p) bir metrik uzay olmak tizere;

¢ k(X), X’in bostan farkli tiim kompakt alt kiimelerinin sinifi,

e CB(X), X’in bostan farkli tiim kapali ve smirl alt kiimelerin sinifi,

e C(X), X’in bostan farkl tiim kapali alt kiimelerin sinifi,

e [3(X), X’in bostan farkli tiim smurl1 alt kiimelerin sinifi olsun.
Buradan k(X) € C3(X) € C(X) ve k(X) € ClA(X) € B(X) olduklart aciktir. A, B €
P(X) kiimeleri i¢in

D(A,B) = inf{p(a, t):a € A, & € B}
olmak tzere

6 (A, B) = sup{D(x,B)} = sup inf p(x,¢)
xEA YEB

XEA

%S

H(A,B) = maks{6(A,B),6(B,A)}
= ak{s inf p(x,4),sup inf p(x, }
maks up;;Bp( ) xgg;gﬂp( Y)

XEA

ile tanimlanir (Nadler, 1969).

Ornek 3.3.4. R’nin alisilmis uzayinda A = [2,4],B = [6, ] kiimeleri goz Oniine

alindiginda

6(A,B) =4,6(B,A) =
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bulundugundan

H(A,B) = maks{6(A,B),6(B,A)} = o

bulunur. 6’ nin §(A, B) # 6(B, A) oldugu goriilebilir. Dahas1 P(X) X P(X) lizerinde
tanimli § ve H, reel degerli fonksiyonlar degillerdir (Nadler, 1969).

Uyan 3.3.1. A,B kiimeleri (X, p) metrik uzaymin smirl alt kiimeleriyse &(A, B),
6(B, A) ve H (A, B) birer reel sayidir. Bu durumda 3(X) x 3(X) lizerinde taniml1 § ve

H, reel degerli fonksiyonlardir (Nadler, 1969).

Ornek 3.3.5. R'nin alisilmis uzayinda A = [3,8] ve B = (3,8) kiimeleri goz dniine

alindiginda

0(A,B) =86(B,A) =0

bulundugundan

H(A,B) = maks{6(A,B),5(B,A)} =0

dir. H(A,B) = 0 oldugu halde A,B’den farklidir. Dolayisiyla H: 3(X) X B3(X) - R
fonksiyonu bir metrik sartlarini saglamadigi i¢in bir metrik degildir. (Nadler, 1969).

Teorem 3.3.1. (X, p) bir metrik uzay, A, B € P(X) olsun. Bu durumda

H(A,B) = sup{|D(x, A) — D(x,B)|: x € X}

dir (Nadler, 1969).

Ispat. Her x € X ve her & € B noktalar igin,

D(x,A) < p(x,46)+D(b,A)



yazilabilir. D(&,A) < H (A, B) oldugundan

D(x,A) < p(x, &) + H (A B)

esitsizligi her 4 € B icin de gecerlidir. Buradan

D(x,A) <D(x,B) + H(A,B)

veya

D(x,A) —D(x,B) < H(A,B)

yazilabilir. Benzer sekilde

D(x,B) — D(x,A) < H(A,B)

elde edilir. Buradan her x € X icin

|D(x,A) —D(x,B)| < H(A,B)

olur. Ve buradan;

sup|D(x,A) — D(x,B)| < H(A,B)

x€X

elde edilir. Diger taraftan

6(B,A) = sup{D(&,A): & € B}
= sup{D (&, A) — D(&,B): & € B}
< sup{D(x,A) —D(x,B):x € X}
< sup{|D(x,A) —D(x,B)|:x € X}

olur. Yukaridaki islemlere benzer olarak

35

(3.8)
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6(A,B) < sup{|D(x,A) —D(x,B)|:x € X}

oldugu gosterilebilir. Buradan

H(A,B) = maks{6(A,B),5(B,A)} < sup{ |D(x,A) — D(x,B)|:x € X} (3.9

bulunur. O halde (3.8) ve (3.9)’dan istenilen esitlik elde edilir.

Uyari 3.3.1. Reel sayilarin bos kiimeden farkly, iistten sinirl iki alt kiimesi A ve B olmak

uzere

sup(A U B) = maks{sup A, sup B}

dir.

ASAUB=supA < sup(A UB)

Ve

B<S AUB=supB < sup(A U B)

esitsizlikleri saglandigindan

maks{sup A, sup B} < sup(A U B) (3.10)

bulunur. x € A U B olmak iizere x € A veya x € B dir. Dolayisiyla x < sup A veya

x < sup B esitsizlikleri saglanir. Sonra ise

x < maks{sup A, sup B}

olur. Buradan o halde (3.10) ve (3.11)’den

sup(A U B) < maks{sup A, sup B} (3.11)
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ifadesine ulasilir. (Nadler, 1969).
6’nin bazi 6zellikleri asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 3.3.1. (X, p) metrik uzay, A, B, C € B(X) olmak iizere asagidaki 4 ozellikler

saglanir.

a) §(AB) =0 ACTH,

b) BCSC = 5(A,C) <A B),

¢) 8(AUB,C) =maks{§(A,C),5(B,C)},

d) 8(A,B) < 8(A,C) + 6(C,B) (Nadler, 1969).

ispat. A, B, C € B(X) olsun

a)
6(A,B) =0 sup{D(x,B)} =0
XEA
< herx € AicinD(x,B) =0
S herx € Aicinx €B
©ACB
b)

B C C olsun. Vx € X i¢in D(x,C) < D(x,B) dir. Vx € A i¢in de D(x,C) <
D(x,B) esitsizligi gergeklendigindan 6 (A, C) < 6 (A, B) ifadesine ulagilir.

c)

Uyari 3.3.1. g6z Oniine alinirsa

6(AUB,C)= sup {D(x,0C)}
2XEAUB

= maks {sup {D(x,C)},sup {D(x, C)}}
€B

XEA x

elde edilir.
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d)
a € A, € Bvec € C olsun. Buradan

pla, &) < p(a,c) +p(c, &)

olur. Buradan 4 € B iizerinden infimum alindiginda

D(a,B) < p(a,c) + D(c,B)

elde edilir. D(¢, B) < §(C, B) saglandigindan

D(a,B) < p(a,c) +6(C,B)

elde edilir. Elde edilen ifade de ¢ € C lizerinden infimum alindiginda

D(a,B) < D(a,C) + §(C,B)

dir. Diger taraftan D(a, C) < 6(A, C) saglandiginda

D(a,B) < §(A,C) + §(C,B)

olur. Boylece a € A iizerinden supremum alindiginda

0(A,B) < §(A,C) +6(C,B)

ifadesine ulasilir.

Uyan 3.3.2. Onerme 3.3.1. de F kiimesi kapaliysa

6(A,B)=0= ACB

elde edilir (Nadler, 1969).
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Onerme 3.3.2. (X, p) bir metrik uzay olmak iizere; H, Cf3(X) iizerinde bir metrik uzaydir
(Nadler, 1969).
ispat. H’m CB(X) X CB(X) lizerinde tanimli olan fonksiyon bir reel degerli bir

fonksiyondur. Tanim geregi

H(A,B) = H(B,A)

dir. A, B € CB(X) olsun. Buradan

H(A,B) =0 © maks{§(A,B),5(B,A)} =0
< 6(A,B)=0ved(B,A)=0
S ACSBveBC A
S A=8B

dir. a, &, c,d € [0, o) i¢in

maks{a + &,c + d} <maks{a,c} + maks{t,d}

esitsizliginden yararlanilirsa A, B, C € CI3(X) kiimeleri i¢in

H(A,B) = maks{6(A,B),6(B, A)}
< maks{6(A,C) + 6(C,B),6(B,C) +6(C,A)}
< maks{6(A,C),5(C,A)} + maks{6(C,B),5(B,C)}
=H(A,C)+H(C,B)

ifadesine ulagilir. Buradan #: CB(X) X CB(X) = R bir metrik uzaydir ve Pompeiu-
Hausdorff metrigi olarak adlandirilir.

Pompeiu-Hausdorff metrik uzaymin p’ye bagli oldugu bir 6rnekle goriilebilir. Dahasi,
(X, p) tam metrik uzaysa(CBB(X),H) ve (k(X),H) metrik uzaylari da tam metrik
uzaylardir (Nadler, 1969).

Ornek 3.3.6. X = R kiimesi iizerinde p; (x,4) = |x — | ve
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1, x#+y

p2(x,4) =
0, =y

metriklerini alalim. A = [0,4], B = [5,8] kiimeleri i¢in H; (A, B) = 4, H,(A,B) =1
elde edilir. Buradan p; ve p, metrigine gore her iki kiime de kapal1 ve sinirlidir (Nadler,
1969).

Lemma 3.3.1. A, B € CB(X) ve a € A olsun. Bu durumda Ve > 0 i¢in

pla,6) <H(AB) +¢

saglayan bir 4 € B mevcuttur (Nadler, 1969).
Ispat. a € A noktas1 alindiginda

D(a,B) = inf{p(a,¢): 4 € B}

dir. Infimumun tanimindan her £ > 0 i¢in,

pla, &) <D(a,B)+¢

esitsizligini saglayan bir & € B mevcuttur.

D(a,B) < 6(A,B) < H(A,B)

saglandigindan her € > 0 i¢in,

pla, ) <H(A,B)+e¢

seklinde bir & € B vardir.

Lemma 3.3.1."1 agagidaki gibi de ifade edilebilir.

Lemma 3.3.2. A, B € CB(X) ve a € A olmak iizere her g > 1 igin
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pla, ) < gH (A, B)

saglayan bir 4 € B vardir (Nadler, 1969).
Ispat. H (A, B) = 0 oldugunda A = B dir. Buradan 4, a olarak alinirsa her ¢ > 1 igin

pla, &) < gH(A,B)
saglayan bir 4 € B vardir. H (A, B) > 0 olsun. Boylece
e=(@—-—1H(AB) >0
ile alinirsa Lemma 3.3.1.’den g > 1 i¢in
pla, ) <H(A,B) +¢
=H(A,B)+ (g —1)H(A,B)
< gH(A,B)
saglayan bir 4 € B mevcuttur.
Onerme 3.3.3. (X, p) bir metrik uzay olmak iizere VA, B, C,D € CB(X) icin

H (A UB,CUD) < maks{H (A, C),H(B,D)}

ifadesi saglanir. (Nadler, 1969).

Ispat. Onerme 3.3.1 goz éniine alinirsa

8(Ay U Ay, By) = maks{6(Ay,B;),6(A,, B1)}

esitliginden

6(AUB,CUD) =maks{6(A,CUD),65(B,CUD)}
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yazilabilir ve

B, € A; UA, = 5(A UA,) < 5(By)

ozelliginden

6(AUB,CUD) =maks{§(A,CUD),5(B,CUD)}
< maks{§(A,C),5(B,D)}
< maks{5(A,C),6(B,D)}
< maks{H (A,C),H(B,D)}

olur.

§(CUD,AUB) = maks{H (A, C), (B, D)}

esitligi gosterebilir. H 'nin tanim1 geregi

H(AUB,CUD) = maks{6(AUB,CUD),5(CUD,AUB)}
< maks{H (A,C),H(B,D)}

esitsizligine ulagilir.

Sabit nokta teoremi kiime degerli fonksiyonlarda ilk olarak Nadler (1969)
tarafindan vermistir. Nadler’in teoremi ayn1 zamanda Banach’in teoreminin kiime degerli
fonksiyonlara bir genislemesidir. ilk olarak kiime degerli Lipschitz doniisiimii ve kiime
degerli biiziilme kavramlarin1 verelim. Daha sonra Nadler’in vermis oldugu Banach sabit

nokta teoreminin kiime degerli versiyonunu verelim.

Tamim 3.3.4. (X, p), bir metrik uzay olmak tizere; 7: X — Cf3(X), kiime degerli doniisiim

olsun. Eger her x, ¢ € X i¢in

HTx,Ty) < #p(x,y4)
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sartin1 saglayan bir £ > 0 sabiti var ise 7" ’ye Lipschitz donlisiimii ve £ sayisina ise T ’nin
Lipchitz sabiti denir. £ < 1 ise T’ye kiime degerli biiziilme doniisiimii, £ = 1 ise

genislemeyen kiime degerli doniisiim denir (Nadler, 1969).
Teorem 3.3.2. (X, p) bir tam metrik uzay olmak tlizere. Eger 7: X — Cf3(X) kiime degerli
biiziilme donilisiimii ise 7 ’nin X de bir sabit noktas1 mevcuttur (Nadler, 1969).
Ispat. 7 °nin Lipcshitz sabiti 0 < £ < 1 olmak iizere keyfi x, € X iginx; € T, olsun.
Lemma 3.3.1. geregince
p(xq,25) S H(Tx9,Tx1) + £
saglayan bir x, € Tx, vardir. Yine
p(xy,23) S H(Tx,,Txy) + £2
saglayan bir x3 € Tx, vardir. Devam edilirse V. € N i¢in x,,,; € Tx,, ve
p(xnr x/n+1) < H(Txn—liTxn) +£"
olacak bi¢gimde X de bir {x,, } dizisi elde edilir. V2 € N igin
P(Xp Xpy1) SH(Tx,_1,Tx,) + £"
< # p(x’n—ll xn) + "
SAHTx, 5,Tx,_1) + A"+ A"
= k}[(Tx,n_z, Tx,n_l) + 2/&”
= %’zp(x/n—Z'x/n—l) + 2£™

< #"p(xy,x,) + NR"

bulunur. Diger taraftan ),;;_o £" < oo ve ),;7_on#k"™ < oo olup,

D PG s < pao,2) ) AT+ ) nk" < oo
n=0 n=0 n=0
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olur. Buradan {x,} dizisinin (X, p)’de bir Cauchy dizisi olur. (X, p) tam metrik uzay

oldugundan lim x,, = z olacak bigimde z € X vardir. Buradan
71— 00

D(x,41,T2) < HTx,,Tz) < kp(x,,2)

oldugundan 7 — oo i¢in limit alinirsa

D(z,73) =0

olur. Yani z € Tz = Tz dir. 3, T nin bir sabit noktas1 olur.

Onceki béliimde tek degerli déniisiimler igin F-biiziilme tanimi ele alimisti.

Simdi F-biizlilme doniisiimlerinin kiime degerli degerlisini verelim.

Tamim 3.3.5. (X, p) bir metrik uzay, F € F ve 7: X = Cf3(X) bir doniisiim olmak iizere
H(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x, ¢ € X igin

T+ F(H(Tx,Ty)) < F(p(x,4)) (3.12)
saglayacak bir T > 0 var ise; T ’ye, kiime degerli F-biiziilme denir (Altun ve ark., 2015).
Teorem 3.3.3. (X, p) bir metrik uzay ve 7: X — k(X), kiime degerli F-biiziilme olmak
tizere; T, bir sabit noktaya sahiptir (Altun ve ark., 2015).

ispat. x, € X olsun. Tiim x € X igin Tx bos olmadigindan x, € Tx, segilir. x; € Tx,
ise x4, T ’nin sabit bir noktasidir ve bdylece ispat tamamlanmistir. x; € Tx; olsun. O
zaman Tx; kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Diger taraftan D(x,,Tx;) <
H (T xy, T x,) olarak (F1)’i kullanarak

F(D(xy, Tx1)) < F(H (T, T1))

elde edilir. (3.12) esitsizliginden
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F(D(xy,Tx1)) < F(H(Tx0,Tx1)) < F(p(xg,%1)) — T (3.13)

Tx, kompakt oldugundan, p(xq,x,) = D(x;,Tx,) olacak sekilde x, € Tx,vardir.
(3.13)’den

F(P(xl'xz)) < F(}[(Txo;TxQ) = F(p(xOle)) -7
esitsizligine ulasilir. Bu isleme devam edilirse tim n € N i¢in x,,,; € Tx,, ve
F(p(xnr xn+1)) = F(p(x/n'xn—l)) -7 (314)

olacak bigimde X’te bir {x,} dizisi bulunur. Eger x,,, € Tx,, olan n, € N var ise o
zaman %, , JT’nin bir sabit noktasidir ve bdylece ispat biter. Boylece her

n € N i¢in x,, € Tx,, oldugunu varsayalim. y,, = p(x,41,%,,) olsun. Ardindan, tim 7

icin bir y,, > 0 ve (3.14) kullanilarak asagidakiler gecerlidir:

Fn) SF(n-1) —T < F(Yp-2) —2T1 < < F(yo) —nt (3.15)
esitsizligine ulasilir. (3.15) esitsizliginde 7 — oo i¢in limit alindiginda

lim F(y,) = —

n—00

dir. (F2)’den

limy, =0

n—oo

dir. (F3)’den

lim v, *F (y,) = 0

saglayan bir £ € (0,1) vardir. Ayrica (3.15)’de her # = 0 tam sayisi i¢in
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Yu*F(Vn) — ¥ *F(ve) < —v,*nt <0 (3.16)

elde edilir. (3.16)’dan 7 — oo igin limit alinirsa

lim y,*n =0 (3.17)

Nn—>00

dir. Dolayisiyla (3.17)’den V. > n4 igin y,,*nt < 1 saglayan bir n, € N sayisi vardur.

Buradan Vn > 74 igin

N
NN Ry

elde edilir. Boylece m > n > n, olacak bicimdeki her m,n € N i¢in

p(xnr x/m) < p(x/rux/n+1) + p(xfn+1ixfn+2) + et p(xm—l'xm)

SVYntVn+1t T Vma

olup Zf’znil serisinin yakinsaklhigindan {x, } dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X tam
ik

oldugundan lim x, = z olacak bicimde bir z € X vardir. Diger taraftan (3.12)

MN—>00

esitsizliginden H (Tx, Ty) > 0 olacak sekilde her x, ¢ € X igin

HTx,Ty) < plx,y)

oldugundan Vx, ¢ € X i¢in

H(Tx,Ty) < p(x,4)
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olur. O zaman
D(xn+1: TZ) = }[(Txn, Tz) = p(xn; Z)

olacagindan 7 — o i¢in limit alinirsa D(3,7z) =0 bulunur. Buradan z € T3

oldugundan 7’nin X’de bir sabit noktas1i mevcuttur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi de F-biiziilme doniisiimlerinin genellestirilmis kiime degerli versiyonunu

verelim.

Tanmim 3.3.6. (X, p) bir metrik uzay, F € F ve T: X = CB(X) bir doniisiim olmak iizere
H(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x, ¢ € X igin

T+ F(H(Tx,Ty)) < F(M(x,4)) (3.18)

1
M (x,y4) = maks {p(x, 4),D(x,Tx),D(y, Ty),z [D(x,Ty) + D(y, Tx)]}

saglayan bir T > 0 var ise; T ’ye, genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme denir (Acar ve

ark., 2014).

Teorem 3.3.4. (X, p) bir metrik uzay ve 7: X — k(X) genellestirilmis kiime degerli F-
biiziilme olmak iizere T veya F siirekli ise 7 ’nin X de bir sabit noktas1i mevcuttur. (Acar
ve ark., 2014).

Ispat. x, € X olsun. Tiim x# € X i¢in Tx bos olmadigindan x, € Tx, segilir. x; € Tx,
ise x4, I’nin sabit bir noktasidir ve bdylece ispat tamamlanmistir. x; € Tx4 olsun. O
zaman T x; kapali oldugundan D (x4, Tx,) > 0 dir. D(xy, Tx,) < H (T2, Tx,) olarak
(F1)’1 kullanarak

F(D(xl,Txl)) < F(%(Txo’:rxﬂ)

elde edilir. Bu nedenle (3.18)’1 kullanarak
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F(D(xy,Tx,))
< F(H(Tx0,Tx,)) < F(M (%0, %,)) — T
p(xO'xl)’ D(.’XJO,T.’)CO), D(xl,f]"xl),}
T

=F| maks{ 1
{ E{D(xo,TxQ + D(x1,T%0)}

1
<F (maks {p(xo,xl)»D(x1'7x1)'§D(x0»Tx1)}> -1

1
<F (maks {p(xo,xl),D(xl,Txl),E [p(xg, 21) + D(x4, Txl)]}) -7
< F(maks{p(xg,x1), D(x1,Tx,)}) — T
= F(p(xg,x1)) — 7. (3.19)

Tx, kompakt oldugundan, x, € Tx,’i p(xq,%,) = D(x1,Tx,) olacak sekilde elde
edilir. (3.19)’den

F(P(xpxz)) < F(}[(Txo,ﬂ"xl)) < F(P(xo,x1)) -7
esitsizligine ulasilir. Bu isleme devam edilirse, tim n € N i¢in x,,,; € T«x,, ve

F(p(xnrx/n+1)) = F(p(xn' xn—l)) -7 (320)

olacak bigimde X’te bir {x,,} dizisi mevcuttur. x,, € T'x,, olan 7, € N var ise buradan
%p,, T 'nin bir sabit noktasidir ve buradan ispat biter. Boylece Vn € N i¢in x,, € Tx,,

oldugunu varsayalim. y,, = p(x,,41,%,) olsun. Ardindan, tim # igin bir y,, > 0 ve
(3.20)’1 kullanilarak asagidakiler gecerlidir:

Fv) SF(p-1) =T < F(Yp-2) =21 < S F(yo) —nt (3.21)
elde edilir. (3.21)’den 7 = oo igin limit alindiginda

lim F(y,) = —
MN—>00

dir. (F2)’den
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limy, =0
Mn—>00
dir. O halde (F3)’den
lim y,,*F(y,) = 0
MN—>00
saglayan bir £ € (0,1) mevcuttur. (3.21)’de her n = 0 tam sayisi igin
V" F (V) = ¥ F(yo) < v, *nt <0 (3.22)
olur. (3.22)'den 7 > oo i¢in limit alinirsa

lim y,*n =0 (3.23)
71— 00

elde edilir. (3.23)’den her n = n, icin y,,*nt < 1 saglayan bir 7, € N sayis1 vardir.

Vn = nq icin

N
NN Ry

dir. m > n = m, olacak sekilde Vm,n € N i¢in

p(xnr x/m) < p(x/nﬂx/n+1) + p(xn+1'xn+2) + et p(xm—lixm)

SVYntVYus1+t o+ Vma
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olup Zf’:nil serisi yakinsak oldugundan X’de {x,,} dizisi bir Cauchy dizisi olur. X tam
ik
oldugundan lim x, = z saglayan bir z € X mevcuttur.
7M1—00

T siirekliyse Tx,, —» Tz ve
D(3,T3) <HTx,T3z),

yani D(z,Tz) = 0 dir ve béylece z € Tz olup ispat tamamlanir.

Simdi F’nin siirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda z € Tz oldugu iddia edilsin.
Bunun tersini varsayalim yani g € 7'z olsun. Bu durumda bir 7¢ € N ve tim n, > n,
icin D(x,,,41,72) > 0 olacak sekilde {x,,} nin bir {x,,, } alt dizisi vardir. (Aksi taktide
tim n > n, i¢in x,, € Tz olacak sekilde 7, € N vardir, bu da 3 € Tz anlamina gelir.
Bu bir geliskidir ¢ilinkii z ¢ 7z dir.) Tiim 74 > n¢ igin D(%,,,+1,7%) > 0 oldugundan

asagidaki esitsizlik saglanir:

T+F (D(x,,%ﬂ,f]"z))

<1+ F(H(Tx,,72))
< F(M(x,,2))

1
<F (maks {p(x%,z),p(xnk,xnkﬂ),l)(z, T2),5 [D(%,,,T2) + p(z, xwﬂ)]}).

# — oo limit alinirsa ve Fnin siirekliligini kullanarak t + F(D(3,72)) < F(D(3,732))

esitsizligi elde edilir ve bu bir geliskidir. 7 € Tz = Tz dir. Bdylece ispat tamamlanir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Metrik uzaylarda sabit nokta teori caligmalarinin ispatinda biiziilme sarti dikkate
almarak ilk olarak Picard iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilir.
Sonrasinda metrik uzayin tam olmasinin kabulii ile Picard iterasyon dizisinin
yakinsakliginin ispatlanmasi ve yakinsadigi noktanin tek bir sabit nokta oldugu gosterilir.
Metriksel sabit nokta teorisinin temel yapisini olusturan Banach Sabit Nokta Teoremi
olarak bilinen teoride, sabit noktanin var ve tek olmasinin, ayrica bununla beraber
uygulamaya sahip olmasindan bir¢ok arastirmaci tarafindan Banach Sabit Nokta
Teoreminin genellestirilmesi yapilmistir. Bu genellestirmelerden biri, son yillarda
oldukea ilgi odagi haline gelen ortogonal metrik uzaylarda yapilan ¢alismalar olmustur.
Banach Sabit Nokta Teoremi’nin ortogonal metrik uzaylardaki ilk uygulamas1 2017
yilinda Gordji ve arkadaglar1 (2017) tarafindan verilmistir. Ortogonal metrik uzaylarda
Banach Sabit Nokta Teoremi’nin bir¢ok genellemesi yapilmistir (Bakiniz, [5- 7, 19, 29]).
Tezimizin orijinal sonuglarini iceren bu boliimde ilk olarak ortogonal metrik uzay ele
aliacaktir. Ortogonal metrik uzayda hemen hemen biiziilmeyi saglayan bir¢cok fonksiyon
bulunabilir. ilk sonucumuz ortogonal metrik uzaylarda F-biiziilme kullanarak hemen
hemen biiziilmeler i¢in sabit noktanin varligi, tekligi arastirildi ve ispatlandi. Boylece
Acar ve Erdogan tarafindan 2022 yilinda Creative Mathematics and Informatics isimli
dergide “Some Fixed Point Results For Almost Contraction On Orthogonal Metric
Space” adli makale yayinlanmistir. Ikinci sonucumuzda ortogonal metrik uzaylarda
Pompeiu-Hausdorff metrigi yardimiyla F-biiziilme kullanarak hemen hemen biiziilme
doniistimil i¢in sabit noktanin varligi, tekligi arastirildi ve ispatlandi. Boylece Acar ve
Erdogan tarafindan 2023 yilinda Fixed Point Theory isimli dergide “Generalized
Multivalued F-Contraction On Orthogonal Metric Space” adli makale kabul edilmistir.

4.1. Ortogonal Metrik Uzaylar
Tamim 4.1.1. Bostan farkli bir X kiimesi ve LS X X X bir ikili bagintist olmak {izere ‘1’

bagintisi

dxo€X; Vy€X, xogLy)yada(Vy €X, y L x;)

kosulunu sagliyorsa X ortogonal kiime (O -kiime) olarak adlandirilir ve (X,1) ile

gosterilir. Burada x elemanina ortogonal eleman denir (Gordji ve ark., 2017).
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Ortogonal kiimelere 6rnek olarak asagidaki cesitli 6rnekleri verebiliriz.
Ornek 4.1.1. X diinyadaki biitiin insanlarin kiimesi olsun. £ L 4 bagintis1 x’in, 4 ye kan

verebilmesi olarak tanimlansin.

Kan grubu | Kan verebilen gruplar Kan alabilen gruplar
A+ A+ AB + A+ A—- 0+ 0-—
0+ 0+ A+ B+ AB + 0+ 0-

B+ B+ AB + B+ B—-0+ 0-—
AB + AB + Herkes

A— A+ A— AB+ AB — A—-0-

0— Herkes 0-—

B — B+ B— AB + AB — B—-0-

AB — AB + AB - AB— B—-—0— A-

Tablo 4.1. Kan gruplar1

Tablo 4.1°e gore xy, 0 — kan gruplarina sahip bir insan olarak alinirsa her ¢ € X ig¢in,
xo L y elde edilir. Boylece (X, L) bir ortogonal kiimedir. Bu ortogonal kiimede x, tek
degildir. Ornegin xo, AB + kan grubuna sahip bir insan ise her ¢ € X icin ¢ L x,
bagintist vardir (Gordji ve ark., 2017).

Ornek 4.1.2. X = Z olsun. m L n bagmtis1 £ € Z igin m = £n seklinde tanimlasin.
Her n € Z i¢in, 0 L n oldugundan (X, 1) bir ortogonal kiimedir (Gordji ve ark., 2017).

Ornek 4.1.3. X = [0,00) olsun. x L ¢ bagintist xy € {x,4} seklinde tanimlasin.
Ortogonal elemanlar1 x, = 0 veya x, = 1 dir. Bu durumda (X, L) bir ortogonal kiimedir

(Gordji ve ark., 2017).

Ornek 4.1.4. X = [2, ) olsun. x < ¢ seklinde taniml1 x L 4 bagntisina gore x, = 2
alinirsa (X, 1) bir ortogonal kiimedir (Gordji ve ark., 2017).
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Ornek 4.1.5. X = (-,) i¢c carpim uzay iizerinde x 1 ¢ bagntis1 {(x,4) = 0 seklinde
tanimlansin. Her x € X i¢in 0 L x oldugundan bir ortogonal kiimedir (Gordji ve ark.,

2017).

Ornek 4.1.6. (X, p) bir metrik uzay olmak iizere 7', X den X e Picard operatérii olsun.
Bu durumda her ¢ € X i¢in

lim 7" (y) = x*
71— 00

saglayacak bir x* € X noktas1 vardir. x L ¢ bagntisi }Ll_r)rc)lo p(x,T”‘(y,)) = 0 seklinde

tanimlansin. Bu durumda (X, 1) bir ortogonal kiimedir (Gordji ve ark., 2017).

Ornek 4.1.7. Graf teoride bir tekerlek (Wheel) grafi W,,, n > 4 olmak iizere 7 tane
noktadan olusan bir graftir 6yle ki bu grafta (# — 1) devirin tiim noktalar1 sadece tek bir

nokta ile birbirine baglhdir.

X, her n = 4 i¢in W,, grafinin tim noktalarindan olusan bir kiime olmak iizere a, & € X
icin a L & bagintis1, a dan & ye giden bir yol olarak tanimlansin. Bu durumda (X, 1) bir
ortogonal kiimedir (Gordji ve ark., 2017).
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Ornek 4.1.8. (G,*) bir grup olsun. Her x, ¢ € G igin
x Ly eoxryxxlxyl=¢

xl,y:eoxxy=c¢

bagmtilar1 tanimlansin. Burada x~1, x in tersi ve e, G grubunun birim elemamdir. (G, 1;)

ve (G, 1,) ortogonal kiime olduklar1 agiktir (Baghani ve ark., 2016).

Ornek 4.1.9. X bostan farkl bir kiime ve A, X iizerinde bir o-cebir olmak iizere VA, B €

A klimeleri i¢in

ALB:©ACBHB

olmak iizere (A, 1) ortogonal kiimedir (Baghani ve ark., 2016).

Ornek 4.1.10. S, {1,2,3, ..., n} kiimesinin ¢ permiitasyonlarmin kiimesi olsun. ¢’da ki
elemanlarin sayisi, a(£) > o(# + 1) olacak sekilde % elemanlarinin sayisidir. ¢ L y: &
o = u ya da u, o’dan fazla permiite elemana sahiptir. Seklinde tanimli bagintiya gore

(S, L) bir ortogonal kiimedir (Baghani ve ark., 2016).

Ornek 4.1.11. (L, 1;) ve (U, L) ayrik iki ortogonal kiime olsun. P = L U U kiimesi

uzerinde

alb:o{a€elveb eUlyada{a, €ELvea L, b}yada
{a,6 €eUvea 1, 6}

tanimli bagintisma gore (P, 1) bir ortogonal kiimedir. Ayrica L ve U’nun ortogonal

elemanlar1, P’ nin ortogonal elemanlaridir (Baghani ve ark., 2016).

Tanim 4.1.2. Bir (X, 1) ortogonal kiimesindeki {x,, } dizisi

(vneN, x, Lx,,1)yada(Vn€EN, x,,,1x,)
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kosullarindan birisini sagliyorsa {x,} dizisine ortogonal dizi denir (Baghani ve ark.,

2016).

Tanmmm 4.1.3. (X, 1) bir ortogonal kiime (X, p) bir metrik uzay olmak iizere (X, 1, p)

ticliisiine ortogonal metrik uzay adi verilir.

Tanim 4.1.4. (X, L, p) ortogonal metrik uzay ve #, X den X e bir doniisiim olmak tizere
X’de her {a,} dizisi i¢in a,, — a iken #(a,) = #(a) oluyorsa # doniisimiine a € X
noktasinda ortogonal siirekli dontisiimler denir. # her a € X noktasinda ortogonal siirekli

ise # doniisiimiine ortogonal siireklidir (L-stirekli ) ad1 verilir (Gordji ve ark., 2017).

Her siirekli doniisiim ortogonal (L-stirekli) siireklidir fakat tersi gegerli degildir.
Bir sonraki Ornekte ortogonal siirekli bir dontisiimiin siirekli olmasi gerekmedigi

gosterilecektir.

Ornek 4.1.13. X = R iizerinde

1 2
xly:ox=0yadabirn€Zigcinx,y € (/n+§,fn+§)

bagintis1 tamimlansin. (X, L) bir ortogonal kiimedir. #: X — X dontsimi #(x) = [x]
seklinde tanimlasin. # doniisiimii ortogonal (L-siirekli) siireklidir. Clinkii {x,} bir x € X
noktasina yakinsayan X’de keyfi bir ortogonal dizi olmak tiizere asagidaki durumlar

mevcuttur.

Durum 1. Her £ i¢in x, = Oise x = 0 ve f(x,) = 0 = f(x) dir.
Durum 2. Bir £ i¢in x4, # 0 ise her £ = £, igin x4, € (m + %, m + g) olacak bi¢cimde
bir m € Z sayis1 vardir. Buradan x € [m + %,m + g] ve f(xp) = m = #(x)’dir. O

halde # doniisiimii ortogonal siireklidir. # doniistimiin siirekli olmadigi aciktir (Gordji ve

ark., 2017).

Tamim 4.1.5. (X, L) bir ortogonal kiime olmak {izere #: X — X doniisiimii igin
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xLy=>fx)Lfy)

oluyorsa # donilistimiine ortogonal koruyan (_L-koruyan) doniisiim denir (Gordji ve ark.,

2017).

Ornek 4.1.14. X = R iizerindeki baginti
xly:ox=0yadal0+y€Q

seklinde olmak tizere (X, L) bir ortogonal kiimedir. f: X — X dontisimi

(1, x€Q
#(x)—{o,xe@

seklinde tanimlansin. # doniisiimii ortogonalligi koruyan bir doniisiim degildir. Ciinkii
0 L V2 olmasina ragmen #(0) = 1 ve #(v/2) = 0 oldugundan #(0) ile #(v2) ortogonal
degildir (Baghani ve ark., 2016).

Tanim 4.1.6. (X, 1, p) bir ortogonal metrik uzay olmak iizere X’deki her Cauchy O -dizi
yakinsak ise (X, L, p) ye ortogonal tam metrik uzay (O-tam) denir (Gordji ve ark., 2017).

Her tam metrik uzay ortogonal tam metrik uzay olmasina ragmen tersi dogru degildir.

Ornek 4.1.15. X = [0,1) kiimesi iizerinde

1
xly e xSySE
yadax =0

bagmntis1 tanimlasm. (X, 1) bir ortogonal kiimedir. Oklid metrigi p olmak iizere (X, p)

tam metrik uzay degildir ¢iinkii a,, = (1 - %) ve a,, = (1 - i) alinirsa

1 1 1 1] (1 1]nmoo
p(an, an) = |(1——)—(1——)| = |——— < |—+— L 0eXx
n m m n m n
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oldugundan a,, bir Cauchy dizisidir fakat
1

lim (1——)= 1eX

Nn—0oo n

oldugundan bu Cauchy dizisi yakinsak degildir yani (X, p) tam metrik uzay degildir.
Fakat (X, L,p) ortogonal tamdir. {x,}, X de keyfi bir Cauchy ortogonal dizisi ise

{4}’ nin her n > 1 igin {x%n} = 0 olacak sekilde bir {x,&n} bir alt dizisi vardir veya

n =1 igin {x&%} < % olacak sekilde {x,}’ nin monoton bir {x,%} alt dizisi vardir. Bu

durumda {xﬁn} dizisi x € [0, %] noktasina yakinsaktir. Yakinsak alt diziye sahip her

Cauchy dizisi yakinsak oldugundan {x,} yakinsaktir (Baghani ve ark., 2016).

Tanmmm 4.1.7. (X, 1,p) bir ortogonal metrik uzay ve 0 <1< 1 olsun. £:X - X

doniisiimii i¢in
x Ly = p(fx, fy) < p(x, )

oluyorsa # doniisiimiine A Lipschitz sabiti ile ortogonal biizilme (L-biiziilme) denir

(Gordji ve ark., 2017).

Her biiziilme doniisiimii bir ortogonal biiziilme doniisiimiidiir fakat tersi dogru degildir.
Ornek 4.1.16. X = [0,10) kiimesi iizerinde 6klid metrigi olsun.

x 1l y:© xVy =xyaday olmak tizere xy < (x Vy)

bagintisina gore (X, L) bir ortogonal kiimedir. #: X — X donlisiimii

X

Flx) =12
0, x>2
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seklinde tanimlasm. x L ¢ ve x¢ < x olsun. # doniislimii i¢in asagidaki durumlar

mevcuttur:

Durum .2 =0vey < 2ise f(x) = 0ve () = %dir.
Durum 2. x = 0 ve ¢ > 2 ise f#(x) = #(¢) = 0 dir.
Durum 3. ¢ < 1lvex < 2ise f(x) = gve fFly) = %dir.

Durum4.y <1lvex >2isex —y >y, f(x) =0ve#(y,)=%dir.

Yukaridaki bu dort durumdan

16) ~ $ @)l <5z~ g

elde edildigi i¢in # bir ortogonal biiziilmedir. Fakat # bir biiziilme donilistimii degildir.
Bunu gostermek i¢in aksini kabul edelim yani # biiziilme doniisiimii olsun. x = 3 ve

4 = 2 noktalar ele aliirsa VO < ¢ < 1 i¢in
1#3) — (2| =1>c=c|3 -2

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O zaman # donlisiimii, bir biiziilme doniisiimi degildir

(Gordji ve ark., 2017).

Banach biiziilme doniisiim prensibinin bir bagka genellemesi Ortogonal metrik uzaylarda
Gordji ve arkadaglar tarafindan (2017) yapilmistir. Bu teoremin ifadesini ve ispatin
verelim.

Teorem 4.1.1. (X, 1, p) bir ortogonal tam metrik uzay ve 0 < 1 < 1 olsun. #: X — X,
ortogonal siirekli, Lipschitz sabiti A ile ortogonal biiziilme sartin1 saglayan ve
ortogonalligi koruyan bir doniisiim olmak iizere buradan #’in x* € X seklinde bir tek
sabit noktasi vardir. Ayrica # bir Picard operatoriidir yani her x € X igin

lim #™(x) = x2*dir (Gordji ve ark., 2017).
n—>oo

Ispat. Ortogonallik tanimimdan

(Vy €X, o Ly)yada(Vy €X, y L )
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olacak sekilde bir x, € X vardir. Buradan x, L #(x,) ya da #(xy) L xodir. Her
7 € N i¢in

%1 = F(x0), 22 = (1) = $2(%0), oo X1 = F(x,,) = 7 (x0)

elemanlar1 tanimlansin. #, 1-koruyan doniisiim oldugundan {x,} bir ortogonal dizidir.

Diger taraftan, # donlisiimii L-biiziilme oldugundan her n € N igin

p(xnr xn+1) = p(’ﬁ(xn—l)' ’ﬁ(xn)) < Ap(xn—llxn)
= 20($(xn-2), $(xn-1))

< Azp(x/n—Z'x/n—l)
< A"p(x4,%0)
elde edilir. m,nn € N ve n < m ise

PXp, %) S P(Xp, X)) + o+ P(X-1, %10
< A%p(xq, 20) + -+ + A7 p (x4, 20)
= (A" + -+ A" 242" D) p (2, x0)
= A"+ -+ A" Dp(xg, x0)

_ /14’71«—4’1«

=" 1—_/1P(x1: %)

n

<
T1-2

p(xq,20)

elde edilir. Boylece n,m — o iken p(x,,%,,) = 0 olur. O halde {x,} bir Cauchy
ortogonal dizidir. X ortogonal tam metrik uzay oldugu i¢in x,, = x*’1 saglayan bir x* €

X elemani mevcuttur. # dontisimii L- siirekliliginden #(x,,) = #(x*) ve
Fx*) = #(lim xn) = lim f(x,) = limx,,, = x"
41— 00 17M—00 171—00

elde edilir. Boylece x*, # in sabit noktasidir.
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# doniisiimiiniin sabit noktasinin tek oldugunu olmayana ergi yontemi ile
gosterelim. ¢* € X, # in x*dan baska farkl bir sabit noktas1 olsun. Bu durumda her n €
N i¢in #"*(x*) = x* ve #"(y"*) = ¢*dir. {x,} dizisini olustururken kullandigimiz x,

noktasini segerek

[0 Lx"vex, Ly |yada[x* L xyvey" L xl
yazabiliriz. #, L-koruyan doniisiim oldugundan her 7 € N i¢in
[#7(x0) L $7(x") ve £7(x0) L " (y")]

ya da

[#7(x7) L $7(x0) ve $7(y") L " (20)]

elde edilir. Uggen esitsizliginden

p(x*,y") = p(§7(x"), $"(9))
< p($7 (", $" (%) + p($" (x0) £ (91)
< A"p(x*,x0) + A"p(x0, 4*)

n—oo
—>0

bulunur. Boylece x* = ¢ dir. Yani buradan sabit nokta tektir.
Son olarak # in Picard operatorii oldugunu gosterecegiz. x € X keyfi bir eleman
olsun. Bu durumda her n € N i¢in
[g Lx*vex, Lx]yada[x" Lxyvex L x]
ve

[#7(x0) L $7(x") ve 7 (x0) L #"(x)]

ya da
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[#7(x") L #7(x0) ve £ (x) L $™(0)]

yazilabilir. Boylece her n € N i¢in

p(x" 4" (@) = p($"(x"), $"(x))
< p($" ("), 4" (%)) + p(# " (x0), § ()
= Anp(x*)xO) + Anp(xO’x)

n—coo
—> 0

oldugundan ispat tamamlanir.

Ortogonal metrik uzaylarda Wardowski’nin (2017) F-biiziilme doniisiimiiyle yapilan
sabit nokta teori calismalar1 Sawangsup ve arkadaglar tarafindan asagidaki sekilde
yapilmistir.

Tanmim 4.1.8. (X, L, p) ortogonal metrik uzay olmak tizere T > 0 ve F € F olsun. Asagida
verilen kosulunu saglayan 7: X = X doniisiimiine ortogonal F-biiziilme doniisiimii ad1

verilir: Her x,¢4 € X icinx L ¢ ile
p(Tx,Ty) >0=1+F(p(Tx,Ty)) < F(p(x,4))
dir (Sawangsup ve ark., 2020).

Teorem 4.1.2. (X, 1, p) tam ortogonal metrik uzay ve x,’da ortogonal eleman olmak

tizere 7:X — X doniisiimii asagidaki sartlart saglasin:

1) T, L-koruyandir,
i1) T, F-biiziilme doniisimiidiir,

1i1) T, L-siireklidir,

T doniisimiiniin X’ de tek bir sabit noktasi mevcuttur. Ayrica {T”x,} Picard dizisi 7 ’nin

bu tek sabit noktasina yakinsar (Sawangsup ve ark., 2020)
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Simdide Quing Yang ve Chuanzhi Bai tarafindan ortogonal metrik uzayda Hardy-Rogers

tipi doniisiimiin ortogonal (F, ¥) bliziilmesi igin sabit nokta teoremini verelim.

Teorem 4.1.3. (X, L, p) tam ortogonal metrik uzay ve x,’da ortogonal eleman olmak

tizere. 7: X — X donlisiimii asagidaki sartlar1 saglasin.

1) T, L-koruyandir,
11) T, Hardy- Rogers tipi doniisiimiiniin bir (F, ¥) biiziilmesidir,
iii) T, L-siireklidir,

O halde T sabit bir noktaya sahiptir. Ayrica, § + L <y + 6 < 1 ise, 0 zaman J 'nin sabit
noktas1 tektir (Yang ve Bai, 2020).

Ispat. Ortogonallik tanimma gére Tx, L %, veya xy L Txodir. Vo € N igin x,,: =
Tx,_1 olsun. Herhangi bir n* € N U {0} i¢in x,- = x,+,1 ise x,+, T nin bir sabit
noktasidir ve ispat tamamlanmis olur.

Varsayalim ki her n € N U {0} i¢in x,, # x,,4, olsun. Bu nedenle V7 € N U {0} i¢in
p(x,,%,41) > 0 olur.

T, L-koruyan oldugundan x,, L x,., veya x,., L x, dir ve {x,},. ey O-dizisidir.

T bir ortogonal (F,¥)-bliziilme doniisiimii oldugundan

F(p(2p %p11))

= F(p(Txn_l,Txn)) < F(MT(xn_l,xn)) + ‘P(p(xn_l,xn))

=F(ap(x,_1,%,) + Bp(x,_1,Tx,_1) +vp(x,,Tx,) + 6p(x,,_1,Tx,)

+Lp(x,, Txn_l)) + 'P(p(xn_l,xn)) (4.1)

elde edilir. Kolaylik saglamak i¢in p(x,,, x,,+1) = a,, olsun. O zaman (4.1) ile

F(an) < F(aan—l + ,Ban—l + Ya, + 6p(xn—lrxn+1)) + lp(an—l)
< F(aan—l + .Ban—l + Yan + Sp(an' an—l)) + l‘”(an—l)
< F((a +B+8a,_.++ S)an) +¥(a,_q1) (4.2)

dir ve Y € ¥’den
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F(a,) < F((a +B+8a,_1+ @+ 6)an)
yazilir. F’nin monotonlugundan n € N i¢in
a,<(a+p+8a,_,++da, (4.3)

eldeediliry+ § <lvea+ [ +y+ 25 =1kosullarmagore 1 —y — & > 0 ve

(4.3)’den
a+p+4
a, < man_l =a,_,nEN

dir. Yani {a,} dizisi kesin azalandir ve lim a, = a dir. a > 0 oldugunu varsayalim. ¥

71— 00

sagdan iist yar1 siirekli oldugu i¢in, dyle bir g € N vardir ki

va) v sy (4.4)

Y(a,;) < y(a) - — =3

dir. (4.2), (4.4) ve {a,, } azalan oldugundan n > g

F(a,) <F((a+pB+y+28)a, )+ @
=F(a,_,) + @ <F(a,_;)+2X @ (4.5)

Y(a)

<-- SF(CL%)+(4’L—Q,)T

dir. (4.5) esitsizliginde 7 — oo i¢in limit alinirsa

lim F(a,) = —o
Mn—>00

elde edilir. Bu yiizden (F2)’den
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a= /,lLi_rEo(a”) =0 (4.6)
dir. Simdi de {a,,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. (4.6) ve (F3)’den
lim atF(a,) =0 (4.7)
olacak bi¢cimde bir £ € (0,1) vardir. (4.5)’den

Y(a)
2

akF(a,) —atF(a,) < (n—q) ak <0,n>qg

elde edilir. (4.6) ve (4.7) kullanarak 7z — oo i¢in limit alinirsa

lim afn =0 (4.8)

Mn—>00

bulunur. Dolayistyla her 72 > 7, icin a?nt < 1 olacak bigimde bir 7, € N sayis1 vardur.

Vn = nq icin

(4.9)

N
NI R

bulunur. (4.9) ve tiggen esitsizligini kullanarak n > 7, ve m € N” i¢in

n+m+1 n+m+1 n+m+1 1
Pl i) < ) pELEL)S Y @S ) =
i=n i=n i=n 4k

dir0<£ <1lden)3:Z, < serisi yakinsak oldugundan {x, } dizisi X’de bir Cauchy dizisi
it

olur. X tam oldugundan lim x, = x, saglayan bir x, € X vardir. Son olarak T siirekli
MN—00
oldugundan

Tx, =T(lim xn) =41Li_r)130x%+1 = x,

71— 00
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Tx, = x, olup boylece T ’nin X’de bir sabit noktas1 sahiptir.

Ayrica, x,'in T'nin tek bir sabit noktas1 oldugunu gosterecegiz. x*, 7'nin baska bir sabit
noktas1 oldugunu varsayalim. Eger n — oo i¢in x,, - x* olarak x, = x™ dir. n — o igin
Zn, 7€ yakinsamiyorsa tim £ € N i¢in T'x,,, # x” olacak sekilde bir {xn l&} alt dizisi

vardir. Ispatin basinda x, secimiyle

(g L x*) veya (2™ L x4)

dir. 7', L-koruyan ve her n € N i¢in T"x* = x*
T"xg Lx*)or (x* LT"x;y), hern €N

dir. T, Hardy-Rogers tipi doniistimiin ortogonal (F, ¥)- biiziilmesi oldugundan

F (p(x%,x*)) = F(p(T™xg,x%)) = F(p(T "y, T™x"))
< F(M7 (T 2o, T 1)) + (p(T 4 Ly, T4 1x7))
=F (MT(xWL_I,x*)) +y (p(x,,%_l,x*))
= F(ap(x%_l,x*) + ,Bp(xm_l,xm) + Sp(xm_l,x*)
+ Lp(xnk,x*)) +yY (p(x,,%_l,x*)) (4.10)
<F ((a +B+8)p(xp,_,x")+ B+ L)p(x,,%,x*))
+Y (p(x,,%_l,x*))
<F ((a: +5+ 6)p(x%_1,x*) + (B + L)p(x,,%,x*))

elde edilir. § + L < § +y kosuluna gére, 1 —f —L > 0’yeve a + [ + 26 = 1’e gore
dea+ 20 + 6 + L < 1’e sahibiz.

Boylece, (4.10) ve F'nin monotonlugu ile,

i a+pf+46 X .
p(x'n'/z’x ) < mp(x%k_ﬂx ) < p(xnk_l'x ) (411)



66

dir. p,, = p(xn&,x*) olsun. Bu durumda {,unk} dizisi kesin azalandir. Boylece

II&im Un, =4 = 0dir. (4.4)’lin ispatina benzer sekilde eger u > 0 ise 0 zaman bir p € N

vardir ki

(W ,
Ylun) <HP<0G2p, (412)

(4.10) ve (4.12) ile £ > p igin y,,, azalmasiyla

1
Fn,) S F ((@+28 48+ L)k, , ) + 500

1 1
= F(ﬂnk_l) + Elp(ﬂ) < F(.u/n/&_z) +2X Elp(ﬂ)

»
> YW,

<P,

# — oo igin F (i, ) = —oo dir ve bu nedenle (F2) kosulundan £ — oo igin p(x,,,, £*) =
Un, = 0dir. Bun - o igin x,, - 2™ dir. Bu bir ¢eliskidir. Boylece, T’nin bir tek sabit

noktasi1 vardir.

Mani Quing Yang ve arkadaslar1 tarafindan ortogonal metrik uzayda yeni bir F-Suziki

bliziilmesini ve bu biiziilme doniisiimii i¢in verilen sabit nokta teoremini verelim.

Tanmm 4.1.9. (X, L, p) ortogonal metrik uzay olmak tizere T:X — X doniisiimiiniin
(X, 1,p) tzerinde ortogonal bir F-Suziki biiziilme doniisimii (kisaca T -Suziki
biiziilmesi) oldugu sdylenir. Eger F € F* ve T > 0 varsa asagidaki kosul saglanir (Mani

ve ark., 2021).

Vx,y € Xicinx L y;

1
p(Tx,Ty) > O,Ep(x,fo) <plx,y)=>1+ F(p(Tx,Ty)) < F(p(x,y)) ]

Teorem 4.1.4. (X, L, p) tam ortogonal metrik uzay, x, da ortogonal eleman ve T: X — X

olmak iizere F € F* ve T > 0 sayis1 varsa asagidaki kosul saglanir.
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1) T, L-koruyandir,
i1) T, Ortogonal bit F-Suzuki biiziilme doniisiimiidiir,

i) T, L-siireklidir,

O zaman T’nin £ € X tek sabit noktasi mevcuttur ve Vx € X i¢in {T"x} dizisi £’ye

yakinsar (Mani ve ark., 2021).
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4.2. Adi Diferensiyel Denklemler i¢in Uygulama

Bu boliimde asagida verilen tipte bir diferensiyel denklemin varlik problemine bir ¢6ziim

sunulmaktadir.
{a’(t) =f(tu@®) , teI=[0,7] (4.13)
w(0)=a ) azl ’ |

olmak tizere #: 3 X R — R integrallenebilir bir fonksiyondur ve asagidaki kosullari

saglar.

(al) Her x = 0 ve s € Jicin #(s,x) = 0 dir.
(a2) xVy = x yaday ile tammlansin. Her £ € J ve x¢ = (x V ¢) olacak bi¢gimde

x,4 = 0 dir. Buradan

1#(8,x) — $(8,4)| < a(8)|x — ¢l

olacak sekilde a € £1(S) vardur.

#: 3 X R = R fonksiyonu (a2) kosulundaki Lipschitz kosulunu saglamasi gerekmez.

Ornegin

K
IA
Nl RN =

X

$(s,x) = (4.14)

o
=
V

fonksiyonu (al) ve (a2) sartlarini saglarken # fonksiyonu siirekli ve monoton degildir.

Ayrica 8 # 0 i¢in

R RS
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Teorem 4.2.1. Yukarida verilen sartlar altinda, her 77 > 0 i¢in (4.13) diferensiyel
denkleminin bir tek pozitif ¢éziimii vardir (Gordji ve ark., 2017).

Ispat. X = {u € C(3,R):u(t) > 0,vt €I} olsun. X’te asagidaki ortogonallik
bagintisini ele alalim:

Her £ € J igin
x Ly o x(t)y@) = (x(®) vy))

dir.

A) = f la(s)|ds
0

olsun. Buradan hemen hemen £ € J i¢in A'(¢) = |a(#)| dir. Her x, 4 € X igin
lxll.q = sup e~ D 2], p(x, ) = llx — »lla
€3

ile tanimlansin. Buradan (X, p) bir metrik uzaydir. X’in O-tam (tam olmas1 gerekmez)
oldugunu gosterelim. (x,) € X Cauchy O-dizisini alalim. (x,) dizisinin
x € C(J) noktasma yakinsadigini gostermek kolaydir. x € X oldugunu gostermek

yeterlidir. L bagintisinin tanimi geregi her bir n € N i¢in

Xy (0) 2,41 (8) = (2, (£) V 2,041 (1))

dir. Her n € Niginx, (#) > 0 oldugundan her bir £ € Niginx,, ,(£) > 1 olacak sekilde
{x,} dizisinin {x,, ,} gibi alt dizisi vardir. Bu reel sayilar dizisinin x(#)’ye yakinsamasi
x2(%) = 1 anlamna gelir. Ancak ¢ € J keyfi oldugu i¢in, x > 1 ve dolayisiyla x € Xdir.

F: X — X doniisimiini

Fu(t) = j#(é,/u(s))ds +a
0
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olacak bi¢imde tanimlansin. F'nin sabit noktalarinin (4.13)"ln ¢o6ziimleri oldugunu
unutmayalim. Ispat1 tamamlamak icin asagidaki ii¢ adima ihtiyacimiz vardir:

Adim 1. F, 1-koruyandir. Gergekten tiim x, ¢ € X noktalarii¢in x L ¢ ve £ € J ile
t

Fx(t) = f#(zs,x(zs))da +a>1,
0

olmas1 Fx(£)Fy(t) = Fx(£) ve boylece Fx(t) L Fy(£)dir.

Admm 2. F, L-biiziilmedir. Ger¢ekten her x,4 € X icin x Ly ve £ €3 ile (a2)

sartindan

e " O|Fx(t) — Fy(t)|

t

< e~ f|f(5,x(5)) — #(s,4(8))|ds
0

< e [la(@)leADe 4O Lx(s) - y(s)lds
0]

t
< e~ A®) f la()leADds |l —
0

< e MO (4 — 1)l -yl

< (1 - e Mol — gl ,

dir ve boylece

1Fx — Fylla < (1—eNel)|lx -yl

dir. 1 — e~ llells < 1 den dolay1 F bir L-biiziilmedir.

Adim 3. F, L-siireklidir. Gergekten {x,,} € X dizisi £ € X noktasina yakinsayan bir O-

dizi olsun. Kanitin birinci kismini kullanarak her £ € J i¢in £(£) > 1 oldugu goriilebilir

ve boylece Vn € N igin x,, L x dir. (a2) sartin1 kullanarak her n € N ve £ € J igin
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e~ Fux, () — F(2)]

t
< ™" f|#(5, x,(8)) — #(8,2(8))| ds
< (1-e M)z, — x4

dir. Boylece V2 € N i¢in
1Fx, — Fxllg < (1—e )|, — yll,

dir. Bu durumda Fx,, —» Fx dir. Coziimiin tekligi Teorem 4.1.1. ile elde edilir. Boylece

ispat tamamlanir.
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4.3. Ortogonal Metrik Uzaylarda Tek Degerli Doniisiimler Icin Sabit Nokta

Teoremleri

Bu boliimde genellestirilmis ortogonal hemen hemen F-biiziilme doniisiimii tanimini ve

(X, L, p) O-ortogonal tam metrik uzaylarda bazi sonuglar verecegiz.
Tanmmm 4.3.1. (X, 1, p) ortogonal metrik uzay olsun. Asagidaki kosul gegerli olacak

sekilde FEF, L >0 ve >0 varsa 7, X’den X’e doniisiimiine genellestirilmis

ortogonal hemen hemen F-biiziilme doniigiimii denir. Her x, ¢ € X icinx L ¢

p(Tx,Ty) >0=>1+F(p(Tx,Ty)) < F(M(x,4) + L.V (x,4))

p(x,Ty) + p(y, -‘Tx)}
2

M (x,y) = maks {p(x, y), p(x,Tx), p(y, Ty),

ve
N(x,4) = min{p(x,Ty), p(y,Tx)} (Acar ve Erdogan, 2022).

Teorem 4.3.1. (X, 1, p) tam ortogonal metrik uzay ve x, da ortogonal eleman olmak

tizere T: X — X doniisiimii asagidaki sartlar1 saglasin.
(1) T, L-koruyandir,
(1) T, genellestirilmis ortogonal hemen hemen F-biiziilme doniisiimiidiir,

(i) T, L-stireklidir,

O halde T, X'de sabit bir noktaya sahiptir (Acar ve Erdogan, 2022).

Ispat. Ortogonallik tanimina gore
VyeX,xgLy)vViVy eX,y L xy)

olacak sekilde x, € X vardir ve Txy L x4 veya xy L Tx, dir.

n € Ni¢in x,, = Tx,,_, olacak sekilde
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X, =Tx9, %, =Tx; =T?x0, 00,2, =Tx,_1 =T "x,

olsun. 7', L-koruyan oldugundan x,, L x,,; veya x,,; L x,dir. {x,},.en O-dizisidir.
Herhangi bir n € N i¢in x,, = «x,,,4 ise 0 zaman x,, = T «x,, aliriz ve bu nedenle 7 ’nin

sabit noktasi vardir.

Kabul edelim ki V# € N igin x,, # x,,,, olsun. Bu nedenle p(x,,, x,,+1) > 0 olur. T

hemen hemen biiziilme doniisiimii oldugundan F € F ve T > 0 olmak iizere;

T+ F( p(xp, xn+1)) =T+ F( P(Txn—erxn))
< F(]\/[(xn_l, x»n) + L-N(x/n—lrxn))

1
M = maks {p(xn—lix/n)f p(xn—lr:rx/n—l): p(x/n' Tx/n)'z [p(x/n—l'Tx/n,)

+ P Tn D]

= maks p(x/n—lr xn), p(x/n—lﬂ x/n)' p(xn, x/n+1)' E [p (xn—l' x/n+1) + p(xn' x/n)]}

= maks p(xp_1, %), P(Xp, Xp11), E p(xp_y, xn+1)}

( 1
< maksi1p(xXp-1,%4), P(Xp, Xp41),5 (,0 (Xp—1,2,) + p(x,, xn+1))
L 2

< maks{p(x,-1,%2,),p(%,, %,41)}

olur.

N =min{p(x,,_1, Tx,), p(X0, T,_1) }
= min{p(xn—lfxn+1); p(xn, xn)}
=0

dir.

T+ F(p(xw xn+1)) = +F(p(Txn—1'Tx%))
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S F(M(%po1,20) + LN (21, %))

F(p(xnr xn+1)) = F(maks{p(xn—lfxn): p(x/nﬂx/n+1)}) -1

max = p(x,,%,4+1) olsun. F(p(xw xnﬂ)) < F(p(x,,%,41)) —T T > 0 oldugundan

bu bir ¢eligkidir. O zaman maks = p(x,,_1, x,,) olur.

F(p(xn'xn+1)) < F(p(xn—lfxn)) -1
= F(p(xn—zrxn—l)) -2t

< F(p(xg,x1)) — nt (4.15)
olur.
p(x,,%,41) = a, olsun.

F(Ca,) < F(ay—1) -7
<F(a,_,)—2t

< F(ay) —nt (4.16)
olur. (4.16) esitsizliginde 7 — oo i¢in limit alirsak
lim F(a,) = —o
n—>oo
elde edilir. (F2)’den
lim(a,) =0
n—>00
dir. (F3)’den

lim a®F(a,) =0
17— 00
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saglayan bir £ € (0,1) mevcuttur. Ayrica (4.16)’dan her n > 0 tam say1 igin

a’F(a,) —a’F(ay) <afnr<0 (4.17)

(4.17) esitsizliginde n — oo igin limit alinirsa

lim an =0

Nn—>00

bulunur. Dolayisiyla her 72 > 7, i¢in a2nt < 1 olacak sekilde bir 72, € N sayis1 vardir.

Her n = n4 igin

il
NN B

dir. Buradan m > n = n4 saglayan Vm,n € N igin

p(x/n' xm) < p(xnr xn+1) + p(x/n+1»x/n+2) + et p(x/m—l'x/m)

=a, + a,4+1 + -+ Ap-1

I
™M

p(x/n' xm) < p(xn: xn+1) + p(xn+1'xn+2) + -t p(xm—l'xm)
=Aptapyr Tt Qg

m—1

S

1=n

oo

S

1=n
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olup }72, % serisi yakinsaktir. Dolayisiyla X de {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olur. X
1
tam oldugundan lim x, = x* saglayan bir x* € X mevcuttur. 7 doniisimiiniin
7M—>00

stirekliliginden

Tx* = T(lim xn) = lim Tx, = lim x,,,, = x*
MN—>00

11— 00 M—>00
Tx* = x” olup bu durumda T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Sabit noktanin tekligini garanti etmek icin berinde tipli biiziilme kosuluna benzer ek bir

sart verilerek tekligi saglanabilir.

Teorem 4.3.2. (X, L, p) tam ortogonal metrik uzay ve x, da ortogonal eleman olmak

tizere T: X — X doniisiimii asagidaki sartlar1 saglasin.

(1) T, L-koruyandir,
(1) T, genellestirilmis ortogonal hemen hemen F-biiziilme doniisiimiidiir,

(i) T, L-stireklidir.

Ayrica T asagidaki kosulu saglarsa; x 1 ¢’yi saglayan her x, ¢4 € Xi¢cin F; € F,L; >0

ve 7; > 0 olmak lizere

p(Tx,Ty) > 01+ F(p(Tx,Ty)) < F,(M(x,4) + L. N (¢, Ty))

O halde 7', X de tek sabit noktaya sahiptir (Acar ve Erdogan, 2022).

Ispat. 4", 7°nin x* farkl1 bir sabit noktas olsun. Eger x,, » 4" ise x* = ¢* dir. x,, >

4" O halde her £ € N i¢in T'x,,, = ¢ olacak sekilde {x,,, } alt dizisi vardir.

Ortogonallik tanimina gore

VyeXxo Ly )v(Vy eX,y* L x)
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olacak sekilde x, € X vardir.
T, L-koruyan oldugundan (T""*x, L 4" ) veya (¢* L T"x, ) dir.

S F(M(T/nk—lxo,g"/nk—ly*) + L.N(Tnk_lxo,g"n/&_lfy.*))

MT ™o, T gy")

p(Tnk_le)Tnk_l@*))p(:rnk_lxmTnkxo)lp(Tnk_ly*'Tnk/y’*)'

= maks 1 " ne " R
E[P(T h-1o, Thy") + p(THe-1y", T hx,)]

= maks {p(T ™41, T"4-14"), p(T ™41, T "*20)}

max = p(T"™-1x,, T ™ x,) olsun.

# — oo limit alinirsa

F(p(x*,4")) <F(p(x*,x%)) -7

F(0) tamimh degildir. Dolayisiyla max = p(T "™t-1x,, T ™t-14") dir.

N (T =1y, T "-14*) = min{p(T “-1x,, T "y"*), p(T " -14*, T y*)} = 0 dir.

F(p(T ™o, Ty")) < F(p(T 120, T™-14%)) — T
< F(p(T ™2y, T™-24%)) — 27

< F(p(xo,47)) —nt
esitsizligi elde edilir. 7 — oo limit alinirsa

lim (p(T "™t xo, T™y)) = —oo
MN—>00
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elde edilir. (F2)’den

p(T™hxo, T™y") =0

olur. x* = 4" olup sabit nokta tektir.

Ornek 4.3.1. X = [0, ) olsun. p: X X X — [0, 00) fonksiyonunu her x,4 € X icin

p(x,y) = |lx —yl

olsun.
(£ +1
Sy, =¥,Vke N u {0}

olarak tanimlanan {Sg} ¢y dizisini goz 6nlinde bulunduralim. X {izerinde

x1lyoxy€{x,y} S {Ss}

ortogonal bagntis1 tanimlansin. Boylece (X, L, p) bir O-tam metrik uzaydir. Simdi bir

F: X — X doniisimiinii

SO , SOSxS51

fx =

5/&_1 , 5& <x< 5&+1,V& =1

O halde #, L-stirekli ve X, L-koruyandir. F € F, her @ > 0 igin F(a) = a +Ina ile
tanimlanan bir fonksiyon olsun. #’nin T = 1 ve L = 1 ile genellestirilmis bir ortogonal
hemen hemen F-biiziilme oldugunu sdyliiyoruz. Bunu gérmek i¢in asagidaki durumlari
ele aliyoruz. 11k olarak x, 4 € X ile x L ¢ ve p(fx, f¢) > 0dir. Genelligi bozmaksizin
x < 4 oldugunu varsayabiliriz. Yani x € {S),S;} vebazi £ = 2 iciny = S,

Durum 1. x = 8y, £ = 2 i¢in ¢y = Sy asagidaki esitsizligi sahibiz

pP (#.’)C, #’y’) ep(ﬁx,#/y))—(M(x,’g»)+L.N(x,’y*))
M (x,4) + L.N(x,4)
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2 _
i 5 # RZ—1 (/&2+/&,k2—k) _(/&2—/&) L
— 2 2 2 2 -
/&2+k+k2—f&e <e <e .
2 2

Durum 2. x = §;, £ = 2 i¢in ¢ = S, asagidaki esitsizligine sahibiz

P, $9) P (B b)~ (M) +LN (x.9))
M(x,¢)+ L.N(x,¢)

2 _
otk R2—t (BP+h—2 RP—h—2
— 2 e 2 ( 2 2 )
k2+k—2+k2—k—2
2 2
B2 — f —hP—h+4
=—¢ 2 <e”

2/% -4

Bu nedenle Teorem 4.3.1.’nin tiim kosullar saglanir ve bu nedenle #’nin sabit noktasi
vardir. Ayrica Teorem 4.3.2.’nin tiim kosullari her « > 0 i¢in F;(a) =a+Ina, 7, =1

ve L = 1 saglanir. Buradan # tek bir sabit noktaya sahiptir.
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4.4. Ortogonal Metrik Uzaylarda Kiime Degerli Doniisiimler icin Sabit Nokta

Teoremleri

Bu boliimde ortogonal metrik uzaylarda genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme
doniisiimii tanimini ve sonra bu biiziilme doniisiimii igin (X, L, p) O-ortogonal tam metrik

uzaylarda bazi sonuglar verecegiz.
Tanmim 4.4.1. (X, L, p) ortogonal metrik uzay olsun. Asagidaki kosul gegerli olacak

sekilde F € F, L > 0ve 1 > 0 varsa T: X — C3(X) doniisiimiine genellestirilmis kiime

degerli ortogonal F-biiziilme doniisiimii denir. Her x, ¢ € X icinx L ¢

HTx,Ty) >0=>1+F(H(Tx,Ty)) < F(M(x,4) + L.N(x,4)) (4.18)

D(x,Ty) + D(y, Tx)}

M (x,y) = maks {p(x, 4),D(x,Tx),D(y, Ty), >

ve
N(x,¢4) =min{D(x,Ty),D(y,Tx)} (Acar ve Erdogan, 2023).

Teorem 4.4.1. (X, 1, p) O-tam metrik uzay ve 7: X — k(X) olsun. Asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim.

(1) {20} L Txy veya Txy L {x,} olacak sekilde x, € X vardir,

(1) Timzx,y €X x 1y icinTx L Ty anlamina gelir,

(iii)  {x,}, X'te x,, > x* olacak sekilde ortogonal bir diziyse, tim 7 € Ni¢inx,, L
x* veya x* L x,'tir,

(iv) T, genellestirilmis kiime degerli ortogonal F-biiziilmedir.
J’nin en az bir sabit noktas1 vardir (Acar ve Erdogan, 2023).

Ispat. (i) varsayimimna gore x, L x, veya x; L x, olacak sekilde x; € Tx, vardir. (ii)

varsaymmiyla T'x, L Tx; elde ederiz; yani x, € T x4 vardir ki, 6ylekix; L x, veyax, L
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x4 olur. x; € Tx, ise x4, T ’nin sabit noktasidir. x; € T x; oldugunu varsayalim. 7 x,

kompakt oldugundan D (x4, Tx;) > 0 dur.
D(x1,Tx1) < H(T x4, T x,) olarak (F1)’i kullanarak

F(D(xy,T%,)) < F(H (Txo, Tx,))
elde ederiz. Bu nedenle (iv)’i kullanarak
F(D(xl;:rxl))

< F(H (T2, Tx1)) < F(M (x4, 21) + LN (0, %,)) — 7

maks

p(xo,xl),D(xo,Txo),D(xl,Txl),
=F —

1
E{D(xo, Txl) + D(xllTxO)}
+L min{(xq, Tx,),D(x1,Tx0)}

1
<F (maks {p(xo, xq1), D(xl,Txl),ED(xO, Txl)}> -7

1
< F (maks{p(ro, 20, D1, 720),5 [0, ) + Dy, T} ) — 7

< F(maks{p(xOle)iD(xll Txl)}) -1
= F(p(xo,xl)) — T

(4.19)

Bu isleme devam ederek, tim » € N U {0} icin x,,,, € Tx,, olacak sekilde X'te {x,,}

ortogonal bir dizi olusturulabilir. Béylece tiim » € N U {0} i¢in x,,; L x,, veya x, L

X,.+, €lde edilir. Tim £ € N U {0} i¢in x, € Tx,, ise, x,, T'nin sabit bir noktasidir.

Yani £ € N U {0} i¢in x,, € Tx,, oldugunu varsayabilir. Tx,, kapali oldugundan tiim
n € NU {0} i¢in D(«x,,Tx,) >0 dir. Ayrica D(x,,,Tx,) < H(Tx,,Tx,) olarak

(F1)’1 kullanarak
F(D(x,,Tx,)) < F(H(Tx,-1,Tx,))

elde ederiz.
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(iv)’den

F(D(x,,Tx,))

<SF(H(Tx,-1,Tx,))

< F(]\/[(xn_l,xn) + L.N(xn_l,xn)) -7

P(Xp-1,%0), D(Xp-1, TX1p-1), D(%,, T%,,),
%{D(xn_l,ﬂ"xn) +D(x,,Tx,_1)} } -7

+Lmin{D(x,_1,Tx,),D(x,,Tx,_1)}

_F maks{

p(x/n—lﬂ xn)’ D(xn—ll :Txn—l)f D(xnl Txn):}
-7

= F| maks 1
{ E{D(xn—lthn) + D(x/n'Txn—l)}

<F(p(xp-1,%,)) — 7.

Dolayisiyla F’nin kesin artan 6zelliginden

HTx,_1,Tx,) < p(x,-1,%,)

elde edilir. x,,, € Tx,, ve

p(x,, Xps1) =D(x,Tx,) SHTx,_1,Tx,) < p(x,_1,%,)

elde edilir. Bu nedenle {p(x,,, x,,,1)} dizisi kesinlikle azalan bir dizidir. Baz1 £ > 0 igin

a, = p(x,,%,41) = t oldugunu varsayalim. Ayrica her n > n, i¢in

T+ F(p(xp %p11)) < T+ F(H(Tx,,Tx,_4))

< F(p(xp, %,-1)). (4.20)

(4.20)’de n — oo alarak T+ F(t +0) < F(£ + 0) elde ederiz. Bu bir ¢eligkidir.
(F3)’den

lim aF(a,) =0
17— 00

olacak sekilde bir £ € (0,1) vardir. O zaman asagidaki esitsizlik V22 € N igin gecerlidir:
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akF(a,) — alF(ay) < —afnt <0 (4.21)

(4.21) esitsizliginde 7 — oo i¢in limit alinirsa

lim naf =0 (4.22)

bulunur. Dolayisiyla (4.22) ifadesinden her 7 > 7, i¢in nat < 1 olacak sekilde bir

74 € N sayis1 var ve Vo = 7 i¢in

(4.23)

N
NN R

bulunur. m > n = n, olacak bi¢imindeki her 72, 7 € N i¢in

p(xnr x/m) < p(x/rux/n+1) + p(xfn+1ixfn+2) + et p(xm—l'xm)

=0, tquq Tty

m

Il
]
a.

IS
U
S

In
s
&

N
I
S

In
s
3
5[~
>

a
I
S

o 1

olup Y72, iz serisi yakinsaktir. Bu yiizden {x,.} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam
oldugu icin lim x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir.
71— 00

2 € Tz oldugunu iddia ediyoruz. Tersini kabul edelim. Yani 3 € Tz olsun. Dolayistyla
2 € {xu}lnon,» H(Tx,,Tz) > 0olacak sekilde 7, € N vardir. Bunedenle x,, 1 3 veya

z 1 x, varsayimizla (iv) kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

F(D(%,41,7%))
<F(HTx,7T3z))
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<SF(M(x,,2) +LN(x,,2)—T
p(x,,2),D(x,,Tx,),D(z,T3),
%{D(xwﬂ"z) +D(3,Tx,)} } -7
+Lmin{D(x,,T3),D(z,Tx,)}
p(x,,%),D(x,,Tx,),D(zT3),
%{D(xn,f]"z) +D(z,Tx,)} } -7
+L min{D(x,,T3),D(3,%,4+1)}

k p(x’nl Z)’p(xn; x/n+1)’D(Zl TZ)!
=F| "] 2D, T2) + D(5,T2,)} |-t
+L min{D(x/n,) TZ);D(Z; x/n,+1)}

—F maks

maks

=F

(4.24)

(4.24) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa
F(D(2,72)) < F(D(3,72)) - ©

elde edilir bu da bir ¢eliskidir yani z € Tz dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

_ n(n+1)

Ornek 4.4.1. X = {xn n € N} ve p(x,4) = |x — 4| olsun. X lizerindeki L

bagintisini
x1lyoxye{xr,ylcX

ile tamimlayalim. Buradan (X, Ll,p), O-tam ortogonal metrik uzaydir. T:X — k(X)

doniistimiini

X1 , X =X
Tx =
{x1, 25, 0,21} , x=2x,

olarak tamimlayalim. Buradan 7 donisimi F(a) =a+Ilna ve 7=1 i¢in
genellestirilmis kiime degerli ortogonal F-biiziilmedir. Bunu gormek i¢in asagidaki
durumu inceleyelim. x,¢4 € X i¢cin x Ly ve H(Tx,Ty) >0 olsun. Genelligi
bozmaksizin x < ¢ olarak kabul edelim.

x=xvey =x,,1n>1icin
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}f(wa Txl) H(T20,T21) = [M (xp,20) +LN (1,21)]

M (x,,,21) + LN (x,,, 21)
— xn—l - 1 exn_l—l—[xn—ﬂ'xn—l_l]

X, —1+L(x,_1—1)

nw+n-2

f —n“—n+2 < -1
=——-e 2 se

n?—2

dir. Bu da Teorem 4.4.1.”in (iv) kosulunu sagladigin1 gosterir. Diger taraftan

H(Txanxl) o Fp-1 T 1
n-o M (%, %) _/”'1_1;130 X, —1

=1
oldugundan T doniisiimii genellestirismis kiime degerli doniisiim degildir (Acar ve

Erdogan, 2023).

Sonug 4.4.1. (X, 1,p) O-tam metrik uzay ve 7: X — k(X) olsun. Asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim.

(1) {20} L Txy veya Txy L {x,} olacak sekilde x, € X vardir,

(1) Timzx,y €X x 1y icinTx L Ty anlamina gelir,

(iii)  {x,}, X'te x,, > x* olacak sekilde ortogonal bir diziyse, tim 7 € Ni¢inx,, L
x* veya x* L x,'tir,

(iv) Vazx,4 € Xicin
x Ly[H(Tx,Ty) >0=>1+F(H(TxTy)) < F(M(x,4))],

D(x,Ty) + D(y, Tx)}

M (x,y4) = maks {p(x, 4),D(x,Tx),D(y,Ty), >

O halde T’nin en az bir sabit noktasi vardir.
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Simdide, Teorem 4.4.1°1 kullanarak, asagidaki diferensiyel denklemin bir ¢éziimiiniin
varhigini gdsteriyoruz. Oncelikle gerekli olan kavramlar hatirlayalim.

Herhangi bir 1 < p < o i¢in L# (M, F, u) (veya L# (M)) uzayinin

f ()| dpu(x)
M

M igerisinde olan tiim karmasik degerli Slgiilebilir k¥ fonksiyonlarindan olustugunu
hatirlayalim ve burada F 6lg¢iilebilir kiimelerin a-cebirdir ve u dlgiidiir. p = 1 alindiginda
L1(M) uzay1, M iizerindeki tiim integrallenebilir x fonksiyonlarindan olusur ve x’nin

L-normunu
lre(o)ll; = fM|K(7C)| du(x).

ile tanimlanir.

{u’(t)=15‘(’t’,u(’t’)), €3:=[07] (4.25)

u(0)=a , a>1

olmak iizere #: 3 X R — R integrallenebilir bir fonksiyondur ve asagidaki kosullar

saglar.

(al) Her x = 0 ve s € Jicin #(s,x) = 0 dir.
(a2) Her x,4 € L ile her 8 € J icin x(8)4(8) = x(8) veya x(8)y(8) = ¢(8) ile
k € L1(3) ve T > 0 vardir. Oyle ki

1#(5,2(8)) - $(5,9())| € —2L_1x(s) = ()]

(1 + T\/@)

\

|2(8) — 4(8)| < Kk(8)e ™
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olacak sekilde 8 € £L1(J) vardir ve burada A(8) = f: |k (y)|d ¢ dir.

Teorem 4.4.2. Yukarida verilen sartlar altinda, her 77 > 0 i¢in (4.25) diferensiyel
denkleminin bir tek pozitif ¢coziimii vardir.

Ispat. X = {u € C(3,R):u(t) > 0,vt €I} olsun. X’te asagidaki ortogonallik
bagintisini ele alalim:

Her £ € J igin

z 1Ly o x(t)y(@) 2 x(¢) yadax(£)y(t) = y(¢)

dir.

A() = f la(s)|ds
0

olsun. Buradan hemen hemen £ € J igin A'(¢) = |a(#)| dir. Her x, 4 € X igin

||, = supe™*® |x(8) — y(8)|, p(x, ) = llx — yll4

tES

ile tanimlansin. Bu durumda (X, p) bir metrik uzay olmasinin yani sira bir tam metrik

uzaydir. G: X = X doniistimiini

t
(Gx)(*) =a + ] #(5,x(5))d5
0

ile tanimlayalim. Buradan G bir L-stireklidir.

Simdi G’nin L-koruyan oldugunu gosterelim. x L ¢ ve £ € J ile her x, ¢ € X i¢in

(Gx)(t) =a + j #(5,96(5))45 >1
0

dir. Buradan [(Gx)(#)] [(Gy)(#)] = (Gy) (%) ve bu yiizden (Gx)(¢) L (Gy) (%) dir.

G’nin L-koruyandir.
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Simdi G’nin Sonug 4.4.1 ile F(a) = —\/ia sagladigin1 soyleyebiliriz. Buradan (4.25)

diferensiyel denkleminin bir tek pozitif ¢ézlimii vardir.

Teorem 4.4.1°de F fonksiyonunun kosullarina (F4) ekleyerek, x(X) yerine CB(X)'

diistinerek agagidaki teoremimizi ispatliyoruz.

Teorem 4.4.3. (X, 1, p) O-tam metrik uzay ve 7': X — Cf3(X) olsun. Asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim.

(1) {xo} L Tx, veya Txy L {x,} olacak sekilde x, € X vardir,

(i) Timzx,¢y € X x 1Ly i¢cinTx L Ty anlamina gelir,

(iii)  {x,}, X'te x,, > x* olacak sekilde ortogonal bir diziyse, tim # € Ni¢inx,, L
x* veyax* L x,'tlr,

(iv) T, genellestirilmis kiime degerli ortogonal F-biiziilmedir.
O halde T en az bir sabit noktaya sahiptir (Acar ve Erdogan, 2023).

Ispat. x, € X olsun. Vx € X igin T« bos olmadigindan (i) varsayimma gore x, L x;
veya xq 1 x, olacak sekilde x; € Tx, vardir. (ii) varsayimiyla Tx, L Tx; elde ederiz;
yani x, € x4 vardir ki, 6yle ki x; L x, veyax, L x; olur. x; € Tx; ise x;, T ’nin sabit
noktasidir. x; € T x; oldugunu varsayalim. 7" x; kapali oldugundan D(x,,Tx;) > 0 dir.

D(x1,Tx1) < H(T x4, T x4) olarak (F1)’i kullanarak
F(D(xy,T%,)) < F(H (T %o, Tx,))
elde ederiz. Bu nedenle (iv)’1 kullanarak

F(D(xl,Txl))

< F(H(Tx,Tx1)) < F(M (29, 21) + LN (29, 21)) — 7
p(x0,21),D(x9, Tx0), D (1, Tx1),

= p| maks %{D(xo,ﬂ"xl) + D, Txg)} | |-

+L min{(x¢, Tx1), D(x1, Tx0)}
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1
<F (maks {p(xo,xl),D(xl,Txl),ED(xO, Txl)}> -1

< F (maks {p e, ), DCes, T20),5 [0 ) + Do, T} ) =
< F(maks{p(xy,2,),D(x1,Tx)}) — T
= F(p(xo,xl)) - T (4.26)

(F4)'den asagidaki esitligi elde ederiz
F(D(x1,Txy)) = yér}glF(p(xl,y)).

(4.26) esitsizliginden asagidaki esitsizlik yazilabilir
F(DGe, Tx)) = inf F(p(x1,9)

< F(H(Txo,Tx))

= F(p(xO;xl)) -1

< F(p(xo,xl)) — %

Bu isleme devam ederek, tim »n € N U {0} i¢in x,,,, € Tx,, olacak sekilde X'te {x,,}
ortogonal bir dizi olusturulabilir. Boylece tim »# € N U {0} i¢in x,,,, L x,, veyax,, L
X,4+1 €lde edilir. Tim £ € N U {0} i¢in x,, € Tx,, ise, x,, T'nin sabit bir noktasidir.
Yani £ € NU {0} i¢in x,, € Tx,, oldugunu varsayabilir. Tx,, kapali oldugundan tiim
n € NU {0} i¢in D(«x,,Tx,) >0 dir. Ayrica D(x,,,Tx,) < H(T=x,,Tx,) olarak
(F1)’1 kullanarak

F(D(x,,T%,)) < F(H(Tx,_1,T%,))
elde ederiz. (iv)’den

F(D(xn, Txn))
<SF(H(Tx,-1,Tx,))
< F(M(xn_l,xn) + L.N(xn_l,xn)) -1
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p(xn—lf x/n,): D(xn—lf Tx/n,—l)' D(xn' Txn)'
1
E{D(xn—lr Tx/n,) + D(.’)C,n, Txn—l)}

+L min{D(x, 1, Tx,), D(xp, T2, 1)}

—F maks{

P(xn—p xn)r D(x/n,—lf Txn—l)r D(x/n,' Tx/n,)'}
-7

= F| maks 1
{ E{D(xn—l;:rxn) + D(xnﬁ :Tx/n,—l)}

= F(p(xn—lrxn)) -1

< F(p(xn—l'xn)) - %
F(D(x,,Tx,)) = inf F (p(xn9))

olarak yazilabilir. Boylece bu esitligi kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz

F(D(x,,Tx,)) = inf F (p(xn9))
< F(HTxp1,Tx,))
< F(p(x/n—lfx/n)) -7

T
<F(p(rn_1,%,)) — 5 (4.27)

Boylece (4.27)'den X'de x,,,, € Tx,, olacak sekilde bir dizi {x,,} elde edilir. Ayrica her

n € N i¢in asagidaki esitsizlik saglanir

F(p(xnrx/n+1)) < F(p(xn—l'xn))-

Ispatin geri kalam1 Teorem 4.4.1'in ispatinda oldugu gibi tamamlanabilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Sonug 5.1.1. (X, 1, p) O-tam metrik uzay olsun. x, € X ortogonal bir eleman ve T: X —

X bir doniisiim olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

1) T bir L-koruyandir.

i) T doniisiimii ortogonal F-biiziilmedir. Yani

Vx,y €EXigcinx Ly = [p(Tx,Ty) >0 =>T+F(p(f]"x,f]"fy)) <
Fp(x,4))]

dir.

1i1) T doniistimii bir L-siireklidir.
T ’nin X’de bir tek sabit noktasi mevcuttur.

Sonug 5.1.2. (X, p) bir tam metrik uzay ve T, X den X ¢ bir doniisiim olmak tizere her

x,4 € X i¢in a € (0,1) igin
p(Tx,Ty) < p(x,4)

saglansin. 7" doniisiimiiniin tek bir sabit noktas1 mevcuttur.
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5.2 Oneriler

Ortogonal metrik uzaylar, son yillarda sabit nokta teori i¢in ilgi ¢geken bir ¢calisma
alan1 olmustur. Bu teorinin ilgi ¢eken bir arastirma olmasinin nedeni; verilen bir X kiimesi
lizerinde tanimlanan 7: X — X doniisiimii i¢in biiziilme sart1 sadece kiimedeki ortogonal
elemanlar i¢in saglanmasidir. Sabit nokta problemi bir diferensiyel denkleme karsilik
geldigi i¢in diferensiyel denklemin ¢6ziim metoduna bir imkan saglar. Tezimizin orijinal
boliimiinde ortogonal metrik uzaylarda hemen hemen biiziilme doniistimleri kullanilarak
adi diferensiyel denklemlere uygulamasi verilmistir. Literatiirde var olan birgok sabit
nokta problemi ortogonal metrik uzaylarda genellestirilerek farkli tip diferensiyel
denklemlerin ¢6ziim metodlarina yenileri eklenebilir. Dolayisiyla ortogonal metrik
uzaylarda farkli tip biiziilme doniisiimleri tanimlanarak, bu tip biiziilmelere karsilik gelen

diferensiyel denklemlerin yeni ¢6ziim yollar1 bulunabilir.
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