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Ay A fuzzy kiimesinin ¢ekirdegi

| A | A fuzzy kiimesinin skalar kardinalitesi

|| Al A fuzzy kiimesinin relatif kardinalitesi
A<B A, B nin alt kiimesi (A, B birer fuzzy kiime)
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B=A A’nin tiimleyeni B (A, B birer fuzzy kiime)
) Yogunluk fonksiyonu

g 60— yogunluk fonksiyonu

F(X) X iizerindeki tim fuzzy kiimelerinin kolleksiyonu
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I F— norm Sezgisel fuzzy norm
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A A kiimesine ait iiyelik fonksiyonu
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A Hassasiyet derecesi
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suppA A kiimesinin destegi

T Ucgensel norm
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#— Fuzzy Normlu Uzaylarda Baz1 Yakinsaklik Cesitleri
Reha YAPALI

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Hiisamettin COSKUN

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig bolimiidiir. Klasik mantiktan fuzzy mantiga gecisin tarihgesi
ile birlikte sezgisel fuzzy mantig1 ile . — fuzzy mantigindan bahsedilmistir. Istatistiksel
yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlari ile ilgili
yapilan caligmalar 6zetlenmis ve bu tezin amaci takdim edilmistir.

Ikinci boliimde, fuzzy kiime teorisine giris yapilmis, sezgisel fuzzy mantig1 ele
alinmig ve . — fuzzy normlu uzaylar tanitilmistir. Ardindan, bazi yakinsaklik cesitleri
olan istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kav-
ramlari ele alinmgtir.

Uciincii boliim, tezin orjinal boliimiidiir. Bu boliimde, istatistiksel yakinsaklik, la-
cunary istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlar1 .’ — fuzzy normlu uzay-
larda tanimlanmig ve 6zelliklerinin iizerinde durularak, . — fuzzy normlu uzaylarda Ca-
uchy dizisi, sinirh dizi, tam uzay olma gibi kavramlar sozii edilen yakinsaklik gesitlerine
gore arastirilmig ve aralarindaki iligkiler ele alinmugtir.

Anahtar Kelimeler: . — fuzzy normlu uzaylar, Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary ista-
tistiksel yakinsaklik, Ideal yakinsaklik.
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This thesis consists of three parts.

The first part is the introductory part. Along with the history of the transition from
classical logic to fuzzy logic, intuitionistic fuzzy logic and . — fuzzy logic are menti-
oned. Studies on the concepts of statistical convergence, lacunary statistical convergence
and ideal convergence are summarized and the purpose of this thesis is presented.

In the second part, fuzzy set theory is introduced, intuitionistic fuzzy logic is dis-
cussed and . — fuzzy normed spaces are introduced. Then, the concepts of statistical
convergence, lacunary statistical convergence and ideal convergence, which are some ty-
pes of convergence, are discussed.

The third part is the original part of the thesis. In this section, the concepts of
statistical convergence, lacunary statistical convergence and ideal convergence are defi-
ned in . — fuzzy normed spaces and with emphasis on their properties, concepts such
as Cauchyness, boundedness, completeness in .2 — fuzzy normed spaces are searched
according to the types of convergence mentioned.

Keywords: . Fuzzy normed spaces, Statistical convergence, Lacunary statistical con-
vergence, Ideal convergence.

2023, 58 pages
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1. GIRIS

Klasik mantik, keskin sinirlara sahip ve genellikle ikili (evet/hayir, dogru/yanlis)
degerlerle caligsan bir matematiksel yaklasimdir. Klasik mantik, net ve belirgin sonuclar
elde etmek i¢in uygun bir yontemdir. Ancak, bazi1 gercek diinya problemleri, belirsizlik,
ve ¢oklu degerlilik icerebilir. Bu tiir durumlarla basa ¢ikmada klasik mantigin yetersiz

kaldig1 durumlar belirlenmistir.

Fuzzy mantik, Zadeh [1] tarafindan ortaya atilmis, karmasik ve belirsiz durumlari
ele almak icin gelistirilen bir matematiksel modeldir. Aristoteles mantiginin genellesti-
rilmig bir versiyonu olarak ortaya cikmistir ve insan tecriibeleri ve verilerini kullanarak

kural tabanli algoritmalarla caligir. Belirli matematiksel fonksiyonlar1 kullanarak sonug

nmn nn nmn nn

degerleri cikarirken, degiskenleri "az," "¢ok," "biraz," "orta," "uzun," "normal" gibi s6zel

ifadelerle tanimlayarak ara degerlerle igslem yapar.

Bat1 kiiltiiriinde, genellikle Aristoteles’in ikili deger mantig1 (Boolean) kullani-
lirken, fuzzy mantik ¢cok degerli sonuglar elde etmek icin ara degerleri kullanir. Bu da,

gercek diinyadaki karmagik ve belirsiz durumlarin daha iyi modellenmesine olanak tanir.

Mantik kavrami, tarih boyunca bircok diisiiniir tarafindan gelistirilmistir. Bu dii-
siniirler, mantik alanina 6nemli katkilarda bulunmus ve modern mantigin temellerini at-
miglardir. Bu katkilar, mantigin matematiksel ve felsefi alanlarda ilerlemesine ve fuzzy

mantigin da gelismesine katki saglamistir.

Farabi, Ibni Sina, ibni Riisd, St. Augustine, Severinus Boethius, Albertus Magnus,
Aquinolu Thomas, Duns Scotus, Ockhamli William, Francis Bacon, Gottfried Wilhelm
Von Leibnitz, Immanuel Kant ve Bernhard Bolzano isimli diisiiniirler donemlerinde man-
tik kavramina 6nemli katkilarda bulunarak modern donemde olusan mantik kavraminin

zeminini hazirlamislardir.

Fuzzy uzaylari, fuzzy kiime teorisine dayali matematiksel kavramlardir. Bu kav-
ramlar, belirsizlik iceren problemleri modellemek ve ¢6zmek i¢in kullanilir. Fuzzy uzay-
larinda elemanlar, geleneksel matematiksel kiimeler yerine fuzzy kiimeler ile temsil edi-

lirler. Fuzzy kiimeler, elemanlarin tam iiyelik degerleri yerine [0, 1] aralifinda degerlere



sahip olan iiyelik dereceleriyle tantmlanir. Elemanlar, tam tiyelik (1) veya hig iiyelik (0)

degerine sahip olabilecegi gibi, ara degerlerde iiyelige de sahip olabilir.

Fuzzy uzaylariin 6zellikle yapay zeka, kontrol sistemleri, karar verme, veri ana-
lizi ve lojistik gibi birgok kullanim alanlari mevcuttur. Ornegin, 1987 tarihinde Hitachi
firmasi, Semdai metrosuna fuzzy mantik kavrami uygulamigtir. Bu calisma ile yiizde 10
enerji tasarrufu saglamistir ve trenin beklenen konumda durmasi 3 kat daha iyi hale ge-
tirilmigtir. 1988 yilinda Tokyo Borsasi’nda kara pazar olarak da anilan krizin sinyallerini
Yamaichi Securities tarafindan fuzzy mantik temelli akilli sistem, tam 18 giin 6nceden
haber vermistir. Olduk¢a basarili sonuclarin elde edildigi bu ¢alismalarin ardindan fuzzy
mantiga ilgi yogunlagsmistir. Biitiin bu gelismelerle birlikte 1989 yilinda aralarinda IBM,
Matsuhita, Toshiba, Omron, SGS, Thomson gibi firmalarin da bulundugu toplam 51 sir-
ket bir araya gelerek “Laboratory for Interchange Fuzzy Engineering” isimli laboratuari

kurmustur.

Sezgisel fuzzy uzaylari, sezgisel fuzzy kiime (IFS) teorisine dayanan ve fuzzy
mantigin bir geniglemesi olan matematiksel yapilar ve kavramlardir. Atanassov [2], [3]
tarafindan literatiire kazandirilan sezgisel fuzzy kiime teorisi, elemanlarin bir kiimede
tiyeligini, iiye olma derecesi ve iiye olmama derecesi olmak iizere iki ayr1 degerle ifade
eden bir genellestirilmis fuzzy kiime kuramidir. Sezgisel fuzzy uzaylarda, sezgisel fuzzy
kiimeler ve bu kiimeler iizerinde islem yapmak icin ¢esitli mantik operatorleri kullanilir.
Sezgisel fuzzy metrik uzay kavrami JH. Park [4] tarafindan ortaya atilmis ve bu uzay iize-
rinde birgok ¢alisma yapilmistir [5]. Ornek olarak sezgisel fuzzy metrik uzaylarda sabit
nokta teoremleri Cihangir Alaca [6], [7] tarafindan ¢alisilmistir. Matematikg¢iler tarafin-
dan fuzzy say1 kavrami [8] ve fuzzy kiime teorisi lizerine norm kavrami daha sonraki

yillarda eklenmistir [9].

Sezgisel fuzzy kiime teorisi, fuzzy mantigin ve klasik kesin mantigin sinirlamala-
rin1 gidermeyi hedefler ve gercek diinyadaki belirsiz ve muglak durumlarla karsilasildi-
ginda daha uygun ¢oziim sunar. Bu nedenle, sezgisel fuzzy mantiginin yapay zeka lizerine

uygulanma potansiyeli oldukca yiiksektir.

L— fuzzy kiime kavramui ilk olarak Goguen [10] tarafindan ortaya atilmis ve tiyelik

fonksiyonunun deger kiimesi, kismi sirali kiimelerin 6zel bir hali olan kafesler yardimiyla



olusturulmustur. Dolayisiyla, L— fuzzy mantig1, sezgisel fuzzy mantiginin da bir genel-
lemesi olarak kabul edilmektedir. Ardindan, L— fuzzy uzaylar iizerinde [11], [12], [13],
[14], [15], [16], [17] seklinde bir¢cok ¢alisma yapilmustir. Ornegin, Mursaleen’in [18] ta-
nimladigr A\— istatistiksel yakinsaklik kavrami, arsimedyan olmayan .’ — fuzzy normlu

uzaylarda, Eghbali ve Ganji [19] tarafindan ¢aligilmistir.

Klasik anlamda tanimlanan yakinsaklik kavraminin bir genellemesi olan istatistik-
sel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast [20] ve Steinhaus [21] tarafindan eszamanli olarak
calisilmig, ardindan Salat [22], Fridy [23] ve Connor [24] gibi matematikciler tarafindan
bu kavram gelistirilmigtir. Daha sonra literatiire, istatistiksel yakinsaklik ile ilgili bir¢cok

calisma eklenmistir [25], [26], [27], [28].

Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavram ilk olarak Fridy, John Albert ve Cihan
Orhan [29] tarafindan tanimlanmis ve bu kavram iizerinde bir¢ok calisma yapilmistir [30],

[31], [32], [33].

Ideal yakinsaklik kavramu ilk olarak Kostyrko, Pavel, Tibor Salat ve Wladyslaw
Wilczynski [34] tarafindan tanimlanmis ve bu calismanin devami niteliinde ideal limit
noktalari ile ilgili calisma [35] ayn1 bilim insanlar1 tarafindan ortaya atilmistir. Daha sonra,
Ekrem Savas [36], [37], [38] gibi caligmalar1 ile ideal yakinsaklik kavramini zenginlestir-
mis ve matematikgiler tarafindan ideal yakinsaklik kavramu ile ilgili [39], [40], [41] gibi
bircok calisma yapilmusgtir.

Bu tezin amaci, L— fuzzy normlu uzaylarda, istatistiksel yakinsaklik, lacunary

istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlarini literatiire kazandirmaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, bugiine kadar calisilmis, tezimize temel olusturan kavramlardan bah-

sedilecektir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

2.2. Fuzzy Normlu Uzaylar ve Genellestirmeleri

Bu alt boliimde ilk olarak, fuzzy kiime kavramu ile ilgili tanimlar verilerek, or-
neklerle aciklanacaktir. Sonrasinda, fuzzy norm kavrami verilecektir. Ardindan, sezgisel
fuzzy kiime teorisi ile ilgili temel tanimlamalar ile birlikte sezgisel fuzzy norm kavrami
tanitilacaktir. Son olarak da, L— fuzzy kiime teorisi ile ilgili agiklamalar yapilarak, L—

fuzzy normlu uzay ve ozelliklerinden bahsedilecektir.

2.2.1. Fuzzy Normlu Uzay
Tanimm 2.2.1. X bir evrensel kiime ve A C X olsun. Bir z elemaninin A kiimesine ait

olma durumunu belirleyen iiyelik fonksiyonu,
pua: X —{0,1}
seklinde tanimlanir. Burada iki durum s6z konusudur.
(i) z € Aise pa(x) =
(i) z ¢ Aise pa(x)

dir.

L,
0

Tamm 2.2.2. X bir evrensel kiime olmak iizere iiyelik fonksiyonu ps : X — [0, 1]
seklinde tanimlandiginda,
A={(z,pa) v e X}

kiimesine fuzzy kiime denir [1].

Klasik kiime ile fuzzy kiime arasindaki fark incelendiginde, klasik kiime teori-
sinde bir elemanin bir kiimeye ait olma durumu ya 0 ya da 1 ile agiklanirken, fuzzy kiime

teorisinde bu deger, [0, 1] arali§indaki bir say1ya karsilik gelir. Uyelik fonksiyonunun al-



dig1 bu deger 1’e yaklastikca, elemanin o kiimeye ait olma derecesi artarken, deger 0’a
yaklastikca, elemanin kiimeye ait olma derecesi azalir.

Ornek 2.2.3. Uyelik fonksiyonu,

1
HAa X = [07 1]7 MA(:E) =

14 22

seklinde tanimlandiginda,

Sekil 2.1. Sifir sayisina yakin reel sayilar

A = {Sifir sayisina yakin reel sayilar}

1
1422 !
kiimesi bir fuzzy kiimesidir. 0, 1 ve 2 elemanlarinin A kiimesine iiyelik dereceleri sira-

= {(2, palx)) : pa(z)

styla,
* 1a(0) =1,
® MA(I) = 05,
* 1ua(2) =02
dir.

Ornek 2.2.4. Uyelik fonksiyonu,

1

pp X = [0,1], pp() = 0120

seklinde tanimlandiginda,



-3 -2 -1 1 2 3

Sekil 2.2. Sifir sayisina ¢cok yakin reel sayilar

B = {Stfir sayisina ¢ok yakin reel sayilar}

1
={(z, pp(x)) : pp(z) = m}
kiimesi bir fuzzy kiimedir. Yukarida verilen ornekten farkli olarak burada, sifir sayisina
daha yakin olan sayilarin kiimesi olusturulmustur. Dikkat edilirse, 0, 1 ve 2 elemanlarin

B kiimesine iiyelik dereceleri sirasiyla,

* 1p(0) =1,

® MB(l) = 025,

e up(2) =0.04
dir.

Ornek 2.2.5. Uyelik fonksiyonu,
He - X = [07 1],Mc(I) = (1 + (:C o 1())2)71

seklinde tanimlandiginda,

Sekil 2.3. On sayisina yakin reel sayilar



C' = {On sayisina yakin reel sayilar}

= {(z, pc(2)) : po(z) = (1 + (z = 10)*)7'}
kiimesi bir fuzzy kiimedir. Burada, 7, 8,9, 10, 11, 12 ve 13 sayilarinin C kiimesine iiyelik

dereceleri sirasiyla,

dir. Bir bagka gosterimle,
C=01/74+02/8+05/9+1/10+0.5/11+0.2/12+0.1/13

seklindedir.

Tamim 2.2.6. Bir A fuzzy kiimesinin destegi,

supp(A) = { : pa(x) > 0}
seklinde tanimlanir [1].

Tamim 2.2.7. X evrensel kiime ve A fuzzy kiimesi olsun. Eger,

pa(z) =1
olacak sekilde en az bir x € X varsa, bu takdirde A fuzzy kiimesine normaldir denir [1].

Tamim 2.2.8. A bir fuzzy kiime olmak iizere v € [0, 1] igin,
Ao = {x: palz) = o}

kiimesine A’nin a— kesimi veya a— seviye kiimesi denir. Burada,
Ao ={z: paz) > o}

alinirsa bu takdirde, A, kiimesine A’nin giiclii «— kesimi denir. Ayrica,
Ay =A{x: pa(z) > 1}

seklinde ifade edilirse, A; kiimesine A nin ¢ekirdegi denir [1].



Eger a; > a» ise, bu takdirde A,, C A,, olur.
Tamim 2.2.9. A reel sayilar iizerinde bir fuzzy kiime, her z1, 25 € Aigin A € [0, 1] olmak

pa(Azy + (1= N)za) = min{pa(z1), pa(z2)}

esitsizligi varsa, A’ya fuzzy konveks kiime denir. Bir bagka deyisle, verilen bir fuzzy

kiimenin, tiim a— kesimleri konveks ise verilen fuzzy kiimeye, konveks fuzzy kiime denir
[1].
Ornek 2.2.10. Asagidaki sekilde verilen fuzzy kiime, konveks fuzzy kiimedir.

A

L1 : Lo >

Ciinkii, grafikten de goriildiigii tizere,

,LLA(t) > min{ﬂ;&(ajl)v MA<'T2))}

esitsizligi mevcuttur.

Ornek 2.2.11. Asagidaki sekilde verilen fuzzy kiime, konveks olmayan fuzzy kiimedir.

Ciinkii,

pa(t) = minfpa(a:), pa(rz))}
esitsizligi, grafikten de goriildiigii iizere saglanmaz.

Tamm 2.2.12. A ve B iki fuzzy kiimesi olmak iizere, her x € X icin

pa(z) = pp(z)
ise, bu takdirde A ve B fuzzy kiimelerine denktir denir [1].

Tamm 2.2.13. Kardinalite kavrami skalar, relatif ve fuzzy kardinalite olmak iizere li¢

baglikta verilir.



pra(y)

fra(z2)

pa(t)

T : o

»

t=A-x1+ (1 =X x5

1. A fuzzy kiime olmak iizere, her z € X i¢gin

[Al= Y @)

reX

olarak tanimlanan kardinaliteye skalar kardinalite denir.
2. A fuzzy kiime olmak iizere,
| A
| All= =~
| X |
seklinde tanimli kardinaliteye relatif kardinalite denir.

3. A bir fuzzy kiime ve v € [0, 1] olmak iizere,

| Alp={(l Aa |, )}

ile tanimlanan kardinaliteye fuzzy kardinalite denir [1].

Simdi, fuzzy kiimeler icin altkiime, kesisim, birlesim ve tiimleyen kavramlarinin
tanimlarini verelim. Bunun i¢in, F'(X)’i, X evrensel kiimesi iizerinde tiim fuzzy kiimele-
rinin kolleksiyonu olarak alalim.

Tamm 2.2.14. A, B € F(X) olsun. Eger her z € X ig¢in,

pa(r) < pp(z)
oluyorsa A, B nin altkiimesidir denir ve A < B ile gosterilir. Bos fuzzy kiime ve evrensel
fuzzy kiime her x € X igin sirasiyla f(z) = 0 ve X (z) = 1 dir [1].
Tamm 2.2.15. A, B € F(X) olsun. Her z € X i¢in, A ve B kiimelerinin kesigimi C'

olmak iizere,

po(r) = min{pia(z), pp(e)}



ile tamimlanir ve C' = A A B ile gosterilir [1].
Tamim 2.2.16. A, B € F(X) olsun. Her z € X i¢in, A ve B kiimelerinin birlesimi C

olmak iizere,

pe(x) = maks{pa(x), pp(x)}
ile tamimlanir ve C' = A V B ile gosterilir [1].

Tamim 2.2.17. A € F(X) olsun. Her 2 € X i¢in A nin tiimleyeni B olmak iizere,

pp(@) =1— pa(r)
ile tanimlanir ve B = A ile gosterilir [1].

Ornek 2.2.18. Uyelik fonksiyonu,

pa(z): X —[0,1],

0, 40 < x < 50

2=50 50 < x < 60

MA(x) == 70—z 60 << 70
0, 70 < 2 < 100

seklinde verilen fuzzy kiimenin
* Cekirdegi, (A); = {60},
* 5 seviye kiimesi, (4)1 = [55, 65],
* a— seviye kiimesi, (A), = [50 + 10a, 70 — 10,0 < o < 1 ve
* Destegi, suppA = (50, 70)
bulunur.

Ornek 2.2.19. A ve B fuzzy kiimeleri,

1, 40 < 2 <50
pa(r) =1 -2 50 <2 <60
0, 60 < 2 < 100
0, 40 < 2 <50
250 50 < 2 < 60
) = 10 =% =
() - 280 60 <3< 70
0, 70 < 2 < 100

seklinde verildiginde, bu kiimelerin birlesimi, kesigsimi ve A nin tiimleyeni sirasiyla,
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1, 40 <z <50
1—220 50 <z <55
prave(z) = { 522, 55 <2 <60 ,
1-280 60 <z<70
0, 70 <z <100
(0, 40 <z < 50
z—50
z %0 50 <z < 55
) = 10 =+ = ’
paane (@) 1 — 230 55 < o < 60
L0, 60 < z < 100

0, 40 <z <50
pa(z) = ¢ £2%, 50 <z <60
1, 60<a<100

elde edilir.

Simdi fuzzy sayilar ile ilgili tanimlar1 verelim.

Tamim 2.2.20. « : R™ — [0, 1] fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin.

1. wnormaldir.
2. w fuzzy konvekstir.
3. w uistten yar stireklidir.

4. [u]p = {x € R™: u(x) > 0} kiimesinin kapanig1 kompakttir.

Bu takdirde, u fonksiyonuna bir fuzzy say1 denir [8].

Tanim 2.2.21. R" iizerindeki fuzzy sayilarin kiimesi £ ile gosterilir ve fuzzy say1 uzayi

olarak adlandirilir. Bir u € E™ fuzzy sayisinin a-seviye kiimesi [u],, ile gosterilir ve
{reR":u(z) >a} , (0<a<l),

e :{ GeR u@ >0} , (a=0).

biciminde tanimlanir [8].

[u],, kiimesi R™ in bos olmayan kompakt konveks bir alt kiimesidir.

Herhangi bir » € R" sayisi,



seklinde taniml1 bir 7 fuzzy sayis1 gibi diisiiniiliir.
Tanim 2.2.22. Fuzzy sayilarinin iizerindeki toplama ve skaler carpma islemleri u, v € E™

ve k € R olmak lizere
utv=w <= heracl0,1]igin [w], = [u]ls+ [V]a
ve
her v € [0,1] igin  [ku]o = k[u],

ile tamimlanir [8].

Teorem 2.2.23. Fuzzy sayilar asagidaki cebirsel 6zelliklere sahiptir.

(i) Toplama islemine gére birim eleman 0 dir.
(ii) Toplama islemine gore her u # 7, r € R™ fuzzy sayilarinin ters elemant yoktur.

(i) a,b € Rve u € E" olsun. Eger a,b > 0 veya a, b < ( ise 0 zaman
(a+b)u = au+bu

esitligi gecerlidir [8]. Herhangi bir a, b € R icin bu esitlik gecerli olmayabilir.

(iv) Herhangi bira € R ve u,v € E™ i¢in
a(u+v) = au+ av

esitligi gegerlidir.
(v) Herhangibira,b € Rveu € E™ i¢in
a(bu) = (ab)u
esitligi gecerlidir.
Tamim 2.2.24. * : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] fonksiyonu [0, 1] kiimesi iizerinde bir ikili isem

olsun ve asagidaki sartlart saglasin.

p—

. * islemi degigmelidir.

2. * iglemi birlesmelidir.

3. x iglemi siireklidir.

4. Hera € [0,1] igin a % 1 = a dr.

5. a,b,c,d €[0,1]icina < c¢ve b < doldugunda a x b < ¢ x d dir.
Bu takdirde, * islemine siirekli £— norm adi verilir [4].

Ornek 2.2.25. Asagida verilen T}, T ve T} fonksiyonlari, t— norma ait bilinen 6rnekler-

dir [12].
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1. Ti(x,y) = min{z, y},

2. Ty(z,y) = xy,

3. Ts(z,y) = maks{x +y — 1,0}

Tamim 2.2.26. V bir reel vektor uzayi, p, V' x R iizerinde bir fuzzy kiime olmak iizere
her x,y € V ve t,s € R icin agagidaki sartlar saglansin.

(a) Pozitif olmayan her ¢ reel sayisi i¢in p(z,t) = 0,

(b) Hert € R* i¢in pu(z, t) = 1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x = 6,

(c) Hert € RT ve ¢ # 0 igin pu(cx, t) = p (:c, ﬁ),

(d) plz+y,t+s) > min{u(z,t), uy,s)},

(e) limy oo pu(x,t) = 1 ve limy_yo pu(z,t) =0,

Bu takdirde, (V, ) ikilisine fuzzy normlu uzay denir [9].
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2.2.2. Sezgisel Fuzzy Normlu Uzay

Tanim 2.2.27. X bostan farkli bir kiime olmak iizere,
pa,va: X —[0,1]
veherz € X i¢cin 0 < pg 4+ v4 < 1 sartini saglayan,
A={(x,pa,va) v € X}

kiimesi sezgisel fuzzy kiimesidir. Her x € X i¢in p4 ve vy sirastyla x elemaninin A

kiimesine ait olma derecesi ve ait olmama derecesini ifade eder [2].

Bir fuzzy kiimede herhangi bir x elemaninin A kiimesine ait olma derecesi i
ise ait olmama derecesi 1 — p4 seklinde ifade edildiginden, elemanin kiimeye ait olma
derecesi ile ait olmama derecesi toplami her zaman 1’1 vermelidir. Ancak, sezgisel fuzzy
kiimede, bir x elemaninin A kiimesine ait olma derecesi ile ait olmama derecesi toplami
1 den kiiciik olabilir. Bu durum ise hassasiyetin artmasi anlamina gelmektedir.

Tamim 2.2.28. A bir sezgisel fuzzy kiime ve x € X olsun. Bu durumda,
Ta=1—ja—vy
olacak sekilde,
wa: X —[0,1]

fonksiyonuna hassasiyet derecesi ad1 verilir [2].
Tanim 2.2.29. A ve B birer sezgisel fuzzy kiime olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler
vardir [2].

* ACB <= Her z€ X icin puy < up ve vy > vp.

e A=B <= ACBveBCA.

* AN B = {(z,min(ua, up), maks(va,vg)) : x € X}.

* AU B = {(z,maks(ua, pp), min(va,vg)) : v € X}.

o A°={(z,va,pa) :x € X}.

e A® B={(v,pa+ ptp — pta-pup,va.ve) :x € X}.

* A® B=A{(z,pua-up,va+vg —vavg):x € X}
Onerme 2.2.30. A, B ve C birer sezgisel fuzzy kiime olmak iizere,

e ANB=BNA
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s AUB=BUA
s A®B=BaoA
c AR B=B®A
seklinde degisme 6zelligini,
s AN(BNC)=(AnB)NnC
« AU(BUC)=(AuB)UC

seklinde birlesme 6zelligini,

« AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
s AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)
s AN(BaC)=(ANB)®(ANC)
s AUB®C)=(AUB)® (AUC)

seklinde dagilma 6zelligini,

s ANA=A
s AUA=A
seklinde tek kuvvet 6zelligini ve
s (A°NBY)=AUB
s (A°®B)=A®B
seklinde tiimleyene ait ozellikleri saglar [5].
Tamm 2.2.31. A : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] fonksiyonu [0, 1] kiimesi tizerinde bir ikili isem
olsun ve asagidaki sartlart saglasin.
1. A islemi degismelidir.
2. A islemi birlesmelidir.
3. A islemi siireklidir.
4. Her a € [0,1] igin aAO = a dir.
5. a,b,c,d € [0,1] i¢in a < ¢ ve b < d oldugunda a/A\b < cAd dir.

Bu takdirde, A iglemine siirekli £— conorm adi verilir [4].

Siirekli t— norm ile t— conorm kavramini kullanarak Saadati ve Park [5] asagidaki

gibi sezgisel fuzzy normlu uzay kavramini tanimlamiglardir.
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Tamim 2.2.32. V' bir reel vektor uzayi, p, v, V x R lizerinde birer fuzzy kiime olmak

tizere her z,y € V ve t, s € R i¢in asagidaki sartlar saglansin.

(a) Pozitif olmayan her ¢ reel sayisi i¢in p(z,t) = 0,

(b) Hert € R* i¢in pu(z, t) = 1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x = 6,
(c) Hert € RT ve ¢ # 0 igin pu(cx, t) = p (:c, ﬁ),

(d) p(x+y,t+s) > min{p(z,t), u(y, s)},

(e) limy oo pu(x,t) = 1 ve limy_yo pu(z,t) =0,

(f) Pozitif olmayan her ¢ reel say1si igin v(x,t) = 1,

(2) Hert € R* i¢in v(x,t) = 1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x = 6,
(h) Hert € Rt ve ¢ # 0 igin v(cx, t) = v (x, ﬁ),

(1) max{v(x,t),v(y,s)} > v(z+y,t+s),

() limyo v(z,t) = 0 ve limy_,ov(x,t) = 1.

Bu takdirde, (V, u,v) igliisine /F'— normlu uzay ve (u,v) ikilisine de V' iizerinde
I F—norm adi verilir. Agiktir ki her z € V igin p(z, -) ve v(x, -) fonksiyonlari, R iizerinde
sirastyla azalmayan ve artmayan fonksiyonlardir.

Ornek 2.2.33. (V|| - ||) normlu uzay ve pg, 1o, V x R iizerinde sirasiyla agagidaki gibi
tanimlanan birer fuzzy kiime olsun.

@ {Q t <0, @9 {L t <0,
HolZ, 1) = ¢ \r,t) = Izl
o >0 oy >0

Bu takdirde, (1, 1), V tizerinde bir / F'—normdur.

Tanmim 2.2.34. Here € (0,1),¢ > 0 ve n > ny i¢in,
(e, —a,t) >1—¢ ve v(z,—uz,t)<e

olacak sekilde bir ny € N dogal sayis1 bulunabiliyorsa, bu takdirde (V, y, v) I F—normlu
uzayinda (z,,) dizisi x € V noktasina yakinsaktir denir ve x,, — z ile gosterilir [5].

Tanmim 2.2.35. Here € (0,1),¢ > 0 ve k,n > ng igin,
ey —xp,t) >1—¢ ve v(z, —xgt) <e

olacak sekilde bir ny € N dogal sayis1 bulunabiliyorsa, bu takdirde (V, y, v) I F—normlu

uzayinda (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir [5].
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2.2.3. £ — Fuzzy Normlu Uzay

Tamim 2.2.36. . = (L, <) bir tam kafes ve X kiimesi evrensel kiime olsun. Bu takdirde,
A: X =L

fonksiyonu X {iizerinde bir L— fuzzy kiime veya kisaca L— kiime olarak adlandirilir. X

lizerindeki tiim L— kiimelerin ailesi L ile gosterilecektir.

Her z € X i¢in X evrensel kiimesi iizerindeki iki L— fuzzy kiimesinin kesisim ve
birlesimi,
(AN B)(x) = A(z) A B(x)
ve
(AU B)(x) = A(z) V B(x)
seklinde ifade edilir. Benzer sekilde L— fuzzy kiimelerinin {A; : ¢ € I} kiime ailesinin

kesisim ve birlesimleri sirasiyla,

(N4) @) = A i)

(U&y@zv&@)

ile gosterilir [10].

L tam kafesinin en biiylik ve en kii¢iik elemani sirasiyla 17, ve 0y, ile gosterilecek-
tir. Ayrica (L, <) kafesi iizerindeki =, < ve > sembolleri agikar anlamda kullanilacaktir.
Tamim 2.2.37. Her z,y, z,t € Li¢in £ = (L, <) tam kafesi iizerindeki 7 : L x L. — L

fonksiyonu asagidaki sartlar saglasin.

(z,9) = T (y,z)

T(T (2,y),2) = T (2, T (y, 2))

T (v, 1) =T (1p,x) ==
r=yvez Xtise I (z,2) 2 T (y,t).

f—

. T

2
3
4

Bu takdirde, .7 : L x L — L fonksiyonuna iiggensel norm veya kisaca t— norm denir

[12].
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Tamim 2.2.38. L iizerindeki sira topolojisine gore her (z,,) ve (y,) dizisi i¢in (z,) —
x € Lve(y,) — y € Loldugunda I (z,,,y,) — 7 (z,y) saglaniyorsa, bu takdirde
< = (L, <) tam kafesi iizerindeki .7 ticgensel norma siireklidir denir [12].
Tamm 2.2.39. .4 : L — L fonksiyonu, ¥ = (L, <) iizerinde agagidaki sartlari saglasin.
1. Ny) A (0g) =1p,
2. No) A (1) =0y,
3. N3)Herz,y € Licinz < yise N (y) = A ().
Bu takdirde, .4 : L. — L doniisiimiine negator, ayrica,
4. Ny)Herz € Ligin A (A (2)) =z
ise ./ ye involutif negator denir [12].
Uyari 2.2.40. Genel olarak, siirekli £— norm olarak .7 ve negator olarak .#” alindiginda,

verilen her e € L — {0, 1.} i¢in,
T(N (1), N (1)) = A (¢)

olacak sekilde bir r € L — {0p,1,} varligi miimkiin olmayabilir. Verilen esitsizligin
saglanmasi icin gereken durumlarin neler oldugu ile ilgili ¢calisma [14]’de mevcuttur. Bu

tezde, siirekli t— norm olarak .7 ve negator olarak .#" alindiginda, verilen her ¢ € L —
{0, 11} igin,
TN (r), N (r)) =2 N (e)

birr € L — {0z, 1} nin varlig1 kabul edilecektir.

([0,1], <) kafesi tizerinde, A;(x) = 1 — z seklinde tamimlt .45 : [0, 1] — [0, 1]
fonksiyonu, klasik fuzzy kiime teorisinde kullanilan involutif negatora bir 6rnek tegkil
eder. Benzer sekilde, ([0, 1]?, <) kafesi iizerinde her (p;, ;) € [0,1]%, 7 = 1,2 i¢in

(p1,11) 2 (po,12) = w1 <pe ve v > 1

siralamasiyla 41 : [0, 1]* — [0, 1]? fonksiyonu

M, v) = (v, 1)
seklinde tanimlandiginda, sezgisel fuzzy kiime teorisinde kullanilan involutif negator olur.
Tamm 2.2.41. V bir vektor uzayi, £ = (L, =) bir tam kafes, .7 bir siirekli tiggensel
norm ve p, V' x (0,00) iizerinde asagida verilen sartlar1 saglayan bir L— fuzzy kiime

olsun.
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(a) Herz € V.t > 0 i¢in p(z,t) > Of.

(b) Hert > 0i¢in p(z,t) = 1, ancak ve ancak x = 6.

(c) Herxz € V,t > 0and @ € R — {0} i¢in p(ax,t) = p(z, IUt\)

(d) Herz,y € Vand t,s > 0igin T (p(x,t), p(y,s)) = p(x +y,t+ s).
(e) Herxz € V — {6} i¢in limy_, oo p(,t) = 11, ve limy_, p(x,t) = 0.
(f) f(t) = p(z,t) ile tanimlanan f, : (0, 00) — L fonksiyonu siireklidir.

Bu takdirde, (V, p, 7) ticliisiine .2 — fuzzy normlu uzay veya kisaca .2 — normlu uzay
denir [12].
Tamim 2.2.42. Here € L — {0} ve t > 0 i¢in n > ny oldugunda

p(x, —x,t) = AN (€)

kalacak sekilde bir ny € N elemani bulunabiliyorsa, bu takdirde (V, p, 7)), £ — fuzzy
normlu uzayindaki (x,,) dizisine x noktasina yakinsaktir denir [12].

Tamim 2.2.43. Here € L — {0} ve t > 0i¢in m,n > ng oldugunda
(T — Ty, t) = AN (€)

kalacak sekilde bir ny € N elemani bulunabiliyorsa, bu takdirde (V, p, ), £ — fuzzy
normlu uzayindaki (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir [12].

Tamm 2.2.44. (V. p, 7), £ — fuzzy normlu uzay ve (z,) bu uzayda herhangi bir dizi
olsun. Eger, r € L — {0, 1.}, t > 0 ve her k € N i¢in

plag,t) = A (r)

saglaniyorsa, bu takdirde (x,,) dizisine sinirli dizi denir [12].
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2.3. Yakinsaklik Cesitleri

Bu alt boliimde yogunluk fonksiyonundan bahsedilecek ve ardindan istatistiksel
yakinsaklik kavrami verilecektir. Daha sonra, #— yogunluk fonksiyonu yardimiyla lacu-
nary istatistiksel yakinsaklik kavrami ve sonrasinda ideal yakinsaklik kavrami hatirlana-

caktir.

2.3.1. Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavramindan bahsetmek icin ilk olarak yogunluk kavra-
mina deginmek gerekir. Yogunluk kavrami oldukc¢a genis bir kavram olup asimptotik yo-
gunluk, dogal yogunluk, diizgiin yogunluk, rasyonel ve reel sayilarin yogunlugu v.b. gibi

birbirinden farkl bircok sekilde tanimlanmustir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami1 matematigin cesitli dallarina bircok matematikgi
tarafindan uygulanmis ve uygulanmaya devam edilmektedir.
Tamim 2.3.1. Bir A kiimesindeki n e esit veya daha kiiciik pozitif tam sayilarin sayisini

A(n) ile gosterelim. Bu takdirde A kiimesinin dogal yogunlugu

olarak tanimlanir ve dogal yogunluk 6(A) ile gosterilir [27].

Ornek 2.3.2. A = {1,2,3,...} = Nise bu takdirde 6(A) = 1'dir.

Ornek 2.3.3. A = {2,4,6,...} olsun. 27 dizisi,
0112233

Uy T
seklinde ve

J(A) = lim le

n—oo n 2
dir.
Ornek 2.34. A ={1,4,9,....n2 .. }ise
A
d(A) = tim A <y Y2

n—oo N n—oo M

oldugundan 6(A) = 0 dur.
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Istatistiksel yakinsaklik kavramini vermeden &nce adi yakinsak dizilerin tanimin-
dan bahsedip istatistiksel yakinsaklik kavraminin neden ortaya atildigindan bahsetmek
gerekir. Klasik yakinsaklikta bir = reel say1 dizisi bir ¢ noktasina yakinsak ise, bu tak-
dirde ¢ in herbir € komgulugu diginda dizinin ancak sonlu sayida elemani kalabilir. Simdi
kabul edelim ki, ¢ noktasinin herbir ¢ komgulugu disinda dizinin sonlu sayida degil, son-
suz sayida elemani kalsin. Aciktir ki komsulugun diginda kalan elemanlarin sayisi dizinin
tiim terimlerine kiyasla say1 bakimindan oldukg¢a azdir. Bir bagka deyisle, dizinin “hemen
hemen” biitiin terimleri ¢ in £ komsulugu icerisindedir. Bu durumda x dizisinin ¢ nok-
tasina “hemen hemen” yakinsak oldugu sdylenebilir. Burada ¢ noktasinin £ komsulugu
disinda kalan elemanlarin sayisinin az olmasi, boyle elemanlarin dogal yogunlugunun si-
fir olmast ile ifade edilir. Iste istatistiksel yakinsaklik kavrami bu fikri matematiksel olarak
kesin ifade eden kavramdir. Simdi bu kavrami verelim.

Tanim 2.3.5. Her € > 0 i¢in,
SH{k: |z, —4 >¢€})=0
yani,
lim l|{k5§n: |z, — € > €} =0
n—oo n
ise x dizisi ¢ ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — lim x = £ ile gosterilir [20].
Ornek 2.3.6. = = (z;,) dizisi,

k, k=n%*necN
T =
0, k#n?

seklinde tanimlansin. % den kiiciik olacak sekilde herhangi bir € > 0 i¢in
K=A{k:|z.—0| >} ={1,4,9,16,...}

alinir. Burada K kiimesinin yogunlugu §(K) = 0 dir. Dolayisiyla x dizisi £ = 0 noktasina
istatistiksel yakinsaktir, yani st —lim x = 0 dir. Ayrica dikkat edilirse dizinin € komsulugu
disinda kalan elemanlar1 sonsuz sayida oldugundan yakinsak degildir. Yani, istatistiksel
yakinsak her dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Ancak, sonlu sayida elemanin dogal
yogunlugu sifir olacagindan yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 2.3.7. Her ¢ > 0 i¢in,

1
lim —{k <n:|z,—an| >} =0

n—oo M
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olacak sekilde en az bir N = N(e) sayis1 varsa x = (xy) dizisi bir istatistiksel Cauchy

dizisidir denir. Bu ifade, her ¢ > 0 ve hemen hemen her £ igin,
|z —xn| < e

olacak sekilde bir N = N () sayist vardir seklinde de ifade edilebilir [23].

Klasik yakinsaklik kavraminda her Cauchy dizisi yakinsak olmak zorunda degil-
dir. Ancak istatistiksel yakinsakliga gecildiginde, istatistiksel yakinsak olmak ile istatis-
tiksel Cauchy olmak kavramlar1 birbirine denktir.

Tamim 2.3.8. = = (x,,) reel say1 dizisi i¢in,
d({neN:|z,| >A}) =0

olacak sekilde en az bir sonlu A > 0 reel say1si varsa z = (x,,) dizisi istatistiksel sinirlidir

denir [28].
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2.3.2. Lacunary Istatistiksel Yakinsakhik

Bu boliimde lacunary dizisinin tanimi yardimiyla, lacunary istatistiksel yakinsak-
lik ve lacunary istatistiksel Cauchy dizi tanimlar1 hatirlanacaktir [29], [33].
Tanim 2.3.9. r — oo ve ky = 0 iken h, = k, — k,_; — oo olacak sekilde artan tam say1

dizisi olan ¢ = {k, } dizisine bir lacunary dizi denir.

Burada, ¢, = k1, I, = (k,—_1, k] ve ¢ = % olarak alinacaktir.

Tamm 2.3.10. K C N dogal sayilarin herhangi bir alt kiimesi olmak iizere,

1
do(K) = lim —|{k el : ke K}

r—oo h,
sayisina K kiimesinin 6 yogunlugu denir ve dy( K) ile gosterilir.

Tamim 2.3.11. 6 bir lacunary dizisi ve I,, = (k,_1, k,.] olmak iizere her £ > 0 i¢in,

1
lim —{kel |y — L >} |=0
r—00

r

oluyorsa, bu takdirde © = (z}) dizisi ¢ sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir veya
x = (zy) dizisi ¢ sayisina Sy yakinsaktir denir ve bu durum Sy — limy_,, 7, = ¢ veya

xp — £(Sy) ile gosterilir. Bir bagka deyisle,
K(e)={keN:|z— (] > ¢}

kiimesinin # yogunlugu sifirdir.

Tamim 2.3.12. ¢ = {k,} bir lacunary dizisi ve her r i¢in £'(r) € I, olsun. Eger her ¢ > 0

icin
o1
lim —{k € |y —ape) [> €} [=0
r—00 hr
olacak sekilde {xk,(r)} dizisi igin lim, 2,y = L ise bu takdirde x dizisine lacunary

istatistiksel Cauchy dizisi denir.

23



2.3.3. Ideal Yakinsaklik

Tamim 2.3.13. X bostan farkli bir kiime, [ ailesi X in alt kiime ailesi ve P(X), X in
kuvvet kiimesi olsun. Eger,

(@) D el,
(b) A,B € I oldugunda AU B € I,

(c) HerAelve BC Aicin B € I,

sartlar1 saglaniyorsa, bu takdirde I ailesine ideal denir. Eger I # () ve X ¢ [ ise I ya
asikar olmayan ideal denir [34].

Tamm 2.3.14. X bostan farkli bir kiime ve F' C P(X) bos olmayan bir kiime ailesi
olsun. Eger,

(@ 0¢1,
(b) A, B € Foldugunda ANB € F,

(c) HerAe Fve AC Bigin B € F,

sartlar1 saglaniyorsa, bu takdirde F’ ailesine X {izerinde bir filtre denir [34].

Tanmim 2.3.15. Asikar olmayan [ ideali her tek nokta kiimesini ihtiva ediyorsa, yani her

x € X igin {z} € I oluyorsa, bu takdirde / idealine admisible ideal denir.

I C P(X) agikar olmayan ideal olsun. Bu takdirde,
FI)={MCcX:M=X\AAecl}

kiimesine X iizerinde bir filtredir ve buna [ ile iligkili olan filtre denir [34].

Tamm 2.3.16. I C 2", N de asikar olmayan ideal olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in
{keN:|zg, -l >} el

saglaniyorsa, bu takdirde = = (xy) dizisi ¢ sayisina ideal yakinsaktir denir ve / —limz = ¢

ile gosterilir [34].
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3. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
Bu boliimde tezin orjinal sonuclari verilecektir.

3.1. .Z— Fuzzy Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmm 3.1.1. (V, p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger here € L — {0.} ve t > 0
icin

0({k € N:plag — €,1) 3 A (€)}) =0
ise, bu takdirde © = (z,,) dizisi £ € V sayisina istatistiksel olarak yakinsaktir denir ve
sty — limz =/ ile gosterilir.
Lemma 3.1.2. (V,p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Here € L — {0} ve t > 0 i¢in

asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) sty —limx, = /.

(b) 0({n € N: p(zn = £,1) ¥ A (€)})
© o({n e N: p(z, — £,1) = A (€)})
(d) st —limp(z, — (,t) = 1;.

0.
1.

Ispat: (a), (b) ve (c) ifadelerinin denklikleri tanimdan asikar oldugundan, (a) ve (d)

ifadelerinin denkligini gosterelim.

(a) <= (d): sty —limx,, = ( ifadesi tanim geregi, herc € L — {0} vet > 0

icin,

d({neN:p(x, —0,t)# AN()})=0
esitligi saglanir. Diger taraftan, sira topolojisine gore . = (L, <) kafesi iizerinde, 1, € L
nin a¢ik komguluklarinin bir yerel bazi, herhangi a € L — {1} icin,

(a,1)={xeL:a<zx <1}

dir. Boylece, st — lim p(x,, — ¢,t) = 1, olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, herhangi
a€ L —{1.}igin

o({n € N: plzn —£,1) & (a,1.]}) = 0
veya denk olarak

d{neN:p(z,—L,t) #a})=0
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olmasidir. Burada, herhangi ¢ € L — {0.} i¢in a = A(¢) seklinde a € L — {1.}
secimini yapabilecegimizden ve tersine herhangi a € L — {1, } i¢in ¢ = .4 (a) seklinde
e € L —{0.} secimi yapilabileceginden, her ¢ € L — {0} i¢in

o({n € N:p(x, — £,t) # A ()}) =0
ifadesi ile hera € L — {1} i¢in

{neN:p(z, —L{,t) #a})=0
ifadesi birbirine denktir. Yani, a = A4 (4 (a)) = A4 (¢) olup, bu (a) ile (d) nin denk
oldugunu gosterir. |
Teorem 3.1.3. (V, p, .7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger lim x = / ise, bu takdirde
sty — limx = /¢ dir.
Ispat: limz = ¢ olsun. Bu takdirde .Z— fuzzy normlu uzaydaki yakinsaklik tanimi
geregi, here € L — {0, } ve t > 0 igin bir ny sayis1 vardir 6yle ki n > nq igin
plx, —0,t) = AN (e)
dir. Boylece dizinin sadece sonlu adetteki terimi
{n € N:p(x, —l,t) + N(e)}

kiimesinde bulunur. Dogal sayilarin her sonlu alt kiimesinin yogunlugu sifir olacagindan,

MH{neN:p(x, —Llt)# N()} =0

bulunur. Yani st ¢ — limz = ¢ dir. H

Asagidaki ornekte goriilecegi tizere bu teoremin tersi dogru degildir.
Ornek 3.1.4. V = R?ve £ = (Z(R"), C) olsun.
p:R*x (0,00) = Z2(R")

olmak lizere

p((a,b),t) ={r e R :max{|ra|,| rb|} <t}
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde, (R?, Z(R"),v), £~ fuzzy normlu uzaydir.
Burada, z;, = (sgn(ksink + k — 1), sgn(kcosk + k — 1)) dizisini g6z 6niine alirsak
sty —limx = (1,1) € R? olmasina ragmen, bu bir konjektiir olmakla birlikte yakinsak

olmasi beklenmez.
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Teorem 3.1.5. (V, p, .7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger, x = (z,,) dizisi istatistik-
sel yakinsak ise, bu takdirde st o — limiti tektir.
Ispat: Kabul edelim ki st — lim = = ¢4 ve sty —lim 2 = {5 olsun. Bu takdirde, verilen
e€ L —{0.} vet > 0igin,
T(AN(r), N (1)) = N (e)

olacak sekilde bir r € L — {0} say1s1 secebiliriz. ¢ > 0 i¢in

Ky ={n eN:p(z, = l1,1)) ¥ A (r)}
ve

Ky ={n e N:p(z, — l2,1)) # A (r)}

kiimelerini tanimlayalim. K (e,t) = K;(e,t) U K» (e, t) oldugundan,
t t
p(ly — U, t) = T (p(x, — b, 5),p(xn — Lo, 5)) - T (AN (r), N (r)) = N (e)

olur. Yani, ¢; = ¢, dir. [

Herz € V vet € (0, 00) i¢in .£— fuzzy normlu uzay tanimi geregi p(z,t) > 0y,
dir. Ayrica limy_,« p(x,t) = 0 olur. Ozel olarak a,, = p(x, ) seklinde tanimlanirsa L
tizerinde her n tam sayis1 i¢in (a,) — 0y olmasina ragmen a, # 0 dir. (b,) dizisini

b, := A (ay) olarak tanimlayalim. Bu takdirde her n i¢in b,, # 1, bulunur. Buradan,
an = N (N (an)) = AN (bp) = A (1) =0y,

elde edilir ki bu, a,, # 0, olmasi ile celisir. .4 (.4 (x)) = x ile azalan, birebir ve orten
olmasindan involiitif negator .#” sira siirekli fonksiyondur. Boylece (b,) — 4" (01) = 1.,

bulunur.

(an) — 0p dir. ¢ € L — {0} olmak iizere O, nin her agik komsulugu A. = {z €
L :x < ¢} igin, ng = ng(c) € N vardir 8yle ki her n > ny igin a,, € A, dir. Eger, i; = 1,
ia = no(ar) + 1 = nola;,) + 1, i3 = no(a;,) + 1 ve ix41 = noa;,) + 1 denirse, genel

olarak azalan bir (a,,) alt dizisi elde edilir.

Yukaridaki tartismada kisaca anlatilmak istenen verilen herhangi bir . — fuzzy
normlu uzay i¢in L — {0} de her zaman bir (a,,) dizisi bulabiliriz 6yle ki (a,,) — 0, ve
buradan da .4 (a,) — 1j, dir. Ozel olarak, L — {0;} de .4 (¢,,) — 1, olacak sekilde,

artan bir (g,,) dizisi her zaman bulunabilir.
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Teorem 3.1.6. (V,p,.7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Bu takdirde, sty — limz = ¢
olmast i¢in gerek ve yeter sart § (/) = 1 olacak sekilde dogal sayilarin bir K alt kiimesi
ve k,, € K i¢in lim,,_,, xy,, = ¢ dir ve her m € Nigin k,,, < k1 dir.

Ispat: Kabul edelim ki sty — limz = £ olsun. .4 (e,) — 1 in L olacak sekilde (s,,)

dizisi, L — {0} de azalan bir dizi olsun. Bu durumda herhangi ¢ > 0 ve i € N igin,
K(i+1) C K(i)
olur. sty — lim x = ¢ oldugundan
(K(i))=1,(i e Nvet > 0)

bulunur. Simdi, p;, K (1) de keyfi bir sabit olsun. Bu durumda her n > p, i¢in,
1

%|{k <0 plae— ) = N ()] >

olacak sekilde bir ps € K(2), (p2 > p1) vardir. Ayrica, her n > ps i¢in,
1 2
k< ncplo, =1t = A (e} > 5

olacak sekilde bir p3 € K (3), (p3 > pe) vardir. Bu gekilde devam edilirse, p; € K (i) ve
hern > p; (i € N):
1—1

1

%|{k <n:plon—11) = N(e)}] >

icin (p;);en dogal sayilarin bir artan dizisi elde edilir. Yani, artan indeks dizisini,
Ki={k<n:l<k<phu||Jlhe KG):p<h<pi}]
ieN
seklinde olugturalim. Burada §(K) = 1 dir. Simdi ¢; < ¢ olacak sekilde, 7 pozitif tam
sayist se¢imi ile € > Oy, olsun. (¢;) — 0, oldugundan bu sekilde bir ¢ sayist her zaman
mevcuttur. Kabul edelim ki £ > p; ve £ € K olsun. Bu takdirde, K nin tanim geregi
Pa < k < pai1 ve k € K(i) olacak sekilde a > ¢ sayisi vardir. Boylece, her € = 0y,
k > p; ve k € K icin,
plzg —1t) = N (i) = AN (¢)

bulunur. Yani,

L — lim xy, =/

meK

dir.

Yeter sart olarak, 0(K) = 1 ve & — lin}( xr,, = { olacak sekilde dogal sayilarin
me

bir artan indeks dizisini K = (k,,)men alalim. Boylece, her ¢ = 0, igin bir ng sayisi
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vardir dyle ki herhangi k& > ny igin p(zy, — ¢,t) = A () saglanir. Eger,
M) :={k <n:plxp —L,t) # N ()}
tanimlarsak,
M(e) CN— (K —{kp :m <ng})

olacak sekilde ny € N vardir. 6(K) = 1 oldugundan §(N — (K — {k,, : m < ng})) =0
elde edilir ki bu 6(M (¢)) = 0 demektir. Bir bagka deyisle, sty — limz = £ olur. [

3.1.1. Istatistiksel Cauchy ve Istatistiksel Stmrlihk
Tamm 3.1.7. (V,p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Her ¢ € L —{0.}, m € N ve
t > 01icin,

d{n e N:p(x, —xm,t) # N (€)}) =0
saglaniyorsa, bu takdirde x = (z,,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Tanmm 3.1.8. (V, p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay olsun. r € L — {0y, 1.} sayisive ¢t > 0
icin,

6({n € N p(an,t) £ A (1)}) = 0

ise, bu takdirde = = (x,,) dizisine istatistiksel sinirhidir denir.
Teorem 3.1.9. ¥ — fuzzy normlu uzaydaki her sinirl dizi istatistiksel sinirlidir.
Ispat: (V, p,.7), £~ fuzzy normlu uzayinda (x,,) dizisi sinirli olsun. Bu takdirde, ¢ > 0
ver € L —{0g, 1} saystigin p(z,,t) >= A (r) dir. Bu durumda,

{n € N: p(x,,t) # A (r)} =10
olur ki bu da
o({n € N: p(zn,t) # A (r)}) =0

demektir. Yani, (x,,) istatistiksel sinirlidir. |

Ancak asagidaki ters ornekte goriilecegi gibi bu teoremin tersi her zaman dogru
degildir. Bunun ic¢in ilk olarak Asal Say1 Teorem’ini hatirlayalim.
Teorem 3.1.10. (Asal Say1 Teoremi) 7(n), n den kiigiik esit olan asal sayilarin sayisi
olmak iizere,

=0x1=0

n—oo M Inn ()

limM:lim 1 w

limit mevcuttur [42].
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Ornek 3.1.11. L negatif olmayan genisletilmis reel sayilar kiimesi, L = [0, oc] olmak
tizere V = R ve . = (L, <) olsun. Bu takdirde, 0;, = 0,1, = oo dur. z # 0 ve her

t € (0,00) igin p(z,t) = 4 ve p(0,t) = oo ile tammlayalim. {— norm ise .7 (a,b) =

Ed
min{a, b} seklinde olsun. (x,,) dizisini, 7(n), n in pozitif bolenlerinin sayisi olmak iizere,

n, n asal
Tpn = .
ﬁ, diger durumlar

seklinde tanimlayalim. Her ¢ > 0 ve 7 € L — {0,000} ve rt < n olacak sekilde n asal
say1s1 i¢in
13 t 1
n, t = ’t = — = — —_ = (/V
plat) = plnst) = s = = A )
oldugundan (x,,) siirli degildir. Ancak ¢ = 1 ve asal olmayan herhangi bir tam say1 i¢in

n, r = 2 alimirsa asagidaki ifade saglanir.

Plans1) = P51 = g =l =2 > 5 = ()

Burada, 7(n) # 2 dir ve herhangi bir asal olmayan n sayisi i¢in, Asal Say1 Teorem’i ve

asal sayilarin dogal yogunlugunun sifir olmasindan dolayi,
6({n € N: p(an,1) # A(2)}) =0

elde edilir ki bu, (z,,) dizisinin istatistiksel sinirli olmas: demektir.

Teorem 3.1.12. .¥— fuzzy normlu uzayda alinan her istatistiksel Cauchy dizisi istatis-
tiksel sinirhidir.

Ispat: (V,p,.7) uzayinda, (z,,) istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde, her ¢ €
L—{0.},m e Nvet > 0igin,

5({n € N+ plan — ) £ A () =0
dir. p(z, — Ty, 1) = A (e) olacak sekilde n € N sayisin1 goz 6ntine alahm. ¢ = 2 igin,
p(n,2) = p(&n = Tm + Tm, 2) = T (p(tn = Tm, 1), p(&m, 1)) = T (AN (€), p(2m, 1))
olur. r := A (T (A (€), p(xm, 1))) denirse

P, 2) = TN (E), s 1)) = N (1)
bulunur ki bu,

d({n eN:p(z,,2) # A (r)})=0

demektir. Yani, (x,,) istatistiksel sinirlidir. |
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3.2. Z— Fuzzy Normlu Uzaylarda Lacunary Istatistiksel Yakinsakhik

Tamm 3.2.1. (V, p, 7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger here € L — {0} vet > 0
icin

do({k € N: p(xy, — £,t) # A (e)}) =0
ise, bu takdirde x = (x,,) dizisi £ € V sayisina lacunary istatistiksel olarak yakinsaktir

denir ve S — lim z = { ile gosterilir.

Yukarida verilen tanimdan asagidaki dnerme elde edilir.
Onerme 3.2.2. (V, p,.7), £~ fuzzy normlu uzay olsun. Her ¢ € L — {0} ve t > 0 icin
asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(@) S —lima = ¢.
(b) 0p{k € N: p(ay — ,t) # N (e)} = 0.
(©) dp{k € N:p(ar —L,t) = N (e)} = 1.
(d) S¥ —limp(ax — £,t) = 15.
Ispat: (a), (b) ve (c) ifadelerinin denklikleri tanimdan asikar oldugundan, (a) ve (d)

ifadelerinin denkligini gosterelim.

(a) < (d): S — limx, = ( ifadesi tamm geregi, here € L — {0;} ve t > 0

icin,

do({n € Nt p(z, — £,) # A ()}) =0
esitlifinin saglanmasidir. Diger taraftan, sira topolojisine gore . = (L, <) kafesi iize-
rinde, 17, € L agik komguluklarinin bir yerel bazi, herhangi a € L — {1} igin,

(a,1)={xeL:a<zx <1}

kiimelerinden olugur. Boylece, S — lim p(z, — ¢, t) = 1;, olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart, herhangi € L — {1, } i¢in

do({n € N: p(zn — £,1) & (a,1£]}) =0
veya denk olarak

do({n € Nt p(z, — £,t) # a}) =0

olmasidir. Burada, herhangi ¢ € L — {0.} i¢in a = A(¢) seklinde a € L — {1}

secimini yapabilecegimizden ve tersine herhangi a € L — {1} i¢in ¢ = .#"(a) seklinde
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e € L — {0} secimi yapilabileceginden, her ¢ € L — {0} i¢in
So({n € N: p(an — £,8) # AN (€)}) =0
ifadesiile hera € L — {1} i¢in
do({n € N: p(an — £,1) # a}) = 0

ifadesi birbirine denktir. Yani, a = A" (4 (a)) = A4 (¢) olup, bu (a) ile (d) nin denk

oldugunu gosterir.

[
Teorem 3.2.3. (V, p, .7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger lim x = / ise, bu takdirde
S¢ —limx = ( dir.
Ispat: limz = ¢ olsun. Bu takdirde .Z— fuzzy normlu uzaydaki yakinsaklik tanimi
geregi, here € L — {0, } ve t > 0 igin bir ny sayist vardir 6yle ki n > ng igin
pla, —0,t) = AN (e)
dir. Boylece dizinin sadece sonlu adetteki terimi
{n e N:p(x, —Ll,t) + N (e)}
kiimesinde bulunur. Dogal sayilarin her sonlu alt kiimesinin #— yogunlugu sifir olacagin-
dan,
do{n € N: p(x, — ;1) # N ()} =0

bulunur. Yani S — limz = ¢ dir. u

Asagidaki ornekte goriilebilecegi lizere, verilen teoremin tersi her zaman dogru
olmak zorunda degildir.
Ornek 3.2.4. V = R ve biitiin pozitif reel say1 kiimelerinin olusturdugu kafes . =
(Z(R"),C)olsun. p: R x (0,00) = L(R") fonksiyonunu,

t
plzt) ={reR": |z < -}
T

seklinde tanimlarsak, bu takdirde (R, p, Z(R")) bir .£— fuzzy normlu uzay olur. Bu

uzay lizerinde,
1, ke (k —1n(h), k], €N igin,
apr =
g 0, diger durumlar;
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kurali ile @ = (a;) dizisini goz oniine alirsak

lim 6, = lim (k)

—00 r—00 hr

=0
olacagindan S —lima = ¢ = 0 € R bulunur. Yani, dizinin kendisi yakinsak olmamasina
ragmen lacunary istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 3.2.5. (V,p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay ve a = (ay) dizisi lacunary istatistiksel
yakinsak olsun. Bu takdirde, S5 — limiti tekir.
Ispat: Kabul edelim ki S° — limz = £, ve S — lim = {, olsun. Bu takdirde, verilen
e€ L —{0.} vet > 0igin,
T(AN(r), N (r)) = A (€)
olacak sekilde bir r € L — {0} say1s1 secebiliriz. ¢ > 0 i¢in
Ky ={neN:p(x, —l1,t)) # N (r)}
ve
Ky={neN:p(x, —lo,t)) # N (r)}
kiimelerini tanimlayalim. K = K; U K5 olarak alinirsa,
t t

plla =L, t) = T(p(an = b, ), plan — by, 5)) = T(N (1), A (1)) = A (e)
olur. Yani, ¢; = ¢, dir. [
Teorem 3.2.6. (V,p, 7 ), £~ fuzzy normlu uzay olsun. Bu takdirde, S — lima = ¢
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, dg(K) = 1 ve £ — lim,, oo ax, = L ve k1 < ko <
ks < ... < k, olacak sekilde bir K = {ky, ko, k3, ...} C N alt kiimenin var olmasidur.
Ispat: Kabul edelim ki S — lima = ¢ olsun. .4 (¢,) — 1, in L olacak sekilde (s,,)
dizisi, L — {0} de azalan bir dizi olsun. Bu durumda herhangi ¢ > 0 ve k € N igin,

K(k+1) C K(k)

olur. S — lim a = ¢ oldugundan

So(K(k)) = 1,(k € Nand t > 0)

bulunur. Simdi, p;, K (1) de keyfi bir sabit olsun. Bu durumda her n > p, i¢in,
1 1
h—|{n €L, :pla, —0,t) = N(e2)} > 3

olacak sekilde bir ps € K(2), (p2 > p1) vardir. Ayrica, her n > p3 i¢in,

1 2
h—|{n €l,:pla, —1t) = N (e3)}] > 3
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olacak sekilde bir p3 € K (3), (ps > p2) vardir. Bu sekilde devam edilirse, py, € K (k) ve

hern > p;, (k € N):

1 k—1
h—|{n €l,:pla, —L,t) = N (ex)} > —

icin (p)ken dogal sayilarin bir artan dizisi elde edilir. Yani, artan indeks dizisini,

K::{nEN:1<n<p1}U[U{néK(k):pk§n<pk+1}]
keN

seklinde olugturalim. Burada dy(K) = 1 dir. Simdi £, < ¢ olacak sekilde, & pozitif tam
sayisi se¢imi ile ¢ > 0f, olsun. (¢) — 0 oldugundan bu sekilde bir £ sayist her zaman
mevcuttur. Kabul edelim ki n > p; ve n € K olsun. Bu takdirde, K" nin tanimi geregi
Pm < n < ppy1 ven € K(k) olacak sekilde m > k sayisi vardir. Boylece, her € = 0y,
n > pr ven € K icgin,
pla, —0,t) = N (er) = A (e)
bulunur. Yani,
S

dir.

Yeter sart olarak, dy(K) = 1 ve £ — 111% ay, = { olacak sekilde dogal sayilarin
ne
bir artan indeks dizisini K = (k,,),en alalim. Boylece, her € > 0y, igin bir ng sayist vardir
oyle ki herhangi n > nyq i¢in p(a,, — ¢,t) = A (¢) saglanir. Eger,
M(e):={n eN:pla, —(,t) # N ()}
tanimlarsak,
M(e) CN— (K —{k,:n <ng})
olacak sekilde ny € N vardir. §p(K) = 1 oldugundan dy(N — (K —{k, : n <ng})) =0
elde edilir ki bu §y(M (g)) = 0 demektir. Bir bagka deyisle, S77 — lima = £ olur. [

Simdi, . — fuzzy normlu uzayda lacunary istatistiksel Cauchy dizisi tanimi ve

lacunary istatistiksel tamlik kavrami verilecektir.
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3.2.1. Lacunary Istatistiksel Tamhk
Tamm 3.2.7. (V,p, 7)), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Her ¢ € L — {0.}, m € N ve
t > 01icin,

do({n € N: p(x,, — xp,t) # A (e)}) =0
saglaniyorsa, bu takdirde x = (z,,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 3.2.8. Her lacunary istatistiksel yakinsak dizi ayn1 zamanda lacunary istatistiksel
Cauchy dizisidir.
Ispat: Kabul edelim ki .#— fuzzy normlu uzayda a = (a;) dizisi £ sayisina lacunary
istatistiksel yakinsak olsun. Bir bagka deyisle, S — lim a = [ olsun. Bu takdirde, verilen

e € L — {0} icin vardir bir » > 0 dyle ki,
T(N (1), N (1)) = AN (e)
bulunur. Buradan da, ¢ > 0 i¢in
A:{keN:p(ak—E,%) - A (r))

elde edilir. A kiimesinde bir m elemani alirsak, agik¢a p(a,, — £, 5) > A4 (r) elde edilir.

Ayrica,
t
5 t

) = e = Lg) = A (E)

t
p(g_amaé) :p(am_& 9

oldugundan

)

N | =+

+

DN |

plak = am,t) = p((ar =€) + (€ = am),
2. (6l =, 3))

= T (N (r), N(r))

- T (plar — ¢,

- N (e)
esitsizligi vardir. B = {k € N : p(ay — am,t) = A ()} kilmesi tanimlanirsa, bu takdirde
A C B bulunur. Burada dy(A) = 1 oldugundan, dp(B) = 1 dir. Boylece, B kiimesi-
nin tiimleyeninin 6 yogunlugu sifir oldugundan, dy(B°) = 0 elde edilir ki bu, a = (ay)
dizisinin lacunary istatistiksel Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. |
Tanim 3.2.9. . — fuzzy normlu uzayda alinan her Cauchy dizisi yine ayn1 uzayda ya-

kinsak ise bu takdirde . — fuzzy normlu uzayina tamdir denir.
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Tanim 3.2.10. . — fuzzy normlu uzayda alinan her lacunary istatistiksel Cauchy dizisi
yine ayni uzayda lacunary istatistiksel yakinsak ise bu takdirde .’ — fuzzy normlu uzayina
lacunary istatistiksel tamdir denir.
Teorem 3.2.11. Her .Z— fuzzy normlu uzay1 lacunary istatistiksel tam olmasina ragmen
tam olmak zorunda degildir.
Ispat: a = (a;) dizisi lacunary istatistiksel Cauchy dizisini alalim. Kabul edelim ki
a = (ay,) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak olmasin. Bu takdirde, verilen ¢ > 0,¢ > 0
ve r > 0 icin,

T (AN (r), N (1)) = AN (e)
bulunur. Béylece,

t

plag — an,t) = T (plax — ¢, %)ap(ak — £, 5))

= T (AN (r), N(r))
= A ()

elde edilir.

Eger, A = {k € N: p(a —a,,t) > e} kiimesi alinirsa, dy(A) = 1 olur ki buradan
d9(A¢) = 1 dir. Ancak bu durum, a dizisinin lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olmasi
ile celisir. Yani a dizisi lacunary istatistiksel yakinsaktir. Yani, . — fuzzy normlu uzay1

lacunary istatistiksel tamdir.

Simdi, hipotezdeki sartlar altinda . — fuzzy normlu uzayinin tam olmayabilece-
gine dair aksine bir ornek verelim.
Ornek 3.2.12. X = C[0,1],L =[0,1] ve

p(f, 1) !

Jo (¢ + f(w))d
olsun. Bu takdirde, (X, p, L) uzay1 .£ — fuzzy normlu uzaydir. Ancak, bu uzayda

fn:0,1] = R, fr(z) = 2

ile tamml (f,,) dizisini alirsak, (f,,) dizisi bir Cauchy dizisi olmasina ragmen verilen

uzayda yakinsak degildir.
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Simdi, lacunary istatistiksel sinirli dizi tanimi verilerek, lacunary istatistiksel Ca-
uchy dizi kavramu ile lacunary istatistiksel sinirl dizi kavrami arasindaki iliskiler incele-

necektir.

3.2.2. Lacunary Istatistiksel Cauchy ve Lacunary Istatistiksel Stmirhlik iliskileri
Tamm 3.2.13. (V, p, 7), £ — fuzzy normlu uzay, a = (ay) dizisi bu uzayda bir dizi,
re L —{0,,1.} vet > 0olsun. Her £ € N igin,

do{k € N : p(ag,t) # A (r)} =0

saglaniyorsa, bu takdirde a = (ay) dizisine lacunary istatistiksel sinirli dizi denir.
Teorem 3.2.14. ¥ — fuzzy normlu uzayda alinan her sinirli dizi lacunary istatistiksel
stnirhdir.

Ispat: a = (ag) dizisi (V, p, 7) iizerinde siurli bir dizi olsun. Bu takdirde, ¢ > 0 ve
r € L —{0g,1.}icin, p(ag,t) = A (r) bulunur. Burada,

{k e N:plag,t) f A (r)} =0
dir. Boylece,
do{k € N : p(ag,t) # A (r)} =0

elde edilir. Yani, (ay) dizisi lacunary istatistiksel sinirhdir. |

Yukarida verilen teoremin tersinin her zaman dogru olmayacag ile ilgili asagidaki
ornek verilmisgtir.
Ornek 3.2.15. L genisletilmis reel sayilarin negatif olmayan bir ciimlesi,yani L = [0, oo]
olmak tizere, V = R ve .Z = (L, <) alalim. Burada, 0;, = 0 ve 1 = oo dir. V tizerinde
£ — fuzzy normunu = # 0 igin p(z,t) = ﬁ seklinde ve ¢ € (0, 00) i¢in p(0,t) = oo

olarak tanimlayalim. . tizerindeki t— normunu % (a,b) = min{a, b} olarak alalim.

7(n), n in pozitif bolenlerinin sayisin1 gostermek iizere,

—L_ diger durumlar

n, n asal say1 ise,
Tp =
7(n)—27?

dizisi verilsin. Burada dikkat edilirse, herhangi ¢t > 0,7 € L — {0, 00} ve rt < n olacak

sekilde herhangi n asal sayisi1 i¢in

plan, ) = pln,t) = # -
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oldugundan, (x,,) dizisi simirlt degildir. Ancak, herhangi n asal olmayan sayisi ve r = 2

icin 7(n) # 2 oldugundan,

p(n, 1) = p(T(n)%Q, 1= un}”\ = Ir(n) 2 > 3 = A (r)

elde edilir.

Simdi, n > 1igin ko = 0 ve k, = 10" ! olsun. n > 1, I,, = (10"2,10""!] ve

I, = (0, 1] i¢in p,, I,, de asallarin sayis olsun. Boylece,

dp{k € N: p(zg, 1) # A (2)} = lim Pn_ fim —Ln

n—00 N, n—o00 9,]_0”_2

bulunur. Ayrica,
do{k € N: p(xy, 1) # A (2)} >0

ise bu takdirde,

l- pn A
11m =
n—oo 9.10n—2

ifadesinden,

elde edilir. O halde,

bulunur. Yani,
n

: Dk . Dn 9e
> - =
7}5&; Ton1 = 0 1ot ~ 79 0
dir. Ancak, dogal sayilardaki asal sayilarin yogunlugunun limiti asal say1 teoremi geregi

sifir olur. Dolayisiyla bu bir ¢eligkidir. Boylece,
dp{k € N: p(ay, 1) # A(2)} =0

elde edilir. Bir bagka deyisle, (x,,) dizisi lacunary istatistiksel sinirlidir.

Teorem 3.2.16. ¥ — fuzzy normlu uzayda alinan her lacunary istatistiksel Cauchy dizisi,
lacunary istatistiksel sinirlidir.

Ispat: a = (a,) dizisi (V, p, .7) iizerinde lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu

takdirde, here € L — {01} ve t > 0 igin, m, k > N oldugunda,
do{n € N: p(a, — ap,t) # A (e)} =0
bulunur. Bu takdirde,

do{n € N: p(a, — ap, t) = A (e)} =1
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dir. Simdi, p(a, — ax, 1) > A (¢) olacak sekilde bir n € N sayisin1 goz 6niine alalim.

Boylece t = 2 igin,
plan,2) = plan — ay + ax, 2) = T (plan — ax, 1), play, 1)) = T (A (¢), plak, 1))
bulunur. Eger, r := A (F (A (¢), p(ag, 1))) denirse,
plan,2) = T (AN (), plak, 1)) = A (r)

bulunur ki bu da

do{n € N: p(a,,2) = A (r)} =1
veya denk olarak

dp{n € N: plan, 2) # A (r)} =0

demektir. Yani, (a,,) dizisi lacunary istatistiksel sinirlidir. |
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3.3. .Z— Fuzzy Normlu Uzaylarda Ideal Yakinsakhk

Bu boliimde, . —fuzzy normlu uzaylarda ideal yakinsaklik kavrami incelenecek-
tir. /; ise N de agikar olmayan ideal olarak alinacaktir.
Tanmm 3.3.1. (V,p, 7), £ —fuzzy normlu uzay ve I, N de asikar olmayan bir ideal

olsun. Bu takdirde, here € L — {0} ve t > 0 i¢in,
{EeN:plx,—1t) £ N(e)} el

ise 7 = (x) dizisi £ € V sayisina ideal yakinsaktir veya I; yakinsaktir denir ve I;¥ —

lim z = ¢ ile gosterilir.

Asagidaki teoremde /; idealinin admisible olma sartinin kaldirilamayacagi ilerde
gosterilecektir.
Teorem 3.3.2. (V,p, 7), £ — fuzzy normlu uzay ve [; admisible ideal olsun. Eger,
lim x = £ ise bu takdirde ;¥ — lim z = ¢ dir.
ispat: lim x = ¢ olsun. Bu takdirde, her ¢ € L — {01} ve t > 0 igin, bir pozitif N tam

sayis1 vardir 6yle ki £ > N oldugunda,
plx, —1,t) = A (e)

elde edilir.

A :={k € N: plzx — ,t) # A ()} seklinde tanimli A kiimesini goz Oniine
alalim. Bu takdirde, A C {1, za, ..., % } dir. {z1}, ..., {x}} tek nokta kiimelerinin her biri

I admisible idealine ait oldugundan, A € I; dir ve bdylece [ fﬂ —limz = ¢ bulunur. W

Asagidaki 6rnekte goriilecegi lizere, verilen teoremin tersi her zaman dogru olmak
zorunda degildir.
Ornek 3.3.3. Negatif olmayan genisletilmis reel sayilarin kafesi olarak .% = [0, oc] ala-

lim. Ayrica iiggensel norm 7 («, ) = min{«, 3} ve negator da N(a) = o' olsun. Bu

takdirde, her x € R ve t > 0 igin, p(x,t) = - olmak iizere (R, p, 7)) ligliisii bir £ —

||
fuzzy normlu uzaydir. Burada, genisletilmis reel sayilarin tanimi1 gere8ince her ¢ > 0 i¢in

t

5 = oo yazilabilecegi unutulmamaldir.
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Simdi, /; admisible idealini

1
keA

olarak alalm. x = (z,,) dizisi de x Dirichlet fonksiyonu olmak iizere =, = r(log,n)
seklinde verilsin. Dizi tamimindan anlagilacag: iizere z,, 2 nin kuvvetleri i¢in 1, n in
diger degerleri i¢in 0 dir. Boylece x dizisi, ¢cok biiyiik n degerleri icin hem 0 hem de
1 degerini alacagindan klasik anlamda yakinsak degildir. Ancak, ¢ € (0, co] ve t > 0 igin,
S o =1 < oo, ki boylece

n=1 2n

{keN:plx,—0,t) £ ()} ={k €N:p(zp,t) # '}

t 1
:{kEN:—<g}

ok —

={keN:et < |z}
C{keN:x, #0}
={1,2,4,8,16,..} e I,

olacagindan x dizisi 0 a I; — yakinsaktir. Yani, [ — limx = 0 dur.

Asagidaki ornek, Teorem 3.3.2°nin hipotezinde belirtilen admisible ideal olma sar-
tinin kaldirlamayacagi ile ilgilidir.
Ornek 3.3.4. Ornek 3.3.3 de verilen (R, p, 7), .Z— fuzzy normlu uzayini goz oniine

alalim. Bu takdirde,
L ={ACN:1¢ A}
kiime ailesi bir ideal olmasina ragmen, {1} ¢ A oldugundan admisible degildir. z,, =

olmak tizere, x = (x,) dizisi 0 € R ye yakinsaktir ancak /; — yakinsak degildir. Gergcek-

ten, e = 0.3 ve t = 1 icin,

(ke N:plap,t) £ H(03)} ={1,2,3} ¢ I,

bulunur.
Teorem 3.3.5. (V, p, 7 ), £ —fuzzy normlu uzay olsun. Eger, x = (z},) dizisi I; yakinsak

ise bu takdirde I — limiti tektir.
Ispat: Kabul edelim ki /¥ — limz = /¢, and I — limz = ¢, olsun. Herhangi bir

ee€L—{0,}vet>0icin,r € L — {0} secilebilir dyle ki

T (AN (r), A (1)) = A (e)
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olur. Herhangi ¢ > 0 i¢in,
Ko={k € N:p(ly — lo, 1) ¥ N ()},

Ky ={keN:p(xp—{,t) # N (r)}
ve
Ky ={k € N:p(xp — lo,t) # N (1)}
kiimelerini tanimlayalim. Boylece, N \ (K; U K5) olacagindan
ol = 1o, 1) = T (plas 1, 1), s — I, 2)) = TN (), H (1) = A (0)
elde edilir. Buradan da
N\ (KU K,) C N\ K,

bulunur ki bu da denk olarak Ky C K; U K, demektir.

Burada p(l; — lo,7) # A (e) ifadesi k& € N dan bagimsiz oldugundan Ky = ()
veya Ky = N dir. Boylece her ¢ € L/{0.} icin, p(ly — l2,t) > A (¢) oldugundan
p(ly — Iy, t) = 1, yani ¢; = {5 bulunur. [ |
Teorem 3.3.6. (V,p, 7), £ —fuzzy normlu uzay ve [; admisible ideal olsun. Bu tak-

dirde, asagidaki onermeler vardir.
(a) Bger I{¥ —limxy, = £, ve [ — limy, = lyise [ — lim(zy, + yx) = €1 + {5 dir.
(b) Eger I — limxy, = (ise I — lim axy, = of dir.
ispat:
(a) Kabul edelim ki Ifﬂ —limax, = 44 ve Ifﬂ — limy, = /5 olsun. Bu takdirde, verilen
herhangi ¢ € L — {01} ve t > 0i¢in, r > 0 secilebilir oyle ki 7 (A (r), A (1)) =
A () dir. t > 0 igin,

Ky ={k e N:p(zy —bo,t) 4 A (r)} ve Ky ={keN:p(ye — Lo, 1) # A (r)}

kiimelerini tantmlayalim. [ fﬂ —limz, =4, vel fﬂ —lim y; = {5 oldugundan, Ky, K, €

I; elde edilir. Eger,
K =A{k e N:p((zr +yx) — ((1 + b2), 1) # A (e)}

kiimesi tanimlanirsa, bu takdirde KX € [; oldugu gosterilmelidir. K, Ky € [, oldu-

gundan, filtre tanimi geregince K, K € F(I;) bulunur. Boylece,
t

(o +01) = (6 + €2,1) = T (pon — b1, 5), o — L2, )
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= T(A(r), N (r))
e AG)
elde edilir. Bu da,
K C{k e N:p((xg +yx) — (b1 + £2),1) = A (e)}
demektir. Buradan,
K¢ e F(L)
bulunur. Bir bagka deyisle,
Kel
dir. O halde, I — lim(xy, + yi) = £ + {5 elde edilir.
(b) o = 0 i¢in durum agikardir. Kabul edelim ki o # 0 olsun. Boylece, ¢ € L — {0} ve
t > 0 igin,
A={keN:p(x,—1,t) = AN (e)} € F(I1)
bulunur. Her e € L — {0, } ve t > 0 igin |a|t > 0 olup,
A C{k eN:plazy — al,|alt) = A (e)}
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in,
plaxy —al, |alt) = pzy — 1, —) = p(ar — 1, t) = A (¢)
yazilabilir. Boylece,

A={k eN:plazy —al,|aft) = A (e)},

ve A¢ € [ elde edilir. Buradan da, fﬂ — lim az;, = o/ bulunur.

3.3.1. I7— Yakinsakhk

Bu alt boliimde, £ — fuzzy normlu uzaylarda /7 — yakinsaklik kavramindan bah-
sedilecektir.
Tamm 3.3.7. (V, p, 7), £ —fuzzy normlu uzay olsun. Eger, N nin bir K = {k,, : k; <
ky < ...} alt kiimesi i¢in K € F'(I1)(yani N\ K € I) ve £ — lim,, z,, = ¢ oluyorsa,
bu takdirde, X teki elemanlardan olusan x = (x) dizisi £ € X sayisina I — yakinsaktir

denir ve bu I} — lim z = / ile gosterilir. Ayrica, 2 = (2) dizisinin I — limiti £ dir.
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Teorem 3.3.8. (V,p, 7), £ —fuzzy normlu uzay ve [; admisible ideal olsun. Eger,
I7% —limz = £ ise, bu takdirde I;¥ — lim z = ¢ dir.
Ispat: ;¥ —lim 2 = ¢ olsun. Buradan, K = {k,, : k1 < ks < ...} € F(I;)(yani N\K =
H € I) bulunur 6yle ki . — lim,,, x,, = ¢ dir. Boylece, here € L —{0.} ve t > 0 igin,
m > ng oldugunda

p(xy,, — L, t) = N (g)
olacak sekilde bir ny dogal sayis1 vardir. Verilen ideal admisible oldugundan yakinsaklik

tanimi gere8i, ¢ € L — {0} vet > 0 i¢in

{km € K : p(xy,, — L, t) # N (e)} € I

ve
{k’ e N: p([[’k —E,t) ?L </V(€)} G HU{kﬁl < k’g < ... < kno—l} € Il
elde edilir. Bir bagka deyisle, I;? — lim z = / dir. [ |
Asagida verilen 6rnek, Teorem 3.3.8 in tersinin her zaman saglanamayabilecegini
gostermektedir.

Ornek 3.3.9. Ornek 3.3.3 te verilen (R, p,.7), £~ fuzzy normlu uzayim goz oniine

alalim. N nin bir A alt kiimesi i¢in,
Prime(A) ={peP:3a€c A p|a}

tanimlansin ki burada P ve p | a sembolleri sirasiyla tiim asal sayilarin kiimesini ve “p

boler a ” anlamina gelsin. Kiime ailesi olarak,
I, .= {A CN: Prime(A) sonlu}

alalm. Burada, Prime(()) = () ifadesinin sonlu oldugu dikkate alinirsa () € I, elde edilir.
Ayrica, Prime(A U B) = Prime(A) U Prime(B) oldugundan, eger A, B € I, ise
AU B € I, dir. Benzer sekilde, Prime(B) C Prime(A) oldugundan, eger A € I, ve
B C Aise B € I, dir. Buna ek olarak, Prime(N) = P ifadesi sonsuz olup buradan I,
ideali agikar olmayan idealdir. Her n € N nin sonlu sayida asal ¢arpam1 oldugundan I,

ideali admisible ideal olur ki bu da Prime({n}) nin sonlu olmasi demektir.
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Simdi, verilen herhangi n > 2 sayis1 g6z 6niine alinsin. m,(n) ile n nin maksimum

asal carpani gosterilsin ve m,,(1) = 1 olsun. R de

(zn) = (

myp(n)
dizisi igin,

111111111
@)= (L3555 73 )

bulunur. Verilen € > 0 ig¢in, % = oo tanimiile her z € Rve t > 0 igin A (g) = ¢! ve
plx,t) = ﬁ olur. pio < te olacak sekilde py € [P asal sayis1 alinirsa,
t 1
k
{keN:te < L }
= ite <
my (k)

C{keN:myk) <po}
bulunur. Boylece, Prime(A) C {p € P : p < po} sonludur ve A € [, dir. Buradan

I¥ —limz = 0 elde edilir. Ancak, her bir
K= {k:m : ]{31 < k’g < } c F(Ip),

kiimesi i¢in eger p;, sonlu olan Prime(N\ K') kiimesinin elemant olmayan en kiigiik asal
say1 ise, bu durumda her n € N igin p] € K olur ve buradan ¢t € p; < 1 olacak sekilde
verilen her ¢ > 0 i¢in sonsuz sayidaki m sayisinn p(zy,, ,t) % 4 () olmasin sagladig
gozlemlenebilir. Dolayisiyla, I;’f — limx # 0 olur.

Uyarn 3.3.10. Yukarida verilen 6rnekten /7 — yakinsamanin /; — yakinsamay1 gerektir-
digi, ancak tersinin her zaman var olmayabilecegi goriilmiistiir. Simdi sorulmas1 gereken
soru, hangi sartlar altinda bu yakinsamanin korunacagi sorusudur. Bunun i¢in agsagidaki
tanimda (AP) sarti tanimlanmig ve bahsedilen korunma sartlar1 gosterilmistir.

Tanmim 3.3.11. [; den elde edilen ikili ayrik kiimelerin her (A, ), € N dizisi i¢in, bir

B, C Nvardir dyle ki A,,AB,, simetrik farki her sonlun ve | J, _n B, € I; i¢in saglanirsa,

neN
bu takdirde /; C P(N) admisible idealine (AP) sartin1 saglar denir.

Uyar 3.3.12. N dogal sayilarin sifir asimptotik yogunluga sahip sonlu alt kiimelerinden
olusan idealin (AP) sartin1 sagladig1 sdylenebilir. Ancak Ornek 3.3.9°da verilen I, ideali

bu 6zelligi saglamaz. Bunu agik¢a gormek i¢in, p,,, n. asal say1y1 gostermek iizere

A, ={pf keN}
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kiimesini tamimlayalim. Ag¢ikca, her n € N i¢in Prime(A,,) = {p,} sonludur. Ayrica bu
kiimeler ikili ayrik kiimelerdir. Eger, A,, A B,, sonluise A, in B,, de olmayan sinirl sayida
elemani vardir. A, sonsuz kiime oldugundan, B,, in elemanlari p* formundadir. Boylece,
B := U,y B icin, Prime(B) = P bulunur ki bu, sonsuz kiimedir. Dolayisiyla, B € I,

ile (B, )nen dizisini olugturmak miimkiin degildir.

Simdi, yukarda bahsedilen (AP) sart1 alunda /; — yakinsamanin /] — yakinsama-
sin1 gerektirdigini gosteren teoremi verelim.
Teorem 3.3.13. (V, p, T), £ — fuzzy normlu uzay ve [, ideali (AP) sartin1 saglayan bir
ideal olsun. Eger, X te x = (1) dizisi i — lim x = / ise, bu takdirde I — limz = /
dir.
Ispat: Kabul edelim ki I; ideali (AP) sartin1 saglasin ve I — lim2 = ¢ olsun. Bu

takdirde, her ¢ > 0 ve t > 0 i¢in, /; yakinsaklik tanimi geregi,
{k e N:p(xr—€,t) # A (e)} € I

dir. (4 (e,)) — 1 artan olacak sekilde (¢,,) on L — {0} iizerinde (e,) dizisini goz

Oniine alalim. Buradan,
Ay ={neN:p(x, —l,t) # N(e1)},

Ay ={neN:p(x, —L,t) # N (e2)} — A

ve bu sekilde devam edilerek, ve £ > 3 olmak {izere
k-1

A =1{n €Nt pla, — 6,t) F N ()} — | A
i=1
kiimelerini tanimlayalim. Burada, (A, ),y dizisi /; de bog olmayan kiimelerin bir dizisi-
dir. (AP) sart1 ile N nin alt kiimelerinin bir (B, ),,en dizisi vardir 6yle ki B := | J)~ | B,, €
I; olup her k € N i¢in, A,/ By, sonludur.

K := N\ B dersek, I agikar olmayan admisible ideal oldugundan, K € F(I)
ve K sonsuzdur. K nin elemanlarini artan sekilde k1 < ko < ... alalim. (A (g,)) — 1,

oldugundan, bir j € N bulabiliriz dyle ki .4 (¢;41) > .4 (¢) olur. Bu takdirde,
j+1
R €N plan — 0 N ()} C In €N plan—0) # H ez} € | 4

i=1
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bulunur. A;AB; sonlu oldugundan, ((J/*])A(U})) dir. Kabul edelim ki r, bu kiimeye

ait olmayan bir eleman olsun. Bu takdirde,
Jj+1 j+1
JAayn{rr+1r+2. 3=(JB)n{rr+1r+2.}

i=1 i=1

elde edilir. r < k,, olacak sekilde ng € N alirsak, &k, € K = N\ B oldugundan n > ny
icin, k, ¢ B bulunur. Boylece, k, € {r,r + 1,r + 2, ...} oldugundan, k, ¢ (J/*] A,
vardir. Buradan da
p(zy, —L,t) = N (ex) = A (€)

olur. Bir baska deyisle, ;¥ — lim 2 = ¢ dir. [ |
Teorem 3.3.14. (V,p, .7 ), £ —fuzzy normlu uzay olsun. Bu takdirde, agagida verilen
onermeler birbirine denktir.

(@) I1? — limz = (.

(b) X de y = (yx) ve z = (z) seklinde iki dizi vardir 6yle ki x = y + 2, £ — limy = ¢

ve {k : z; # 0} € I, dir. Burada 6, X in sifir elemanidur.

Ispat: Ispatim ilk kismi olarak kabul edelim ki I} “ _limz = ¢ olsun. Boylece, K €
F(L) ve £ — lim,, xy, = ¢ olacak sekilde K = {k; < ko < ...} C N kiimesi vardir. V/

Tp, neK
Yn =

izerinde y ve z dizilerini,

¢,  diger;
ve
e, nek
= e, =0 diger:

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde, + = y + z dir. ¢ > 0 ifadesini sabitleyerek ¢ > 0

alalim. Buradan, her n > ny i¢in,
plxg, — U, t) = A (e)
olacak sekilde bir ny € N mevcuttur. O halde, her n > £, i¢in
plyn = £, 1) = p(xn — £,1) = AN ()
vardir. Eger n € K ise dizinin tanimindan
p(yn — £, 1) = p(6,1) =11 = AN (e)
bulunur. Yani, . — limy = ¢ olur. Bu ise,

KeFI)Clk:z=0)
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anlamina gelir ki buradan da
{k:2z #0} CN\ K € I,

elde edilir.

Ispatin diger kismina gelirsek, kabul edelim ki v = y + z, £ — lim,, 5, = { ve
{k : 2z # 0} € I olsun.
K =N\ {k:z #06}
olarak alinirsa, K € F'(I1) ve her k € K igin, x; = yx + 2r = yx + 0 = y;, dir. Bir bagka
deyisle, . — lim, y,, = ¢ ise . — lim,, yx, = { elde edilir. Bu da . — lim,, z, = ¢

demektir. ]

3.3.2. ideal Tamhk

Bu boliimde, . — fuzzy normlu uzaylarda ideal Cauchy dizisi tanimi verilerek
ideal tamlik kavraminin iizerinde durulacaktur.
Tamm 3.3.15. (V, p, .7), £ — fuzzy normlu uzay olsun. Eger, herc € L — {0.},t > 0
ve m, k > N igin,

{k € N:plax — am,t) # A (e)} € I

olacak sekilde bir NV varsa, bu takdirde a = (ay) dizisine ideal Cauchy denir.
Teorem 3.3.16. .¥— fuzzy normlu uzay iizerinde her ideal yakinsak dizi, bir ideal Ca-
uchy dizisidir.
Ispat: .¥— fuzzy normlu uzayda a = (ay;) dizisini ¢ sayisia ideal yakinsak olacak

sekilde alalim. Yani, I{Z — lim a = ¢ olsun. Buradan, verilen £ > 0 igin 7 > 0 secilirse,
T(AN (r), A (1)) = A (e)
bulunur. Boylece, ¢ > 0 igin,
A:{kEN:p(ak—E,%) - N ()}

yazilabilir. m € A alirsak, p(a,, — £, %) = A4(r) olur. Ayrica,

t 12 t
L=ty 3) = plam = £ 20) = plam = £5) = A ()

oldugundan,

plag — ap,t) = P((ak —0) + (0 —an), % + %)
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= 7 (plax = £,). (ol =, 5))
- ﬂ(ﬂ(r),ﬂ(r))
e AG)

elde edilir. Eger, B = {k € N : p(ay — amm,t) > A ()} kilmesi tanimlanirsa, buradan
A C Bdir. A ¢ I, oldugundan, B ¢ I, bulunur. Boylece, B nin tiimleyeni /; dedir. Yani,
B¢ € I dir. Bir bagka deyisle, a = (ay) dizisi bir Cauchy dizisidir. [
Tamm 3.3.17. (V,p,.7), £— fuzzy normlu uzaymn ideal tam olabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart . — fuzzy normlu uzayda alinan her ideal Cauchy dizisinin ideal yakinsak
olmasidir.

Teorem 3.3.18. Her . — fuzzy normlu uzay ideal tam olmasina ragmen tam olmak zo-
runda degildir.

Ispat: Kabul edelim ki a = (a;,) dizisi ideal Cauchy olsun. Ancak ideal yakinsak olmasin.

Bu takdirde, verilen her ¢ > 0 ve £ > 0 i¢in, » > 0 alinirsa,
T (AN (r), N (r)) = AN ()

bulunur. Béylece,

t t

plar — an,t) = T (plax — ¢, §)ap(a’k =2, 5))

= T (N (r), N (r))
— N (¢)
dir. Eger, A = {k € N : p(ay — a,,t) > ¢} kiimesi alinirsa, A ¢ I; olur. Boylece,
A° € I dir. (a) dizisi ideal Cauchy oldugundan, bu bir ¢eliskidir. Boylece, (ay) ideal
yakinsaktir. Yani, her . — fuzzy normlu uzay ideal tamdir. Simdi, alinan herhangi bir
£ — fuzzy normlu uzayin bilinen anlamda tam olmayabilecegine dair bir 6rnek verelim.
Ornek 3.3.19. X = C[0,1],L =[0,1] ve

p(f,1) !

Jo (t+ f(x))dz
olsun. Bu takdirde, (X, p, L), £ — fuzzy normlu uzaydir. Ancak bu uzayda,

fn:[0,1] = R, fr(z) = 2

olacak sekilde (f,) dizisi alirsak. (f,,), bir Cauchy dizisi olmasina ragman yakinsak de-

gildir.
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3.3.3. Ideal Cauchy ve Ideal Stmrhihik Iliskileri

Bu bolimde, .’ — fuzzy normlu uzaylarda ideal sinirh dizi kavrami tanimlanacak
ve ideal Cauchy dizisi ile ideal sinirli dizi arasindaki iligskilerden bahsedilecektir.
Tamm 3.3.20. (V, p, .7), £ — fuzzy normlu uzay ve a = (a;) bu uzayda bir dizi olsun.
Her k € N vet > 0 ig¢in,

{k € N:p(ag,t) # AV (r)} € I

olacak sekilde bir r € L — {0y, 1.} varsa, bu takdirde a = (ay) dizisi ideal sinirlidir
denir.
Teorem 3.3.21. (V, p, 7), £ — fuzzy normlu uzayda alinan her sinirli dizi ideal sinirlidir.
Ispat: (V,p,.7), £~ fuzzy normlu uzayinda a = (az) dizisi stnirh dizi olsun. Bu
takdirde, ¢ > 0 igin,
plag, t) = A (r)

olacak sekilde bir r € L — {0y, 1,,} vardir. Boylece,

{k e N:plag,t) # A (r)} =0
olur ki buradan da,

{k e N:play,t) # A (r)} € I

elde edilir. Yani, (ay) ideal sinirlidir. [

Ancak, yukarida verilen teoremin tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir.
Bunu gostermek i¢in agsagidaki 6rnegi verelim.
Ornek 3.3.22. L negatif olmayan genisletilmis reel sayilarin kiimesi, L = [0, o], olmak
iizere V = Rve . = (L, <) alahm. Burada, 0;, = 0,1, = oo dur. £— fuzzy normu

olarak V' iizerinde = # 0 igin p(z,t) = t‘ seklinde ve t € (0, c0) i¢in p(0,t) = oo olarak

]

tanimlayalim. ¢— normu da .7 (a,b) = min{a, b} olsun. 7(n), n nin pozitif bélenlerinin

say1sini gostermek iizere,

{n, n asal say1
Tpn = 1 .y
m, dlger.

50



dizisini alalm. Burada, her t > 0, r € L — {0, 00} ve rt < n olacak sekilde herhangi bir

n asal say1s1 i¢in
t t 1
n’t = ’t = — = — - = ,/V
plant) = plnt) = 0 = 1 F L= A0
oldugundan, (x,,) dizisi sinirh degildir. Ancak, ¢ = 1 ve asal olmayan herhangi n ve r = 2
icin,
1 1

p(an, 1) zp(mal) = =[r(n) =2[> 5 =A4(r)

Foml
saglanir. Burada, aciktir ki asal olmayan herhangi n i¢in 7(n) # 2 dir.

Simdi, I; = {A C N : §y(A) = 0} idealini ele alalim. &, = 0 ve n > 1 igin,
k, = 10" ve p,,n > 1, I, = (1072, 10"'] ve I, = (0, 1] olacak sekilde I,, deki asal

sayilarin sayisi olsun. Boylece,

' o Pa DPn
Op{k € N: p(ay, 1) o A(2)} = Tim o Jm oo
dir. Ayrica,
do{k € N: v(wy, 1) # A (2)} >0
denirse,
lim —" ¢
n—00 9.10”72
olur ki boylece,
. DPn
s Jons =9
bulunur. Yani,
. Pn ¢
i T
n—oo 10n—1 10
dir. O halde,
o Dk iy P )2
> = —
O e R S I T
elde edilir.

Ancak, dogal sayilarda sol tarafli limit, asal sayilarin yogunlugudur. Bu yogun-

lukta Asal Say1 Teorem’i geregi 0 dir. Yani bu bir celigkidir. Boylece,
{keN:p(z, 1) # A (2)} € Iy

bulunur. Bir bagka deyisle, (z,,) ideal sinirlidir.
Teorem 3.3.23. (V,p, 7 ), £ — fuzzy normlu uzayinda alinan her ideal Cauchy dizisi

ideal sinirlidir.
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Ispat: Kabul edelim ki (V, p, 7) iizerinde a = (a,,) dizisi ideal Cauchy dizisi olsun.
Boylece, here € L — {0} ve t > 0 igin, m, k > N oldugunda

{neN:pla, —ay,t) # N(e)} € Ly
olacak sekilde bir N = N (¢) vardir. Buradan,
{n € N:p(a, —ax,t) = N (e)} =¢ I,

bulunur. p(a, —ag, 1) = A () olacak sekilde, n € N sayisini1 goz 6niine alalim. Boylece,

t = 2 icin,
plan,2) = plan — ay + ax, 2) = T (plan — ax, 1), plax, 1)) = T (A (¢), plak, 1))
dit. r := N (T (N (&), plag, 1)) dersek,
plan,2) = T (AN (€), play, 1)) = A (r)

bulunur ki buradan da

{neN:p(an2) = A1)} ¢ I
elde edilir. Denk olarak,

{n e N:p(an,2) % A (r)} €

bulunur. Yani, (a,) dizisi ideal sinirhidir. [
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, .2 — fuzzy normlu uzaylarda bazi yakinsaklik cesitleri olan
istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlari
tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir. Yapilan bu ¢alisma gostermistir ki, .2 — fuzzy
normlu uzaylarda, literatiirde bulunan diger yakinsaklik ¢esitleri tanimlanabilir ve yine
£ — fuzzy normlu uzaylarda, istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve ideal yakinsaklik kavramlari ¢ift ve hatta ti¢lii diziler tizerine uygulanabilirdir. Ayrica,
istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramla-

rinin birbirleri ile iligkileri ele alinabilir.

Sezgisel fuzzy normlu uzaylarda tanimlanan yakinsaklik cesitlerinin matematik
camiasinda uyandirdigi ilgiden yola ¢ikarak, bu tezde, literatiire kazandirilan .2 — fuzzy

normlu uzaylardaki bu kavramlar {izerine, calismalar yapilacag diisiiniilmektedir.
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