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1. GIRIS

Bu yiizyilda bilim ve matematikteki ¢esitli paradigmatik degisiklikler arasinda, bu tiir
bir degisiklik belirsizlik kavramiyla ilgilidir. Bilimde bu degisim, bilimde belirsizligin
istenmeyen bir durum oldugunda 1srar eden geleneksel goriisten tedrici bir gecisle
kendini  gostermistir.  Belirsizlige hosgoriili  olan ve bilimin  bundan
kacinamayacaginda israr eden alternatif bir goriise miimkiin olan tiim yollarla
kaginilmalidir. Geleneksel goriise gore bilim, tiim tezahiirlerinde (kesinlik, 6zgilliik,
keskinlik, tutarlilik vb.) kesinlik i¢in ¢abalamalidir; bu nedenle, belirsizlik (kesinlik,
belirli olmama, muglaklik, tutarsizlik vb.) bilimsel olmayan olarak kabul edilir.
Alternatif (ya da modern) goriise gore, belirsizlik bilim i¢in gerekli kabul edilir; sadece
kaginilmaz bir veba degil, aslinda biiyiik bir faydas1 var. Geleneksel goriisten modern
belirsizlik goriisiine gecisin ilk asamasi, fizigin molekiiler diizeydeki siireclerle
ilgilenmeye bagladig1 19. ylizyilin sonlarinda basladi. Newton mekaniginin kesin
yasalar1 bu siireglerin incelenmesiyle ilgili olsa da, bunlarin ilgili muazzam sayidaki
varliklara fiilen uygulanmasi, mevcut hesaplama yeteneklerinin ¢ok Gtesinde
hesaplama talepleriyle sonuglanacakti ve simdi fark ettigimiz gibi, temel hesaplama
sinirlarini bile asacakti. Yani, bu kesin yasalarin bu alanda uygulanabilirligi yalnizca
pratikte (mevcut bilgisayar teknolojisine dayali olarak) degil, ayn1 zamanda prensipte

reddedilir (Klir ve vd, 1995).

Fiziksel siire¢lerin molekiiler diizeyde incelenmesine temelde farkli bir yaklasima
duyulan ihtiyag, yalnizca molekiiler siireclerin (istatistiksel mekanik) calismasina
degil, ayn1 zamanda ilgili istatistiksel yontemlerin de gelistirilmesini motive etti, ancak
aktiierya meslegi, biiyiik telefon santrallerinin tasarimi ve benzerleri gibi bir dizi baska
alana yoneliktir. Istatistiksel yontemlerde, mikroskobik varliklarin (molekiiller,
bireysel telefon siteleri, vb.) belirli tezahiirleri, uygun makroskopik degiskenlerle
baglantili olan istatistiksel ortalamalar1 ile degistirilir. Newton'un belirsizliginde
oynanan rol, Lotfi A. Zadeh'in (1965b) ufuk acict bir makalesinin yayinlanmasiydi,
ancak makalede sunulan baz fikirler 30 y1l kadar 6nce Amerikali filozof Max Black

(1937) tarafindan tasavvur edilmisti. Zadeh makalesinde, nesneleri (bulanik kiimeler)



kesin olmayan sinirlart olan kiimeler olan bir teori ortaya koydu. Bir fuzzy kiimeye

tiyelik, bir onaylama veya reddetme meselesi degil, bir derece meselesidir.

Zadeh'in makalesinin 6nemi, yalnizca belirsizlik i¢in tek ajan olarak olasilik teorisine
degil, ayn1 zamanda olasilik teorisinin dayandigi temellere de meydan okumasiydi:
Aristoteles¢i iki degerli mantik. A bir fuzzy kiime ve x ilgili bir nesne oldugunda, "x,
A'nin bir liyesidir" 6nermesi, iki degerli mantigin gerektirdigi gibi, mutlaka dogru veya
yanlis degildir, ancak yalnizca bir dereceye kadar dogru olabilir, x'in gercekte A'nin
bir tiyesi oldugu derecedir. Fuzzy kiimelerdeki tiyelik derecelerini ve iliskili
onermelerin dogruluk derecelerini kapali birim araliginda [0, 1] sayilarla ifade etmek
en yaygin olanidir, ancak gerekli degildir. Bu araliktaki u¢ degerler, O ve 1, sirasiyla,
belirli bir fuzzy kiimedeki iiyeligin toplam reddini ve onayini ve ayrica iliskili
Oonermenin yanlighgint ve dogrulugunu temsil eder. Fuzzy kiimelerin iiyelikten
tiyeliksizlige ve tam tersi kademeli gegisleri ifade etme yetenegi genis bir kullanima

sahiptir.

Bir fuzzy kiime, sdylem evrenindeki her olasi bireye, fuzzy kiimedeki iiyelik
derecesini temsil eden bir deger atanarak matematiksel olarak tanimlanabilir. Bu
derece, o bireyin fuzzy kiime ile temsil edilen kavrama ne derece benzer veya uyumlu
olduguna karsilik gelir. Bu nedenle, bireyler, daha biiylik veya daha kiigiik iiyelik
derecesi ile gosterildigi gibi, daha fazla veya daha az derecede fuzzy kiimeye ait
olabilirler. Daha 6nce bahsedildigi gibi, bu tliyelik dereceleri siklikla 0 ile 1 arasindaki
kapali aralikta degisen gercek say1 degerleri ile temsil edilir. Boylece, giinesli
kavramimizi temsil eden bir fuzzy kiime, %, 0’lik bulut ortiisiine 1 {iyelik derecesini,
%20’1ik bulut ortiistine 0.8 iiyelik derecesini, %30'luk bulut ortiisiine 0.4 iiyelik
derecesini ve %75’lik bulut ortiistine 0 tiyelik derecesi atayabilir. Bu dereceler, bulut
Ortiistinlin her bir yilizdesinin bizim 6znel giinesli kavramimiza yaklasma derecesini
belirtir ve kiimenin kendisi, bdylesine yaygin bir dilsel terimin dogasinda bulunan
anlamsal esnekligi modelleridir. Fuzzy kiimeye tam iiyelik ve tam iiyelik olmama
sirastyla 1 ve 0 degerleriyle gosterilebildiginden, kesin kiime kavramini1 daha genel bir
fuzzy kiime kavraminin siirli bir durumu olarak diistinebiliriz, sadece bu iki tiyelik

derecesine izin verilir.



Fuzzy kiimeler teorisi {izerine yapilan arastirmalar, teorinin 1960'larin ortalarinda
ortaya ¢ikmasindan bu yana istikrarl bir sekilde biiylimektedir. Teoriye iliskin kavram
ve sonuglar gévdesi simdi oldukca etkileyicidir. Cok cesitli uygulamalar {izerinde
yapilan arastirmalar da ¢ok aktif olmustur ve belki de daha etkileyici sonuglar
tiretmistir, (Klir,1995) Bu tezde, teorinin en bagarili uygulamalarindan bazilarinin yani

sira teorinin baslica gelismelerine bir giris sunuyoruz.

Soft kiime teorisi, 1999 yilinda Molodtsov tarafindan belirsizlikle parametrik bir
sekilde basa ¢gikmak i¢in dnerilen fuzzy kiime teorisinin bir genellemesidir. Soft kiime,
parametreli bir kiime ailesidir-sezgisel olarak, bu "soft"tir, ¢iinkii kiimenin siniri
parametrelere baglidir. Bicimsel olarak, bir evrensel X kiimesi ve E parametre kiimesi
tizerinde bir soft kiime, Anin E'nin bir alt kiimesi oldugu ve f'nin A'dan X'in kuvvet
kiimesine bir fonksiyon oldugu bir (f, A) ciftidir. Her e i¢in A'da, f(e) kiimesi, (f, A)'daki
e'nin deger kiimesi olarak adlandirilir. Yeni soft kiimeler teorisi i¢in en Onemli
adimlardan biri, 2009 yilinda matematik¢iler Athar Kharal ve Bashir Ahmad
tarafindan 2011 yilinda yayinlanan sonuglarla elde edilen soft kiimeler {izerindeki
eslemeleri tanimlamaktir. Soft kiimeler, tibbi uzman sistemlerde kullanim i¢in tibbi
teshis sorununa da uygulanmistir. Fuzzy soft kiimeler de tanitildi. Fuzzy soft kiimeler
tizerindeki eslemeler Kharal ve Ahmad tarafindan tanimlanmis ve incelenmistir. Fuzzy

soft kiime teorisi, gesitli yonlerde uygulama i¢in zengin bir potansiyele sahiptir.

Soft topoloji, matematigin diger dallariyla baglantilar1 olan 6nemli bir matematigin
dalidir. Soft topolojik uzaylar, matematigin hemen hemen tiim dallarinda dogal olarak
ortaya ¢ikar. Bu soft topolojiyi matematigin bilyiik birlestirici fikirlerinden biri haline

getirdi.

Ekonomi, ¢evre miihendisligi, tip vb. alanlardaki gercek hayat problemlerinin ¢cogu
klasik matematiksel yontemlerle ¢oziilemez ve bu yontemler yeni gereksinimleri
karsilamak i¢in yeterli degildir, bu nedenle bulanik kiime teorisi gibi bazi teoriler
verilmistir. Soft kiime teorisi ve fuzzy soft kiime teorisi ve uygulamalari, bu
problemleri ¢dzmek i¢in gelistirilmistir. Ilk olarak arastirmaci Zadeh tarafindan ortaya
atilan fuzzy kiime teorisi, bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde ¢ok dnemli bir ara¢ haline

gelmis ve kismi tiyeliklere izin vererek muglak kavramlari temsil etmek i¢in uygun bir



cergeve sunmaktadir (Zadeh 1965). Fuzzy kiime teorisi hem matematikgiler hem de
bilgisayar bilimcileri tarafindan incelenmistir ve yillar i¢inde fuzzy kontrol sistemleri,
fuzzy otomatlar, fuzzy mantik, fuzzy topoloji vb. gibi bir¢ok fuzzy kiime teorisi
uygulamasi ortaya ¢ikmistir. Bu teorinin yani sira olasilik teorisi, bu problemlerin
¢cozlimiine yonelik kaba kiime teorisi de vardir. Chang, fuzzy ailesi olan fuzzy
topolojinin tanimini verdi(Chang 1968). Molodtsov (Molodtsov 1999), belirsizlik
kiimelerini modellemek igin tamamen yeni bir yaklasim olan soft kiime teorisi
kavramini tanitti. Abdulkadir (Abdulkadir 2014) fuzzy soft topolojik uzaylara bir giris
soft, Roy .S. ve vd,( 2012) tartisti Fuzzy soft topolojik uzaylar iizerine bir not
tartigmuistir, Sabir ve vd, ( 2011) soft topolojik uzaylarin bazi 6zelliklerini vermistir.
Banu, fuzzy soft topoloji iizerinde ¢alismistir (Banu ve digerleri, 2012), Georgiou
(D.N. Georgiou ve digerleri 2013) soft topolojik uzaylar {izerinde tartismistir, Babitha
K.V., ve vd, (2010) iizerinde calisilan soft kiime iligkileri kavramlari bir alt olarak
tanitmis ve Soft kiimelerin kartezyen ¢arpiminin soft kiimesi ve ilgili birgok kavram
vermistir. Maji ve vd, (2011) fuzzy kiimeler ve soft kiimeleri birlestirmis ve fuzzy soft
kiimeleri tanitmistir. Fuzzy soft kiimeler iizerindeki arastirmaya devam etmek igin,
Ahmad ve Karal (2009) fuzzy soft kiimelerin baz1 6zelliklerini daha fazla sunmustur.
Topoloji B. Chen,(2013) ve Min (2011), cebir Koyuncu ve Tanay,(2010) ve Aktas ve
Cagan,(2007) dahil olmak {iizere ¢esitli alanlarda (fuzzy) soft kiime teorisi ve
uygulamalari iizerine arastirmalar hizla ilerlemektedir. Biswas ve Hanmandlu ,(2013)
ve Mahapatra ve Mondal (2012) vb. 6zellikle, soft kiimeleri ve fuzzy soft kiimeleri
kapsamli bir sekilde kullanilmistir. Ayrica, kaba kiimelere ve aralik degerli fuzzy
kiimelere soft kiimeler ve fuzzy soft kiimeler de uygulanmistir Peng ve Liu, (2017).
Fuzzy soft kiimelerin bir uygulamasi olarak, Tanay ve vd, (2011), fuzzy soft topoloji
olarak adlandirilan fuzzy soft kiimelerin topolojik yapisini tanitmistir. Daha sonra,
Roy ve vd, (2012) ve Varol ve vd, (2012), fuzzy soft kiimelerin tanimini bagimsiz
olarak degistirmis ve fuzzy soft topolojiyi yeniden tanimlamistir. Bunun ardindan,
Etkin ve Aygun,(2014) diger fuzzy soft topolojik yapilari, fuzzy soft topolojik uzaylar
baglaminda incelemeye baslamiglardir. Shi ve B. Pang'da,(2015) belirtildigi gibi, soft
topolojiler ve fuzzy soft topolojiler gereksizdir ve teorik anlamda gereksiz yere
karmasiktir. A. Kandil ve arkadaslar1 Soft Ideal Teorisi Soft Lokal Fonksiyon ve
Uretilmis Soft Topolojik Uzaylar iizerinde calistilar A. Kandil (2014). Ke Gong ve vd,



(2010), islemleriyle birlikte ikili soft kiimeyi incelemistir. Onyeozili ve vd, (2014),

soft kiime teorisinin temelleri iizerine bir ¢alisma sunmustur.

Bu tezde, fuzzy kiime, soft kiimeler, fuzzy soft kiimeler, fuzzy topolojik uzay ve fuzzy
topolojik alt uzaym bazi 6zelliklerini inceledik. Birinci bdliimde, fuzzy kiime, soft
kiimeler ve fuzzy topolojik uzayin gelisimini tanittiktan sonra yukaridaki kavramlarla
ilgili baz1 tarihi ¢alismalardan bahsettik. ikinci boliimde, baz1 6zellikleri ve teoremleri
ile fuzzy kiime ve fuzzy soft kiimeleri inceledik. Ugiincii béliimde, bazi teorem ve
ozellikler ve bazi orneklerle fuzzy topolojik uzay1 calistik. Dordiincii béliimde bazi
teoremler ve 6rneklerle birlikte soft kiimeleri ve fuzzy soft kiimeleri inceledik. Besinci
boliimde fuzzy kiime igin Kartezyen ¢arpimini inceledik ve boylece Ty—uzay, T;—uzay

ve T,—uzay i¢in ayirma aksiyomunun bazi 6zelliklerini ve bazi teoremleri inceledik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Fuzzy kiime teorisi, klasik kiime kavraminin bir uzantisi olarak dnerilmistir (Zadeh,
1965). Bu teorinin temeli, agik¢a tanimlanmis siirlari olmayan ve yalnizca belirli bir
dereceye kadar elemanlar igerebilen bir kiime olan fuzzy kiimedir; baska bir deyisle,
elemanlar belirli bir tiyelik derecesine sahip olabilir. Bu nedenle, bir fuzzy kiimedeki
her bir elemanin iiyelik derecesini belirleyen uygun fonksiyonlar, yani iiyelik
fonksiyonlart kullanilir. Bu boliimde fuzzy kiime kavramlari, esnek kiimeler, bazi

islemlerle fuzzy soft kiimeler, 6zellikler ve teoremler 6rneklerle incelenmistir.

2.1.1 Tanim

Uy :U - [0,1] =1 bir doniisiim ve p 4 (u) (veya A(u)), X’in A’daki aitlik derecesini
belirtmek tizere, U’daki bir A fuzzy kiimesinin sirali ¢iftler kiimesi

A= {(u, HA(U) ‘U € U}
seklindedir (Zadeh,1965).
2.1.2 Tamim (Sabit Fuzzy Kiime)
Her u € U igin, eger p(u) = c (' sabit) ise, 0 zaman buna sabit fuzzy kiime denir.

2.1.3 Tanim (Esit Fuzzy Kiime)

U bos olmayan kiime olsun ve heru € U igin 4, B, iki fuzzy kiime olsun, o zaman

ta(u) = pg(u) ise A = B dir (Zadeh,1965).

2.1.4 Ornek

na(u) = x,ve pug(u) = x2 olmak iizere U = {0,1} ve A, B iki fuzzy kiime olsun.
Boylece A, B esit iki fuzzy kiime olur. A = {(0,0), (1,1)}, B = {(0,0), (1,1)} olmak
tizere u € U i¢in pu(u) = ug(u) oldugundan, A fuzzy kiimesi, B fuzzy kiimesine

esittir.



2.1.5 Tanmim (Fuzzy Kuvet Kiimesi)

A = {(u, pa(u) : u € U} bir Fuzzy kiime olsun. O zaman n Fuzzy kuvet kiimesi

A" = {(u, (uA(u))n):u € U} .n=1,2,3,...

seklinde tanimlanir.
2.1.6 Ornek

A ={(2,0.2),(1,0.3), (3,0.5)} bir Fuzzy kiime olsun. O zaman A?, A3, A"
A2 = ((2,0.04), (1,0.09), (3,0.25)}

A% ={(2,0.008), (1,0.027), (3,0.125)}
A" ={(2,(0.2)"),(1,(0.3)"), (3,(0.5)"}

seklindedir.
2.1.7 Tamim

A={(upua(u):u€eU}veB={(upg(u):ue€ U}, Uda iki Fuzzy kiime olsun. O
halde, A Vv B birlesimi, A A B kesisimi ve A¢ tiimleyeni asagidaki gibi tanimlanan

tiyelik fonksiyonlarina sahip fuzzy kiimelerdir;

i) ptavs (W) = max{p, (W), pp (W}, vu € U,

i) wanp () = minfu, (), up(W)}, Vu € U,

i) gge(w) =1 —pua(u),vu € U,

iv) ua(u) < pg(u),vu e Uise A < B (fuzzy altkiime),

V) usg = min{u,(u), uge(u)} olmak iizere A\B = { (u, pa\g(W), Vu € U} (Fuzzy

kiime fark).



2.1.8 Ornek

U ={a, b} ve A, B iki Fuzzy kiime A = {(a,0.2),(b,0.6)}, B = {(a, 0.8),(b,0.7)}
seklinde tanimlansin. O zaman AvB, A A B, A€, A\B ifadeleri asagidaki gibi olur;

)AVB =C,Vu € U olsun. O zaman pu.(u) = max{u,(w), ug(w)}, uc(a) = 0.8,
Uc(b) = 0.7 ve boylece AV B ={(a,0.8),(b,0.7)}dir.
(Vu € U oldugunda pa(u) < pg(u) olur ve boylece A < B dir.)

i) ANAB=D, o zaman up(a) =0.2,up(b) =0.6 olup bdylece AANB =
{(a, 0.2),(b,0.6)} dir.

i) Vvu e U igin pyc(u) =1 —pa(u) olsun. O zaman pyc(a) = 0.8, uye(b) =
0.4 ve A° = {(a, 0.8), (b, 0.4)} olur.

v) A\B = A A B¢ oldugunda, bdylece Fuzzy fark kiimesi iiyelik fonksiyonuna esittir;
tag = min{p, (W), ppe(W)}, ve pugp(a) = (a,0.2) , unpg(b) = (a,0.3), ve A\B =
{(a,0.2),(b,0.3)}.

2.1.9 Teorem

U=+ @veA B c U, U’ nun iki Fuzzy kiimesi olsun. O zaman
) A<B & B < A°

i) (AV B)¢ = A° AB€

i) (AAB)¢ = A° Vv B¢

iv) (A9 = A (Change 1968).

fspat.
DVu€eU, pue(u) =1—puyu(u) ve puge(u) =1 — ug(u)

A<Bop(w) <pgu) ©1—pg(w) <1 —py(w)

& pge(u) < ppc(u) & B < A,



i) Vu € U, peavpyc(w) =1 — pap(u)
=1 —max{p,(w), up (W)}
=min{l — u,(u),1 — ug(u)}
= min{ pue(w), ppe(u)}
= Uacppe(u)
bdylece,
(AVB)¢ =A°ABS
olur.

i) vu € U, panpyc(w) =1 — ugap(u)
=1 —min{us(w), up(w)}
=max{l — us(u),1 — ug(w)}
= max{ uue(w), ppe(w)}

= pgeype(u)

bu durumda,
(AANB)¢ = A° Vv B¢

olur.

V)Vu € U, uye(u) =1 — puy(u) ve

peacye W) =1 — (1 — pa(w)) = pa(u) olup, (A9)¢ = A elde edilir.
2.1.10 Teorem
A, B ve C Fuzzy kiimeler olsun. O zaman
i) AN(BAC)=(AAB)AC
i) AV(BVC)=(AvVB)VvC

i) AANBVC)=(AAB)V(AAC)
iv) AV(BAC)= (AV B) A(AV C) (Terzioglu 2007).



jspat.

)Vu€eUi¢in AA(BAC)=M <
(W) = min{u, (), minfug (W), pe (W3}

= min{u, (u), pp (W), pc (W)}
ve

VueUigin(ANB)AC =K &
g (w) = min{minfu, (W), up (W} ue (W}
= min{u, (W), ug (W), uc (W)}

olup, bu durumda AA(BAC) = (AAB) AC dir.

ii)VueUi¢gin AV(BVC)=M <
pp (W) = max{p, (w), max{up (u), uc(w)}}
— max{uA (u), .uB (u), ,uC (u)}

ve

Vu€eUicin (AVB)VC =K &
px (w) = max{max{u, (w), up (W)}, uc ()}
= max{pu, (), up (W), uc (W}

olup, boylece AV (BV C) = (AV B) V C elde ederiz.

i) Vu € U igin puy(u) < pug(u) < pc(u) ise, 0 zaman
AABVC) =K & () = minf{u, (W), max{up (W), uc(W)}} = pa(w)
(AAB)V(AANC) =M < uy(u) =

max{min{ us (W), us (W} min{ua W), ue W3} = pa(w)

olur. Benzer sekilde Vu € U i¢in
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pa) < pe(u) < pp(w) = pug(w) = py(w) = pa(w)
pp(w) < pa(w) < pe(w) = pe(w) = uy (W) = uya(w)
pp(w) < pc(w) < pa(w) = pg(w) = py W) = pc(w)
pe) < pa(w) < pp(w) = pug(w) = py(w) = ua(w)
pe() < pup(w) < pa(w) = pg(u) = py (W) = pp(w)
1Se

AANBVC)=(AAB)V(AAC)
elde edilir.
V) Vu € U igin py(u) < ug(u) < pc(u) ise, 0 zaman

AV (BAC) =K & pp(w) = max{u,w), minfus W), pcW)}} = up(w)
(AVB)A(AVC) =M < uy(u) =

min{max{ sa(w), 15 ()}, max{yua (W), e (W3} = pp 1)

olur. Benzer sekilde Vu € U igin

pa) < pe(u) < pp(w) = pg(w) = py() = uc(w)

pp(w) < pa(w) < puc(w) = pug(w) = py(w) = ua(w)

pp(w) < pe(w) < pa(w) = pug(u) = py(w) = ua(w)

pe) < pa(uw) < pp(w) = pug(u) = py(w) = ua(w)

pe) < pp(w) < pa(w) = pug(u) = py(w) = ua(w)
ise

AV (BAC)=(AVB)A(AVC)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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2.1.11 Soft Kiimeler

U bir baslangi¢ evrensel kiimesi olsun ve E, U'ya gore parametreler veya nitelikler
kiimesidir. P(U), U ve A € E'nin kuvet kiimesini gostersin, o zaman (F,A) ¢iftine U
tizerinde soft kiime denir, burada F, F:4A—P(U) seklinde verilen bir doniistimdiir. Bir
(F,A) cifti, U iizerinde soft kiime olarak adlandirilir egerek ve yeter sart, F, U
kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesine E'nin bir doniistimiidiir. Baska bir deyisle,
soft kiime, U kiimesinin parametrelestirilmis bir alt kiime ailesidir. Bu
tanimlamalardan sonra, bazi Ornekler ve teorem ile soft kiimelerin tanimlarini

inceledik.

2.1.12 Tanim

A C E olsun. F: A — P(U) seklinde verilen F bir doniisiim olmak tizere (F, A) veya
(F4), U tizerinde soft kiime olarak adlandirilir (Molodtsov 1999).

2.1.13 Ornek

U ={c;,cy, 3 ¢C4,Cs, Co} evrensel kiimesinde alt1 araba oldugunu varsayalim ve E =
{e,, e, 3, €4, €5} de parametrelerin kiimesi olsun. e; (i = 1,2,3,4,5) sirastyla “pahal1”,
“eski”, “cevre dostu”, “ucuz” ve “yeni” parametrelerini temsil etmektedir Ki, e;
"pahali" parametresini, e, "eski" parametresini, e; "cevre dostu" parametresini, e,

"ucuz" parametresini ve eg de "yeni" parametresini temsil etmektedir. Varsayalim ki;

F(e1) = {c1,¢3,¢ar C5},
F(ez) = {cz cs}
F(es) = {cq},

F(es) = {cs},

F(es) = {c1,¢3 ¢4}

olsun. (F,E) soft kiimesi, U kiimesinin alt kiimesinin {F(e;),i = 1,2,3,4,5} parametreli
bir ailesidir ve bize bir nesnenin yaklasik agiklamalarinin bir koleksiyonunu verir.

Boylece, (F,E) soft setini asagidaki gibi bir yaklagimlar toplulugu olarak gorebiliriz;
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(F,E) = {(e1,{c1,c3,c4,¢5}), (€2, {c2, c5}), (€3, {ca}), (s, {cs5}), (es, {c1, ¢35, ca}) }.

2.1.14 Tamim (Bos Soft Kiime)

U lizerindeki bir soft kiime (F,A) olsun. her € € A, F(€) = ¢ ise ¢ ile gosterilen bos
soft kiime olarak adlandirilir (Maji 2003).

2.1.15 Ornek

Varsayalim ki, U ucuz arabalar kiimesi ve A’ da parametrelerin kiimesi olsun. U

evrensel kiimesinde su sekilde verilen dort araba olsun;

U ={c;,cy ¢3¢, } ve A= {koenigsegg, buggatti, ferrari}, (F,A) soft kiimesi
arabalarin yapimini gostersin. (F,A) soft kiimesi agagidaki gibi tanimlanir;

F(koenigsegg): koenigsegg arabasi,

F(buggatti): buggatti arabasi,

F(ferrari): Ferrari arabasi.

(F,A) soft kiimesi asagidaki gibi yaklagimlarin toplami seklindedir;

(F,A) = {koenigsegg arabas1 = @, buggatti arabasi1 = @, Ferrari arabas1 = @ }

olup, (F,A) bos soft kiime olur.

2.1.16 Tamim (Mutlak soft Kiime)

U tizerindeki bir soft kiime (F,A) olsun. her € € A4, F(¢) = U ise U ile gosterilen mutlak
soft kiime olarak adlandirilir (Maji 2003).
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2.1.17 Ornek

Varsayalim ki, U ucuz arabalar kiimesi ve B’ de parametrelerin kiimesi olsun. U

evrensel kiimesinde su sekilde verilen dort araba olsun;

U=1{cy,cy 34} ve B ={koenigsegg degil, buggatti degil, ferrari degil} ,
(G,B) soft kiimesi arabalarin yapimini gostersin. (G,B) sof kiimesi asagidaki gibi
tanimlanir;

G(koenigsegg): koenigsegg arabasi degil,
G (buggatti): buggatti arabasi degil,

G(ferrari): Ferrari arabasi degil.

(G,B) soft kiimesi asagidaki gibi yaklagimlarin toplami seklindedir;

(G, B) = {koenigsegg arabasi degil = {c, , c,, c3, c,}, buggatti arabasi degil =

{c1,¢3,¢3,¢c4}, Ferrari arabasi degil = {c; , c,, ¢35, ¢4} }

olup, (G,B) mutlak soft kiime olur.

2.1.18 Tamim (Soft Altkiime)

U tizerinde (F, A) ve (G, B) iki soft kiime olsun. Eger
(i) A<B,
(i) her € € A, F(€) ve G(€) 6zdes yaklasimlardir ve asagidaki gibi ifade edilir;

(F,A)= (G,B),

ise (F,A)’ya (G, B)’nin altkiimesidir denir (Maji 2003).
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2.1.19 Tamim ( Soft Kiimelerin Birlesimi)

C=AVB ve here € C olmak iizere U iizerinde (F, A) ve (G, B) iki soft kiimenin

birlesimi (H, C) soft kiimesi ise

F(e) eger e€ A—B
H(e) = G(e) eger e€eB—A
F(e)VG(e) eger e € ANB

ve (F,A)V (G,B) = (H, C) seklinde ifade edilir (Maji 2003).

2.1.20 Tamim (Soft Kiimelerin Kesisimi)

C=AANBvehere€(C,H(e) = F(e) ANG(e) olmak tlizere U iizerinde (F,A) ve
(G, B) iki soft kiimenin kesisimi (H, C) soft kiimesidir ve (F,A) A (G,B) = (H,C)

seklinde ifade edilir (Maji 2003).

2.1.21 Tamim (Soft Kiimelerin AND Operatorii)

(F, A) ve (G, B) iki soft kiime ise, H(x, 8) = F(x) A G(B),her x€ A, her 8 € B ve
A iki kiimenin kesisim operatorii olmak tizere “(F,A) AND (G, B)” soft kiimesi
(F,A) A (G, B) seklinde gosterilir ve (F,A) A (G, B) = (H, A X B) seklinde tanimlanir
(Maji 2003).

2.1.22 Tamim (Soft Kiimelerin OR Operatorii)

(F, A) ve (G, B) iki soft kiime ise, H(cc, §) = F(x) v G(B),her x€ A, her B € B ve
v iki kiimenin kesisim operatorii olmak tizere “(F, A) OR (G, B)” soft kiimesi (F,A) v
(G,B) seklinde gosterilir ve (F,A)V (G,B) = (K,A x B) seklinde tanimlanir (Maji
2003).
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2.1.23 Tamim ( Soft Kiimenin Tiimleyeni)

Fé(e) =U —F(e) = (F(e))C,HER € €A igin FS:A— P(U) bir déniisiim olmak
tizere (F,A) SOFT kiimesinin tiimleyeni (F,A)¢ seklinde gosterilir ve (F,A)¢ =
(F¢, A) seklinde tanimlanir ( Neog 2011).

2.1.24 Teorem
U lizerindeki (F, A), (G, B) SOFT kiimeleri igin asagidakiler saglanir;

i) ((F,A))° = (F,4),
ii) ¢ = U and U¢ =
i) (F,A)Vv (F,A)f¢ =
iv) (F,A) A (F,A)° = 9,

v) ((F,A) A (G,B) = (F,A)° Vv (G,B),

vi) ((F,A) V (G,B))¢ = (F,A)° A (G,B)¢ (Onyeozili 2014).

?,
d,

jspal.

i)here € A, F°(e) = (F(e))¢ olmak iizere (F,A)¢ = (F€, A) olsun. Hatta Ve €
A, (F)(e) = (F°(e)) = (F(e)°)° = F(e) olmak tizere ((F,A)°)¢ = (F¢, A)¢ =
((F)¢, A) olur. Boylece ((F,A)€)¢ = (F, A) esitligi elde edilir.

ii) here €A, F(e) =¢ olmak flizere ¢ = (F,A) olsun. here € A, F°(e) =
(F(e))c = ¢° = U olmak iizere ¢¢ = (F,A)¢ = (F¢, A) olur. Boylece ¢¢ = U dir.
Benzer sekilde U = (F,A) , here €A, F(e)=U ve here €A, F¢(e) =
(F(e))c = U° = @ olmak iizere U¢ = (F,A)¢ = (F¢,A) olur ve U = ¢ elde edilir.
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iii)here € A, H(e) = F(e) VF°(e) =
F(e)v (F(e))c =T

olmak tizere (F,A)V (F,A)¢ = (F,A)V (F¢,A) = (H,A) olsun. Bu durumda
(F,A)Vv(F,A =0T
olur.

iv) her e € A, H(e) = F(€) AF(e) = F(e) A (F(€))" = @ olmak iizere (F,A) A
(F,A) = (F,A) A(F¢,A) = (H, A) olsun. Boylece (F,A) A (F,A)¢ = ¢ olur.

V) H(x, B) = F(x) AG(B),her x€ Ave herf € B ve n de iki soft kiimenin kesisim
operatorii olmak tizere (F,A) A (G,B) = (H,A X B) olsun. Bu durumda (F,A) A
(F,A)° = (H,AXx B)¢ = (H¢,A X B) olur. V(«,8) € A X B olmak lizere

H (o, B) = (H(x, B)) = (F(<) AG(B))°
= (F(0))° V (G())¢ = FE(e) V G°(B)

dir. 0(e,B) = FC(x)V G°(B), her x€ Ave her § € B ve V iki soft kiimenin
birlesim operatorii olmak tizere (F,A)¢V (G,B)¢ = (F¢,A) V (G°,B) = (0,A X B)

olsun. Boylece ((F,A) A (G,B))¢ = (F,A)¢ v (G, B)¢ elde edilir.

vi) ((F,A) Vv (G,B))¢ = (H,A x B) olsun. her («,8) € A X B olmak {izere

H(x, B) = (H(x, B)) = (F() v G(B))
= (F())° A (G())¢ = FE(e) A GE(B)

dir. 0(x,B) = F¢(x) AG°(B),her <€ Ave her B € B ve A iki yumusak kiimenin

kesigim operatorii olmak tizere (F,A)¢ A (G,B)¢ = (F¢,A) vV (G°,B) = (0,A X B)
olsun. Bu durumda ((F,A) A (G,B))¢ = (F,A)¢ A (G, B)¢ elde edilir.
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2.2.1 Fuzzy Soft Kiimeler

Fuzzy soft kiime Yao (Yao, 2008), soft fuzzy kiime kavramini sunmus ve bu kavram,
mevcut soft fuzzy kiimenin 6nemi i¢in test edilmistir. Son olarak, Fuzzy Soft Set
(FSS) iligkileri ve soft fuzzy kiime iligkileri baz1 6rneklerle karsilagtirtlmistir. Cagman
(Cagman,2011), Fuzzy Soft Set 'nin tanimin1 degistirmis ve kavrami bazi 6zellikleriyle
birlikte incelemistir. Son olarak, karar siirecinin etkin bir sekilde yapilandirilmasi igin
fuzzy soft toplama operatorii tanimlanmustir. Genellestirilmis Fuzzy Soft Set,
Majumdar tarafindan tanitilmistir (Macumdar, 2010). Genellestirilmis Fuzzy Soft Set
'mnin bazi Ozellikleri ve uygulamalart Manjumdar tarafindan sunulmaktadir. Bu

boliimde, propiyonlu fuzzy soft kiimenin tanimlarini inceledik.

2.2.2 Tanim

A dan IV ya f:A - IV bir déniisiim olmak iizere, (f,A) cifti U iizerinde fuzzy
yumusak kiime olarak adlandirilir (Maji 2001).

2.2.3 Tanim (Bos Fuzzy Soft Kiime)

U lizerindeki bir soft kiime (F,A) olsun. her € € A, 0(x) = 0, her x € U olmak iizere

0 ile gosterilen bos fuzzy sof kiime olarak adlandirilir (Maji 2001).

2.2.4 Tanim (Mutlak Fuzzy Soft Kiime)
U tizerindeki bir soft kiime (F,A) olsun. her € € A, 1(x) = 1, her x € U olmak lizere

f(€), Unun1 mutlak fuzzy kiimesi ise U ile gosterilen mutlak fuzzy soft kiime olarak
adlandirilir (Maji 2001).
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2.2.5 Tamim (Fuzzy Soft Altkiime)
(f,A) ve (g,B), (U, E) fuzzy soft simifinda iki fuzzy soft kiime olsun. Eger

i) A <B
ii)Here € A4, f(e) < g(e) ve (f,A) <(g,B)

oldugunda (f, A), (g, B)’nin fuzzy soft altkiimesi olur (Maji 2001).

2.2.6 Tanim (Fuzzy Soft Kiimelerin Birlesimi)

C =AVB ve here € C olmak lizere U lizerinde (f, A) ve (g, B) iki soft kiimenin

birlesimi (H, C) soft kiimesi ise

f(e) eger e€ A—B
H(e)={ g(e) eger eeB—A
f

(e)vg(e) eger e€ AANB

ve (f,A)V (g,B) = (H,C) seklinde ifade edilir (Maji 2001).

2.2.7 Tanim (Fuzzy Soft Kiimelerin Kesisimi)

C=AANBvehere€e C,H(e)=f(e)Ag(e) ve AAB # @ olmak lizere U iizerinde
(f,A) ve (g,B) iki fuzzy soft kiimenin kesisimi (H, C) fuzzy soft kiimesidir ve

(f,A) A (g,B) = (H, C) seklinde ifade edilir (Maji 2001).

2.2.8 Tanim (Fuzzy Soft Kiimelerin AND Operatorii)

(f, A) ve (g, B) iki fuzzy soft kiime ise, H(, ) = f (<) A g(B),her x€ A, her €
B ve A iki kiimenin kesisim operatorii olmak tizere “(f, A) AND (g, B)” fuzzy soft
kiimesi (f,A) A (g, B) seklinde gosterilir ve (f,A) A (g,B) = (H,A X B) seklinde
tanimlanir (Maji 2001).
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2.2.9 Tanim (Fuzzy Soft Kiimelerin OR Operatorii)

(f, A) ve (g, B) iki fuzzy soft kiime ise, H(, ) = f(x) V g(B),her x€ A, her €
B ve V iki kiimenin kesisim operatorii olmak tizere “(f,A) OR (g, B)” fuzzy soft
kiimesi (f,A) V (g, B) seklinde gosterilir ve (f,A) V (g,B) = (K, A X B) seklinde
tanimlanir (Maji 2001).

2.2.10 Tamim (Fuzzy Soft Kiimenin Tiimleyeni)

fée)=1—-f(e) = (f(e))c,her €€A igin fS:A - P(U) bir doniisim olmak
tizere (f, A) fuzzy soft kiimesinin tiimleyeni (f, A)¢ seklinde gosterilir ve (f, A)¢ =
(f¢, A) seklinde tanimlanir ( Neog 2011).

2.2.11 Onerme

(f,A) ve (g, B) iki fuzzy soft kiime olsun. U ve @, sirasiyla, mutlak ve bos fuzzy soft

kiime olmak tlizere;

1.(p,A)¢ = (U, A)

2.(U,A) = (f,4)

3.(f, A V(g4 = (4

4. (f,A) Vv (U,A) = (U,A)

5. (f, AN (pA) =(p,4)

6. (f,A)A(U,A) = (f,A)

7.((f,A) v (g,B)) = (f,A) A (g, B)
8. ((f,A) A (g,B)) = (f,A)V (g,B)

esitlikleri vardir.
fspat.
1) (p,A) = (F, A) olsun. O zaman her € € A igin
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f(&) = {w upe(w):u e U}
={(u,0),u € U}

(@,A)°¢ = (f,A)¢ = (f¢, A) olur ve

here € A, f(e) = (f(E))C
= {u,‘uf(e)(u):u € U}C
= {u‘ 1-— /,Lf(e)(u):u € U}
={(u,1—0),u € U}
={(u,1),u € U}

=U
olup (@,A)¢ = (U, A) elde edilir.
2) (U,A) = (f,A) olsun. O zaman her € € A igin,

fe) = {u,ﬂf(e)(u):u € U}
={(u,1),u € U}

(U,A)¢ = (f,A) = (f€, A), olur ve

here €4, f(e) = (f(&)
= {u,,uf(e)(u):u € U}C
= {u, 1—ppe(w)u € U}
={(w,1-1),ue U}
={(u,0),u € U}
=
elde edilir.

Yhere €A ,(f.4) ={e (u, upey(w)):u € U} igin,
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(@,4) ={(e,(w,0)):u € U}
(f, AV (¢, 4) = {(€, (u, max (Ure) (W), 0)):u € U}

= {(E, (u, ,uf(s)(u)) ‘U € U}
= (f,4)

olup (f,A) Vv (@,A) = (f,A) elde edilir.
4) her € € A ve (f,A) = {6, (u, upe(u)):u € U} igin,
(U,A) = {(e,(u,1)):u € U}
(f, A v (U, 4) = {(e, (v, max (use)(w), 1)):u € U}
={(¢, (u,1):u € U}
= (U,4)
olup (f,A) v (U,A) = (U,A) elde edilir.
5) her € € A, (f, A) = {e, (x, ure)(x)): x € U} igin,
(@,4) ={(e, (x,0)):x € U}
(f,AN(p,A) = {(6, (x, min (,uf(e)(x),O)):x € U}
= {(¢, (x,0):x € U}
= (¢, 4)
olup (f,A) A (p,A) = (¢, A) elde edilir.

6) her € € 4, (F,A) = {€, (x, ur(e)(x)): x € U} igin,

(U,A) = {(e,(x,1):x € U}
(f,A) A (U,A) = {(6, (x, min (ppee) (x), 1)):x € U}

= {(&(x ro®):x € v}
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= (F,4)
olup (f,4) A (U, A) = (f, A) elde edilir.

7)H(ex,B) = f(<) V g(B),her <€ Ave her § € B ve V iki fuzzy soft kiimenin
birlesim operatérii olmak tizer (f,A) V (g, B) = (K, A X B) olsun. Bu durumda,

H(x, B) = f() Vv g(B)
= {(x, max (,uf(oc) (x), He(p) (x))}

olup her («,B) € A X B igin

(£, AV (g,B) = (HAxB)F
= (H¢ AXB)

dir.

He (e, B) = (H(ex, B)°
= {(u 1 —max (Up) (U), Hep) (u))}

= {(u, min (1 — preo (@), 1 — pgep) (u))}
0(x,B) = f(x)Ag°(B), her x€ Ave her B € B ve A iki fuzzy soft kiimenin

kesigim operatorii olmak tizere (f,A)° A (g,B)¢ = (f¢,A) A (g%, B) =(0,A%XB)

olsun. Bu durumda,

{(u, min (pge(e (W), #g“(ﬁ)(u))}

= {(u min (1 — pre (W), 1 — pgp) (”))}

olurve ((f,A) v (g,B))¢ = (f,A)° A (g, B)° elde edilir.
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8) H(x,B) = f(x) Ag(B),her x€ Ave her B € B ve A iki fuzzy soft kiimenin
kesigim operatorii olmak tizere (f,A) A (g,B) = (H,A X B) olsun. Bu durumda,

H(, B) = f() A g(B)
- {(u min (is () (U)'ﬂg(ﬁ)(u))}

olup her (,B) € A X B igin

(£, D) A (g,B) = (H(ex, B))
= (H, A X B)

ve

HE(, B) = (H(x, B))°
_ {(u, 1 —min (s (u),ﬂg(ﬁ)(u))}

= { (1 max (1 — (W), 1 = gy (W)}
olur. 0(ec, B) = f(x) V g¢(B),her «€ A ve her B € B ve V iki fuzzy soft kiimenin

birlesim operatorii olmak iizere (f,A)°V (g,B)¢ = (f¢,A)Vv (g°,B) = (0,A X B)

olsun. Boylece,

{(u max (Ure(er) (W), Hge(p) (“))}

= {(u, max (1 — pr(u), 1 — “g(ﬁ)(u))}

olup ((f,A) A(g,B))¢ = (f,A)°V (g,B)° elde edilir.
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3. FUZZY SOFT TOPOLOJIK UZAY

Fuzzy soft topolojik uzaylar Tanay ve Kandemir, (2012), bir baslangi¢ evreni tizerinde
bir fuzzy soft kiime tlizerinde fuzzy soft topoloji tanimladilar. Bu tanimda, fuzzy soft
kiimelerin parametre kiimeleri, fuzzy soft topolojiyi olusturur, ayni degildir, istege
bagli olarak secilebilirler. Bu boliimde, fuzzy set topolojik uzay, fuzzy set topolojik alt
uzay, fuzzy set taban ve alt taban tanimlar1 ve bazi teoriler ve orneklerle fuzzy set

topolojik uzayin bazi 6zellikleri incelenmistir.

3.1.1 Tanim

U bir kiime ve T da U nun fuzzy alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger T asagidaki

sartlar1 sagliyorsa, T ya U lizerinde fuzzy topoloji denir;

1-0,1 €T,
2-Herj €] i¢cinG; € tise VG; € T,
3-G,HEeT iseGAHET.

(U, 7) ikilisine fuzzy topolojik uzay denir. T nun elemanlarina fuzzy agik kiimeler ve
eger (1-A), U da fuzzy agik kiime ise U daki A fuzzy kiimesine kapalidir denir (Change
1968).

3.1.2 Ornek

U={xy,x3,x3},E ={ay, a3, a3}, A ={ay, 2} € E

ve (F,A) = {(ay,{x1,x5}), (ay, {x3,x3}) }olsun. O zaman

Fpp = {(ay, {x:})}
Fpp = {(ay , {x2})}
Fa3 = {(a1 ,{x1,%})}
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Fpq = {(az, {x21)}

Fps = {(az, {x3})}

Fye = {(az ,{xz,x3})}

Fa7 = {(a1 , {x1}), (az, {x2})}

Fag = {(a1 , {x1}), (a2, {x3})}

Fyo = {(a1,{x,1}), (az,{xz, %31}
Fa10 = {(ay, {x2}), (az , {x21)}
Fy11 = {(a1,{x2}), (az , {x3}1)}
Fy12 = {(a1,{x2}), (a2, {x2, x3})}
Fp13 = {(ay , {x1, %2}), (a2, {x 1)}
Fp1a = {(ay , {x1, x%2}), (a2, {x3})}
Fp15 = Fy

Fpa16 = Fy

seklinde verilenlerin hepsi (F,A) nin fuzzy alt kiimeleri olur. Bu durumda 7; =
{Fp,F4}, T, = P(Fy) Ve 13 = {Fp, Fy, Fa3, Faq11, F413} , (F,A) tzerinde topolojik
uzaylar olurlar.

Her topolojik uzay bir fuzzy topolojik uzaydir ama tersi dogru degildir.

3.1.3 Ornek

U={ab,c}, A=1{(a0),(b, 04),(c, 1)}, Uiizerinde bir fuzzy kiime ve T = {0, 4, 1}

olsun. O zaman (U, ) bir fuzzy topolojik uzay olup, topolojik uzay degildir.

3.1.4 Tanim

(U, 7), U iizerinde bir topolojik uzay ve V de U nun bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
O zaman (Fy,E) =VgA(F,E) olmak tzere 7y = {(F,,E),(F,E) €t} ye V
tizerinde soft bagil topoloji ve (V,7y) ye de (U, T) nin bir fuzzy soft alt uzay1 denir
(Simsekler 2020).
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3.1.5 Tanim

U evrensel kiime ve E de parametrelerin kiimesi olsun.

i) T = {U,P(U)}, U tizerinde tanimlanan tim fuzzy soft kiimelerin toplami1 olsun. O
zaman t, U tizerinde fuzzy soft ayrik topoloji olarak adlandirilir ve

(U, ), U lizerinde fuzzy soft ayrik uzay olarak adlandirilir.

i) T = {0, U}, U lizerinde fuzzy soft ayrik topoloji olarak adlandirilir ve

(U, 7 ), U lizerindefuzzy ayrik uzay olarak adlandirilir.

Bir fuzzy soft ayrik topolojik uzayin herhangi bir fuzzy soft alt uzayi, bir fuzzy soft
ayrik topolojik uzaydir. Ayrica, bir fuzzy soft ayrik topolojik uzayn herhangi bir fuzzy
soft alt uzayi, bir fuzzy soft ayrik topolojik uzaydir.

3.1.6 Onerme

(U, 7 ), U ilizerinde soft topolojik uzay olsun. O zaman her a € E igin 1, =
{F(a): (F,E) € 1} koleksiyonu U {izerinde bir topoloji tanimlar (Varol 2012).

fspal.

1) ¢,U €1, ¢,U € 7, oldugunu gosterir.

2) {F;(a):i € I}, 1, da kiimelerin koleksiyonu oldugunda her i€ I igin (F; ,E) € T
olur ve boylece V¢ (F; , E) € Tolup, Vie Fi(a) € . elde edilir.

3) Baz1 (F,E),(G,E) € 7 i¢in F(a),G(a) € 1, oldugunda (F,E) A(G,E) € T ve
F(a) A G(a) € 1, olur. Boylece herhangi a € E igin 7,, U lizerinde bir topolojidir.
Onerme (3.1), her a € E parametresine karsilik gelen U iizerinde bir 7, topolojimiz
oldugunu gosterir. Boylece U tizerindeki bir soft topoloji, U lizerinde parametreli bir
topoloji ailesi verir. Asagidaki 6rnek, her parametreye karsilik gelen koleksiyon U
tizerinde bir topoloji tanimlasa bile, herhangi bir soft kiime koleksiyonunun U tizerinde

bir soft topoloji olmasi gerekmedigini gosterir.
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3.1.7 Ornek
(Fl,E), (Fz,E), (Fg,E), (F4,E) ve (Fs,E) Olmak ﬁzere U = {xl,xz,x3} B E =

{ay, 0} vet ={p,U, (F,E),(F,E), (F3,E),(F,E),(Fs,E) } , U iizerinde soft

kiimeler olsun ve asagidaki gibi tanimlanir;

Fi(ay) = {x2}, Fi(az) = {x,}

F(ay) ={x3,x3},  Flaz) = {x1, %2}
F3(ay) ={x1, %}, Fs(ap) = {x1, %3}
Fo(ay) = {x1, %2},  Falaz) = {x1,x3}.

O zaman 7, U tizerinde bir soft topoloji tanimlar, dolayisiyla (U, 7, E), U tizerinde bir

soft topolojik uzaydir. Kolayca gorebiliriz ki;

Tal = {é! U' {xZ}' {xZ' X3}, {xlﬂ xz}}

ve

Taz = {é! U' {xl}' {xl' xZ}ﬂ {xl: x3}}

U iizerinde birer topolojidir. Fakat 7, U iizerinde soft topoloji degildir, ¢iinkii G(e;) =
U ve G(ey) = {x1,x,} olmak tizere (F,,E) V (F3,E) = (G,E) olur ve bdylece
(G,E) ¢ T olur.

3.1.8 Onerme

(U, 1), U iizerinde bir topolojik uzay ve V de U nun bostan farkli bir alt kiimesi olsun.

O zaman her a € E i¢in (V, 1,,), (U, T,) nin alt uzay: olur.
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jspat.

U iizerinde (V,1,) bir soft topolojik uzay oldugunda, her a € E igin (V,T,,,)

topolojik uzay olur. Simdi her a € E i¢in tanimdan

Tay = {F,(a): (F,E) € 1}
={VAF(a),: (F,E) €t}
={VAF(a),:F(a) € 1}

olur ve bu durumda (V,74,), (U,T,) nin alt uzayidir. Boylece ispati tamamlamis

oluruz.

3.1.9 Teorem

(V,1,), (U, 7) soft topolojik uzaymnin bir soft alt uzay1 ve (F,E) de U {izerinde bir

soft kiime olsun. O zaman

(1) (F,E), V de soft agiktir gerek ve yeter sart (G, E) € T i¢in (F,E) =V A(G, E),
(2) (F,E),V de soft kapalidir gerek ve yeter sart U daki baz1 (G, E) i¢in (F, E)=V A(G,
E) dir (Shabir 2011).

fspat.

(1) ispat, soft alt uzaym tanimdan kolayca goriilebilir.
(2) (F,E), V de kapali soft oldugundan (G, E) €1, i¢in (F,E) =V \ (G, E) elde
ederiz. Ayn1 zamanda (H, E) € 7 i¢in (G, E) =V A (H, E) olur. Herhangi a € E,

F(a) =V (o) \ G(a)
=V \G(a)
=V \ (V(0)AH(x))
=V \ (VA H(c)
=V \H ()
=VA(U\H ()
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=V A (H(a))¢
= V() A (H()®

dir. Boylece (H,E), U da kapali soft olmak iizere (F,E) = VA( H,E) olur. Tersine U da
(G,E) kapali soft bazi kiimeler i¢in (F,E) =V A(G,E) oldugunu varsayalim. Bunun
anlami (G, E) €t oldugudur. (H,E) € t olmak tizere (G, E) = (U,E) \ (H,E) ise 0 zaman
herhangi a € E i¢in

F(a) =V(a) A G(a)
=V A G(a)
=V AU (a)\H (0))
=V A(U\H ()
=V \H (a)
=V\(VAH (n)
=V(a)\ (V(a) A H (o))

olur. Boylece (F,E) =V \ (VA(H, E)) dir. (H, E) € 7 oldugunda (VA( H, E))€ t,, olur
ve (F,E), V de kapali softtur.

3.1.10 Tamim
(U, t,) ve (U, 1) fuzzy soft topolojik uzay olsun. O zaman asagidakileri elde ederiz;
Eger t; < 1, ise t,, 7; den daha fuzzy soft incedir,

Eger t, < 1, ise t,, 7; den kesinlikle fuzzy soft kabadir,

Egert; < 1, veya 1, < 14 IS€ 14, T, ile karsilastirilabilirdir.
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3.1.11 Ornek

Ornek 3.2'de verilen F,'nin soft alt kiimelerini ele alalim. O zaman 1,, 7, Ve 73 den
daha soft incedir, ve 73, 1T, den daha kabadir, bdylece 7, ve 73, T, ile
karsilastirabilirdir.

3.1.12 Tamm

(U,t) fuzzy soft topolojik uzay ve (B, E), P(U) tizerinde soft kiime olsun. Eger her
e € E i¢in B(e), t(e) nin alt koleksiyonu (e) i¢in bir baz ise, 0 zaman B(U,E),
7(U, E) i¢in soft baz olarak adlandirilir (Cagman 2011).

3.1.13 Ornek

Ornek 3.2 ve (2) ele alalim. O zaman B = {Fy, Fa1, Faz, Fas, Fas}, T, soft topolojisi

icin soft bir baz olur.

3.1.14 Teorem

(U, t) bir fuzzy soft topolojik uzay ve B nin bazi elemanlarinin birlesimi olan T nun
her elemant i¢in B de T nun bir koleksiyonu olsun. O zaman U iizerindeki t fuzzy soft
topolojinin alt kiimeleri i¢in B fuzzy yumusak baz olur.

fspat.

U soft fuzzy soft olmak iizere ¢ €7, €B ve U €1, U=V B oldugundan
(f,A),(g,B) € Bolsun. O zaman (f,A),(g,B) € tve buylzden (f,A)A(g,B) €
t dir. U indeks kiimesi olmak tizere (k, C)(g) € B, € € U vardir dyle ki:

(f,A)A(g,B) =V{(k,C)(e) € B, € U}.

Oyleyse,
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(f,A)(e)A(g,B)(e) =V{((k,C)(e))(e) EB,e €V} fore€E
dir. Yani e € E ve u € U igin
min{ii(s,a)e) (W g by W} = max{iu,cyenie) W), € € U}

olur. ¢ € U i¢in

min{is,aye) (W, Kig,5 6 W} = Kik.oxene W

olurvehere € Eveu € U igin (k,C)(g) € B elde ederiz, dyle ki:
((k, O)(e))(e) < (f,A) A (g, B)

ve

min{ir,aye) W, Hig.6) () W} = Kgeo) @) @)
dir. Boylece B, U tizerinde fuzzy soft topoloji i¢in fuzzy soft taban olur.
3.1.15 Tamim
(U, t) bir fuzzy soft topolojik uzay ve (6, E), P(U) tizerinde soft kiime olsun. Eger
her e € E igin §(e), 7(e) nin bir alt koleksiyonu (e) i¢in bir alt taban ise, 0 zaman
6(U,E) veya 6g, (U, E) igin soft alt taban olarak adlandirilir (Roy 2012).
3.1.16 Teorem
U tizerinde fuzzy soft kiimelerin koleksiyonu 8z, T uygun fuzzy soft topolojisi igin bir
alt tabandir gerek ve yeter sart

1) ¢ € 65 veya ¢ , 6 sonlu sayida elemanlarinin kesisimidir,

2) U =V 85 (Roy 2012).
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jspat.

dg, T icin bir alt taban ve B de &g tarafindan tiretilem bir taban olsun. Bu durumda
¢ € B, ¢ € 6 veya ¢, ¢ nin sonlu birgok elemanin kesisimi olarak ifade edilebilir.
Simdi x€U ve e€E olsun. U=VB oldugunda hy € B  vardir 6yle ki
U, (e)(x) =1 dir. hy € B oldugunda ise, Zji € 6g,i =1,2,..,n vardir oyle ki
ha =Ny Zj, olur, bu durumda g, 4)(e)(x) = minj,Z; (x) ve bdylece bazi i €
{1,2,..,n}i¢in pgpa(e)(x) = ”Z}ii(e)(x) ve Mot (e)(x) = 1 olur. Buradan U =V
&g dir. Tersine U ilizerinde baz1 fuzzy soft kiimelerin koleksiyonu olan 85 (1) ve (2)
kosullarini saglar. B, 6y nin elemanlarinin biitiin sonlu kesisimlerinin bir koleksiyonu
olsun. Simdi uygun fuzzy soft topolojinin B formlarinin taban oldugunu gostermemiz
yeterli olacaktir. B, dg nin elemanlarinin biitiin sonlu kesisimlerinin koleksiyonu
oldugunda , (1) deki varsayimla ¢ € B ve (2) den de U =V & elde ederiz. Yeniden
(f,A),(g,B)EBve x€U,ec€Eolsun. (f,A) € B oldugunda, i = 1,2, ...,n igin
fAii € 8; olur dyle ki A=A}, A; olmak tizere (f,A) =AlL; fA"i dir. (9,B) €EB

oldugunda da, j = 1,2, ..., m i¢in gi}_ € &g olur ve Oyle ki B =Aj-; B; olmak iizere

(9, B) =Aj%; g4, dir. Bu durumda
(f,A) A(g,B) = (N1 fi) A (A1 g4)
olup (f,A) A (g, B) € B elde edilir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

3.1.17 Onerme

(U, 1) ve (U, 1) , aymt U evrensel kiime tizerinde fuzzy soft topolojik uzaylar olsun.

O zaman (U, 7, A T,) , U lizerinde soft topolojik uzaydir.
fspat.

1) @,U € 1ty AT, dir.
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2){(F; ,E) :i€l}, Ty AT, de soft kiimelerin ailesi olsun. O zaman (F; ,E) € 7, ve
(F;,E) €1, ,her i €1 i¢in Vi (F; ,E) €1, Ve Vig (F;,E) € T, olur. Bdylece
Vie; (F; ,E) € T, AT, dir.

3) (F,E),(G,E) € t; A1, olsun. O zaman (F,E),(G,E) € T, ve (F,E),(G,E) € 1,
dir. (F,E)A(G,E) €1, ve (F,E)A(G,E) € 7, oldugunda, (F,E)A(G,E) € T, A
T, olur. Bu nedenle t; A 1,, U tizerinde farkl soft topoloji ve (U, T, A T,), U lizerinde

soft topolojik uzay olur.

U iizerinde iki soft topolojinin birlesimi, U {izerinde soft topoloji olmayabilir.

3.1.18 Ornek

U= {xl'x21x3}i E = {all az}» (FIIE)' (FZ'E)r (F3,E), (F4,E), (GIIE)' (GZ,E),
(G3, E) ve (G, E), U iizerinde soft kiimeler olmak iizere v, ={$,U , (F1, E), (F,, E),
(F5,E), (Fy, E)} ve 1, ={®,U, (G, E), (G,,E), (G3,E), (G4, E)}, U iizerinde iki soft

topoloji asagidaki gibi tanimlanir:

Fi(a) = {x2},  Fi(az) = {x},
Fy(ay) ={x2,x3}, Fy(az) = {x1, %2},
Fy(ay) ={x, %}, Fs(ax) =T,
Fyla) = {x1, %2}, Fala) = {x1, %3},
Gi(ay) ={x2}, Gi(az) = {x1},
Go(an) = {xz, %3}, Galaz) = {x1, %2},
Gs(ar) = {x1, %2},  Gz(az) = {x1, %2},
Gylar) ={x2}, Galaz) = {x1,x2}.

Simdi

T=T1 VTZ = {(T),U,(Fl,E), (FZ'E)' (F3,E), (F4_,E), (GBrE)' (G41E)}

seklinde tanimlayalim. Eger

(Fo, E)V (G3,E) = {x5, %3} V{x1,x,} =U
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ve

H(ay) = Fy(az) V G3(az) = {x1, %} V {x1, %2} = {x1, x5}

alirsak fakat (H, E) € T olmak iizere boylece t, U lizerinde soft topoloji olmaz.
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4. SOFT KUMELER, FUZZY SOFT KUMELER VE FUZZY SOFT
TOPOLOJIK UZAY DONUSUMU

4.1. Soft Kiime Doniisiimii
4.1.1 Tanim

(F,A) ve (G, B) bostan farkli soft kiimeler olsun. O zaman f, (F , A) dan (G, B) ye,

etki alanindaki her 6genin aralikta benzersiz bir 6gesi varsa, bu f fonksiyonu soft kiime
fonksiyonu olarak adlandirilir. Eger (F,A)f(G,B) ise f(F (a)) = G (b) yazabiliriz
ve f: (F ,A) - (G, B) seklinde gosteririz (Babitha 2010).

4.1.2 Ornek

U = {x1, %3, X3, X4, X5, X, X7} , A = {1, K3, X3, } Ve B = {y, B} olsun. F(exy) =
{x1, %2, %5}, F(o<) ={xz,x3,x4} , F(xX3) ={xy, %} , F(x4) = {xs5 %6} and
G(B1) = {x1,x2}, G(B,) = {x3,x5,%¢} tarafindan tamimlanan (F , A) ve (G, B) soft
kiimeleri ele alalim. O zaman f soft kiime fonksiyonu (F ,A) dan (G, B) ye olmak

luzere

f=1{F(x) X G(B1), F(x3) X G(B1), F(x3) X G(B2), F (<) X G(2)}
seklinde verilir.

4.1.3 Tanim

f:(F,A) - (G,B) fonksiyonu, eger f(F(al)) = G(b,) and f(F(aZ)) = G(b,)
olmak tizere F(a,) # F(a,) iken f(F(a,)) # f(F(a,)) ise birebir soft kiime olarak
adlandirilir. Ornegin, ran f nin her elemam fonksiyonda tam olarak bir kez
gortintiyorsa ve (F ,A) , (G, B) iki soft kiime oldugunda f birebirdir denir (Babitha
2010).
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4.1.4 Tanim

f:(F,A) - (G,B) fonksiyonu eger ran f = (G,B) ise orten soft kiime olarak
adlandirilir (Babitha 2010).

4.1.5 Tanim
Eger f fonksiyonu hem birebir hem de orten fonksiyon ise f:(F,A) — (G,B)

fonksiyonu bijective soft kiime fonksiyonu olarak adlandirilir.
Ornek 4.2°de A = {;, 3} aldigimizda

f=1{F(xy) x G(By), F(x3) X G(B2)}
seklinde tanimlanan (F , A) dan (G, B) ye f fonksiyonu bijective fonksiyon olur.
4.1.6 Tanim
Ayni goriintliye sahip dom f ‘in her elemant i¢in f: (F ,A) — (G, B) seklinde verilen

fonksiyon sabit soft kiime fonksiyonu olarak adlandirilir. Ornegin, A =
{o<;,x,} B ={B;, B>} olsun. (F,A) dan (G,B) ye G(B,) = G(B,) = k olmak iizere

f={F(x) X G(B1),F () X G(B)}

seklinde tanimlanan f fonksiyonu sabit fonksiyondur (Babitha 2010).

4.1.7 Tanim

(F,A) daki her F(a) igin f:(F,A) - (F,A) seklinde verilen doniisiimde
f(F(a)) = F(a) oluyorsa, f fonksiyonuna dzdeslik soft kiime fonksiyonu denir
ve [ ile gosterilir.

Ornegin A = {«;, %, } aldigimizda o zaman (F , A) dan (F, A) ye

f={F(ox;) X F(oxq),F(o¢z) X F(3)}
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seklinde tanimlanan f fonksiyonu 6zdeslik soft kiime fonksiyonu olur (Babitha 2010).

4.1.8 Teorem

f:(F,A) = (G, B) bir soft kiime fonksiyonu ve (F, 4,), (F,A,) de (F,A) nin soft alt

kiimeleri olsun. O zaman

) (F,A) < (F,Ay) = f(F,A) < f(F,Ap),

“)f[(F,A1) \% (FiAZ) ] = f(FlAl) Vf(F'AZ)a
i) f[(F, A1) AN (F,A;)] < f(F,A) V f(F,A,), f birebir ise esitlik kullanilir.

fspat.

i) G(b)e f (F,A,) olsun. O zaman
G(b)=f (F(a)) ((F,A,) daki baz1 F(a) i¢in)
=f(F@)) ((F,A;) dakibazi F(a) i¢in). (F,A;) < (F,A,) oldugunda
G(b)e f (F,A,) i¢in f(F,A;) < f(F,A,) olur.

i) G(b)e f[(F,A;,) Vv (F,A,)] olsun. O zaman
G(b)=f (F@)) ((F,A,) Vv (F,A,) deki baz1 F(a) igin)
=f (F(@)) ((F,A,) daki F(a) veya (F, A,) daki F(a) icin)
= G(b) € (F,A)) veyaG(b) € (F,A,)
= G(b) € (F, AV (F,A,)
fICF,A) Vv (F,A) ] < f(F, AV f(F,Ay). (4.1)
Acikca (F,A;) < (F,A;) V (F,A,) ve
(F,Ay) < (F,A) Vv (F,A)
olur. O zaman f(F,A,) < f[(F,A) V (F,A,) ],
f(F,A;) < fI(F, A1) Vv (F,A;) ]

f(F,A) Vf(F,A2) < fIF,A) Vv (F,4;) ] (4.2)
Esitlik 4.1 ve esitlik 4.2°den, f[(F,A) V (F,A,) | = f(F,A;) Vv f(F, A,) elde ederiz.

iii) G(b)e f[(F,A,) A (F, A, )] olsun. O zaman
G(b)=f(F@)) ((F,A,) A (F,A,) daki baz1 F(a) igin)
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=f(F(a)) (F(a) € (F,A,) ve F(a) € (F, A,) igin)
= G(b) € (F,A,) ve G(b) € (F,A,)
= G(b) € (F,A;) A (F,Ay)
~ fIFAD ANF, A9 ] < f(F,A) A f(F, Ag).
Tersine G(b) € (F,A;) A (F, A,) oldugunu varsayalim,
= G(b) € (F,A,) ve G(b) € (F,A,)

G(b) =f(F(ay)) (baz1 F(a )€ (F, A;) igin)

=f(F(az)) (F(a) € (F, A,) igin).

Simdi f(F(a,)) =f (F(ay)) = G(b) aldigimizda
F(a,) = F(ay)
olur. Eger f birebir ise
G(b) € fI(F, A1) A (F,A,) ]

olup f[(F,A;)A(F,A;)] = f(F,A) A f(F, A,) elde edilir.

4.1.9 Tanim

f:(F,A) - (G,B), g:(G,B) = (H,C) iki soft kiime fonksiyonu olsunlar. O zaman
geof:(F,A) - (H,C) soft kime fonksiyonu olur ve (g o f)(F(a)) = g(f(F(a)))

seklinde tanimlanir.
4.1.10 Teorem

f:(F,A) - (G,B), g:(G,B) = (H,C) iki bijective soft kiime fonksiyonu olsun. Bu
durumda g o f: (F,A) — (H, C) dontisiimii de bijective soft kiimedir ve
(gof)t=f"tog tolur

fspat.

F(a,) ve F(a,), (F, A) nin iki farkli eleman1 olsun. Bu durumda f birebir soft kiime
oldugunda F(a,) # F(a,)
= f(F(ay)) # f(F(a)) ve durumda g birebir soft kiime oldugunda da

= g(f(F(an)) # g(f(F(az))) olup
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= (g° NH(Fa) = (g o f) (Fap).
Bundan dolaytr g o f birebirdir. (4.3)
H(c),(H, C) nin bir eleman1 olsun. Bu durumda (G, B) de G(b) vardir 6yle ki g 6rten

oldugundan g(G (b)) = H(c) dir. f 6rten oldugunda da (F,A) da F(a) vardir dyle
ki f(F(a)) = G(b) dir. O zaman (H,C) deki her H(c) igin g (f(F(a))) = H(c)
olup (g ° f)(F(a)) = H(c) olur.

Bundan dolay1 g o f ortendir. (4.4)
Esitlik 4.3 ve esitlik 4.4°den g o f nin bijective soft kiime oldugunu elde ederiz.

4.1.11 Tanmim

f, (F,A) dan (G, B) ye birebir drten soft kiime fonksiyonu olsun. Bu durumda f 1
ters sof kiime fonksiyonu olarak adlandirilir (Babitha 2010).

4.1.12 Teorem

Eger f: (F,A) - (G, B) bijective soft kiime ise, 0 zaman f~1: (G,B) — (F, A) ters

soft kiime fonksiyonu da bijective soft kiime fonksiyonu olur.
fspat.

(G, B) deki G(by),G(b,) icin G(by) # G(by),

f~(G(by)) = F(ay) ve f~1(G(b,)) = F(a,) olsun. O zaman

f(F(ay)) =G(by) ve f(F(ay))=G(b,) isin f(F(ay)) # f(F(ay)) olup, f
birebir oldugunda F(a,) # F(a,) ve f~*(G(b,)) # f~*(G(b,)) olur. Bundan dolay:
f~1 birebirdir. Simdi F(a), (F,A) nin bir elemam olsun. f &rten soft kiime
oldugunda (G, B) de bir tek G(b) elemani vardir 6yle ki f (F(a)) =G(b) olup F(a) =
f71(G(b)) olur. Boylece f~* értendir ve bijective soft kiimedir.
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4.2. Fuzzy Soft Kiime Doniisiimii
4.2.1 Tanim

E ve F sirastyla U ve V kiimeleri i¢in parametre kiimeleri olmak tizere ¢ : U —
Vvey:E — K ikidéniisiim olsun. Bu durumda ¢, (U,E) dan (V,K) ya fuzzy soft
doniisiim olarak adlandirilir ve @y: (U, E) —» (V,K) seklinde gosterilir (Simsekler
2019).

4.2.2 Tanim

fa ve gg sirastyla U ve V iizerinde iki fuzzy soft kiimeler ve ¢y, de (U, E) den (V,K)
ya fuzzy soft doniisiim olsun.
1) fa min goriintiisii ¢, fuzzy soft doniisiimii altinda, ¢, (f,) seklinde gosterilir ve her

k € K i¢in

Viowy=v Vipe)=k faeya:if ¢~ (w) # 8,9~ (k) # @;
0, diger durumlarda

Py () = {

seklinde tanimlanir .
2) gp nin ters goriintiisii ¢, fuzzy soft doniisimii altinda, ¢, ™" (gp) seklinde

gosterilir ve her e € E ve her u € U igin

oyt (ge)(@)W) = gp(¥(e))(pw)
seklinde tanimlanir (Simsekler 2019).
4.2.3 Ornek

U={ab,c}, V={xy2z2} E=1{eeyes e}, K=1{ks ks ks} Ve (U,E),
(V,K) fuzzy soft kiimeler olsun. ¢ : U » Vve: E - K doniisimleri ¢(a) =

41



z,pb)=y,pc)=y , Yle)) =ky, P(ez) =ky ,P(e3) = ks ,P(es) =k
seklinde tanimlansin.

(U,E) ve (V,K) dan sirasiyla asagidaki gibi iki fuzzy soft kiime segelim:

(H,N) = {e; ={ags,bo,cog} €2 = {a01,boo,Cos},€s =1{a04,bo3,Co6} }:

(L,M) ={f1 ={X03, Y05 Zo1} f2 = {X09.Y01,205},} f3 = {X0.7, Y05 Z06} -

Bu durumda (H, N) nin fuzzy kiime goriintiisiinii ¢,: (U,E) - (V,K) doniisiimii

altinda asagidaki gibi elde ederiz:

@y (H,N)(f) () =Vepmia) (Veeey1 fyow H()) (5) = 0, (as ¢™*(x) = 9)
oy (H, N )G =Viepicy) (Vaeeyr foow HE) ) (5)
=Vseb,c} (Voce{el,ez} H())(s)
=Vsefn,cy (H(e1) V H(ez)(s)

=Vsepv,ey ({@o0.5,bo.9,Co8})(S)
=v (0.9,0.8) = 0.9,

@y (H,N)(f1)(2) = 0.5.

Benzer hesaplamalarla, sonug olarak

‘Pw((H' N),M) = {ky = {X0,Y0.9: Zo.s} k2 = {x0, Yo.6: Zo.a}, k3 = {X0, Y0, 20} }

elde ederiz. Y (e;) € M,i = 1,2,4 igin hesaplama yaptigimizda

@y~ (L, M) (e1)(@) = L(p(e) (¢(a)) = L(k; ) (2)
= ({x03,Y05,201}) = 0.1

@y~ (L, M) (e1) (D) = LY (e1) (@w(b)) = Lk )(¥)
= ({x0.3,Y05,201}) = 0.5
@y (L, M)(e1)(c) = 0.5
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@y~ (L,M) = {{e; ={ap1,bos cos}h ez = {ag1,bos, Cosh

e3 = {ao¢,bos Costres ={aos,bo1,Co1} }}
elde ederiz.

4.2.4 Tanim

Eger ¢ ve Y birebir ve orten iseler, bu durumda ¢y fuzzy soft dontisiimii birebir ve

ortendir. Eger ¢, hem birebir hem de orten ise, bu durumda bijective olarak

adlandirtlir (Simsekler 2019).

4.2.5 Teorem

@ :U - Uvey:E - E 06zdeslik doniistimleri ise, bu durumda I 6zdeslik fuzzy soft
fonksiyon olarak adlandirilir ve bu fonksiyon fuzzy soft siireklidir.

(Simsekler 2019).

4.2.6 Tanmim

den (W, H) ya bir fuzzy soft doniisiim olsun. Bu durumda bu doniigiimlerin birlesimi
(U,E) den (W, H) ya asagidaki gibi tanimlanir (Simsekler 2019):

(W2, 902)° (WP1,01) = Yy o Yy, 020 ¢1).
4.3. Fuzzy Soft Topolojik Uzay Doniisiimii
4.3.1 Tanim

(U,t4,E) ve (V,1,,E) ikifuzzy soft topolojik uzay ve f:(U,t4,E) » (V,75,E) de
her (G,E) €1,,if f~Y(G,E) €1, igin bir doniisiim olsun. Bu durumda
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f:(U,1,E) » (V,15,E), fuzzy soft topolojik uzaylarin fuzzy soft siirekli kiime

doniisiimii denir (Zorlutuna 2016).

4.3.2 Onerme

Eger f: (U,14,E) = (V, 15, E) doniisiimii fuzzy soft siirekli dontisiim ise, bu durumda

Va €E, f:(U,11,) — (V,1y,) fuzzy siirekli doniigimdiir.

jspat.

A € 15, olsun. Bu durumda V tizerinde (G, E') fuzzy soft agik kiimesi vardir dyle ki
A=G(a)dir. f:(U,14,E) = (V,7,,E) oldugunda fuzzy soft siirekli doniistim ve

f~YG,E), U iizerinde fuzzy soft acik kiime ve f~1(G,E)(a) = f~1G(a) = f~1(4)

fuzzy soft agik kiime olur. Bu ise, bunun fuzzy siirekli doniisiim oldugu anlamina gelir.

4.3.3 Onerme

U, t,Ey),(V,19,E;) ve (W, 15,E3) soft  topoloji  uzaylari  olsun.  Eger
(W1,901): (U, 74, E1) = (V,15,Ey) ve (Y,02):(V,12,E;) - (W,13,E3) soft

stirekli fonksiyonlar ise, bunlarin birlesimi de
W2, 02) o (W1, 01) = W2 ° P1,92° ¢1)
soft siireklidir.
fspat.
Her e; € E; icin (¥, ¢,) soft siirekli oldugunda ve her e, =(e;) € E, igin
¢1: (U,t1(e1)) = (V,t5(ep)) ) siireklidir, her e, € E, ve e; =Y(e,) € E5 i¢in

(Y, ,@,) siirekli oldugunda ¢,: (U,t,(e;)) = (V,13(e3)) ) siireklidir. Bundan
dolay1 (¢, o ¢4) stirekli olup (Y5, @,) o (Y, @,) soft siireklidir.
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4.3.4 Onerme

(U, 7) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Bu durumda (U,z)'den baska bir fuzzy topolojik
uzaya giden her sabit fonksiyon, ancak ve ancak z, U'daki tiim sabit fuzzy kiimeleri

igeriyorsa, fuzzy siireklidir.
jspat.

Varsayalim ki, herhangi fuzzy topolojik uzaydaki (U,z) den her sabit fonksiyon fuzzy
stirekli ve [0,1] tizerindeki o fuzzy topolojisi ¢ = {(T, 1, 1[0,1]} seklinde tanimlansin. k,
0 < k <1 araliginda reel say1 olsun. f(u) = k, Vu € U seklinde tanimlanan f: U —
[0,1] sabit fonksiyon fuzyy siirekli ve bu yiizden f~1(I}o,1;) € zdir. Fakat u € U igin,
k in U € 7T sabit fuzzy kime olmak iizere f_l(l[o,l])(u) = Ijo,1] (f(u)) = Ijo,11(k) =
k olur. Tersine, 7'nun U'daki tiim sabit bulanik kiimeleri igerdigini varsayalim ve
f(u) = vy seklinde tanimlanan f: (U, t) — (V, o) sabit fonksiyonu g6z oniine alalim.
Eger v € o ise bu durumda herhangi u € U igin f~*(v)(w) = v(f(w)) = v(v,) elde
ederiz, bdylece f~1(v), U da sabit fuzzy kiimedir. Sonug olarak f fuzzy siireklidir.

45



5. KARTEZYEN CARPIMI VE FUZZY SOFT KUMELERDE AYIRMA
AKSIYOMLARI

5.1. Soft Kiimelerin Kartezyen Carpim
5.1.1 Tanim

(f, Ey) ve (g, E,) iki fuzzy soft kiimeler olmak tizere (f,E;) € (U,E;) ve (g,E,) €
(V, E3) olsun. (f, Ey) X (g, E;) fuzzy carpimu (f X g)g, x g, seklinde gosterilir ve

(f X De,xk,(e1,€2) = (f,E1)(e1) X (g,Ez)(ep) €1V x IV < [VXV

seklinde tanimlanir. Her (e, e;) € E; X E, ve her (u,v) € U X V i¢in

((f, ED)(er) X (9,E2)(e2))(w,v) = (f, E1)(e)) W) A (g,E2)(e2)()
= min{f,, (W), ge,(¥)}

dir (Varol 2012).
Not.
Ug, ve Vg, iki fuzzy soft kiimeler olsun. Bu durumda
(U, E) x (V,Ex) ={(f,E1) X (9,E2):(f,E1) € (U,E1), (g, E2) € (V,E2)}

esitligi (U,E;) ve (V,E,) fuzzy soft kiimelerin fuzzy yumusak Kartezyen garpimi

olarak adlandirilir.
5.1.2 Ornek

“Arabalarin degeri” olarak tanimlanan (F, A) soft kiimesini ve “Arabalarin ¢ekiciligi”

olarak tanimlanan (G,B) soft kiimesini ele alalim.
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U = {x1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Xg, X9, X1 } Olmak tizere A = {pahali, ortalama, ucuz},

B = {yeni, iyi durumda, kotli durumda} ve

F(pahall) = {x4, x3, x5, x7},
F(ortalama) = {x;, x4, x4},
F(ucuz) = {xg, X9, X190},

G(yenl) = {xll X4 X7},
G (iyi durumda) = {x, x;, xg},
G (kotlii durumda) = {x;, x3, X9, X10},

olsun. Simdi (F,A) % (G,B) = (H,A X B) tipik bir eleman olmak tizere

H(pahaly, yeni) = {x;, x5, x5, x7} X {x1, X4, x5}

:{(xp x1), (X1, x4), (x1,%7), (X3, x1), (X3, X4), (X3, X7), (x5, x1), (X5, x4),}
(XSI x7), (x7; xl)' (x7' X4,), (x7' x7)

seklinde elde edilir.
5.1.3 Onerme
Eger A, U nun fuzzy kiimesi ve B de V nin fuzzy kiimesi ise bu durumda
1-(AXB)=(A°x1)V(1XxB°
dir (Palaniappan 2002).
fspat.
Her (u,v) € U X V igin
(1 — (A x B))(u, v) = max(l —A(u),1— B(v))

= max ((4° X 1)(u,v), (1 X BY))(u,v)
= ((A°x 1) v (1 xB%))(uv)
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oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
5.1.4 Onerme

fi:U; = V; bir donlisim ve A; de ,i = 1,2,... olmak iizere V; nin fuzzy kiimeleri
olsun. Bu durumda (f; X f5)"2(4; X 4,) = fi 1(4;) X f5 1(4,) dir
(Palaniappan 2002).

jspat.

Her (ul,uZ) € U1 X Uz 1(;11'1

(fi X f2)71(A1 X 45) = (A X A) (fi(wo), fo(u5))
= min (Alfl(ul),Asz (uz))
=min(f;* (A1) ), £t (4,) (W)
= (A4 X f571(42)) (g, )

elde edip, ispat1 tamamlamis oluruz.

5.1.5 Onerme

g:U—-UXV, f:U - V donlisiimiiniin bir egrisi, A, U nun fuzzy kiimesi ve B de V
nin fuzzy kiimesi olsun, bu durumda g=1(4 X B) = A A f~1(B) olur (Palaniappan
2002).

fspat.

Her u € U i¢in
g AxB)(w) = (AxB)gu) = (AxB)(u, f(w))
= min (Aw), B(f(w)) = (AA f~(B)) (w)

elde ederiz.
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5.1.6 Onerme

Varsayallm ki (f,E;) € (U,E;) ve (g,E,) € (V,E;) olsun, bu durumda
asagidakilerden biri vardir:
1) (f,E)) X (,E) = (®,E1) X (9,E;) = P i,

2) [(f, ED) A (fo, ED] X [(91, EDA(Ga, ED] = [(fi, E1) X (g1, E)IA(fo, Ex) X
(g2, E»)] (Khameneh 2013).

jspat.

1) ®g, = (P4, Ey) ve @, = (Py, E;) olsun, bu durumda

(fy X D3)(ey, €5) = fi(er) X Py(ez)
=file) xXp=¢
= ¢ X f(ez)
= ®,(e;) X f2(ez)
= (P1 X f2)(ey, €2)

elde ederiz.

2) (u,v) € U xVve (e1,e,) € E; X E, olsun, bu durumda
[(fi A f2) X (g1Ag2)] ey e,) (U, V)
= min{(fl A fz)(el,ez) (), (91/\92)(e1,e2)(17)}

= min{min {f,,, @, fo,, @)}, min{gs,, @, g, W}
= minfmin {f,,, @, g:,, @}, min{f,,, @),g.,, 0}

=min{fy, W) X g, (v), f3,, (W) X g2,, () }
= [(fl X gl) A (f2 X 92)](e1,e2) (u: U)

olur.

49



5.1.7 Tamim

(U,Ey,t)ve (V,E,,7) iki fuzzy soft topolojik uzaylar ve B = {(fi,E;) X

(9,E,):(f,E1) €1,(g,E,) €T} da v fuzzy soft topolojinin iireteci olsun. Bu

durumda >, U X V lizerinde fuzzt soft carpim topolojisi olarak adlandirilir. W = U

XV ve E = E; X E, olmak tizere bu yeni topoloji (W,E,t>) seklinde gosterilir

(Khameneh 2013).

5.1.8 Onerme

(F,E;) ve (G,E,), (U,E,) ve (V,E,) de sirasiyla iki soft kiime olsun. Bu durumda
((F,E) % (6,E»)" = (F X EDE X V)V (U X (G, E»)°)

olur (Peyghan 2013).

fspat.

(F XG,E; XE;)¢ = ((F X G)¢,E; X E;) olsun, bu durumda

(F X G)°(ey,€2) = (Ux V) — (F(ey) X G(ey))
=[(U=F(e))xV]Vv[Ux(V-G(e))]

olur. Diger taraftan

((F,ED)*xV)V(UX(G,E)) =
(FC xXV,E; XE;,) V(U X G, E; XE,)

dir. Bu soft kiimeyi (H, E; X E,) seklinde gosterelim. O zaman

H(ej,ex) = (FCxV)(ep,e) V(U XG)(ey, ez)
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= (F°(ey) x V) v (U x G°(ey))

- ((U —F(e)) xV)V (U x (V- G(‘fz))))
elde ederiz.

5.2. Fuzzy Soft Kiimelerde Ayirma Aksiyomlari

5.2.1 Tanim

Varsayalim ki (U, ,E), U lzerinde fuzzy soft topolojik uzay olmak iizere ey, ey €
(U, t, E) iki soft nokta olsun (ex # ey). Eger 3 (F,E) ve (G,E) iki fuzzy agik
kiime ise: eg,€ (F,E),ey & (F,E) veya ey € (G,E),ex ¢ (G,E), bu dururmda
(U, 1, E) ye fuzzy soft T,_ uzay: denir (Hussain 2015).

5.2.2 Tanim

Varsayalim ki (U, 7, E), U lizerinde fuzzy soft topolojik uzay olmak iizere ey, ey €
(U, t,E) iki soft nokta olsun (ex # ey). Eger 3 (F,E) ve (G,E) iki fuzzy agik
kiime ise: eg,€ (F,E),ey & (F,E) ve ey € (G,E),ex & (G,E), bu dururmda
(U, 1, E) ye fuzzy soft T, _ uzay denir (Hussain 2015).

5.2.3 Tanim

Varsayalim ki (U, 1, E), U lizerinde fuzzy soft topolojik uzay olmak iizere ey, ey €
(U, t,E) iki soft nokta olsun (ex # ey). Eger 3 (F,E) ve (G, E) iki fuzzy agik
kime ise: eg,€ (F,E), ey € (G, E)ve(F,E)n(GE)=¢% , bu dururmda
(U, 1, E) ye fuzzy soft T,_ uzay1 denir (Hussain 2015).
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5.2.4 Onerme

i) Her soft T; —uzay1, soft T, —uzayidir,

ii) Her soft T, —uzay1, soft T; —uzayidir (Hussain 2015).
Ispat.

Varsayalim ki (U, t,E), U lzerinde fuzzy soft topolojik uzay olmak iizere ey, ey €
(U, T, E) iki soft nokta olsun (ex # eg).

i) Eger (U,1,E), soft T, —uzay1 ise bu durumda, 3 (F,E) ve (G,E) iki fuzzy agik
kime : eg,€ (F,E)veey & (F,E) ve ey € (G,E)veek & (G,E) dir. Belli ki o
zaman ey € (F,E)veey & (F,E) veya ey € (G,E)veegx & (G,E) elde ederiz,
boylece (U, 1, E) soft Ty —uzayi olur.

ii) Eger (U,t,E), soft T,—uzay1 ise bu durumda, 3 (F,E) ve (G,E) iki fuzzy agik
kiime ise: egx € (F,E) ve ey € (G,E),(ex # ey))ve (F,E)N(G,E) = @,
(F,E)N(G,E) = ¢ oldugunda, bu nedenle ey ¢ (G,E)veey & (F,E) olup,
(U, t, E) soft T; —uzay1 olur.

Her soft T; —uzay1 soft T, —uzayi ve her soft T, —uzay1 da soft T; —uzayidir.

5.2.5 Ornek

Fi(ey) = U , Fi(ez) = {uy},
Fy(e1) ={u1} , F(ep) = U,
F3(ey) = {1} , F3(ez) = {uy},

olmak tizere U = {u; ,u,},E = {e, e} ve 7 = {(,7), U,(F,E),(F,,E),(Fs, E)} olsun.

O zaman (U, 1, E), U lizerinde soft topolojik uzaydir. Hatta (U, 7, E), U {izerinde soft
T; —uzayidir fakat soft T, —uzay1 degildir. Ciinkii u,,u, € U ve U da (F,E) ve (G, E)
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gibi herhangi agik kiime yoktur Oyle ki u; € (F,E), u, € (G,E) ve  (F,E)N
(G,E) = ¢ dir. Simdi U tizerinde asagidaki soft topolojiyi ele alalim;

F.(e;) = U, F;(ey) = {u,} olmak iizere T = {(/V), U, (FI,E)}.

O zaman (U, 1, E), U tizerinde soft topolojik uzaydir. Hatta (U, 7, E), U tizerinde soft
Ty —uzayidir fakat soft T; —uzay1 degildir. Ciinkii u,,u, € U fakat (F,E) ve (G,E)
gibi herhangi agik kiime yoktur 6yle ki u; € (F,E), u, € (F,E)veu, € (G,E), u, ¢
(G,E) dir.

5.2.6 Teorem

(U,t,E), U tizerinde soft topolojik uzay olsun. Eger (U, E), her ex € U igin T da soft
kapali kiime ise, bu durumda (U, 7, E), fuzzy soft T, —uzayidir (Mahanta 2018).

fspat.

Varsayalim ki, her ey € U i¢in (F, E), t da soft kapali kiime olsun. O zaman (F, E)*,
T da soft agiktir. e, ey € U olmak iizere Oyle ki ex # ey dir. ex € U igin (F,E)¢
soft acik kiimedir Oyle ki ey € (F,E)“ ve ex & (F, E)° dir. Benzer sekilde (F,E)€ €
T dir Oyle ki ex € (G,E)° ve ey & (G,E)€ olup, boylece (U, 1, E), U lizerinde soft

T; —uzay1 olur.
5.2.7 Onerme
(U,t,E), U tzerinde soft topolojik uzay ve ek, ey € U olsun, dyle ki ey # ey dir.
Eger (F,E) ve (G,E) agik kiimeleri varsa Oyle ki ex € U ve ey € (F,E)€ veya
ey € (G,E) ve ey € (G,E)€ olur. O zaman her a € E i¢in (U, 1,E), soft T,—uzay1

ve (U, t,) de soft T, —uzayidir.

fspat.
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ek, en € U olsun, dyle ki ey # ey ve (F,E) ve (G, E), U lizerinde iki soft agik kiime
vardir Oyle ki ex € (F,E) ve ey € (F,E)° veya ey € (G,E) ve ex € (G,E)“dir.
Eger ey € (F,E)¢ ise 0 zaman her a € E igin ey € (F(a))€ olur. Bu su anlama gelir;
her a € E i¢in ey & F(a) dir. Oyleyse ey € (F, E) olur. Benzer sekilde gosterebiliriz
ki, eger ey € (G,E)€ ise 0 zaman ey €& (G,E) dir. Buradan (U, t,E), soft T, —
uzayidir. Simdi herhangi a € E i¢in (U, t,) topolojik uzay ve ey € (F,E) ve ey €
(F,E)€ veya ey € (G,E) ve ex € (G,E)€ dir. Boylece ex € F(a) ve ey € F(a)

veyaey € G(a) veeg ¢ G(a) olup (U, t,), Ty —uzay1 olur.

5.2.8 Onerme

(U,t,E), U tizerinde bir soft topolojik uzay ve V de U nun bostan farkli alt kiimeleri

olsun. Eger (U, T, E), soft Ty —uzay1 ise o zaman (V, Ty, E), soft Ty —uzayidir.

fspal.

ek, en € U olsun, dyle ki ex # ey ve (F,E) ve (G, E), U lizerinde iki soft agik kiime
vardir 6yle ki ey € (F,E) veey & (F,E) veya ey € (G,E) ve ex € (G, E)dir.

Simdi ey €V, ex € V anlamina gelir (V mutlak fuzzy alt kiimelerdir). Boylece e €
V ve ex € (F,E) olup, buradan (F,E) € 7 i¢in ex € V A(F,E) = (Fy,E) dir.

ey € (F,E) goz oniine aldigimizda, bu su anlama gelir ki bazi1 « € E i¢in ey € F(a)
dir. Bu durumda ey € VA F(a) =V(a) A F(a) olur ve bu nedenle ey & Vg A
(F,E) = (Fy,E) dir. Benzer sekilde ispatlayabiliriz ki, eger ey € (G,E) ve ex &
(G,E) ise 0o zaman ey € (Gy,E) ve ex & (Gy, E) olurve (V, 7y, E), soft Ty —uzayidir.

5.2.9 Onerme

(U,t,E), U tzerinde bir soft topolojik uzay olsun. Eger (U,t,E), U lizerinde soft

T, —uzay1 ise, 0 zaman her a € E i¢in (U, 1), T, —uzayidir.

fspat.
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Varsayalim ki (U, 1, E), U tizerinde soft T, —uzay1 olsun. Herhangi @ € E i¢in

T, = {F(a): (F,E) € t} dir. ex,ey € U olsun Oyle ki ex # ey olur 0o zaman
(F,E) ve (G,E) € t vardir 6yle ki ey, € (F,E) veey & (G, E) ve (F,E)A(G,E) =
@dir. Bu ex € F(a),ey € G(a) ve F(a) A G(a) = @ anlamina gelir. Boylece
herhangi a € E i¢in (U, t,), T, —uzayidir.

5.2.10 Onerme

(U,t,E), U tizerinde soft topolojik uzay ve V de U nun bostan farkli alt kiimeleri

olsun. Eger (U,t,E), soft T,—uzay1 ise o zaman (V, 1y, E), soft T, —uzayidur.

fspat.

ek, en € U olsun dyle ki ex # ey olur o zaman U da (F,E) ve (G, E) iki soft agik
kiime vardir 6yle ki ey € (F,E) veey € (G,E) ve (F,E) A (G,E) = pdir. Boylece
her a € E,ex € F(a),ey € G(a) igin F(a) A G(a) = @ olur. Bu ise ex €V A
F(a),ey EVAF(a) ve F(a)A Gla)= 9 anlammma  gelir.  Buradan
(Fv,E),(Gy,E) € Ty olmak tizere ex € (Fy,E), ey € (Gy,E) ve (Fy,E)A
(Gy, E) = @ olup, (V, 1y, E), soft T, —uzay1 olur.
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6. SONUC

Fuzzy kiime kullanilan topoloji ¢alismamiz sayesinde, fuzzy topolojik uzaylarin genel
topolojik uzaylardan daha fazla oldugunu gordiik. Daha sonra, topolojinin bazi
ozelliklerini teorem oOzellikleri veya ornekler kullanarak fuzzy mantik kullanarak
kanitladik ve topolojik uzay i¢in birlesme ve kesisimin fuzzy topolojik uzay igin ayni
oldugunu ve dolayisiyla topolojik igin daha ince ve kesin olanin fuzzy topolojik uzayla

ayni oldugunu, ayrica Kartezyen garpim ve Ty, Ty, T,i¢in ayirma teoremini bulduk.
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