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OZET

TEK DEGERLI VE KUME DEGERLI P-BUZULME DONUSUMLERI iCIN BAZI
SABIT NOKTA TEOREMLERI

ERDURAN, Ali
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ishak ALTUN
Subat 2022, [62]sayfa

Bu tez calismasi ii¢ temel kistmdan olugsmaktadir, birinci kistmda metrik sabit nokta
teori alani ile ilgili genel bilgiler verildikten sonra ¢aligmalarimizda temel biiziilme tipi
olan P- biiziilme, ayrica sabit noktada bilinen ve caligmalarimizda temel olarak kullan-

digimiz teoremler verildi.

Ikinci kisimda metrik uzayda tek degerli ve kiime degerli P- biiziilme doniisiimler i¢in
sabit nokta teoremi ve sonuclari, ayrica konveks metrik uzayda nonself doniigiimler
icin sabit nokta teoremi ve sonuglari, en son olarak da yeni bir uzay olarak calisilan F-
metrik ile ilgili temel tanim ve teoremler verildikten sonra P- biiziilme iizerine sabit

nokta teoremi sonuglar1 verildi.

Son kisim tarisma ve sonug¢ kismi olup tez calismamuz ile ilgili son degerlendirmeler

yapildi.



Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, P-biiziilme, Kiime Degerli Doniisiim, Self D6-

niisiim, None self Doniisiim, Konveks Metrik Uzay.
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ABSTRACT

SOME FIXED POINT THEOREMS FOR SINGLEVALUED AND
MULTIVALUED P-CONTRACTION MAPPINGS

ERDURAN, Ali
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ishak ALTUN
February 2022, [62 pages

This thesis consists of three main parts. In the first part, after giving general infor-
mation about the metric fixed point theory area, P- contraction , which is the basic
contraction type in our studies, and also the theorems that are known at the fixed point

and used as the basis in our studies are given.

In the second part, the fixed point theorem and its results for the single-valued and
multivalued P- contraction functions are given in the metric space, as well as the fixed
point theorem and its results for the nonself functions are given in the convex metric
space, and finally After giving the related basic definitions and theorems in the F- met-
ric studied as a new space. The results of the fixed point theorem on P- contraction are

given in the F'- metric space.

The last part is the discussion and conclusion part and the final evaluations about our

thesis.
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Key Words: Fixed point, P-contraction, Multivauled function, Self function,

none self function, Convex metric space.
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1. GIRIS

Metrik sabit nokta teoremi kavram ilk olarak 1922 yilinda Banach’in [25] tam met-
rik uzayda biiziilme prensibini kullanarak self doniistimlerin sabit noktasinin varligini
ve tekligini gostermesiyle ortaya ¢ikmistir. Bu teoremdeki tamlik kosulu kaldirilamaz
bir sarttir. Gergekten, M = [0,2) iizerinde p(£,n) = | — 1| metrigi tanimli olsun ve
Y(6) = % + 1 olarak alalim. (M, p) metrik uzay: tam degil, biiziilme kosulu saglanir,
ancak Y nun sabit noktas1 yoktur.

Bu teoremden sonra matematikgiler iki onemli teknik iizerine yogunlasip sabit nokta
teoremi calismalarini gelistirmigslerdir. Birincisi, teoremdeki metrik uzay kavrami ye-
rine quasi metrik uzay [16], D metrik uzay [[15], Kismi metrik uzay [11], Fuzzy metrik
uzay [12], JS metrik uzay [13] gibi genellestirilmis metrik uzaylar kullanarak yeni te-
orem ve sonuglar saglanglardir. Ikincisi ise Y doniisiimii tizerindeki biiziilme sartim
degistirerek hangi kosullarda sabit noktasinin var oldugunu ve bu sabit noktanin tek
olup olmadigim arastirarak yeni teorem ve sonuglar saglamiglardir. Ornegin; Kannan

[17] tam metrik uzayda c € [0, 7) olmak iizere

p(Y¢,Tn) <clp(§,YE)+p(n,Yn)]

biiziilme kosulunu kullanarak Y nun sabit noktasinin varli§in1 gostermistir. Hemen bu-
rada belirtelim ki Banach biiziilme kosulunu saglayan her Y doniisiimii siireklidir, an-
cak Kannan biiziilme kosulunu saglayan Y doniisiimii siirekli olmak zorunda degildir.
Ayrica Subrahmanyam 1975 te Kannan biiziilme kogulunun (M, p) metrik uzayinin
tamligini karakterize ettigini gostermistir. Yani, (M, p) tam metrik uzaydir ancak ve
ancak Kannan biiziilme kosulunu saglayan her Y doniisiimii sabit noktaya sahiptir. Li-
teratiirde metrik uzayin tamhigini karakterize eden farkli biiziilme kosullar1 vardir. Bun-

larda biri Tomanari SUZUKI nin verdigi biiziilme kosulu bir digeri de Kirk’in verdigi
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biiziilme kosuludur. Bakiniz [21] ve [27].
Ciric [18] 1974 te ¢ € [0, 1) olmak iizere

p(Y¢,Yn) < cmax{p(¢,n),p(£,YL),p(n,Xn),p(¢,XN),p(n,YE)}

quasi biiziilme kosulunu vererek literatiirde bilinen bir ¢ok biiziilme sartin1 genellemis-

tir. Berinde [[19]] 2004 te 6 € [0,1) ve L > 0 olmak iizere

p(YE,Yn) <6p(&,n)+Lp({,1n)

biiziilme kosulunu vererek yeni bir sabit nokta teoremi ispatlamis, bu biiziilme ko-
suluna (6,L)— zayif biiziilme adin1 vermistir. Burada dikkat edelim ki (0,L)— zayif
biiziilme kosulunu saglayan Y doniisiimiiniin birden fazla sabit noktasi olabilir. Wardo-
wski [20] 2012 de belli 6zelliklere sahip fonksiyonlar sinifindan aldig1 F fonksiyonunu

kullanarak T > O olmak iizere

kosulunu saglayan Y doniisiimiine F-biiziilme adin1 vererek Banach biiziilme prensibi-

nin yeni bir genellemesini vermistir. Ovidiu Popescu [3]] ¢ € (0, 1) olmak iizere

ozelligini saglayan Y doniisiimiine P-biiziilme adin1 vermis ve yeni bir sabit nokta te-
oremi ispatlamistir. Bu biiziilme kosulu Banach biiziilme prensibinin genellemelerin-
den en yenisi ve en siradigi olanidir. Daha sonra Altun [[1] P-biiziilebilirlik (p(Y{, Y1) <
p(&,n)+1p(&,XYE) — p(n,Yn)|) kavramini verdikten sonra biiziilebilirlik (p(Y{,Tn) <
p(£,n)) ve Suzuki tipi biiziilebilirlik (3p(,YE) < p(&,1n) = p(XYE,Yn) < p(£,1))
kavramlari ile olan iligkisini incelemis, biiziilebilirligin P-biiziilebilirliin bir alt sinifi
oldugunu, ayrica P-biiziilebilirlik ile Suzuki tipi biiziilebilirligin birbirinden bagimsiz

oldugunu gostermistir.

Diger yandan, kiime degerli doniisiimler icin sabit nokta teoremi ¢aligmalar1 Nadler

[22] ile baglamistir, daha sonra bir ¢ok matematik¢i Pompeiu-Hausdorff metrigi ve bir
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noktanin kiimeye olan uzakli1 kavrami kullanilarak literatiirdeki bilinen biiziilme tip-

leri icin T nun sabit noktasinin varligini géstermeye ¢alismislardir.

(M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Pg(M) bir kiime degerli doniigim ve ¢ :
(0,00) — [0, 1) fonksiyonu her ¢ € (0,e0) igin lim sup@(r) < 1 ozelligini saglasin.
r—t

Eger { # n ozelligine uygun her £, n € M igin

hp(YE, M) < @(p(¢,n))p(EM)

esitsizligi saglanirsa Y bir sabit noktaya sahiptir.

Reich [24] 1972 de yukardaki sonucu verdikten 1974 te bu sonuctan yola ¢ikarak bu-
rada Y nun Px (M) degerli olmasi yerine Pcg(M) degerli alabilir miyiz diyerek agik bir
problem ortaya atmistir. Bir cok matematik¢i bu soruya cevap vermek icin ugrasmis
bunlardan en bilineni ve sonuca en yakini Mizoguchi-Takahashi [5] tarafindan ispat-
lanmigtir. 2006 da Feng-Liu [6] Pompeiu-Hausdorff metrigini kullanmayarak kiime
degerli doniisiimler icin sabit nokta varlifini ispatlama yoluna oldukga siradisi bir ba-

kis acis1 getirmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

P- biiziilme, P - biiziilebilirlik kavramlar1 ve temel olarak aldigimiz Mizoguchi-Takahashi
ve Klim ve Wardowski ¢alismalarim [1], [2], [3], [4],[5],[6] numarali kaynaklardan
yararlanilmistir. Metriksel konveks metrik uzay kavrami ve sabit nokta sonuclari i¢in
[71,(8]], [9], [10lnumarali kaynaklardan yararlanilmigtir. Genellestirilmis metrik uzay
ve biiziilme tipleri icin literatiirdeki [111], [12f], [13],[14], (15[, [16], [17], [19], [20],
(211, [22]], [23]], [25],[24]], [26],[27],[28]], [29] kaynaklardan yararlanilmistir.
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1.2. Tezin Amaci

Bu tez calismasinda Metrik Sabit Nokta Teori alaninda kapsamli bir arastirma yapil-
mis, Tek degerli, kiime degerli, self doniisiim ve self olmayan doniisiim arasindaki
farklar incelenmis, Metrik Sabit Nokta Teori alaninda yeni bir biiziilme olarak karsi-
miza ¢ikan P - biiziilme tipi doniisiim yardimiyla metrik uzay, konveks metrik uzay ve
F-metrik uzayda Mizoguchi-Takahashi, Feng-Liu0, Klim-Wardowski gibi bilinen iinlii
sabit nokta teoremlerine yeni bir bakis agis1 getirip, uygulama alanlarindaki 6rnekleri

verilmistir.



2 . MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar

Metrik uzayda sabit nokta teoremi ¢alismalari Banach sabit nokta teoremi ile baglamig-
tir. Sonrasinda bir cok matematikgi tarafindan yeni biiziilme tipleri tanimlanip metrik
uzaylarda sabit nokta teoremleri ispatlanmistir. Suzuki, sabit nokta teoremlerinin ce-
sidi arttifindan literatiirde kolaylik olmasi i¢in metrik sabit nokta teori ¢caligmalarini
asagidaki gibi 4 sinifa ayirmistir.

(M, p) bir metrik uzay Y : M — M bir fonksiyon olsun.

1- Leader tip teoremler sinifi: Eger bir sabit nokta teoremi "Y bir tek sabit noktaya
sahiptir ve {Y"&} Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar. " hitkmiinii

veriyorsa bu sinifa aittir. Asagidaki teoremler bu sinifa aittir.

Teorem 2.1.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi). (M, p) tam metrik uzay, Y : M —
M bir doniisiim olsun. Her £, 1 € M i¢in

p(Y&,Yn) <cp(f,n)

olacak sekilde bir ¢ € (0,1) varsa Y bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica {Y"£}

Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Teorem 2.1.2 (Kannan Sabit Nokta Teoremi). (M, p) tam metrik uzay, Y : M —

M bir doniisiim olsun. Her ,n € M i¢in

p(Y&,rn) <c(p(&,YE)+p(n,Yn))

olacak sekilde bir ¢ € (0, %) varsa Y bir tek sabit noktaya sahiptir ve {Y"&}

Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
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Teorem 2.1.3 (Edelstein Sabit Nokta Teoremi). (M, p) kompakt metrik uzay,
Y : M — M bir doniisiim olsun. § # n ozelliginde ki her {, 11 € M icin

p(Y&,Yn) <p(&,n)

saglanirsa Y bir tek sabit noktaya sahiptir ve {Y"&} Picard iterasyon dizisi bu

sabit noktaya yakinsar.

Teorem 2.1.4 (Reich Sabit Nokta Teoremi). (M, p) bir metrik uzay, Y : M — M

bir doniisiim olsun her n,& € M igin

p(YN,YG) <ap(n,5)+bp(n,YN)+cp(S,Y6) 2.1.1)

olacak sekilde a,b,c > 0,0 < a-+b+c < 1 varsa Y bir tek sabit noktaya sahiptir.

{Y"&} Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Unnamed tip teoremler sinifi: Eger bir sabit nokta teoremi "Y bir tek sabit nok-
taya sahiptir" hitkmiinii veriyorsa bu sinifa aittir. Burada {1 } Picard iterasyon
dizisi sabit noktaya yakinsamasi1 gerekmez. Leader tipi siniftaki bir teoremden
Unnamed tipi sinif icin sabit nokta teoremi olusturulabilir. Asagidaki teoremler

bu sinifa aittir.

Tamim 2.1.5. (M, p) bir metrik uzay, Y : M — M bir doniisiim olsun her n,& € M
ve N1 # & igin

ise I’ doniisiimiine P-biiziilebilir denir.

Teorem 2.1.6 (P-Biiziilebilir). (M, p) bir kompakt metrik uzay, Y : M — M bir
P-biiziilebilir doniisiim olsun. f(n) = p(n,Yn) fonksiyonu alttan yar1 siirekli

ise 1 bir tek sabit noktaya sahiptir.

Subrahmanyam tip teoremler sinifi: Eger bir sabit nokta teoremi "Y bir sabit

noktaya sahiptir. (birden fazlada olabilir) {Y"&} Picard iterasyon dizisi bir sabit
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noktaya yakinsaktir." hiikmiinii veriyorsa bu sinifa aittir. Asagidaki teoremler bu

sinifa aittir.

Teorem 2.1.7 (Zayif Biiziilme). (M, p) tam metrik uzay Y : M — M dontigiimii
her {,n € M igin

p(YE,Tn) < 6p(x,y)+Ld(n,YE)

olcak sekilde 6 € (0,1) ve L > 0 varsa Y bir sabit noktaya sahiptir.

4- Caristi tip teoremler sinifi: Eger bir sabit nokta teoremi "Y bir sabit noktaya sa-
hiptir" (Sabit noktasi birden fazlada olabilir {Y"£} Picard iterasyon dizisi bir
sabit noktaya yakinsak olmasi gerekmez) hiikkmiinii veriyorsa bu sinifa aittir.

Asagidaki teoremler bu sinifa aittir.

Teorem 2.1.8 (Caristi-Kirk Sabit Nokta Teoremi). (M, p) bir tam metrik uzay,
Y : M — M bir doniisiim ve ¢ : M — R bir altan yan siirekli fonksiyon olsun.
Eger { € M igin

p(8,YC) < 9(5) —¢(YC)

ise Y bir sabit noktaya sahiptir.

(M, p) bir metrik uzay olmak iizere A, B € P(M) igin & ve h), genisletilmis reel degerli

fonksiyonlari

6(A,B) = sup{p({,B)} = supinf p({,n)
CeA ¢cANEB

ve

hy(A,B) =max{6(A,B),5(B,A)}é = max{supinf p({,n),supinf p({,n)}
{cANEB (eBNEA
seklinde tanimlanmaktadir. Burada dikkat edelim Eger M = R, p({,n) = | — 1| ol-
mak tizere A = [2,3], B = [5,00) kiimelerinden birini sinirli kiime olarak aldigimizda
gorecegiz ki 6(A,B) =3 ve 6(B,A) = o ve dolaysiyla H(A,B) = o oldugundan reel
degerli olmaz. Ayrica 8(A,B) # 0(B,A) oldugundan simetri ozelligide saglanmaz.
Eger 6 ve h), yi Pg(M) x Pg(M) tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlar, olarak al-
digimizda gorecegiz ki M =R, p({,n) = | —n| olmak iizere A = [2,3], B = (2,3),
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0(A,B) = 8(B,A) =0ve h,(A,B) =0 olur ancak A # B oldugundan %, Pg(M) tize-

rinde bir metrik olmaz.

Onerme 2.1.9. (M, p) bir metrik uzay ve A,B,C € Pg(M) olsun. O halde asagidaki

ifadeler saglanir.
(i) 6(A,B)=0<ACB,
(i) BC C= 8(A,B) < §(A,C),
(iii) §(AUB,C) =max{8(A,C),5(B,C)},
(iv) 8(A,B) < 8(A,C)+5(C,B)

(M, p) bir metrik uzay olsun. Bu durumda %, Pcg(M) tizerinde bir metriktir. Bu met-

rige Pompeiu-Hausdorff metrigi denir.

(M, p) bir metrik uzay ve Y : M — Pcg(M) kiime degerli doniisiim olsun. Eger her
{,m € M igin

olacak sekilde bir L € [0, 1) sabiti varsa Y ye kiime degerli biiziilme doniisiimii denir.
Nadler Banach sabit nokta teoreminin kiime degerli versiyonunu asagidaki teoremle

vererek sabit nokta teoremi alanina yeni bir bakis agis1 getirmistir.

Teorem 2.1.10 (Nadler). (M, p) bir tam metrik uzay olsun. Eger Y : M — Pcg(M) bir

kiime degerli biiziilme doniisiimii ise, Y bir sabit noktaya sahiptir.

Bu teoremden sonra bir ¢ok matematik¢i kiime degerli doniisiimler i¢in sabit nokta

sonuglar1 vermistir. Ornegin,

Teorem 2.1.11 (Reich). (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Px (M) bir kiime degerli
biiziilme doniigiim ve a : (0,00) — [0, 1) fonksiyonu her z € (0, o) i¢in lim+ supa(r) <
r—t

1 ozelligi saglansin. Eger her § # 1 6zelligine uygun £, € M igin

hl’(YgaTn) S OC(P(QU))P(CJT)

esitsizligi saglanirsa, o zaman Y bir sabit noktaya sahiptir.
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Reich yukardaki teoremi verdikten sonra burada "Pg (M) yerine Pcp(M) alirsak Y bir
sabit noktaya sahip olur mu?" seklinde bir soru sormustur. Bu soru iizerine bir ¢ok

calisma yapilmistir. Bunlardan en iinliisii Mizoguchi-Takahashi’nin yaptig1 calismadir.

Teorem 2.1.12 (Mizoguchi-Takahashi). (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Pcg(M)
bir kiimedegerli doniisiim ve ¢ : (0,00) — [0, 1) fonksiyon olsun. Eger
i Hert € [0,0) igin limsup¢(r) < 1,

r—tt

ii Hern,& e M, & # 1 igin

kosullar1 saglanirsa T bir sabit noktaya sahiptir.

Feng-Lui Pompeiu-Hausdorff metrigini kullanmayip bir noktanin kiimeye olan uzak-
1181 kavramini kullanarak kiime degerli doniisiimleri i¢in ilging bir sabit nokta teoremi

vermistir.

Teorem 2.1.13 (Feng-Lui). (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Pc(M) bir kiime

degerli doniisiim olsun.
i f(n)= p(n,Yn) fonksiyonu altan yar siirekli,

i1 Her n € M i¢in
p(6,Y5) <cp(n.g)

kosulunu saglayan bir & € I (Y) ve ¢ € (0,1) (¢ < b) var olsun.

Bu durumda Y bir sabit noktaya sahiptir. Burada
L) ={& €Y :bp(n,&) < p(n,Yn)}

dir.

Asagidaki ornekte gorecegiz ki Feng-Lui sabit nokta teoremi, Nadler sabit nokta te-

oreminin bir 6z genellestirmesidir



Ornek 1. M = {% 1k € N}U{0,1} iizerinde p(&,n) = |{ — n| metrigi tanimlansin,
(M, p) metrik uzay1 tamdir. Y : M — Pc(M) doniistimii

oo {71} C=AneN
{07%7} ) C:()

seklinde tanimli olmak iizere her n € N i¢in

1
hp(Yﬁ,TO) - hp(
=

oldugundan Y, kiime degerli biiziilme doniisiim degildir. Diger taraftan

st s §=gnneN
f(O)=pCx0) =3 " 6 =gmne
0 , ¢e{0,1}

olacagindan f siireklidir. Her { € M ve en az bir ] € Ig - i¢in p(n,Yn) = % p(&,n)
elde edildiginden Feng-Lui sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanmugtir.

Feng-Lui sabit nokta teoremindeki ¢ sabitinin p({,n) nin bir fonksiyonu olarak goz
Oniine alip Feng-Lui sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi asagidaki sekilde veril-

migtir.

Teorem 2.1.14 (Klim ve Wardowski). (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Pc(M)
bir kiime degerli doniisiim, @ : (0,00) — (0,b) taniml1 bir fonksiyon ve b € (0, 1) olsun.

Asagidaki kosullar saglansin

i) f(n)= p(n,Yn) fonksiyonu altan yar1 siireklidir,
ii) Hert € [0,0) i¢in limsup ¢(r) < b,
r—tt
iii) Her n € M icin
p(8,Y8) < o(p(n,5))p(1,85)
kosulu saglayan bir & € I;] (Y) vardur.
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Bu durumda Y bir sabit noktaya sahiptir.

Ornek 2. M = [0, 1] iizerindeki p(,n) = | — n| metrigini alalm. Bu durumda (M, p)

tam metrik uzaydir. Y : M — Pc(M) doniigiimii

S I 4
Y(¢) = 4l
{3y . ¢

ve b = 3 olmak iizere ¢ : [0,00) — [0,b) fonksiyonu

5t 1€[0,57)U(F3)
e)=19 3§ - =
1 t € [3,)
seklinde tanimlansin. O halde

C_lcz ’ C#Q
fO=pEr=3 > 2 %
A (=5
32 ’ 3

olup f fonksiyonu alttan yar1 siireklidir. § # % ven = %C 2 €Y icin

bp(C,n) < p(,YC)

\

p(n,Yn) <o(p(&,n))p(&,n)

olup, ayrica § = % ven = % € Y olarak aldigimizda iisteki esitsizlikler saglanir. Do-
layisiyla Klim-Wardowski sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanir. Dider taraftan,

be(O,%]Vece(0,1),c<bisegzlvey:%EYligin

1 _.1 3 1

p(—,Y—) = g > Cp<17§)

olmaktadir. Dolayisiyla, Feng-Lui sabit nokta teoremini sartlar1 saglanmaz.
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3 . ARASTIRMA VE BULGULAR

3.1. TEK DEGERLI VE KUME DEGERLI P BUZULME DONUSUMLERI iCiN
SABIT NOKTA SONUCLARI

Bu boliimde Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu yardimiyla kiime degerli P-biiziilme
kavraminin lineer olmayan versiyonu ile Klim ve Wardowski nin sonuglarinin yeni

bir versiyonunu verecegiz.

Tanmm 3.1.1. (M, p) bir metrik uzay ve Y : M — P(M) bir kiime degerli doniigiim,
be (0,1)ve 6 :[0,00) — (0,b) olsun.

i Hert € [0,) i¢in

lim sup6(r) < b (3.1.1)

r—tt

ii Her { € M igin
p(C,YC) < o(p(g,n))[p(E.n)+[p(L,YE) —p(n,Tn)]]

olacak sekilde ) € IbC var

ozelligi saglanirsa T na kiime degerli lineer olmayan P-biiziilme doniisiim denir. ( Bu-

9 .
2_g()t) dir)

radat > 0icin ¢(1) =

Not 1. ¢(r) >0veherr >0i¢in0 < 0(r) = 12+(pq§8) < b < 1 oldugundan 0 < @(r) <

b < 1 ve ayrica her r > 0 i¢in (124—(1)—(/58)) (%b) < 1 dir.

Teorem 3.1.2. (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — Pc(M) bir kiime degerli lineer
olmayan P-biiziilme doniisimii olsun. Eger f({) = p({,Y{) fonksiyonu alttan yari

stirekli ise Y bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. Kabul edelim ki Y sabit noktaya sahip olmasin, bu durumda her { € M igin
P(£,YE) > 0 dir. Her § € M igin Y € Po(M) oldugundan her b € (0, 1) sabiti i¢in IbC
bos kiime degildir. Ayrica, p(§,Y) > 0 oldugundan her { € M igin { ¢ Ibg dir.

{o € M bir keyfi nokta olsun. Kabiiliimiizden

p(81,Y81) < o(p(&o, 1)) [p(Lo, C1) + P80, Y0) — (&1, Y1)l

ozelligini saglayan {; € 1 &, &1 # o vardir. Benzer sekilde §; € M igin,

(8, Y8) < o(p(61,8))[p(81,8) +1p(81,Y81) — p(6H,YE)|]

ozelligini saglayan §, € IbCl, 81 # & vardir. Bu isleme devam ederek, §, € M i¢in,

PG, Y8r1) < 0(p(Gns Goi1)[P(Gny Cuvt) + (80, YEn) — (L1, Y t1) ]
(3.1.2)

ozelligini saglayan §, .| € Ig", Co1 # €, vardir ve bu sekilde her n € Nigin {{, } dizisi

tanimlanabilir. Simdi eger m € N i¢in
P(Cn+1, Y nv1) = p(Gns Y)
ise (3.1.2) den

PGnt1,YGn11) < @(p(Cns G 1)) [P(Cny Cne1) + PGy YEn) — PG 1, Y1) ]
= O(p(Cn> Cnr1)) PG, 1) + P(Cnt 1, Y v 1) — PGy Y i)
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elde edilir ve buradan

@(p(Gm; Cm+1)) ) @(p(Gm; Cm+1)) )
1_(p(p(gm7gm+l)) 1_(p(p(§m7Cm+l))
@(p(Gns Gn1))

T (G Gy P ) P )

(PG, Cm+1))
1—o(p(&ns Gt

O(p(&n; Gni1)) 1—
1= (p(&nsCnt1)) b
p(cﬂthm)

<
§ p(Cm+17YCm+l)

IN

P(Cnt1, Y nr1) (G Cmr1) — (Cns XYCn)

IN

PG o) = (G TG0
b

IN

P(CmaYCm)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda her n € N icin p(§,41,Y841) < p(§r, YE,) dir.
Boylece (3.1.2) den

P(Gnt1, Y1) < @(p (G, Gut 1)) [P (G Grt1) +[P(Gn, Y 6n) = P(Gni1, T i) ]

dir ve buradan

@(p(En; Gnv1))
1+ (P(P(Cn, Cn+l))
290(P(Cn, Cn—i—l))
— 14+0(p(G, Cur1))

P(Gni1,YGu11) < [P(Gns Gut1) + P(Gns Y G|

p(Cm Cn-i—l)
elde edilir. $imdi &, € I oldugu igin

bp(Cn—H ; Cn+2) < p(Cn—i—l;TCn—H)
2¢(p(&n: Gar1))

= 110G Gonr))

P(Cn, Cnv1)

dir. Buradan,

2‘P(P(Cna CI’H-]))
b[1+@(p(Cu, Cnt1))]

wp@m@nﬂ)

P(Gut1,Gi2) < P(8n, Cnr1)
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elde edilir ki 6(p(&,, y+1)) < b oldugundan her n € N igin

P(Gur1,Cnr2) < p(Gns Guv1)

dir. Bu durumda 1211 (&, Eni1) = 6 olacak sekilde & > 0 vardir. Dolayisiyla (3.1.7))

den

() _
lim SUPI—HP(p(Cn,CnH)) =1 PO(p(Cn:Cut1)) =1

n—oo n—oo

olacak sekilde g € [0,b) vardir. Bu durumda her by € (¢,b) ve her n > ny igin

0 (p(Cn,Cnt1)) < bo

olacak sekilde ng vardir. Sonug olarak,

0 (p(Cn; Cnv1))

p(Cn—i—laCrH—Z) < p(C’thH—l)

b
< G(P(CanH)) G(lp(gn—lag’l))p(cn_l,cn)
- b b
< OGO (p(E 1,8 0(p (G0, 6P (Gor 1)
< POE) g gz, 1 6 0(p(0,0))]

bn
_ (‘2)”%9(‘“4"017€no>>~--9<p<co,c1>>
b bo

p(c()a Cl)

buradan

) e
_ e(d(cno—hCnogjm e(p(CO’C]))p(g()aCl)nio (%) o
< oo
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elde edilir ki bu durumda {{,} bir Cauchy dizisidir. (M, p) tam metrik uzay oldugun-

dan {{,} dizisinin yakinsadig1 bir & € M vardur. f alttan yar siirekli oldugundan

p(&,Y8) = f(S)
< liminf f(&,)

n—oo

= liminfp(5, YE,)
n—soo

lim infp(&y, Gu1) =0
n—oo

IA

olur ki bu Y nin sabit noktaya sahip olmama durumu ile ¢elisir. Bu durumda Y bir sabit
noktaya sahiptir. 0
Teorem 3.1.2 de Y kiime degerli dontisiimiinii Px(M) degerli olarak aldigimizda b

sabitini 1 olarak alabiliriz.

Teorem 3.1.3. (M, p) metrik uzay ve Y : M — Px (M) bir kiime degerli doniigiim ve
0 : [0,00) — (0, 1) fonksiyonu olsun.

(i) f(&) = p(L,Y) alttan yar siireklidir.
(ii) Herz € [0,00) igin

lim sup6(r) <1

r—tt

(iii) Her { € M i¢in

p(6,YE) < o(p(&,m))[p(E,m) +[p(E,YE) —p(n,1n)]]

olacak sekilde ) € Ilg vardir. (Buradat > 0 i¢in @(t) = 23(;();))

ozellikleri saglanirsa Y bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki Y sabit noktaya sahip olmasin, bu durumda her { € M icin
p(&,YE) > 0 dir. Her § € M i¢in Y € Px(M) oldugundan, p({,n) = p(&,Y{) ola-
cak sekilde 1 € Y{ vardir. Bu durumda, 1 € 1 C, yani IIC bos kiime degildir. Ayrica
p(&,YE) > 0 oldugundan § # n dir.

&o € M keyfi bir nokta olsun. Kabuliimiizden

p(CO? C1> = p(C()?TCO)
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veE

p(81,Y81) < o(p(&o, 1)) [p(Lo, C1) + P80, Y0) — p(&1, Y1)l

ozelligini saglayan ) € Yy, {o # £ vardir. Benzer sekilde, {; € M igin

p(61,8) = p(&,YE)

ve

p(&2.Y8%) < o(p(C1,8))p(81,82) +[p(86,YE) — p(&, T6)]

ozelligini saglayan §, € Y, {; # { vardir. Bu isleme devam ederek, {, € M igin

P&, Cuv1) = p(8n, YEn)

Ve

PG, Y1) < 0(p(Gns Coi1)[P(Gns 1) + (80, YEn) — P(Gni1, YEnt1)]]

ozelligini saglayan &, € Y&,11, §,r1 = §, vardir ve bu sekilde M de bir {{,} dizisi
tanimlariz. @(p(&,,&,1+1)) < 1 oldugundan Teorem 3.1.2 nin ispatina benzer sekilde
{&,} dizisi Cauchy dizisidir. M nin tamhgmdan {{,} dizisi & € M noktasina yakinsak-

tir. f alttan yari siirekli oldugundan

o
IA

p(&.YE) = f(&)
lim inf £(,)
lim inf (G, &)

lim inf p(&,, §i1) =0

n—yoo

IN

olur ki bu 7 nin sabit noktaya sahip olmamasi ile ¢elisir. Bu durumda Y bir sabit nok-

taya sahiptir. [

Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 de ¢(¢) = ¢ olarak aldigimizda asagidaki dogal sonug-

lar1 elde ederiz.

Sonug 3.1.1. (M, p) tam metrik uzay ve Y : M — Pc(M) bir kiime degerli doniigiim
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olsun. Her { € M i¢in

ozelligini saglayan { € IC var olsun. (¢ >0 < 1) Budurumda, f({) = p({,Y{)

’ b(1+c
alttan yar1 siirekli ise Y bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.1.2. (M, p) tam metrik uzay ve Y : M — Pg(M) bir kiime degerli dontigiim
olsun. Her { € M i¢in

ozelligini saglayan { € IC var olsun. (¢ >0 < 1) Budurumda, f(&) = p(£,YE)

) b(1+
alttan yar siirekli ise Y bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.1.4. (M, p) tam metrik uzay ve Y : M — Pc(M) bir kiime degerli dontigiim

ve 0 :[0,00) — (0, 1) fonksiyon olsun.

(i) f(&)=p(&£,Y) alttan yar siirekli,

(ii) Her 7 € [0,00) igin
sup {hm supO(r)} <1 (3.1.3)

1€[0,00) r—tt

(iii) Her { € M ve n € Y igin

ozellikleri saglanirsa Y bir sabit noktaya sahiptir. (Burada r > 0 i¢in (1) = 22(9!2 ) dir.)

Ispat. (3.1.3) kabuliimiizden lim sup 0(t) =Db(t) ve sup b(t) =b < 1 olacak sekilde

r—>t te [0700)

her r > 0 icin b(¢) € (0,1) vardir. Her { € M i¢in Y{ kapali oldugundan If bos kiime
degildir. Dolayisiyla (3.1.1)) saglayan n € If vardir ve Teorem (3.1.3) den Y bir sabit
noktaya sahiptir. [
Teorem (3.1.3)) tek degerli doniigiimler igin ispatlanabilir. Burada dikkat edelim ki f

fonksiyonu alttan yar siirekli olmasina gerek yoktur.
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Sonug 3.1.3. (M, p) bir tam metrik uzay ve Y : M — M bir doniigiim ve 0 : [0,c0) —
(0, 1) fonksiyon olsun.

i Hert € [0,0) i¢in lim sup6(r) < 1

r—tt

ii Her {,n € M i¢in

ozellikleri saglanirsa Y bir tek sabit noktaya sahiptir. (Burada ¢ > 0 igin ¢@(z) =
dir.)

Ornek 3. M = { (_2},)]1 n=1,273,-- } U{0, 1} iizerinde aligilmig metrik tanimlanmis

olsun. Y : M — Pc(M) doniisimii agagidaki gibi tanimlansin.

{¢} ,  £e{o,1}
Y<C>: n+1 n n .
(G G} =5 =
Bu durumda
o 0,1
fO-pcxp=] 00 e

iz o, G="mn>1
alttan yari sireklidir. Simdi b = J ve @(t) = % ile birlikte (3.1.1)) esitsizliginin saglan-
digin1 gorecegiz.
Durum 1 § € {0,1} olsun. Budurumdan =¢§ € If, p(£,Y8) = p(n,Yn) =0, dolay-
styla (3.1.1)) saglanr. 2
(-p! 3

Durum 2 n > 1 igin §{ = D" 6lsun. Bu durumda, N = ‘54— € IIC, p(n,YN) = 57
2

on

ve

PNYN) = 2 = 2o = 2 [p(Em) +1p(€.XE) — p(n, 1)

elde edilir ki Teorem (3.1.3)) in tiim kosullar1 saglanmis olur. Bu durumda Y bir sabit

noktaya sahiptir.
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3.2. SINIR DEGER PROBLEMLERI ICIN UYGULAMALAR

Bu kisimda Sonug 3.1.3 diisiinerek 2. dereceden 2 degiskenli sinir-deger problemleri
icin varlik ve teklik teoremi verecegiz.
d*u
-8 = f(t,u(t)) , te€l0,1
D4 = flu() . 1€(0.1] .
u(0)=u(1)=0
olacak gekilde f : [0,1] x R — R fonksiyonu siirekli olsun. Green fonksiyonunu asagi-
daki gibi tanimlayalim.
t(l—s) , 0<t<s<l1

G(t,s) =
s(l—t) , 0<s<r<1

(3.2.1)) problemi agagidaki integral denklemine denktir.

1

Mﬂ:/awﬁ@ﬂmeEMﬂ. (32.2)

0

Bu durumda, u € C?[0, 1] (3:2.1)) in bir ¢oziimiidiir ancak ve ancak (3.2.2)) in ¢oziimii-
diir. Dolayistyla, (3.2.1)) probleminin ¢6ziimiinii M = C|[0, 1] iizerinde tanimh

1
rwo:/cmgﬂ&wmﬁ (3.2.3)
0

Y operatoriiniin sabit noktasinin varligi olarak diigiinebiliriz. (Burada C[0, 1]; [0, 1] tize-

rinde tanimli tiim sitirekli fonksiyonlarin sinifidir.)

Peo(u,v) = |lu = v = sup{|u(z) —v(1)| : 1 € [0, 1]}

! t
olmak iizere (M, p..) metrik uzay tamdir. A¢iktir ki [ G(z,s)ds = (
0

ve boylece

1
sup [G(t,s)ds = g.
t€[0,1]0

Teorem 3.2.1. Kabul edelim ki asagidaki kosullar saglansin;
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@) [f(z,u(r)) = f(&;v(0))] < ~(e){|u(t) = v()| + [[|u = Yuel| = [[v = TV[|[} olacak se-
kilde siirekli /2 : [0, 1] — [0, o) fonksiyon var olsun.

1
(ii) [ G(t,s)h(s)ds < c olacak sekilde ¢ < 1 var olsun.
0

Bu durumda (3.2.1)) simir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir. Dikkat edelim ki
1

eger max,co ) /1(s) < 8cise [ G(t,s)h(s)ds < c dir.
0

Ispat. (M, p) tam metrik uzay ve (3.2.3)) ile verilen M iizerinde Y operatoriinii diisii-

nelim. Bu durumda, her u,v € M ve t € [0,1] igin
1 1
Yu(t) = Yv(r)] = /G /Gts F(s,v(s))ds
0 0
1
< /Gts £ (s,u(s)) = f(5,v(s))| ds
0

G(t,5)h(s){[u(s) —v(s)| +[[lw—Yul| + [[v = Yv[|[}ds

IA
S—_ _

IA

{llwe =l + [l = Yul| + HV—YVIH}/G(LS)dS

IA

c{llu = vl + [l =Yul| + v =Tv[|[}

dir. Dolayisiyla

P, Y0) = [t = Y] < e{ it V) + | po(it, Yt) + pc(. Xv) [}

oldugundan @(t) =c ve 0(¢) = icin Sonug (3.1.3) deki kosullar saglanir. Yani Y

1+c
bir tek sabit noktaya sahiptir. O
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3.3. KONVEKS METRIK UZAYLARDA NONSELF P-BUZULMELER VE SA-
BIT NOKTA SONUCLARI

Metrik sabit nokta teori ¢alismalar1 Banach sabit nokta teoreminden sonra tek degerli
self doniisiim ve kiime degerli self doniisiimler i¢in yeni biiziilme doniisiim prensibleri
kullanilarak gelistigi ve genisletildigi gibi nonself yani tanim kiimesi ve deger kiimesi
ayn1 olmayan doniistimler i¢in sabit nokta teoremi iizerine nasil ¢aligmalar yapilir so-
rusu lizerine ¢aligsarak konveks metrik uzaylarda sabit nokta teoremi sonuclar elde edil-

mistir.

Bu boliimde metriksel konveks metrik uzay M nin kapali alt kiimesi K dan M’ye ta-
niml tek degerli nonself doniisiim i¢in P-biiziilme kosulunu kullanarak sabit nokta
teoremi sonuclar1 verilmis, sonrasinda M’nin kompakt alt kiimesi K y1 ele alarak ¢
biiziilme sabiti kulanilmayan P-biiziilmenin daha kati1 versiyonu olan P-biiziilebilir ko-
sulu kullanilarak yeni bir sabit nokta teoremi verilmistir, Son olarak da, Edelstein sabit

nokta teoreminin nonself versiyonunu sonug olarak verilmistir.

Teorem 3.3.1. (M, p) kompakt metrik uzay ve Y : M — M bir P-biiziiliilebilir donii-
stimii olsun. Eger f(n) = p(n,Yn) fonksiyonu alttan yar1 siirekli ise Y bir tek sabit

noktaya sahiptir.

Teorem 3.3.2. (M, p) kompakt metrik uzay ve Y : M — M bir siirekli P-biiziiliilebilir

doniisiimii olsun. Y bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.3.3. (M, p) tam metrik uzay ve Y : M — M bir P-biiziilme doniigiimii olsun.

Bu durumda Y bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tanim 3.3.4. (M, p) bir metrik uzay, Y : M — M bir doniisiim olsun. ) # & ozelligin-
deki her ,& € M igin

p(Yn,YE) < p(n,é)

ozelligi saglanirsa YT doniisiimiine biiziilebilir denir.

23



Ornek 4. M = [0,2], p aligilmig metrik ve Y : M — M,

1, &<1
0, &£>1

Y(6) =

bir doniigiim olsun. Bu durumda Y € P(M)\C(M) dir. (Burada P(M); P-biiziilebilir
doniigiimleri sinifi, C(M) ; biiziilebilir doniisiimleri sinifi) Bu 6rnekten anlagilacagi

gibi C(M), P(M) nin bir 6z alt sinifidir.

Teorem 3.3.5. (M, p) kompakt metrik uzay ve Y, M iizerinde bir P-biiziilebilir donii-
sim olsun. Eger f(&) = p(&,Y&) fonksiyonu alttan yar siirekli ise, Y bir tek sabit

noktaya sahiptir.

Uyan 1. Ornek @) te Y doniisiim P-biiziilebilir ve f(&) = p(&,YE) alttan yar siirekli
oldugundan Teorem (3.3.5) den Y nin bir sabit noktas1 vardir. Dahast {Y"x} Picard
dizisi sabit noktaya yakinsaktir. Ancak asagidaki ornekte de gorecegimiz gibi Picard
iterasyon disizi Y un sabit noktasina yakinsamak zorunda degildir. Bu durumda Teorem

3.3.2 Unnamed tipi teoremler sinifina ait olur.

Ornek 5. M = [-2,—1]U {0} U [1,2] iizerinde p aligilmig metrik taniml olsun. Y :
M — M fonksiyonu
S el
=4 ¢, (e(1,2]
0 , {e{-1,0,1}

seklinde tanimlansin. Bu durumda Y bir P-biiziilebilir doniisiimdiir ve

( e gel-2-1
f(&) =p(8,XE) = 26, fe(12]
1, te{-11}
0 , C:O

\

fonksiyonu alttan yart siireklidir. Y doniisiimiiniin Teorem 3.3.2 den sabit noktasi vardir.
{o = 2 baslangi¢ noktas ile olusturulan Picard iterasyon dizisi Y nin sabit noktasina

yakinsamaz
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Tanim 3.3.6. (M, p) bir metrik uzay olsun. n # & 6zelligindeki her n1,& € M i¢in

p(n,8)+p(£,8)=pn,&)

ozelligini saglayan N # & # £, { € M varsa bu (M, p) uzaya metriksel konveks metrik

uzay denir.

K C M kapali bir altkiime ve N € K, £ ¢ K ise

p(n,8)+p(£,8)=pn,&)

olacak sekilde § € dK vardur.

Teorem 3.3.7. (M, p) tam metriksel konveks metrik uzay, K C M kapali, Y : K — M

doniigiimii her n,& € K igin

p(Xn,YE) <c{p(n,&)+Ip(n,Yn)—p(&,YE)[}

olacak sekilde ¢ € [0, 1) vardir 6zelligini saglasin. Eger Y(dK) C K ise Y , K’da bir

sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Eger Y(K) C K ise kapali K iizerinde bir self doniisiim oldugundan Teoremm
dan sabit noktas vardir. Kabul edelim ki Y(K) € K olsun. Bu durumda Y ¢ K olacak

sekilde ) € K vardir. K nin kapaliligindan

p(Mo,n) +p(n,Yn0) = p(No, YMo)

ozelligini saglayan 1o € dK vardir. Bu durumda dK # ¢ dir. 19 € dK olsun. Y(JK) C
K oldugundan Y1y € K dir. Bu durumda n; = Yng olarak segebiliriz. Simdi, Y1 € K

ise 7y = Yn; olarak alalm. Y1, ¢ K ise uzayin metriksel konveks olmasindan

p(M1,M2) + p(M2, Y1) = p(M1, Y1)

ozelligini saglayan 1, € dK segebiliriz. Bu isleme devam ederek terimleri asagidaki

ozelliklerden birine uygun bir {n,,} dizisi olugturabiliriz.
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(1) YNy € Kigin 1y =XM1,
(i1)
p(nnflvnn) +p(nn7Ynn71) - p(nnflannfO

olacak sekilde 1,, € JK vardir.

Ispatta kolaylik icin P={ny € {n,}: e =TYms_1} ve O ={m € {Mn} : M A Y1}
olarak alalim. Burada dikkat edelim ki {n,,} C K ve 1y € Q ise 1y_1ve Ny terimleri-
nin her ikisi de P dedir. Ustelik Y(dK) C K oldugundan dolay1 {n,} dizisinin ardigik
iki terimi Q da degildir. (Ancak ardigik iki terimi P de olabilir) Simdi {n,} dizisinin
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunu ispatlamak icin iic durum ele alacagiz. Asa-
g1da inceleyecegimiz durumlarda her n € N i¢in 1, # Y1, olarak kabul edecegiz, aksi
halde 7,,, Y nin sabit noktasidir.

Durum 1 1n,,n,+1 € P. Bu durumda n, = Y7, ve n,4+1 = N, dir. Dolayisiyla bii-

ziilme kosulundan

P(MusMuy1) = p(XMu—1,YNy)
< C{p(nn—lann)+|p(nn—17Ynn—l)_p(nnaYnn)‘} (3.3.1)

elde ederiz. Simdi p(1n,—1,YN,u—1) < p(NMn, YNy,) oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(3.3.1) den p(Ny, NMn+1) < cp(NMn, NMu+1) elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. (c € [0,1)) Bu
yiizden p(M,—1,YNu—1) > p(Nu, YM,) olmalidir. (3.3.1) den

P(Mns M) = p(XMp—1,1Mn)
< cA{p(Mn—1,M0) + P(Ma—1,YNu1) — p(Ma, Y1) [}
= cp(Mn—1,Mn) +cp(Mu—1,YNn-1) — cp(Mn, M1
= 2cp(Mp—1,Mn) — cP(Mn, Mns1)

2c
< —p(Mu—1,Mn 3.2
< () (3.32)

elde edilir.

Durum 2 1, € P ve N,+1 € Q. Budurumda 0, = Yn,,—1, Npy1 # LN, ve

P(nn»nn+1) +P(77n+1 vYnn) = p(nnarnn)
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dir. Biiziilme kogulundan

P(MusMnr1) < p(Mn, XMn)

= p(YNu-1,Y1Mn)

< cApMu—1,Mn) + [P(Mn—1, TNu—1) — (M, Y1) |}

dir. Benzer islemlerle

2¢
P(Mny M) < ——p(Mn—1,M)

elde edilir.

Durum 3 n,, € Q ve n,+1 € P. Budurumda n,, # YN,—1, Nur1 = LM, ve

1+c

P(Mn=1,Mn) + P(Mn, YNn=1) = p(Mn=1, T Mu—1)

dir. Biiziilme kosulundan

P(nnannJrl) <

P(Mns XNp—1) + (X Nu—1, M s1)
P(Mn, YNp—1) + p(Y N1, YMn)
P(Mn, Y1) + c{ p(Mn—1,Mn)
F1p(Ma—1,XMn—1) = (M, Y) |}

elde edilir. Simdi p(n,,Yn,) > p(My—1, YNu—1) olsun. Bu durumda

diger yandan ((3.3.3) den

Z p(nnflaTnnfl)
= p(nnflann)'i_p(nnaTnnfl)
> P(nnaYnn—l);

(3.3.3)

P(Mus Mt 1) < PN, Y1) +c{p(Mn—1,Mn) + 1P(Mn—1, XNn—1) — P(M, YN | }
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elde edilir ve buradan gerekli islemlerle

(1=c)p(Mns 1) < (1 —=¢)p(Mu; Ma—1)

elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla p(1,,, Y1) < p(Mu—1, YNu—1) olur ki benzer
yolla

2¢
P(Mns Mng1) < 1—+Cp(nn—1771n—2)

elde edilir. Bu inceledigimiz ii¢ durum sonucunda {1, } dizisi her n > 2 i¢in

P(’?n; nn—i-l) < A max{p(nn—l y nn)>p(nn—1 ) TIn—Z)} (3'3'4)

kosulunu saglar ki burada A = e < 1 dur. Simdi her n > 1 i¢in tiimevarim ile (3.3.4)

c
den

PNy Mar1) < A max{p(no,m), p(n1,m)} (3.3.5)

elde edilir. Burada [5]; 5 den kiiciik en biiyiik tamsay1 olsun. m = 1 igin (3.3.3) in

saglandig1 agiktir. Kabul edelim ki 1 < n < m i¢in (3.3.3) saglansin. m > 2 igin

PMms1:Mmy2) < Amax{ p(Mp, Mnt1)s P(Mms Mim—1) }

m

(5]
A 2 max{p(no,n1),p(N1,M2)},
< Amax m—1

[——]
A2 “max{p(no,n1),p(N1,Mm2)}
= /Imax{)t[%},/l[%]}maX{p(no,711),17(771,772)}

m—1

[—~—1
= AA 2 “max{p(no,m),p(Mi,m)}
m+1

= A 2 ‘max{p(no,m),p(M,m2)}
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elde edilir ki (3.3.5) her n € N i¢in dogrudur. Bu durumda n > m igin

IN

P(Mn> Mnt1) + P(Mns 15 Mng2) + oo+ P(Min—1, M)
Y p(Mi,nis1)

i=n

P(MnsMim)

IN

i
— , 5]
Zl 2 maX{P(n07n1)7P(n1,n2)}
‘
22

< ZHmaX{p(no,m),P(m,nz)}

IN

olur ki {n, } Cauchy dizisidir. {1, } C K ve K kapali oldugundan {n,} dizisi K da bir
noktaya yakinsar. Kabul edelim ki bu nokta n* ve {1, } C {n,} nin sonsuz bir alt

dizisi olsun. Bu durumda

P(Tl*aYTl*) S p(n*7nnk+1)+p(nnk+17Tn*)
= p(n*vnnk+1)+p(TnnkaYn*)

biiziilme kosulundan

P(n*aYTI*) S P(Tl*ﬂnkﬂ)‘f‘cl’(nnk’n*) +CP(77*7T77*)+Cp(nnkarlnk+1)

elde edilir ki n; — oo i¢in limit alirsak p(n*,Yn*) =0 O

Ornek 6. M =R, p alisiimis metrik ve K = [—1,0]U {5, :n € NU{0}} olsun. Bu
durumda (M, p) metriksel konveks metrik uzay ve K, M ’nin kapali alt kiimesidir.
A= {4 :neNU{0}}, B={-n;n € A} ve C = [-1,0]\ B olarak tamimlayalim.
A,B,C ayrik kiimelerdir ve K = AUBUC dir. T : K — M doniigiimiinii

-1, neA
Y(M) =4 57 , NEB, nl=x

seklinde tanimlayalim. Dikkat edelim ki dK = {—1,0} UA ve Y(JK) C K. Simdi Y

nin bir nonself P-biiziilme oldugunu gosterecegiz.
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Durum 1 {,n € A, {,n € Bveya {,n € C olarak alalim. Bu durumda

p(X¢. Y1) < 2 p(Cm)

Durum 2 { € A, 1 € B olarak olalim. Bu durumda

p(TC,YTI) = ‘_g - 2nl+l

Durum 3 { € A, 1 € C olarak olalim. Bu durumda

¢

Durum 4 { € B, n € C olarak olalim. Bu durumda

1

p(X¢. 1) = 35 1| = golEm)

2n+1 +E

)

1 n‘_l

olur ki Y bir noself P-biiziilmedir. Teorem den Y bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.3.8. (M, p) metriksel konveks metrik uzay K, M nin bos olmayan kompakt
alt kiimesi ve Y : K — M fonksiyonu 1) # & 6zelligindeki her n,& € K igin

ozelligi saglasin. Eger 1 — p(n,Yn) alttan yar siirekli ve Y(dK) C K ise Y, K’da bir

sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Eger Y(K) C K ise kapali K iizerinde bir self doniisiim oldugundan Teoremm
dan sabit noktas: vardir. Kabul edelim ki Y(K) € K olsun ve f(1) = p(n,Yn) olarak
tanimlanan f : K — R fonksiyonunu diisiinelim. K kompakt ve f alttan yar siirekli

oldugundan f(no) = inf f(K) olacak sekilde 1y € K vardir.
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Durum 1. 1 € dK ise Yng € K dir. 19 # Yo olsun. Biiziilebilirlik kosulundan

f(Xno) = p(Yno,YTno)
< p(M0,YN0) +p(Mo, Y10) — p(X0, YTNo)]
= f(n0)+1f(n0) — f(Xno)|
= f(Xmo)

bu bir celigkidir. Bu durumda ng = 1np.

Durum 2. 1y ¢ JK olsun. Bu durumda Y1y ¢ K dir. Uzay metriksel konveks oldugun-

dan

p(Mo,m)+ p(n1,Yno) = p(no, o)

olacak sekilde 1 € K vardir. 19 # 1 oldugundan biiziilebilirlik kogsulundan

p(XMo, Yn1) < p(Mo.m1) +[p(1M0,YM0) — p(M1,YN1)|
= p(Mm,Yn1)—p(ni,Yno)

elde edilir ki bu tiggen esitsizligi ile ¢elisir. Bu durumda Yny € K ve boylece ng =
Tno. O

Ornek 7. M =R, p alistlmig metrik ve K = [0, 1] olsun. Bu durumda (M, p) metriksel
konveks metrik uzay ve K, M nin kompakt alt kiimesidir. Y : K — M doniisiimiinii

asagidaki gibi tamimlayalim.

1 , 6=1

VI1+E2 , C#1

Y, [0,1) iizerinde bir biiziilebilir doniisiimii oldugundan her §, 1 € M, { # 1 i¢in

Y(¢) =

esitsizligi saglanir
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§ €10,1),n =1 olarak alalim,

p(YE Y1) = ‘ 1+c2—1\

= \/1+82-1

o
< 1+\/TCZ—2?;

= 1-0+4/1+82-¢

= p(&,n)+p(E,Y0)

= p(&,n)+[p(E,Y) - p(E,YE)|

olur ki tim §,n € K,{ # 1 icin (3.3.6) esitsizligi saglanmig olur. Son olarak Y(dK)

CK ve
0 , 6=1

\/TCZ_C ) C#l

alttan yar siirekli oldugundan, Theorem 3.3.5 daki tiim kosullar saglanmais olur.

f(&)=p(E,TE) =

Not 2. Eger Y fonksiyonu siirekli ise f({) = p(&,Y{) fonksiyonuda siireklidir. Dola-
yisiyla alttan yart siireklidir. Ancak f fonksiyonu alttan yar siirekli olsa bile T donii-
stimiiniin siirekli olmasi gerekmez. Boylece Theorem 3.3.2 iin noneself versiyonunu

asagidaki sonucla verebiliriz.

Sonu¢ 1. (M, p) metriksel konveks metrik uzay, K, M nin kompakt alt kiimesi ve
Y:K—Mher {,n €M, { +#n icin (3.3.6) esitsizligin saglayan siirekli bir doniisiim
olsun. Eger Y(dK) C K ise Y K’da bir tek sabit noktaya sahiptir.

Son olarak, Sonu¢ 1 yardimiyla iinlii Edelstein sabit nokta teoreminin self olmayan

versiyonunu verebiliriz.

Sonug 2. (M, p) metriksel konveks metrik uzay, K, M nin kompakt alt kiimesi ve Y :
K — M biiziilebilir doniisiim olsun. Eger Y(dK) C K ise Y K’da bir tek sabit noktaya

sahiptir.
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3.4. F- METRIK UZAYDA P-BUZULME UZERINE SABIT NOKTA TEOREM-
LERI

Bu bolimde yeni bir uzay olan F-metrik uzay ile ilgili temel tanim ve teoremleri
verilmig. Daha sonra F-metrik {izerinde siirekli Y P-biiziilme doniisiimii icin sabit
nokta teoremi ispatlanmig ve P-biiziilmenin Feng-Lui tipi genellestirmesi verilmistir.

f:(0,00) — R taniml1 bir fonksiyon olsun.
i) 0<s<t= f(s) < f(1),
(ii) Her (t,) C (0,00) dizisi i¢in nli_r)noof(t,,) = —oo
ozelliklerini saglayan fonksiyonlarin sinifin1 € olarak alalim.
Tanm 3.4.1. M # & herhangi bir kiime, D : M x M — [0, o) olsun.
(i) Her (§,n) eMxMicinD({,n)=0=C=n,
(ii) Her (¢,n) € M x M icin D(¢,n) = D(n,{),

(iii) Her ({,n) € M x M, her N € N, N > 2 ve her ({,n) = (u;,un) olacak sekildeki

(u;)) C M sonlu dizisi i¢in

N=1
D(§,m) >0= f(D(&,n)) < f( Y, D(uj,ui1))+a

i=1

kosulunu saglayan (f, @) € Q x [0,00) varsa D ye M iizerinde bir F-metrik, (M,D)

ikilisine de F-metrik uzay denir.

Onerme 3.4.2. M iizerinde tanimli herhangi bir p metrik ayn1 zamanda M iizerinde

tamiml1 F'- metriktir.

Gergekten, her {,n € M i¢in p: M x M — R™ bir metrik ve (M, p) bir metrik uzay
olsun. M iizerinde D : M x M — [0,00), D(£,n) = p(&,n) seklinde bir fonksiyon ta-

nimlayalim.

(i) Her {,n € M i¢in, D({,n) = p(£,n) = 0 olsun. (M, p) bir metrik uzay oldu-
gundan p({,n) =0 <= { = 1 saglanir.
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(ii) Her {,n € M icin, D(,n) = p({,n) = p(n,{) =D(n,¢) dur

(iii) Her {,n € M, her N € N, N >2 ve her ({,n) = (u1,uy) olacak sekilde (u;)} C

M sonlu dizisi i¢in,

D) = p(&,n) = plur,un)

< pur,uz) + p(uz,uz)+---+ p(un—1,un)

N—1
= Z p(uiuit1)
i=1

p(&,n) > 0 ve f(x) = Inx olarak aldigimizda f € Q oldugu agiktir. Boylece

o € [0,00) icin

N-1
In(D(¢,m)) =In(p(¢,m)) <In( Y, p(uiuir1)) + o
i=1

olup (i), (i), (iii) den D, M tizerinde bir F-metrik olur.

Ornek 8. M =N, her {,n € M igin D : M x M — [0,) fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlayalim.

) € [0,3] x [0,3]
) ¢0,3] [0, 3]

o~
|
S
o~
EXE

() (£,n) €[0,3] x [0,3] ise,

D) =((-n)?=0<=(-n=0<{(=n

(€,m) ¢1[0,3]x[0,3] ise,

DI, =|C-n=0=C-n=0C{=n1.

Gi) (£,n) € [0,3] x [0,3] ise,

D({,n)=(—n)’=(n—-¢)?=D(1n.{)
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(C?T’) ¢ [073] X [073] ise,

D) =I6—nl=[n—-¢l=DM,{).

(iii) Her {,n € M,her N € N,N >2ve her ({,n) = (u1,uy) olacak sekilde (u;)) CN

sonlu dizi ve

I = {i=1,2,-- ,N—1: (uj,uis1) €[0,3] x [0,3]}

J = {1,2,3,- N=1}~I

olsun. Bu durumda

N—-1

Y D(uiyuiv1) = Y D(ui,uip1) + Y D(ui,uiy)
= il il
= Y (wi—wir1)*+ Y i —uiga].
icl ier

(€,m) ¢ 10,3] x [0,3] ise

D,m) = [§—n|, {=u,n=uy
= |u; —uy|

< fur —wa|+lug —uz|+ -+ luy—1 —un
N-1

= ) lwi— i
i=1
= Y lwi—uipa |+ Y Jui — i

icl icl
< Y(wi—ui1)?+ Y i — i |
icl icl
N-1
= D(uj,uit1).
i=1
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(&,m) ¢1[0,3] x [0,3] ise

D(¢.m) = |-

< 3[E—n
< 3<Z|“i_ui+l|+2|”i_”i+l|>
icl icl
< 3(Z(ui—ui+1)2+zwi—ui+1\)
icl ict
N-1
=3 ZD(M,',M,‘+1).

i=1

dir. Her n,y € M, her N € N, N > 2 ve her ({,n) = (u1,un) olacak sekilde

(u;)}) € M sonlu dizi igin,

N—-1

D(gm)>0 = D) <3 L Dui,uisi)

i=1

N—-1
= InD({,n) <In Y, D(uj,uir1)+In3.
i=1

dir. Bu durumda (N, D) ikilisi F-metrik uzaydir.

Ozel olarak { = 1, 1 = 3 ve § = 2 olarak aldi§imizda
D(1,3)=4>D(1,2)+D(2,3) =1+1=2

olur ki metrik olma gart1 olan ii¢gen esitsizligi kosulunu saglamaz. Dolayisiyla (N, D),

F-metrik uzay olmasina ragmen metrik uzay degildir.

Tanim 3.4.3. M # & herhangi bir kiime, D : M X M — [0, o) bir fonksiyon olsun.
(i) Her (§,n) e M xMi¢in, D({,n) =0<+={ =,
(i) Her (§,n) € M x M icin, D(C,n) = D(n, §),

(iii) Her (,n) € M x M igin,

D(&,n) >0= f(p(¢,n)) < f(D(E,n)) < f(p(E,n)) +
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olacak sekilde bir p metrigi varsa D fonksiyonu (f, ) € Q x [0,00)” a gore F-metrik

sinirhidir denir.

Teorem 3.4.4. M # & herhangi bir kiime, D : M X M — [0, o) bir fonksiyon olsun.
(i) Her ({,n) e M xM i¢in, D({,n) =0<—={ =1,
(i) Her (§,n) € M x M i¢in, D({,n) = D(n, ).

kosullar1 saglansin. (f, o) € Q x [0,00) ve f sagdan siirekli olsun. Bu durumda agagi-

daki ifadeler denktir.

(a) D, (f, ) ile birlikte M iizerinde bir F- metriktir.

(b) D, (f,a) ya gore F- metrik sinirhidir.

Ispat. (a)==(b) D, M iizerinde bir F-metrik olsun. p : M x M — [0,), p({,n) =
inf{]\.]ZID(u,-,uiH) :N € N,N >2veher ({,n) = (u1,un), (u;)) CM ¢ seklinde ta-
mmhl; 1’fonksiyonu M tizerinde bir metriktir. Gergekten, her {,n € M i¢in p({,n) =0
oldugundan N € N, N > 2 ve her ({,n) = (u1,uy) olacak sekilde bir (1;)}Y C M sonlu
dizisi var oyle ki A.])ilD(ui,uiH) = 0. Dolayisiyla, her bir i € {1,2,3,--- ;N — 1} igin
D(u;,uiy1) =0 dlrl.:]éu durumda her biri € {1,2,3,--- \N — 1} igin u; = u; 1| yani { =
7N olur. Tersine § = 1 iken p(£,n) = 0 oldugu kolayca gosterilebilir. ({,n) € M x M,
£ #mn ve kabul edelim ki p({,n) = 0 olsun. € > 0 ve d nin tanimindan N € NN > 2

ve her (§,1) = (u1,un), (u;)Y C M igin,

dir. f azalmayan oldugundan

1=

N—1
f< D(ul-,uiH)) < f(e). (3.4.1)
=1

Diger yandan, F-metrik’in {igiincii kosulundan

N—1
f(DE,n) < f ( Y D(ui,ui+1)> +a (3.4.2)
i=1
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bulunur. (3.4.1)) ve (3.4.2)) esitsizlillerinden f(D({,n)) < f(€) + a elde edilir. f fonk-

siyonunun 6zelliginden € — 0 i¢in limit alinirsa limO f(€&)+ o0 = —oo olur ki bu
£—>

f(D(&,m)) € [0,00) olmasi ile ¢eligir. Dolayisiyla p(&,n) > 0 dir. Her {,n € M igin
F-metrik ’in ikinci kosulundan D(u;,u;1) = D(ujy1,u;) oldugundan N € N, N > 2 ve
her (C;TI) = (ulqu)a (ui)llv ngglnp(Cv”) :P(TlaC) dir. Her C7n75 €M ve A >0
icin { =uj,up,u3, -, uy =1 ve N =un,uysi, - Uy =0,

N—1

'Zi D(u;,uiv1) < p(&,n)+A

N—1

esitsizligi saglanir. Aksi halde Y D(u;,u;ir1) > p(&,n)+Aolurkibu p(&,n)+A nin
i=1

infimum olmasi demektir. Bu da p({,n) tanimu ile gelisir. Benzer sekilde

N—-1

Y D(ui,uip1) < p(n,8) + 2

i=1

esitsizligi saglanir. Bu iki esitsizlikten

p(¢,5) si D(ui,uis1) < p(&,m) + p(n,8) +24

elde edilir. A — 0 i¢in limit alinirsa, p(&,0) < p(&,n) + p(n,d) olur. Bu durumda

p, M iizerinde bir metriktir.

D(£,n) > 0 olsun. p nin tanimindan

p(&,m) <D({,n)

dir. f ’nin azalmayan fonksiyon oldugundan

f(p(¢,n)) < f(D(E,M)) (3.4.3)

dir. € > 0 ve infimum 6zelliginden, N € N, N > 2 ve (u;)} C M, (u1,un) = (§,n) icin

N—-1

Y D(ui,ui1) < p(§,m)+e

i=1
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ve buradan

N-1
f(Z D(Mi,ui+1)> <f(p(&,n)+e)

i=1

elde edilir. - metrik’in iiclincii kosulundan

N—1
f(D(E,n)) < f ( Zi D(Mi,uiﬂ)) +o

olur ki buradan

FDE,m) < f(p(C,n)+e)+a

elde edilir. f azalmayan ve sagdan siirekli oldugundan € — 0 i¢in limit alinirsa

f(D(E.)) < f(p(E:n)) + (3.4.4)

(3.4.3) ve (3.4.4) den

f(p(&,n)) < f(D(&,n)) < f(p(&,n)) +«

elde edilir ki béylece D nin F-metrik sinirli oldugu gostermis olur.

(b)=>(a) D, M iizerinde F-metrik sinrli olsun. (i) ve (ii) kosullari saglansin. ({,n) €
M x M, her N € N, N > 2 ve her (§,n) = (u,un) olacak sekilde (#;)} C M sonlu

dizisi i¢in

p(&,n) = p(ur,uy)

< p(uy,up) + p(ug,uz)+---+ p(un—1,un)

N-1
= Z pui uiyy).
i=1
Diger taraftan, f azalmayan ve D, F-metrik sinirli oldugundan

(u,v) eMxM, D(u,v)>0 = f(pu,v) < f(Du,v)) < f(p(uv))+a
= pwyv) < D(uv)

elde edilir. Bu durumda, i € {1,2,3,--- ,N — 1} i¢in p(u;j,uj+1) < D(uj,uit1) oldugun-
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dan

p(&,n) < E‘.ID(%WH)
— o) < /(' D)
— o+a < /(5 D))+
elde edilir. Ayrica, £(D(C,1)) < f(p(C, 1) + o olduundan

N—1
f(D(E,m)) Sf(; D(Mi,uiﬂ)) +o

olur ki boylece D nin M iizerinde metrik oldugu gostermis olur. [

Tanim 3.4.5. (M,D) F-metrik uzay ve A C M olsun. Her { € A i¢in bir r > 0 var dyle
ki B({,r) C Aise A, F-acik denir. Burada B({,r) ={n e M : D({,n) < r} C M dir.
Ayrica, A C M nin tiimleyeni A =M\ A F-agik ise A ya F kapal denir.

Not 3. (M, D) bir F-metrik uzay olsun. 7z = {A C M : A, F-agiktir} seklinde tanimli

Tr, M lizerinde bir topolojidir.

Gergekten, @ € 1p dir. Ciinkii B({,r) C @ olacak sekilde bir { € @ yoktur. Diger
yandan, her { e M i¢in B(§,r) ={n eM:D({,n) < r} C M oldugundan M, F-agiktir.
Dolayisiyla, X € 7 dir.

A,B € tF olsun. { € ANB alalim. Oyleyse { € A ve { € B dir. Dolayisiyla B({,r;) CA
ve B({,ry) C B olacak sekilde bir ri,r, > 0 vardir. Bu durumda, ro = min{ry,r}
olmak iizere B({,ry) C ANB dir. Boylece ANB € 1 dir.

I bir indis kiimesi olmak iizere her i € I ign A; € T olsun. { € U;c/A; alahm. Bu
durumda, Jig € I var dyle ki § € A;, dir. Oyleyse bir ry > 0 var dyle ki B(§,rp) C A,
dir. Ayrica, A, C UjesA; oldugundan, B({,rg) C UjcsA; dir. Dolayisiyla Ujc/A; € T
dir.

Teorem 3.4.6. (M, D) bir F-metrik uzay ve A C M olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) A, F-kapalidir.

(ii) Her {{,} C A dizisi i¢in 1i_r>nD(§n, £)=0,{eMise{ €Adr
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Ispat. (i)==(ii) A, F-kapali, {{,} A’ da bir dizi ve r}glgoD(Cn, £)=0,§ € M olsun. Bu
durumda M \ A, F-agik oldugundan bir > 0 var dyle ki B({,r) C M\ A dir. Oyleyse
B({,r)NA = @ dir. Diger yandan, r}i_r)rgoD(Cn, {) = 0 oldugundan bir N € N var dyle
ki her n > N icin D(&,,§) < r dir. Dolayisiyla, her n > N icin §, € B({,r) ve {y €
B(&,r)NA olur ki bu B({,r)NA = @ ile ¢elisir. Bu durumda § € A dur.

(i))=(i) £ € M\ A olsun. Kabul edelim ki A, F-kapali olmasin. Bu durumda her
r> 0 igin { € B(,r) NA olur ki (yani B({,r)NA # @ dir.) n € Nigin r = 1 olarak
alabiliriz. Oyleyse, n € N i¢in {, € B({, %) NA dir. (ii) kosulundan {{,} C A dizisi
icin nli_n}wD(Cn, {)=0, € Adwr. Buise { € M\ A olmasi ile celisir. Bu durumda A,
F-kapalidir. [

Teorem 3.4.7. (M, D) bir F-metrik uzay,a € M ve r > 0, B(a,r) C M
B(a,r)={eM:D(a,{) <r}
olsun. Asagidaki kosul saglaniyorsa B(a,r), F -kapahdir. Her {{,} C M dizisi igin,
,}i_rgD(Cn, {)=0,{eM=D({,n) < ,}LIEOSUPD(C"’H)’ neM (3.4.5)
Ispat. { € M icin {{,} C B(a,r), nh_r>r°1°D(§n,§) = 0 olsun. (3.4.3) kosulundan ¢ €
B(a,r) oldugunu gostermeliyiz. B(a,r) tanimindan, n € N i¢in D(,,a) < r dir. (3.4.3)

kosulundan D(&,a) < lim supD({,,n) < r dir. Dolayisiyla, D({,a) < r dir. Yani § €
n—oo
B({,a) dir. Teorem (3.4.6) den, B(a,r), F-kapalidir. O

Tanim 3.4.8. (M, D) bir F-metrik uzay, A C M olsun. M nin A y1 kapsayan F-kapali
alt kiimelerinin arakesitine A nin kapanist denir. A ile gosterilir. A, A y1 kapsayan en

kiiciik kapali kiimedir.
Teorem 3.4.9. (M, D) bir F- metrik uzay ve A C M olsun.
x€A,r>0= B(x,r)NA# 2.

Ispat. (f, o) € Qx[0,00) ve ({,n) €M xM,her N €N, N >2veher ({,n) = (u,un)
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olacak sekildeki (1;)Y C M sonlu dizisi i¢in,

i=1

N—1
D(G,1)> 0= (D) < f ( y D<u,~>ui+1>) e

olsun.

A={{ eM: herr>0igin, a € A var dyle ki D({,a) < r}

seklinde A kiimesi tanimlayalim. A C M oldugundan her { € A i¢in { € M dir. Ayrica
0 < D({,a) < r oldugundan { € A dir. Dolayisiyla, A C A ve A # @ dir. {{,} C A bir
dizi ve lgn D(,,8) =0 ve £ € M olsun. { € A oldugunu gosterecegiz. r > 0 olsun.

f € Q oldugundan bir 6, > 0 var 6yle ki
0<t<é=f(t)< f(r)—a (3.4.6)
Diger yandan r}1_r>r; D(&,, &) =0 oldugundan N € N var dyle ki
D(,,¢6) < %, neN.
Cv € A oldugundan a € A var 6yle ki

LS

D(Cnaa) <

D(&,a) > 0 ise F-metrigin ii¢iincii kogsulundan

F(D(G,a))

IN

f(D(C,8n) +D(Cn,a) + o

< f(2—6r

3 )+ o

(B48) dan 2 < §, oldugundan f(2%) < f(r) — a elde edilir. O

Tamim 3.4.10. (M,D) bir F-metrik uzay, {{,}, M de bir dizi olsun. Eger {,} dizisi
T topolojisine gore § € M noktasina yakinsak ise {{,} dizisi { ye F-yakinsak denir

ve §, — { seklinde gosterilir.

Tanimdan da anlasilacagi gibi, her § € O¢, O¢ ©M F-agik icin N € N var dyle ki her
n>Nigin §, € O¢ dir.
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Teorem 3.4.11. (M, D) bir F-metrik uzay, {{, }, M de bir dizi olsun. Asagidaki ifadeler

denktir.
(i) {&,} dizisi { ye F-yakinsaktir,
(ii) nli_n}wD(Cn, £)=0dur.

Ispat. (i)=(ii) {{,} dizisi { ye F-yakinsak olsun. Bu durumda, { noktasini igeren her
A aci81i¢in bir N € N var 6yle ki her n > N i¢in §, € A dir. Ayrica, A € TF oldugundan
her { € A icin bir r > 0 var 6yle ki B({,r) C A dir. B({,r) = A olarak alirsak § € B(C,r)
olacak sekildeki her r > 0 igin bir N € N var dyle ki her n > N i¢in D({,, ) < r dir.
Dolayisiyla, nh;nwD(Cn, £)=0dm.

(i) =) nhgle(Cn, &) =0 olsun. Bu durumda, { € M ve her r > 0 i¢in bir N € N var
oyle ki her n > N igin D({,, ) < r dir. Oyleyse, &, € B({,r) ve B({,r), € yi igeren
bir agiktir. Dolayisiyla,  yi igeren bir B({, r) agig1i¢in bir N € N var 6yle ki hern > N
icin §, € B(&, r) dir. Yani, {{,} dizisi { noktasina F-yakinsaktir. O

Teorem 3.4.12. (M, D) bir F metrik uzay, {{,}, M de bir dizi olsun.

C.n e M. Jim D(G,.§) = fim D(G.m)=0=C =n.

Ispat. {,n € M, lim D(G,,¢) = lim D(,,n) = 0 olsun. Kabul edelim ki § # n
olsun. Bu durumda D({,n) > 0 ve F-metrigin ticiincii kogulundan, (f,a) € Q var
oyle ki her n € N igin f(D({,n)) < f(D(,&,) +D(&,,1n)) + a dir. Diger yandan, F-
metrik’in ikinci kosulu ve f € Q oldugundan nhglwf(D(C, &) +D(5,m))+a=—o
olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, n = ¢ dir. [

Tanim 3.4.13. (M, D) bir F-metirk uzay, {{,}, M de bir dizi olsun. h_r)n D(&y,En) =0
ise {{,} dizisi bir F-Cauchy disizidir. Eger her {{,}, F-Cauchy dizisi M de bir noktaya
yakinsak ise (M, D), F-metrik uzay1 F-tamdir.

Teorem 3.4.14. (M,D) bir F-metirk uzay, {{,}, M de bir dizi olsun. {{,} dizisi F-
yakinsak ise F-Cauchy dizisidir.

Ispat. (f, o) € Q x [0,00), F-metrigin iigiincii kosulu saglansin, { € M ve

lim D(&,,8) =0 (3.4.7)

n—-oo

43



€ > 0 olsun. f € Q oldugundan her {z,} C [0,00) dizisi i¢in 1, — 0 <= 11_n>1 flty) =

n

—oo olacak sekilde bir § > 0 var dyle ki
0<t<d=f(t) < f(e)—q. (3.4.8)
Diger yandan, (3.4.7) den bir N € N var dyle ki n,m > N i¢in

D(Gy, &) +D(Gm, ) < 6 (3.4.9)

dir. n,m > N olsun. §, = ,, ise bu durumda, (i) den D({,, ) =0 < € dir. §, # &, ise
bu durumda, (3.4.9)) dan

0 <D(Gn, &) +D(Gn,G) <6

dir. Dolayisiyla, (3.4.8) den f(D(&,,8) +D(En, &) < f(€) — a elde edilir. Ayrica, F-
metrigin iigiincii kogulundan f(D(&u, &) < f(D(8n, &) +D(&, §))+ @ dir. Tki esit-

sizlikten

f(D(Gm, Cn)) < f(€)

olur ki f azalmayan oldugundan D({,, §,) < € bulunur. Boylece h_r>n D(&n,6,) =0,
n oo
yani {{,}, F-Cauchy dizisidir. O

Tanim 3.4.15. (M, D) bir F-metrik uzay, A C M olsun. A, tr topolojisine gore kompakt
ise A F-kompaktir.

Teorem 3.4.16. (M, D) bir F-metrik uzay, A C M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

(i) A, F- kompaktir.

(i) Her {C,} CAicin lim D({,,,{) = 0 olacak sekilde {{,, } alt dizisi ve { € M
n—>oo

vardir.

ispat. (1)==(i1) A C X F- kompakt olsun. A nin F-kapal1 alt kiimelerinden olusan her
azalmayan dizisinin bos kiimeden farkl1 arakesitine sahip oldugu goriilebilir. {{,} C A

bir dizi olmak iizere her n € N i¢in C, = {&,, i1, Govo, -+ } ve Cop1 = {8t 1, G2,
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Cnt3,- -+ } oldugundan C,q; C C, dir. Ayrica, her i € I, j € J igin A; ve B; kapal

kiimeler olmak tizere

a: ﬂAl ) Cn gAl
iel

Ciri=NBj , Cup1 CB
JjeJ

dir. { € Cyy1 olsun. Her i € I, j € J igin B; C A; oldugundan { € A; dir. Bu durumda
¢ € C, ve Cyy1 C C, dir. Dolayistyla {C,} dizisi azalandir.

€ > 0 olsun. § € Cy oldugundan D({,,, {) < € olacak sekilde ng > 0 ve §,, € A vardir.
Benzer sekilde §; € C; oldugundan D(&,,,§) < € olacak sekilde ny > 1 ve §,, vardr.
Bu igleme devam ederek, nli_r)nooD(an, §) = 0 olacak sekilde {{,, } dizisi elde edilmis
olur. Diger yandan, A kiimesi F- kompakt ve (M, D) Hausdorff uzay oldugundan F-
kompakt alt kiimesi F'-kapalidir. Dolayisiyla Teorem dan § € A dir.

(ii):>(i) (f,or) € Q x [0,00) ve (D3) saglansin. Her r > 0 ve 3{{;} C A i¢in A C
U B(&;,r) oldugunu gosterecegiz. Aksini kabul edelim. {; € A bir keyfi nokta ise
A SZ B(&;,r) dir. Yani §, € A var 6yle ki D(;, §) > r dir. Benzer sekilde A € B(y,r)
B(&,,r) dir. Yani {3 € A var oyle ki D({;,6,) > r, i = 1,2. bu sekilde devam edilerek
timevarim ile n,m € N, D({,, ,,) > r olacak sekilde {{,} C A dizisi olusturulur. Bu
durumda {,} F-Cauchy dizisi degil ve dolayisiyla F-yakinsak degildir. Bu (ii) kosulu
ile celisir. {O;}ic; M in F—agik altkiimelerinin bir sinifi olsun. Bu durumda A C U O;
dir. Simdi 3rp > 0,her { € A i¢in Ji € I var 6yle ki B({,rp) C O; oldugunu géstereclgéiz.
Aksini kabul edelim. Yani, her r > 0 i¢in §, € A var dyle ki her i € I i¢in B({,,r) € O;
olsun. Bu durumda her n € N igin ¢, € A var yle ki B({,, 1) € O; dir. (i) den { € A
iginnlinwD(an, §) = 0 olacak sekilde {{,, } alt dizisi vardir. Diger yandan, bir j € J
var dyle ki § € O; dir. O; F-agik oldugundan bir ro > 0 var 6yle ki B({,rp) C O; dir.

Her n; € N ve her z € B({,,, - o) igin

D({,z) >0 = f(D(C,6)) < f(D(E,Cn)+D(Cn,0)) +a
f(D(Gy, ) +50) +

F-metrigin ikinci kosulundan k € N var oyle ki k > K,

FD(G 8) + ni,) < f(r0) —a
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dir. Bu durumda, D(&,6) > 0 ise

f(D(E,8)) < f(ro)

F-metrigin birinci kosulundan D(&,§) < ro dir. Bu durumda B(§,,, -+) € B({, ro) dir.

ny
Dolayistyla B((,,, nlk) C 0j, nx € N dir. Bu kabuliimiiz ile celisir. Bu durumda, 3rg >
0,her § € Aigin B({, ro) C O; olacak sekilde Ji € / vardir. Dahast, ()7 C A var 8yle
kiA C U B(&p,ro) dir. Fakat, her p=1,2,3,--- ,ni¢ini(p) € I var dyle ki B({,,rp) C
p=1

n
Oj(p) dir. Budurumda A C {J Oy(,,) dir ve dolayisiyla A, F-kompaktir. [
p=1

k]imD(an,C) = 0 olacak sekilde {,, } alt dizisi ve { € A varsa (M,D) uzaymna F-
—>00

dizisel kompakt denir.

Tanim 3.4.18. (M, D) bir F-metrik uzay, A C M olsun. Her r > 0, 3({;)7_, C A igin

AcC|JB(G,r)
i=1

ise A ya F-tam siirli (tamamiyle sinirli) denir.

Sonug 3.4.1. (M, D) bir F- metrik uzay, A C M olsun.
(1) A, F-kompaktir <= A, F-dizisel kompaktir.
(i) A, F-kompakt ise A, F'- tam sinirhidir.

Teorem 3.4.19. (M,D) F-metirk uzay, T : M — M bir fonksiyon olsun. Asagidaki

ifadeler saglansin.
(i) (M,D) F-tamdr.

(ii) Her {,n € M i¢in
D(YE,Yn) <kD(E,n)

olacak sekilde k € (0,1) vardur.

Bu durumda Y bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica, {o € M i¢in {1 = Y{,, n € N

olacak sekilde tanimlanan {(,} dizisi Y nin sabit noktasina yakinsar.
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Ispat. ilk olarak Y nin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu gosterelim. u # v olmak
tizere u,v € M, Y’nin iki sabit noktasi olsun. Bu durumda D(u,v) >0 ve Yu =u, Yv=1v

dir. Ayrica, (ii) den
D(u,v) = D(Yu,Yv) < kD(u,v) < D(u,v)

olur ki bu bir ¢eligkidir. (f,a) € Q x [0,e0), F-metrik’in ticiincii 6zelligini saglasin .

€ > 0 sabit olsun. f fonksiyonunun ikinci 6zelligiden 6 > 0 var dyle ki
0<Y<dé=f(t)< f(e)—a (3.4.10)

O

8o € M keyfi bir nokta §; =Yy, & =YCy,---, 8 =YE,—1,- - seklinde {,} dizisini
tanimlayalim. Genelligi bozmaksizin D({y, {;) > 0 dir. Aksi halde Y{y = {p di.n e N

i¢in biiziilmeden

D(Cm Cn—H)

IN

kD(Cn—la Cn)
< K*D(6i-2,6u-1)

IN

K"D(&o, C1)-

dir. Ayrica

m—1

;D(Ciagﬂrl) = D(Cn7§n+l)+D(Cn+1»Cn+2)+"'+D(Cm71aCm)
K'D(8o, &) + K" D(8o, &) + -+ K" D(&o, &)
(K" + k" 4 k" D(8o, &)

DG4

IN

IN

khglw%D(Co, £1) = 0 oldugundan, bir N € N var dyle ki n > N i¢in

kn

<
O_I—k

D(8o, 1) <6
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oldugundan (3.4.10) dan ve f fonksiyonun birinci 6zelliginden m,n € N igin

f(iD(C,-,cfH)) <7 ({500 <o)

F-metridin iigiincii kogulundan ve yukardaki esitsizilikten D(&,, ,,) > 0

m—1
f(D(Gr,Cn)) < f(z D(Ci,CiJrl)) +a
< f(e)

f € Q oldugundan D({,, ) < € elde edilir. Bu durumda, {{,} F-Cauchy dizisidir.
(X,D) F-tam oldugundan { € M var 6yle ki §, — { dir. Kabul edelim ki £, Y nin
sabit noktast olmasin. Bu durumda, D(Y{, ) > 0 dir. F -metrigin ticiincii 6zellidi ile

n € Nigin

fF(ID(YE,6)) < f(ID(YE,XE)+D(YG,, )+ o
< f(kD(E,6n) +D(Gri1,6)) +

N

diger yandan, f fonksiyonun (ii) 6zelliginden ve {, — { oldugundan

lim f(kD(C,C) +D(Gut1,6)) + 00 = —eo

n—->oo

olur ki bu bir geligkidir. Oyleyse D(Y{,{) = 0 dir. Yani Y{ = ¢

Onerme 3.4.20. (M, D) bir F-metrik uzay, A C M ve { € M olsun. { €A <= D({,A) =
Oa D(C7A) = inf?]EAD(Ca 77) dur.

Ispat. Her r > 0 icin

B(L,)NA#D
D&, &) <r
inf{D({,n);n €A} =0
D({,A) =0

rree

48



Tanim 3.4.21. (M, D) bir F-metrik uzay Y : M — M bir doniisiim olsun. Her {,n € M
icin

D(YE,Yn) <k[D(C,n)+[D(E, 1) —D(n, Il

ozelligi saglanirsa Y doniisiimiine F-metrikte bir P-biiziilme denir.

Teorem 3.4.22. (M, p) bir F-metrik uzay Y : M — M bir P- biiziilme doniisiimii olsun

Bu durumda Y bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. {, € M bir keyfi nokta ve her n € N icin {,;; = T'{, seklinde taniml bir dizi
olsun. Eger {,, = {,,+1 olacak sekilde bir np € N noktas1 varsa {,, Y nin bir sabit
noktast olur. Kabul edelim ki her n € N i¢in §, # ;. olsun. Dolayisiyla D(&,, ,11)
> 0 dir. Simdi her n € N i¢in

D(Cn—l—vafH—Z) - D<TCn7TCn—H)
< kID(Gns Gnt1) + 1D (Cn, TEn) = D(Gnt 1, T Gt )]

= k[D(Cr, Cur1) +1D(Gns Cur1) = D(Cai1, Cnr2)|]. (3.4.11)

Eger bazi n € N igin, D(§,, §y11) < D(&41, 8nt2) ise (3.4.11)) den

A

D(Cn—l—laCrH—Z) = k[D(Cn7Cn+l)+|D(Cn>Cn+l)_D(Cn+17Cn+2)|]
< k[D(CnaCn+1)+D(Cn+17Cn+2)_D(Cmgnﬂ)]

= kD(Cn—Hy Cn+2)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla her n € N i¢in D(&,, 1) > D(&pi1,ni2) ve
(3.4.11) den

k[D(Cn, Cu1) + 1D (Gns Gur1) — D(Gntr, Gug2) ]
k[D(Cna Cn-l—l) +D(Cna Cn-l—l) _D(Cn+17<:n+2)]
ZkD(Cn; CrH—l) - kD(Cn—H ) Cn+2)

%{D(Cm Cn—i—l)

D(C}’hLla Cn+2)

I IAIA

IN
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elde edilir. %{ = A olarak aldigimizda 0 < A < 1 ve her n € N i¢in

IN

AD(En, Gat1)
S AZLKCﬁflygﬁ

l)(gﬁ4742+2)

IN

A"ID(Go, &)

elde edilir. Dolayisiyla, m,n € N, m > n i¢in

m—1 m—1
Y, (G Gin) < gliD(Co,Cl)
< 2n0).

0 < A < 1 oldugu igin her 8 > 0 i¢in bir ny € N var dyle ki her n > ny igin

n

LD(G, ) < 8

0<

dir. Simdi (f, &) € Q x [0,00) ve € > 0 bir sabit olsun. Oyleyse f fonksiyonunun ikinci
ozelliginden

O0<t<n=/f)<fn)-o

olacak sekilde 1 > 0 vardir. 1) olarak § alirsak

(125080 ) < fe) -

elde edilir. f fonksiyonunun birinci 6zelliginden her m,n € N, m > n > ng i¢in

m—1 n
f<gz><<;-,c,-ﬂ> <1 (5500.0) < o) -

dir. Buradan
m—1
Dt >0 = f0G&) < (' DEGn)+a < slo
D(&,,8n) < € elde edilir. (M, D) F-tam oldugundan p € M var dyle ki (§,) — u dir.
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Y siirekli oldugundan ve siireklilik dizisel siireklilige denk oldugundan
lim DX, Y) = lim D(G 1, T4t) =0

elde edilir. Limitin tekiliginden Yu = p. Simdi kabul edelim ki ¢, Y nin bir bagka sabit
noktasi olsun. Bu durumda ¢ = Y¢g ve D(g, i) > 0 dir. Dolaysiyla,

D(g,u) = D(Yg,Yu)
< k[D(g,u)+|D(g,Yg) —D(u, )]
= kD(g,u)

olur ki bu bir ¢eligkidir. Bu durumda Y nin sabit noktasi tektir.

Simdi Feng-Lui Sabit nokta teoreminin F-metrik uzaydaki versiyonunu verecegiz.

Teorem 3.4.23. (M,D) bir F-tam F-metrik uzay, Y : M — Pc(M) bir kiime degerli

doniisiim olsun. Her § € M igin

D(n,Yn) <cD(¢,n)

olacak sekilde n € IbC var ve ¢ < b ve f(§) = D({,Y{) alttan yan siirekli olmasi

durumunda Y bit tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Her £ € M icin Y € Po(M) oldugundan
bD(&,n) < D(E,YC)
ozelligini saglayan n € Y vardir. Dolayisiyla, Ibg # &, Baslangig noktasi §y € M igin

D(81,Y&1) < eD(o, G1)

ozelligini saglayan {; € Ibg0 vardir. Benzer sekilde, §; € M igin

D(8&,Y8) <eD(81,8).
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ozelligini saglayan {, € Ibg' vardir. Boyle devam ederek, hern € N, .1 € T, i¢in

D(Cn—l-l,YCn—H) S CD(gm C’H—l) ve bD(C”la CH—H) S D(CIMTCH) (3412)

olacak sekilde M de {{,} dizisi olusturulur. (3.4.12) den her n € N i¢in

D(Cnt1,T6nr1) < 7D(6n, YGy)

c
b
elde edilir. Diger yandan {(,} dizisi tanim1 yardimiyla her n € N i¢in

(Cn,CnH)S D(&-1,6n) (3.4.13)

elde edilir. Bu durumda (3.4.12) ve (3.4.13) den

D(Can+l) < C—:Z,D(Co,gl) n=0,1,2.73,---
D(§, YG) < Z_ (80,Y8) n=0,1,2,3,---

elde ederiz. Her m,n € N, m > n i¢in

m—1
;D(Chgi‘f’l) - D(Can+1)+D(Cn+17§n+2)+"‘+D(Cm71,Cm)

n+1 M

< _D(CO Cl) b”'H (C():Cl)"'_ + (CO?Cl)
= d'(1+a+d +~-~+am7"71)D(C0,Cl)
< D(&o, 1)

dir. ’}grgo 1“—_naD( %0, ¢1) = 0 oldugundan, her 6 > 0 icin

al’l

1—

0< D(8o,81)<d,n>N (3.4.14)

olacak sekilde N € N vardir. Simdi, (f, o) € Q x [0,00) ve € > 0 sabit olsun. f € Q
oldugundan

0<tr<o=f(t)<fle)—a (3.4.15)
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olacak sekilde 0 > 0 vardir. Dolayisiyla (3.4.15)) ve (i) ile m > n > N igin

m—1 n
f(Z D(CnCiH)) §f<1a_ D(CO,Q)) <fle)-a (3.4.16)
i=1

a

F-metrigin tigiincii kosulu ve (3.4.16) ten m > n > N ig¢in,

D(&n; Gm) >0 = f(D(Gn, Em)) < f(€)

dir ve buradan D({,, ) < € elde edilir. Dolayisiyla, {{,} bir F-Cauchy dizisidir.
(M,D) F-tam oldugundan { € M var ve lgllD(Cn, {)=0dw f({) =D({,Y{) alttan
n—oo

yari siirekli ve §, — ¢ oldugundan (3.4.13)) den
0<D(L.YE) = f(£) < liminf £(§,) = lim infD(Z. YE,) =0
n—o Nn—yoo

Dolaysiyla D(£,Y{) = 0 dir. Y kapali oldugundan § € Y¢ dur. N
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu yardimiyla kiime degerli P-
biiziil- me kavraminin lineer olmayan versiyonu ile Klim ve Wardowski nin sonuc-
larimin yeni bir versiyonu ifade ve ispat edilmistir. Ayrica P- biiziilme kavraminin no-
neself versiyonu metriksel konveks metrik uzaylarda ispat edilmistir. Bu teorem yar-
dimuiyla iinlii Edelstein teoreminin nonself versiyonu ifade edilmistir. Son olarak yeni
bir uzay olan F-metrik uzayda P-biiziilmenin Feng Lui versiyonu ifade ve ispat edil-
mistir. Yeni bir biiziilme olan P-biiziilmenin yeni tip versiyonlari sabit nokta teoremi
calismalarinda kullanilabilir. Ayrica elde edilen sonuclarla diferansiyel denklemlerdeki

problemlerin varlik ve teklik sonuglari icin kulllanilabilir.

55






KAYNAKLAR

[1] Altun, I., Durmaz, G. and Olgun, M., P-contractive mappings on metric spaces,

J. Nonlinear Funct. Anal., 2018 (2018), Article ID 43, pp. 1-7

[2] Hancer, H. A., On multivalued P-contractive mappings that belongs to class of

weakly Picard operators, Fixed Point Theory (Cluj). Accepted.

[3] Popescu, O., A new type of contractive mappings in metric spaces, Filomat, Ac-

cepted

[4] Klim, D. and Wardowski, D., Fixed point theorems for set-valued contractions in

complete metric spaces, J. Math.Anal. Appl., 334 (2007), 132-139

[5] Mizoguchi, N. and Takahashi, W., Fixed point theorems for multivalued map-
pings on complete metric spaces, J. Math. Anal. Appl., 141 (1989), 177-188

[6] Feng, Y. and Liu, S., Fixed point theorems for multivalued contractive mappings
and multivalued Caristi type mappings, J. Math. Anal. Appl., 317 (2006), 103—
112

[7] N. A. Assad and W. A. Kirk, Fixed point theorems for set-valued mappings of
con tractive type, Pacific, J. Math., 43 (1972), 553-562.

[8] M. Imdad and L. Khan, Some common fixed point theorems for a family of map-

pings in metrically convex spaces, Nonlinear Anal., 67 (9) (2007), 2717-2726.

[9] L. Khan and M. Imdad, Rhoades type fixed point theorems for two hybrid pairs
of mappings in metrically convex spaces, Appl. Math. Comput., 218 (17) (2012),
8861-8868.

[10] M. S. Khan, H. K. Pathak and M. D. Khan, Some fixed point theorems in metri-
cally convex metric spaces, Georgian J. Math., 7 (3) (2000), 523-530.

57



[11] Mathews S. G., Partial metric topology. In Proceedings of the 8th Summer Con-
ference on General Topology and Applications. Annals of the Newyork Academy

of Science, vol 728, pp 183-197 (1994).

[12] A. George and P. Veeramani, “On some results in fuzzy metric spaces,” Fuzzy

Sets and Systems, vol. 64, no. 3, pp. 395-399, 1994.

[13] Jleli M., Samet B., A generalized metric space and related Fixed point theorems,

Fixed Point Theory Appl. 2015, 14 (2015).

[14] Jleli M., Samet B., On a new generalization of metric spaces,J. Fixed Point The-

ory Appl. 2018, 20:128 (2018).

[15] Dhage, B.C., (2000) : Generalized metric spaces and topological structure I, Ana-
lene Stint, Univ. “A1.1, cuza “lasi 45, 3-24.

[16] 1. A. Bakhtin, The contraction mapping principle in quasi metric spaces, Funct.

Anal. Unianowsk Gos. Ped.Inst. 30 (1989) 26-37.

[17] Kannan, R: Some results on fixed points. Bull Calcutta Math Soc. 60, 71-76
(1968).

[18] Ciric, L.B., A  generalization of Banach’s contraction  prin-

ciple,Proc. Amer.Math.Soc. 45 (1974),267-273

[19] V. Berinde, Approximating fixed points of weak contractions using the Picard

iteration, Nonlinear Anal. Forum 9 (1) (2004) 43-53.

[20] Wardowski, D: Fixed point theory of a new type of contractive mappings in comp-

lete metric spaces. Fixed Point Theory Appl. 2012, Article ID 94 (2012)

[21] Suzuki, T., A generelized Banach contraction principle that characterizes metric

completeness, Proc. Amer. Math. Soc., 136, 1861-1869, 2008

[22] Nadler, S. B., Multi-valued contraction mappings, Pacific J. Math., 30 (1969),
475-488

[23] Popescu, O., Fixed point theorem in metric spaces, Bull. of Transilvania Univ., 1

(2008), 479-482

58



[24] Reich, S., Fixed points of contractive functions, Boll. Un. Mat. Ital., 4 (1972),
No. 5, 2642

[25] S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux

équations intégrales, Fund. Math., 3, 133-181 (1922).

[26] M. Edelstein, On Fixed and periodic points under contractive mappings, J. Lon-

don Math. Soc., 37, 74-79 (1962).

[27] W. A. Kirk: Caristi’s fixed point theorem and metric convexity. Colloq. Math., 36
(1976), 81-86

[28] Berinde, V. and Pacurar, M., The role of the Pompeiu-Hausdorff metric in fixed
point theory, Creat. Math. Inform., 22 (2013), No. 2, 35-42

[29] Fulga, A. and Proca, A., A new generalization of Wardowski fixed point theorem
in complete metric spaces, Ad vances in the Theory of Nonlinear Analysis and

its Applications, 1 (2017), No. 1, 57-63

59






OZGECMIS

Adi Soyadi : Ali ERDURAN

Yabanc1 Dil : Ingilizce

Egitim Durumu

Lise ¢ Kirikkale Anadolu Lisesi, Haziran 2004
Lisans :  Kirikkale Universitesi, Matematik Boliimii, Haziran 2009
Yiiksek Lisans :  Kirikkale Universitesi, FBE, Ekim 2012

Cahstigi1 Kurum ve Yillar :
Emniyet Genel Miidiirliigii , Polis Memuru (2011 -)

61



Yayinlari :

1.)

2.)

3.)

4.)

S.)

6.)

7.)

8.)

9.)

ALTUN, Ishak; ERDURAN, Ali. Fixed point theorems for mono-
tone mappings on partial metric spaces. Fixed Point Theory and App-
lications, 2011, 2011: 1-10.

ALTUN, Ishak; ERDURAN, Ali. A Suzuki type fixed-point theorem.
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,
2011, 2011.

ERDURAN, Ali; IMDAD, Mohammad. Coupled fixed point the-
orems for generalized Meir-Keeler contractions in ordered partial
metric spaces, J. Nonlinear Anal. Appl, 2012, 2012: 00169.
ERDURAN, Ali. Common fixed point of g-approximative multiva-
lued mapping in ordered partial metric space. Fixed Point Theory
and Applications, 2013, 2013.1: 1-14.

IMDAD, Mohammad; ERDURAN, Ali. Suzuki-type generalization
of Chatterjea contraction mappings on complete partial metric spa-
ces. Journal of Operators, 2013, 2013.

ABBAS, M., ERDURAN, A. Common fixed point of g-
approximative multivalued mapping in partially ordered metric
space. Filomat, (2013). 27(7), 1173-1182.

IMDAD, M., SHARMA, A., ERDURAN, A. (2014). Generalized
Meir-Keeler type n-tupled fixed point theorems in ordered partial
metric spaces. Fixed Point Theory and Applications, 2014(1), 1-24.
ERDURAN, A., KADELBURG, Z., NASHINE, H., VETRO, C. A
fixed point theorem for (6, L) - weak contraction mappings on a par-
tial metric space, (2014).

ERDURAN, Ali; ABBAS, Mujahid. Fixed point theory for Suzuki
type (0,L)- weak multivalued operators. Fixed Point Theory, Vo-
lume 16, No. 2, 2015.

Arastirma Alanlar : Sabit Nokta Teori

62



	ÖZET 
	ABSTRACT
	TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER DİZİNİ
	ŞEKİLLER DİZİNİ 
	SİMGELER DİZİNİ 
	GİRİŞ
	Kaynak Özetleri
	Tezin Amacı

	MATERYAL VE YÖNTEM
	Temel Kavramlar

	ARAŞTIRMA VE BULGULAR
	TEK DEĞERLİ VE KÜME DEĞERLİ P BÜZÜLME DÖNÜŞÜMLERİ İÇİN SABİT NOKTA SONUÇLARI
	SINIR DEĞER PROBLEMLERİ İÇİN UYGULAMALAR
	KONVEKS METRİK UZAYLARDA NONSELF P-BÜZÜLMELER VE SABİT NOKTA SONUÇLARI
	F- METRİK UZAYDA P-BÜZÜLME ÜZERİNE SABİT NOKTA TEOREMLERİ 

	TARTIŞMA VE SONUÇ
	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMİŞ



