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Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla giiglii konveks
fonksiyonlar i¢in esitsizlikler iizerine hazirlanan bu tez g¢alismasi bes boliimden
olusmaktadir. Giris bolimii olan ilk boliimde esitsizlikler teorisinin, konveks
fonksiyonlar teorisinin ve Kkesirli analiz teorisinin tarihsel gelisiminden kisaca
bahsedilmistir.

Ikinci bolimde tez calismasmna kaynak teskil eden &nemli tanimlara ve
esitsizliklere yer verilmistir. Ayrica bu boliim giiclii konveks fonksiyonlar icin daha
onceden elde edilmis olan baz1 6nemli esitsizlikleri de kapsamaktadir.

Ucgiincii boliimde giiclii konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler elde edilirken
kullanilacak olan Atangana-Baleanu integral operatorlerini igeren iki lemma
tanitilmustr.

Dordiincii boliim giiglii konveks fonksiyonlar igin Atangana-Baleanu integral
operatorleri yardimiyla elde edilmis olan sonuglari igermektedir.

Calismanin son boliimii olan besinci boliimii ise tez ¢alismasinin kisa bir
degerlendirilmesinin yapildigi ve bazi Onerilerin sunuldugu sonuglar ve Oneriler
bolimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Giiglii konveks fonksiyon; Atangana-Baleanu integral
operatorleri; Holder esitsizligi; Hermite-Hadamard esitsizligi; Ostrowski esitsizligi.
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This thesis study, which is prepared on inequalities for strongly convex
functions with the help of Atangana-Baleanu fractional integral operators, consists of
five chapters. In the first chapter, which is the introduction, the historical development
of the theory of inequalities, the theory of convex functions and the theory of fractional
analysis is briefly mentioned.

In the second chapter, important definitions and inequalities that constitute the
source of the thesis study are given. This chapter also covers some of the important
inequalities previously obtained for strongly convex functions.

In the third chapter, two lemmas including Atangana-Baleanu integral
operators to be used in obtaining inequalities for strongly convex functions are
introduced.

The fourth chapter contains the results obtained with the help of Atangana-
Baleanu integral operators for strongly convex functions.

The fifth chapter, which is the last part of the study, is the conclusions and
recommendations section in which a brief evaluation of the thesis study is made and
some suggestions are presented.
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1. GIRIS

Yirminci yiizyilda ¢ok sayida yeni sonuca ve arastirma problemine yol acan
matematiksel esitsizligin kesfi matematigin farkli alanlara genislemesine katkida
bulunmustur [1]. Cesitli klasik ve yeni esitsizliklerin yaninda bir¢ok yeni uygulama ve
ispat yontemlerine de yer verilen Hardy ve ark. [2] tarafindan yazilan “Inequalities”
1simli eser bu ylizyilin klasik eserleri arasinda yerini alarak matematikgiler i¢in temel
kaynak haline gelmistir. Bu temel eserin yaninda Beckenbach ve Bellman’in
“Inequalities” [3] isimli eseri; Mitrinovi¢’in “Analytic Inequalities” [4] isimli eseri;
Mitrinovi¢ ve ark. [5,6] tarafindan yazilan “Inequalities Involving Functions and Their
Integrals and Derivatives” ve “Classical and New Inequalities in Analysis” isimli
eserler ile Pachpatte’nin “Mathematical Inequalities” [1] isimli eseri esitsizlik
teorisinin gelismesine destek sunan diger 6nemli eserlerdir.

Tarihi oldukga eskiye dayanan konveks fonksiyonlar Hermite’in 1883 yilinda,
Holder’in 1889 yilinda, Stolz’un ve Hadamard’in 1893 yilinda yaptiklar1 ¢alismalar
sayesinde 19. ylizyll sonunda matematikte yer edinmeye baslamistir. Konveks
fonksiyonlar, 1905-1906 yillarinda Jensen’in tizerinde yaptigi sistematik c¢alismalar
sayesinde tanmirligini artirarak matematiksel analizin bagimsiz bir alani haline gelmis
ve gelisimine hizla devam etmistir [1]. Bu hizli gelismede konveks fonksiyonlarin
uygulamalarinin matematiksel analizin bir¢ok alani tarafindan icerilmesi ve konveks
fonksiyonlar teorisi ile esitsizlik teorisinin yakin iliskisi neden olarak gosterilebilir [7].
Bu yakin iliskide konveks fonksiyonlarin taniminin bir esitsizlikle verilmesinin ve
onemli cogu esitsizligin konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin bir sonucu olmasinin
etkisinin biiylikk oldugu soylenebilir. Konveks fonksiyonlar {izerine c¢alisan
arastirmacilar i¢in Roberts ve Varberg’in “Convex Functions” [8] isimli eseri temel
kaynaklardan biridir. Pecari¢’in “Convex Functions: Inequalities” [9] isimli eserinde
sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizliklere yer verilmistir. Bu kaynaklarin yani sira
Niculescu ve Persson’un “Convex Functions and Their Applications” [10] isimli eseri,
Pecari¢ ve ark. [7] tarafindan yazilan “Convex Functions, Partial Orderings, and

Statistical Applications” isimli eser ile Dragomir ve Pearce’in “Selected Topics on
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Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” [11] isimli eseri de Onemli
kaynaklar arasindadir.

Esitsizliklerin ve konveks fonksiyonlarin sadece matematikte degil ayni
zamanda bilimin diger dallarinda da 6nemli birer arastirma alani olmasi bu konulari
arastirmacilar icin ilgi odagi haline getirmistir ve bu konular iizerinde ¢ok sayida
caligma yapilmaya devam edilmektedir.

Kesirli hesap, matematiksel analizin keytfi mertebeden tiirevlerin ve integrallerin
uygulamalarini ve arastirmalarini kapsayan bir koludur [12]. Kesirli tiirev ve kesirli
integral kavramlar1 bu yoniiyle klasik tiirev ve klasik integral kavramlarindan
farklilagsmaktadir ve bu kavramlara gore daha kapsamlidir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari her ne kadar Liouville ismiyle
iliskilendirilse de kesirli hesap Leibniz ve Euler’in c¢aligmalarina dayanmaktadir

3
dd’; (€n ) gosterimi i¢in 1695 yilinda

[12,13]. Leibniz tarafindan literatiire katilan

L’Hopital’in & =% secilmesi durumunda ne olacagini sormasi lizerine Leibniz’in
yaniti “Bu bir giin yararli sonuglarin ¢ikarilacagi bariz bir paradokstur.” seklinde
olmustur [14]. Sorunun ¢& =% degeri tzerinden sorulmasi teorinin eksik bir

isimlendirmeyle gliniimiize kadar ulasmasina neden olmustur [12,14]. Kesirli analiz
tarithinde meshur mektuplagsma olarak bilinen bu soru cevaptan sonra Laplace, Fourier,
Abel, Riemann, Griinwald, Letnikov, Hadamard, Hardy, Littlewood, Weyl, Riesz ile
birgok 6nemli bilim insan1 kesirli hesap {lizerine c¢alismalar yaparak bu teorinin
gelisimine katkida bulunmustur ve bu sayede kesirli hesap matematikte gézde bir
arastirma alani haline gelmistir [12,13]. Bu alanda diizenlenen ilk konferans Ross
tarafindan New Haven Universitesi’nde “First Conference of Fractional Calculus and
its Applications” ismiyle 1974 yilinin haziran ayinda gergeklestirilmistir [12]. Kesirli
analiz teorisi lizerine yazilan ilk monografise 1968 yilinda basladiklar1 ortak calismay1
1974 yilinda kitap halinde bastiran Oldham ve Spanier’e aittir [15]. Samko ve ark. [13]
tarafindan kaleme alinan ve nce Rusca daha sonra ise Ingilizce olarak yayimlanan
“Fractional Integrals and Derivatives, Theory and Applications” isimli monograf
Kesirli analiz alaninda 6nemli sayilan bir¢ok bilgiyi igermesi bakimindan literatiirde
bu alanda yazilan en belirgin ansiklopedik kaynak olarak bilinmektedir [12]. Yine
2
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Machado ve ark. [16] tarafindan yazilan “Recent History of Fractional Calculus” isimli
makale kesirli analiz teorisi iizerine son yillarda yazilan kitaplar, ¢ikarilan dergiler ve
diizenlenen konferanslar ile ilgili bilgiler sunmasi a¢isindan 6nemli bir kaynaktir.

Bes boliimden olusan “Giiclii Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikler”
baslikli tez ¢alismasinin ilk boliimiinde esitsizlik teorisinin, konveks fonksiyonlar
teorisinin ve kesirli analiz teorisinin tarihsel gelisimine dair baz1 6nemli bilgilere yer
verilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde konveks fonksiyon ve giiclii konveks
fonksiyon tanimlari, bu siniflarin birbirleriyle olan iliskisi, literatiirde gok 6nemli bir
yere sahip olan Hermite-Hadamard esitsizligi ve Ostrowski esitsizligi ile bazi1 6nemli
yardimci esitsizlikler, giiclii konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan Hermite-
Hadamard ile Ostrowski tipli esitsizlikler ve ayrica literatiirde genis ¢alisma kitlesine
sahip bazi kesirli integral operatdrleri hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii béliimde
giiclii konveks fonksiyonlar i¢in integral esitsizlikler elde edilirken kullanilan iki
lemma tanmitilmistir. Dordiincti boliim ¢alismanin bulgular kismini igerirken besinci
boliim ise ¢alisma hakkinda kisa bir degerlendirmeden olusmaktadir.

Bu tez c¢alismasi ile giiclii konveks fonksiyonlar i¢in Atangana-Baleanu kesirli
integral operatorleri yardimiyla literatiirden farkli olarak yeni ve genel esitsizlikler

elde edilmesi amag¢lanmustir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde tez calismasi igin kaynak olusturan bazi tanimlar, teoremler ve

esitsizlikler verilmistir.

Tamm 2.1: Bos olmayan bir L kiimesi ve bir F cismi yardimiyla +:L X L — L ve
.t F X L = L islemleri verilsin. Eger asagidaki sartlar saglanirsa L, F cismi iizerinde
lineer uzay (vektor uzayi) olarak adlandirilir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Al.Herny,n, € L iginn; +n, € L dir.

A2.Her ny,n,,ng € Liginn, + (n, + n3) = (ny + ny) + ns tiir.

A3.Hern, € Licinny + 0 = 6 + n; = n, olacak sekilde 8 € L vardir.

A4.Hern, € Li¢inn,; + (—n,) = 6 olacak sekilde —n, € L vardir.

A5.Hern,,n, € L i¢in ny +n, = n, + n, dir.

B)ny,n, € L ve a,f € F olmak iizere asagidakiler saglanir:

B1l. a.n, € L dir.

B2. a.(ny + ny) = an, + an, dir.

B3. (a + B).n, = a.ny + B.n, dir.

B4. (aB).n, = a(B.n,) dir.

B5. 1, F’nin birim elemani olmak tizere 1.n, = n, dir.

F = R olmasi halinde ve F = C olmasi halinde L sirasiyla reel lineer uzay, ve
karmasik lineer uzay olarak isimlendirilir [17].

Tanim 2.2: L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere A kiimesinden se¢ilen keyfi nq, n,

elemanlari i¢in
A1={n3EL:n3=tn1+(1—t)n2, tE[O,l]}QA

ise A kiimesi konveks kiime olarak isimlendirilir. Geometrik agidan diistiniildiigiinde
A4, u¢ noktalar1 n; ve n, olan bir dogru parcasini ifade etmektedir. Dolayisiyla
konveks kiimeler sezgisel sekilde, keyfi iki elemanimi birlestiren dogru pargasini igeren

bos olmayan kiimeler olarak tanimlanabilir [18].

4
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Tamm 2.3: I, R’de bir aralik olmak {izere p: I — R fonksiyonu verilsin. Her n,,n, €

Ivet € [0,1] i¢in

p(tn; + (1 —t)ny) < tp(ny) + (1 —t)p(ny) (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa p fonksiyonu konveks fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger
(2.1) esitsizligi her n; # n, ve t € (0,1) i¢in kesin olarak saglanirsa p fonksiyonu
kesin konveks fonksiyon olarak isimlendirilir. (2.1) esitsizliginin p fonksiyonu igin
ters yonde saglanmasi durumunda p fonksiyonu [ iizerinde konkav fonksiyon olarak

isimlendirilir [7].

[ny,n,] tlizerinde tanimli p fonksiyonu, [nq,n,] lizerinde konveks ve n; €

(n4,n,) noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise n € (n,, n,) igin

p(n) — p(nz) = p’'(n3)(n — n3) (2.2)

esitsizligi saglanir [8]. Eger p fonksiyonu konkav ise (2.2) esitsizligi ters yonde

saglanir.

Teorem 2.4: p fonksiyonunun (n,,n,) lizerinde ikinci mertebeden tiirevinin mevcut
oldugu varsayilsin. p fonksiyonunun (n,,n,) lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her n € (ny,n,) i¢in p’’ (n) = 0 olmasidir. Eger p” (n) > 0 ise p fonksiyonu

(ny4,n,) lizerinde kesin konvekstir [8].

Konveks fonksiyonlarin bir alt smifi olan ve baz1 o6zellikleri konveks
fonksiyonlarin benzer o6zelliklerinin daha giiglii versiyonlar1 olarak sunulan giiclii
konveks fonksiyonlar Polyak [19] tarafindan tanimlanmistir. Tanimlandig giinden bu
yana, bu konveks fonksiyon sinifi matematiksel ekonominin, yaklagim teorisinin ve
optimizasyon teorisinin yaninda piir ve uygulamali matematigin diger branslarinda

onemli uygulama alanlar1 edinmistir.

Tamim 2.5: I, R’de bir aralik olmak {izere p: I — R fonksiyonu verilsin. Her n,,n, €

Ivet € [0,1] i¢cin
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p(tny + (1 —0ny) < tp(ny)) + (1 - )p(ny) — ct(1 - )(ny —ny)?  (23)

esitsizligl saglaniyorsa p fonksiyonuna ¢ > 0 modiilii ile giiclii konveks fonksiyondur
denir [19].

¢ > 0 modiilii ile gii¢lii konveks olan p: [ny,n,] = R fonksiyonu n; € (n4,n,)

noktasinda diferensiyellenebiliyorsa n € (nq, n,) igin

p(n) — p(nz) = p'(n3)(n —n3) + c(n — nz)? (2.4)

esitsizligi saglanir [8].

Teorem 2.6 ikinci mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyonun giicli

konveks olup olmadiginin belirlenmesinde 6nemli bir kriterdir.

Teorem 2.6: p fonksiyonunun (n,,n,) lizerinde ikinci mertebeden tiirevinin mevcut
oldugu varsayilsin. p fonksiyonunun (nq,n,) lizerinde ¢ > 0 modiili ile giigli

konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her n € (ny,n,) ig¢in p” (n) = 2¢ olmasidir
[8l.

Giiglii konvekslik, kesin konvekslik ve konvekslik arasindaki iliski su sekilde
Ozetlenebilir: Bir fonksiyon giiclii konveks ise ayni zamanda kesin konvekstir ve
dolay1siyla da konvekstir. Ancak bu ifadenin tersinin dogru olmasi gerekmez. Ornegin
R’de taniml1 p; (n) = n? fonksiyonu giiclii konveks, kesin konveks ve ayn1 zamanda
konveks bir fonksiyondur. R’de tanimli p,(n) = e™ fonksiyonu hem kesin konveks
hem de konvekstir; ancak gii¢lii konveks degildir. Yine R’de tanimhi p,(n) =n

fonksiyonu konvekstir; ancak ne gii¢lii konvekstir ne de kesin konvekstir [20].

Konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen ilk temel esitsizlik olarak bilinen Hermite-
Hadamard esitsizligi hem konveks fonksiyonlar teorisi i¢in hem de esitsizlikler teorisi
icin biiyiik 6nem arz etmektedir [11]. Bu temel esitsizlik konveks bir fonksiyonun

ortalama degeri i¢in alt ve list yaklasgimlar sunmaktadir.

Teorem 2.7: I, R’de bir aralik, ny,n, € ve n; < n, olmak iizere p:/ S R - R

konveks fonksiyon olsun. Bu takdirde
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1 2 1 "2 1 2
p(” ;n)snz_nlfn p(t)dtsp(n)—;p(n) (2.5)

1

esitsizligi saglanir [21].

Hermite-Hadamard esitsizligi her ne kadar konveks fonksiyonlar igin
ispatlanmis olsa da arastirmacilar literatiirde mevcut olan bir¢ok farkli konveks
fonksiyon smifi i¢in Hermite-Hadamard tipine benzer esitsizlikler elde etmislerdir.
Teorem 2.8’deki esitsizlik Merentes ve Nikodem [22] tarafindan giiclii konveks
fonksiyonlar i¢in elde edilmistir.

Teorem 2.8: p: I — R fonksiyonu ¢ > 0 modiilii ile gii¢lii konveks fonksiyon ise n; <

n, olmak tizere her ny,n, € I igin

nq +Tl2> C 2 1 jnz
A — <
p( > )t 13 (g —mp)? < = p(t)dt

. p(ny) ; p(ny) % (n,—1)?  (26)

esitsizligi saglanir [22].

Ayrica, Merentes ve Nikodem [22], calismalarinda giiglii konveks fonksiyonlar
icin Jensen tipli esitsizlikler elde etmis ve giiclii konveks fonksiyonlar ile
genellestirilmis konveks fonksiyonlar arasindaki baglantilara dikkat ¢cekmistir. Azécar
ve ark. [23], Merentes ve Nikodem’in [22] ¢alismalarinda giiglii konveks fonksiyonlar
icin elde ettikleri Hermite-Hadamard tipli esitsizligin (Teorem 2.8’de verilen (2.6)
esitsizliginin) bir iyilestirmesini sunmalarmin yaninda gii¢lii konveks fonksiyonlar
icin Fejér tipli esitsizlikleri de literatiire kazandirmistir. [22] ve [23] galismalarina
benzer olarak Dragomir ve Nikodem [24], ¢alismalarinda normlu lineer uzaylarda
gliclii konveks fonksiyonlar i¢in Jensen ve Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde

etmistir.

Literatiirde giiclii konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli, Jensen
tipli ve Fejér tipli esitsizliklerin disinda farkli tipli esitsizlikler de gelistirilmistir.
Bunlar arasinda Klari¢i¢ Bakula ve Nikodem [25] tarafindan elde edilen ters Jensen
tipli esitsizlikler ve Klari¢i¢ Bakula [26] tarafindan elde edilen Jensen-Steffensen tipli

7
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esitsizlikler dikkat ¢ekmektedir. Giiclii konveks fonksiyonlar {izerine 6nemli bazi

sonuglar i¢in [27-31] calismalari incelenebilir.

Set ve ark. [32], calismalarinda iki giiglii konveks fonksiyonun g¢arpiminin
ortalama degeri ile bir konveks fonksiyonun ve bir giiclii konveks fonksiyonun
carpiminin ortalama degerine iliskin sonuglar iiretmistir. Asagida Set ve ark. [32]
tarafindan ¢arpimlar iizerine elde edilen iki sonug siralanmustir.

Teorem 2.9: nq,n, € I, n; < n, olmak iizere p,o:1 € R — [0,0) fonksiyonlar1 I°
tizerinde ¢ > 0 modiili ile gliglii konveks fonksiyonlar ve pa € L[n,,n,] olsun. Bu

durumda

anp(u)a(u)du

N, —ny

1 1
< 3 [p(m1)o(ny) + p(ny)a(ny)] + 5 [p(m1)o(ny) + p(nz)o(ny)]

Z(nz e n1)4

_ 2
I )+ pn) + o) + o)) + 30

= 2.7)

esitsizligi saglanir [32].
Teorem 2.10: ny,n, € I, n; < n, olmak lizere p,0: 1 € R — [0,) fonksiyonlar1 I°
iizerinde sirasiyla konveks fonksiyon ve ¢ > 0 modiilii ile gii¢lii konveks fonksiyon

olsun. pa € L[n,,n,] ise

(ny —ny)? [P(Th) + P(nz)l

Ny c
— -[11 p(w)o(w)du + c >

1 1
< 3 [p(n)a(ny) + p(ny)o(n,)] + 6 [p(n)a(ny) + p(ny)o(ng)] (2.8)

esitsizligi saglanir [32].

Konveks fonksiyonlar teorisinde ve esitsizlikler teorisinde Hermite-Hadamard
esitsizligi gibi dikkat ceken bir diger esitsizlik olan Ostrowski esitsizligi, Ostrowski

[33] tarafindan 1938’de elde edilmistir. Tiirevi sinirli fonksiyonlar i¢in yazilmis olan
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bu esitsizlik, fonksiyonun ortalama degeri ile fonksiyonun degerleri arasindaki fark

icin yaklasimlar sunmasi agisindan 6nemlidir.

Teorem 2.11: ny,n, €1, n; <n, ve p' € L[ny,n,| olmak iizere p:I c R->R
fonksiyonu I° {izerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |p'(x)| < M ise

Vx € [nqy,n,] igin

)

< |-+
4 (n, —ny)?

p(x) — (n, —ny)M (2.9)

anp(t)dt

n, —ny

1
esitsizligi elde edilir. Buradaz sabiti en iyi katsayidir [33].

Set ve ark. [32], calismalarinda iki giiglii konveks fonksiyonun g¢arpiminin
ortalama degeri ile bir konveks fonksiyonun ve bir giiclii konveks fonksiyonun
carpiminin ortalama degerine iliskin sonuglar iiretmelerinin yaninda giiclii konveks

fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler de elde etmistir. Ayrica Set ve ark. [32],

ni+n,

elde edilen bu Ostrowski tipli esitsizliklerde n = se¢imini yaparak giiclii
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafina iliskin st
sinirlar veren sonuglara ulagsmuistir.

Teorem 2.12: ny,n, €1 ve n; <n, i¢in p:1 € R - R fonksiyonu I° iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|, [nq,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

- 2 —n)2
gliclii konveks ise p’ € L[ny,n,], |p'| <M ve M = max {C(n 6n1) ,C(n26 ) } olmak

tizere her n € [nq4,n,] igin

p(n) —

J:zp(u)du

n, —ny

(n —ny)? c(n—ny)? (n, —n)? c(n, —n)?
= 2(n, — ny) <M B 6 > + 2(ny, —ny) <M B 6 > (2.10)

esitsizligi saglanir [32].

ni+ny

Sonug 2.13: Teorem 2.12°de verilen (2.10) esitsizliginde n = alinirsa
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n,—ny; c(n, — n1)3
<M — 2.11
- 4 96 ( )

(n1+n2) 1 f”z p
2 nz_nlnp(u)u

1

esitsizligi elde edilir [32].

Teorem 2.14: ny,n, €1 ve n; <n, i¢in p:1 < R - R fonksiyonu I° iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|4, [n,,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

c(n-n1)? c(np-n)?

6 6 }’q>

J

gliclii konveks ise p’ € L[ny, n,], |[p'| < M ve M9 > max{

1, =+ = =1 olmak iizere hern € [n,, n,] i¢in

1
q

SR

p(n) —

n, —ng

szp(u)du

1

1 =
< (n—n1)2< 1 )5 Y _c(n—n1)2 q
n,—n; \p+1 6

1 1
(n,—n)2/ 1 \p c(n, —n)?\a
+ n, —n, (p + 1) <Mq a 6 > (2.12)

esitsizligi saglanir [32].

nitny

Sonug¢ 2.15: Teorem 2.14’te verilen (2.12) esitsizliginde n = alinirsa

e
p - pluw)au
2 ny —ny Jy,

1

1 =
n, —ny ( 1 )5 c(n, — ny)?\4
< M4 - — 2.13
=72 \p+1 < 24 (2.13)

esitsizligi elde edilir [32].
Teorem 2.16: ny,n, €I ve n; <n, i¢in p:1 € R - R fonksiyonu I° iizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|?, [n4,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

}az1

c(n-ny)? c(ny—-n)?

gliclii konveks ise p’ € L[ny,n,], [p'| < M ve M9 > max{ —

olmak iizere hern € [n,, n, ] igin

10
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p(n) —

f:zp(u)du

n, —ny

1

(n —ny)? c(n —ny)? % (n, —n)? c(ny, —n)?\a
S e (Mq - > A Tove—. <Mq - > (2.14)

esitsizligi saglanir [32].

nq{t+ny

Sonug¢ 2.17: Teorem 2.16°da verilen (2.14) esitsizliginde n = alinirsa

1

n; ny C(”Z ”1)2 4
< q

(n1+n2> 1 j”z p
Pl nz_nlnp(u)u

1

esitsizligi elde edilir [32].

Asagida tez calismasinda kullanilan ©Onemli bazi yardimci esitsizlikler

siralanmustir.

Teorem 2.18: p > 1 ve %+$= 1 olsun. p ve g, [nq,n,] lzerinde tanimh reel

fonksiyonlar, |p|P ve |o|?, [n,, n,] lizerinde integrallenebilir fonksiyonlar ise
1 1

lep(x)a(x)ldxs (f le(x)lpdx>p <f zla(x)lqu>q (2.16)

esitsizligi gegerlidir. (2.16) esitsizligi integraller i¢cin Holder esitsizligi olarak bilinir

[6].

Teorem 2.19: Herhangi n,,n, € R igin

Ing + ny| < |nq| + |0y,

||n1| - |n2|| < In; —ny|,

||n1| - |n2|| < [ny + nyl
esitsizlikleri gegerlidir [4].

Teorem 2.20: [n4, n,] lizerinde siirekli reel degerli bir p fonksiyonu igin

11
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fzp(x)dx Sf le(x)ldx (2.17)

esitsizligi gegerlidir. (2.17) esitsizligi liggen esitsizliginin integral formu olarak bilinir
[6].
Riemann-Liouville kesirli integralleri, Caputo-Fabrizio kesirli integralleri ve

Atangana-Baleanu kesirli integralleri kesirli analiz teorisinin 6nemli sonuglarindandir.

Tanim 2.21: £ pozitif bir reel say1 olmak iizere

0

re =f x$te *dx

0

seklinde ifade edilen " (¢) fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir [34].
Tamm 2.22: p € L[ny,n,] ve & > 0 olsun. &. mertebeden sol ve sag Riemann-

Liouville kesirli integralleri sirasiyla

1 (" .
(I:;Ho) (n) = @Ll(n — )5 1p(t)dt, n>ny,

1 (M )
(lf;—/)) (n) G) fn (t—n)s~p(H)dt, n<n,

seklinde tanimlanir. Burada I'(¢), Gamma fonksiyonudur. § = 1 se¢ilmesi durumunda
klasik integrale doniisen Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢cin £ = 0 seg¢ilmesi

durumunda I,(:l+p(n) = Iy -p(n) = p(n) esitligi elde edilir [12,13].

Tamm 2.23: p € H'(n4,n,), n, > ny olsun. & € [0,1] olmak iizere sol ve sag Caputo-

Fabrizio kesirli integralleri sirastyla

(% pr)(t)—B(gp(tH é)f p(y)dy,
(“1£.0) © = 50 ® + 555 [ o0y

seklinde tanimlanir [35].
12
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Tamm 2.24: p € H'(ny,n,), n, >n, olsun. & € [0,1] olmak iizere sol ve sag

Atangana-Baleanu kesirli integralleri sirasiyla

AB¢ _ $ S ' a0 é-1
BIW) = 5 p O+ s | PO

w18 (p(0)} = O+ [ p - ) 1du

—¢ £ f
B(E)p BOT(@) J,

olarak tanimlanir [36,37].

Tanim 2.23’te ve Tamim 2.24’te H(ny,n,) = {p € L[ny,n,]: p’ € L[ny,n,1}
ve B,B(¢) > 0,B(0) = B(1) = 1 ifadelerini saglayan normalizasyon fonksiyonudur.

Cogu arastirmaci Riemann-Liouville kesirli integralleri ve Caputo-Fabrizio
kesirli integralleri yardimiyla konveks fonksiyonlarin cesitli siiflar1 icin integral
esitsizlikler elde ederek esitsizlik teorisinin gelismesine hiz katmustir. [38-41]
calismalar1 gii¢lii konveks fonksiyonlar igin Riemann-Liouville kesirli integralleri ve
genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri ile Caputo-Fabrizio kesirli
integralleri yardimiyla elde edilmis sonuglari igermektedir. Ayrica yine yakin zamanda
tanimlanan Atangana-Baleanu kesirli integralleri hem esitsizlik teorisi hem de konveks
fonksiyonlar teorisi i¢in kisa siire icerisinde kayda deger katkilar sunmustur. Set ve
ark. [42] tarafindan hazirlanan ¢alisma literatiirde konveks fonksiyonlar igin
Atangana-Baleanu kesirli integralleri yardimiyla Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

iizerine yazilmis sonuglar1 igeren ilk ¢alismadir.

Bu tez ¢alismasinda Atangana-Baleanu kesirli integralleri yardimiyla giiclii
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler elde edilerek s6z konusu sinifin hem esitsizlik

teorisindeki hem de operator teorisindeki yerinin pekistirilmesi hedeflenmistir.

13
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu tez calismasinda giiglii konveks fonksiyonlar i¢in Atangana-Baleanu integral
operatorleri yardimiyla esitsizlikler elde edilmesi amaglanmistir. Bu esitsizlikler
carpimlar tizerine sonuglar icermekle beraber, Hermite-Hadamard ve Ostrowski tipli
sonuglart da kapsamaktadir. Genel olarak ¢alismadaki sonuclar elde edilirken giiclii
konveks fonksiyon tanimi, konveks fonksiyon tanimu ile sirasiyla (2.16) ve (2.17) ile
verilen Holder esitsizligi ile {iggen esitsizliginin integral versiyonundan
faydalanilmistir. Ayrica birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin mutlak degerlerinin
kuvvetleri gii¢lii konveks olan fonksiyonlar igin Ostrowski tipli esitsizlikler elde
edilirken asagidaki iki lemma kullanilmistir [43].

Lemma 3.1: ny,n, €I° ve ny <n, i¢in p:1 € R—> R fonksiyonu [° iizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger p’ € L[ny,n,] isehern € [n;, n,], ¢ €
(0,1] ve t € [0,1] i¢gin

p(n)
(n, —ny)BEr()

[(nz —n)¥+(n— n1)€]

1
~ s [ ) + 4 o)

PR
(n, —ny)B(E)
(n _ n1)€+1 1

_ C
G —nB@T@) J, P L+ (1= Om)de

[p(ny) + p(n,)]

(n, — n)&l !

- (n, —ny)BE)r) 0

tép'(tn+ (1 — t)n,) dt (3.1)

esitligi saglanir [43].
Lemma 3.2: n,,n, €I° ve ny; <n, i¢in p:1 € R—> R fonksiyonu I° tizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger p” € L[n,,n,] ise her n € [n;, n,] ve

&t €[0,1] igin

14
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1-¢
(n; —ny)B(E)

15} + 4815 {p(n,)}] - [o(ny) + p(ny)]

1
(n, —ny) [

_ p(n) vt e, M= n)t = (=)t
e T T S LR G0 R vty T T Ty LG
) (n = ny)E+2 L )
RO N GGGV G e
)\ E+2 1
+ (n; —n) t5 1p" " (tn + (1 — t)n,) dt (3.2)

(n, —n)BEOrEOE+ 1 J,

esitligi saglanir [43].

15
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Calismanin bu bolimiinde giiglii konveks fonksiyonlar i¢in Atangana-Baleanu
integral operatorleri yardimiyla elde edilmis olan esitsizliklere yer verilmistir.
Teorem 4.1: ny, n, €1, ny; < n, olmak tizere p: I = R fonksiyonu ¢ > 0 modiili
ile giiglii konveks fonksiyon olsun. Eger p € L[nq,n,] ise ¢ € (0,1] igin Atangana-

Baleanu integral operatérlerini igeren asagidaki esitsizlik saglanir:

AB ¢ ¢ p(ny) p(n,) _ c(n, — n1)2
et < perE [erT Y e D T Gr DG D

1-¢
=)@ P

(n, —ny)¢ (

+ (4.1)

Ispat: p giiglii konveks fonksiyon oldugundan her n;, n, €I, n; <n, vet € [0,1]

icin (2.3) ile verilen

p(tny + (1 —t)ny) < tp(ny) + (1 —t)p(n,) — ct(1 — t)(n, —ny)?

esitsizligi yazilir.

(2.3) esitsizliginin her iki tarafi t$~* terimi ile arpilip elde edilen esitsizlik [0,1]

iizerinden t’ye gore integre edilirse gerekli integral hesaplamalar1 yapilarak
1
f tp(tn, + (1 — t)ny) dt
0

< f t-1[tp(ny) + (1 — Dp(ng) — ct(1 — £)(np — ny)?] dt

_p(n1)+ p(ny) _ C(nz_n1)2
41 E(E+D (E+DE+2)

(4.2)
elde edilir. (4.2) esitsizliginde tn, + (1 — t)n, = u degisken degisimi yapilirsa

1

m[ 2(”2 —uw)¢ p(wdu

16
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<P(n1)+ p(n,) _ c(ny —ny)?
TE+1 S+ E+DE+2)

(4.3)

¢
B(HIr ()

yazilir. (4.3) ile verilen esitsizligin her iki tarafi terimi ile carpilip elde edilen

esitsizligin her iki tarafina da 1= )p(nz) terimi eklenirse (4.1) esitsizligi elde

(n2—n1)8B(§
edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2: Teorem 4.1°de & = 1 segilirse Teorem 2.8’de verilen (2.6) esitsizliginin

sag tarafi elde edilir.

Teorem 4.3: ny, n, € I, n,; <n, olmak iizere p,5: I € R — [0,) fonksiyonlari [
tizerinde sirasiyla konveks fonksiyon ve ¢ > 0 modiilii ile giiclii konveks fonksiyon

olsun. Eger po € L[ny,n,] ise ¢ € (0,1] i¢in

e CLALLCH))
$ 1 2
= B(OI(§) {Sz 12 [P(nl)a(m) + mp(nz)a(nz)]
1
tETDE T D P + p()o(m)] ~ ¢z —ny)?

2p(n;) }+ 1-¢
(

1
8 € +2)E+3) [p(nl) + F+1 Ty — ) B () po(n,) (4.4)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Konveks ve giiclii konveks fonksiyonlarin tanimlar1 dikkate almirsa her

ny, n, € I olmak tizere p fonksiyonu igin (2.1) ile verilen

p(tn, + (1 —t)ny) <tp(ny) + (1 —t)p(ny)

esitsizligi ve o fonksiyonu i¢in
o(tn, + (1 — t)n,) < to(ny) + (1 —t)a(n,) — ct(1 — t)(n, —ny)? (4.5)

esitsizligi yazilir. (2.1) ve (4.5) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilirsa
17
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p(tn; + (1 = t)ny)o(tny + (1 —t)n,)
< t?p(ny)a(ny) +t(1 —t)p(ny)a(n,) — ct*(1 — t)(n, — ny)?*p(n,)

+t(1 = t)a(ny)pny) + (1 = t)?p(ny)o(n,) — ct(1l — t)%(n, — ny)?p(ny) (4.6)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.1’in ispatindaki adimlara benzer olarak (4.6) esitsizliginin her iki tarafi

=1 terimi ile carpilip elde edilen esitsizlik [0,1] lizerinden t’ye gore integre edilirse

gerekli hesaplamalar yapilarak
1
[ 5ot + (1= Omdoten, + (1 - On) at
0

< 3 [P0 ) + s o)

€(€+1
1

AT+ D+ 2 Ao (ma) + el
—c(n, —n,)? [ (n )+2p(n2)l (4.7)
T ErDE ) [T T e |

esitsizligi elde edilir. (4.7) esitsizliginin sol tarafinda tn, + (1 — t)n, = u degisken

degisimi yapilirsa ve elde edilen esitsizligin her iki tarafi ile ¢arpilip elde

§
B(Ir)
1-¢

mpa(nz) terimi eklenirse (4.4) ile

edilen son esitsizligin her iki tarafina da

verilen esitsizlik elde edilir.

Sonuc 4.4: Teorem 4.3’te ¢ = 1 segilirse (4.4) esitsizligi Teorem 2.10°da verilen (2.8)
esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.5: n,, n, € I, n; < n, olmak tizere p,o:1 € R - [0, 0) fonksiyonlari [
tizerinde ¢ > 0 modiilii ile giiglii konveks fonksiyonlar olsun. Eger po € L[n,, n,] ise

& € (0,1] igin
1 AB ¢
(nz 1)5 (nllnz{po-(nZ)})

18
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3
=BEOI®

1
HEDIED)

1 2
{S; ) [P(n1)0(n1) + mp(‘nz)a(nz)]

[p(n1)a(ny) + p(ny)o(ny)]

2p(ny) 20(”2)

§+1+ o(n) + E+1

c(n, — n1)2

NEDIEDE

oo

) 4 2 1-¢
=) T T GO (9

esitsizligi elde edilir.
Ispat: Giiclii konveks fonksiyonun tanimi yardimiyla her n;, n, € I olmak iizere p
ve o fonksiyonlari i¢in sirasiyla (2.3) ve (4.5) esitsizlikleri yazilir. (2.3) ve (4.5)

esitsizlikleri taraf tarafa carpilirsa
p(tn; + (1 — t)ny)o(tn, + (1 — t)n,)
< t?p(n)o(ny) + t(1 = p(ndang) — ct?(1 — t)(n, — ny)?p(ny)
+t(1 = a(n)p(ny) + (1 = t)?p(nx)a(ny) — ct(1 — £)*(ny — ny)?p(ny)
—ct?(1 — t)(n, —ny)?0(ny) — ct(1 — t)2(n, — ny)?a(ny)
+c?t?(1 — t)*(n, — ny)* (4.9)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.1’in ve Teorem 4.3’lin ispatindaki adimlara benzer olarak (4.9)
esitsizliginin her iki tarafi t¥1 terimi ile ¢arpilip elde edilen esitsizlik [0,1] iizerinden

t’ye gore integre edilirse gerekli hesaplamalar yapilarak

f ts1p(tny + (1 — t)ny)o(tn, + (1 — t)n,) dt

1
<3 [p(nl)d(m) t e P (o)

€(€+1
1

T DG 1o Mo ool

19
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C(le - n1)2 2,0("2) 20("2)
T (E+2)(E+3) pln) + F+1 +o(n) + F+1
2 4 2
BN gy T ey [y (4.10)

esitsizligi elde edilir. (4.10) esitsizliginin sol tarafinda tn, + (1 — t)n, = u degisken

degisimi yapilirsa ve elde edilen esitsizligin her iki tarafi ile carpilip elde

§
B(Ire)

edilen son esitsizligin her iki tarafina da = 18 pa(n,) terimi eklenirse (4.8) ile

(2= 1)¥B()
verilen esitsizlik elde edilir.
Sonug 4.6: Teorem 4.5’te £ = 1 secilirse (4.8) esitsizligi Teorem 2.9°da verilen (2.7)
esitsizligine indirgenir.

Lemma 3.1 kullanilarak birinci mertebeden tiirevlerinin kuvvetleri gii¢li
konveks olan fonksiyonlar i¢in elde edilen integral esitsizlikler siralanmustir.
Teorem 4.7: n,,n, €1° ve ny; <n, i¢in p:1 € R —> R fonksiyonu I° iizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|, [nq,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

c(n-n1)?  c(ny—n)? }

(E+2)(§+3)" (§+2)(§+3)

gliclii konveks ise p’ € L[ny,n,], |p'| <M ve % > max{

olmak iizere her n € [nl, n2] ve £ € (0,1] igin

p(n)
(n, —nBEIr )

[(n, — )% + (n — ny)?]

1
— s [ ) + 221, )]

PRk
(n, —ny)B(§)

- (n —ny)%Ht <M B c(n—n,)? >
Ty —n)BEOr\&{+1 (E+2)(E+3)

(n, _n)f+1 < M _ c(ny —n)? >
(n, —n)BEOIO\E+1 (E+2)(E+3)

() + p(y)]|

+

(4.11)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 3.1°deki esitlik ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla

p(n)
(n, —ny)B(EI ()

[(n, —n)¢ + (n — ny)?]

1
e AN LR

=t
(n, —ny)B(E)

[p(n1) + p(n,)]

(Tl _ nl)f+1 1

=T, - n)BET® J,

tp'(tn + (1 — t)ny)| dt

(np —n)é*! Yy 4
T —m)BOr® ), - lp'(tn + (1 — t)ny)| dt (4.12)

esitsizligi yazilir. (4.12) esitsizliginde |p’| fonksiyonunun [n,,n,] lizerinde ¢ > 0

modiilii ile giiglii konveks olusu kullanilirsa

p(n)
(n, —ny)BEIr()

[(nz —n) + (n— n1)§]

¢
5 o) + p(nz)]|

[} + 51 (o)} +

(n, —ny (np —ny

(n _ nl)f+1 1

= iy~ BT ), & PN+ A= Dl ()] = etd = ) n = mo)*]de

s 1’55[’4 ‘M| + @ -0)|p )| - ct(1 — ), —n)?]dt  (4.13)
(, —nDBOT@ S, P p ) —c nz —n .

esitsizligi elde edilir. (4.13) esitsizliginde |p’| < M olusu dikkate alinirsa ve (4.13)
esitsizliginde gerekli integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.11) esitsizligine ulasilir ve
ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 4.8: Teorem 4.7°de n = % secilirse

2 —ny)t 1 2 1-
(ny —ny) & +n>( o) + p(ny)]

zf—lB(f)r(f)p 2 - n, —ny)B(E)
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_ "1) IABI§1+n2{P(n1)} + n1+n321512{p(n2)} ‘
( —ny)¢ c(n, — ny)?
= 2B (f +1 4E+2)(E+ 3)> (4.14)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.9: Teorem 4.7°de & = 1 segilirse (4.11) esitsizligi Teorem 2.12’de verilen
(2.10) esitsizligine indirgenir.

Sonuc 4.10: Sonug 4.8’de & = 1 secilirse (4.14) esitsizligi Sonug 2.13’te verilen (2.11)
esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.11: n,,n, € I° ve ny; < n, i¢gin p:I € R - R fonksiyonu [° tizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|9, [ny,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

N2 _N\2
giiclii konveks ise p’ € L[ny, n,], |p'| <M ve M9 > max {C(n 6n1) ,C(n26 ") } olmak

iizere hern € —nl, nz], e (01],q> 1ve%+$= 1 i¢in

p(n)
(n, —ny))BEIr()

[(nz —n)¥+(n— n1)€]

— [ oo + 45 (o)

1-¢
(n, —ny)B(E)

[P + p(ny)]|
(—n)* 1 y(. cln—n)?\a
=t —mBET® (fp 1) (M T e >

(n, —n)t*t 1 % c(n, —n)?\a
G mB @R G 71 <M - T) (4.15)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 3.1°deki esitlik ve iicgen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla
(4.12) esitsizligi elde edilir. (4.12) esitsizliginde sirasiyla Holder esitsizligi ve
|p’'|9nun [n4,n,] tizerinde ¢ >0 modiili ile gii¢lii konveks fonksiyon olusu

kullanilirsa

p(n)
(n, —ny)B(EI ()

[(nz - n)f + (n— 7’11)5]

1
- s [ H e+ R o)

g 1=¢
(n, —ny)B(E)

[p(n1) + p(n2)]

1

(n—nl)f“ 1 ‘ % 1 ’ 7
=t - )BT Q) ( f t ”dt) ( j /(e + (1 — t)nl)wt)

1

1
o= (1 aaeV ([ a
", = n)BOTE® (f t pdt) ( f lp'(tn + (1 - t>n2>|th>

1

(n — ny)é*1 1 . ?
= T2 — )BT @ (f ' pdt)

x ( f [tlp (W17 + (1 — O)1p' ()| — ct(1 — ) (n n1>2]dt>q
0

1

(nz - n)€+1 ! 3 P
% - n)BOTE (f ‘ pdt)

1

1 q
X (f [tlp’ M)+ (A = t)|p' (n )T — ct(1 = t)(n, — n)z]dt> (4.16)
0
esitsizligine ulagilir. (4.16) esitsizliginde |p’| < M olusu kullanilirsa ve gerekli olan

integral hesaplamalart yapilirsa (4.15) ile verilen esitsizlik elde edilerek ispat

tamamlanir.
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Sonuc 4.12: Teorem 4.11’de n = nitny

secilirse

—ny)E1 -
(nz —ny) <m+"ﬁ+( L o) + pn)]

2 15r©)" 2 —n)BE)

_ n1) lABIEﬁnZ{P(TH)} + n1+n2 nZ{P(nz)} ‘
(n,—ny)¢ 1 % c(n, —ny)? %
quxar@)gp+1><Mq_ 24__> (4.17)

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.13: Teorem 4.11°de & = 1 segilirse (4.15) esitsizligi Teorem 2.14’te verilen
(2.12) esitsizligine indirgenir.

Sonu¢ 4.14: Sonug 4.12°de & = 1 segilirse (4.17) esitsizligi Sonug 2.15’te verilen
(2.13) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.15: ny,n, € I° ve n; < n, i¢in p:I € R - R fonksiyonu [° tizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|9, [n,,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

c(n-ny)?  c(ny—n)? }

(E+2)(§+3)" E+2)(E+3)

gliclii konveks ise p’ € L[ny,n,], |p'| <M ve EMT(Z > max{

olmak iizere her n € [nl, nz], Ee(01],g>1 Ve%+$= 1 i¢in

p(n)
(n, —ny)BEIr )

[(n, — )¢ + (n — ny)?]

N e RACCIEE GRACH]

P
(n; —ny)B(§)

() + p(y)]|

1

(n— )i ( 1>%<Mq cm—n02>5

Sz —n)BOT®\E+1) \t+1 C+DE+3)
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1
(n, —n)s*! 1 M1 c(n, —n)?

b
+ (ny — B () (f + 1> (f +1 (E+2)E+ 3)) (4.18)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: (4.12) esitsizliginde sirastyla Holder esitsizligi farkli bir formda uygulanirsa ve
|p'|9nun [n4,n,] ilizerinde ¢ >0 modiilii ile gii¢lii konveks fonksiyon olusu

kullanilirsa

p(n)
(n, —n)BEI ()

1

(n; —ny)

pott
(n, —ny)B(E)

[(nz - n)f + (n - 7’11)51

[“2 15 (o)} + 4315, (p(n)}]

[p(n1) + p(n,)]

1

(n=m) " ' § ' &l q
< (n, = ny)BE)r () (j; t dt) <j; ts|p'(tn + (1 — t)n1)|th>

S|

1 1

(g =m (NP ) >q
", — BT @) (fo ; dt) ( J efloten+ (1 = ompeae

1

(n —ny)%*t 1 ; >p
=2 — )BT @) (f et
1

x ( f e Ltlo' M7 + (1 = Dlp' (019 — ct(1 — £)(n — nl)z]dt>q

1

(nz _ n)§+1 1 ¢ p
+ (n, —ny)BE)r) <-L ‘ dt)

X (f té[tlp’ M+ (1= Dlp' )] = ct(1 = ) (np — n)z]dt>q (4.19)
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esitsizligi elde edilir. (4.19) esitsizliginde |p’| < M olusu kullanilirsa ve gerekli olan
integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.18) ile verilen esitsizlik elde edilerek ispat

tamamlanir.

Sonug 4.16: Teorem 4.15’te n = " scgilirse

—n,)Et -
(n, = ny) <n1+nz)+( L o) + pn)]

2% gore)’\ 2 n, —n)B(&)

- nl) [ABI§1+n2 o} + n1+ni1,§2 {p(nz)}H

< (n,—ny)* 1 % M1 c(n, — ny)? %
= 2§B(O)I(§) (5 + 1) <5 +1 4(E+2)(E+ 3)>

(4.20)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.17: Teorem 4.15’te £ = 1 segilirse (4.18) esitsizligi Teorem 2.16°da verilen
(2.14) esitsizligine indirgenir.

Sonug¢ 4.18: Sonug 4.16’da & = 1 segilirse (4.20) esitsizligi Sonug 2.17°de verilen
(2.15) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.19: ny,n, € I° ve n; < n, i¢in p:I € R - R fonksiyonu [° tizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p’|9, [n,,n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii ile

giiclii konveks ise p' € Llny,n,l, o'l <M ve 51:31 >
c(n-nq)? c(ny—n)? .
n,n >
m {(g’p+z)(5p+3)’(5p+2)(§p+3)} olmak iizere her n € [ L, 2], Ee(01]l,g=p>1

1,1 ..
ve-+-=11i¢in
P aq

p(n)
(ny —ny)BI (&)

[(nz - n)f +(n— n1)€]

1
— s [ o) + 451 o))
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1-¢

+ (n, — n)B®) [p(ny) + p(n,)]

1

- (n —ny)8Ht ( q-1 )

~ (n; —n)BEOr\é(g-p)+q-1

><< M4 _ c(n—ny)? >%
fp+1 (Ep+2)Ep+3)

1

N (n, —n)t+? ( q—1 )

(n, —n)BEOr\lg-—p)+q-1

(4.21)

1
y < M c(n, —n)? )5
fp+1 (Ep+2)(Ep+3)
esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.15’in ispatinda oldugu gibi (4.12) esitsizliginde sirastyla Holder
esitsizligi farkli bir formda uygulanirsa ve |p’|9’nun [n,, n,] lizerinde ¢ > 0 modiilii

ile gliclii konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

p(n)
(n, —ny)BIr()

[(n, — )% + (n —ny)?¢]

— s [P ) + R o)
1—¢

+ (n, — ) B(E) [p(n1) + p(ny)]

1

(n —ny)*t 1 §(22) >1_E
S(nz—nl)B(f)I"(E)(fo e

1

1 q
X (f tPp'(tn + (1 — t)nl)lth>

(n, —n)s+? =4 >
+(n2—n1)B(f)r(f><fo e
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1

1 q
X <j tPp'(tn + (1 — t)nz)lth>
0

(50,
Sﬁh—mW@W@KLtq dt

X (f tP[tlp' M1+ (1 = O)p' ()| — ct(1 — t)(n — nl)z]dt>q
0

(np — n)f*? =) >
'%m—mm@WGKLtq g

X <f tPtlp' M)+ (A —t)|p' (n) |9 — ct(1 — t)(n, — n)z]dt>q (4.22)
0

1

esitsizligi elde edilir. (4.22) esitsizliginde |p’| < M olusu kullanilirsa ve gerekli olan
integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.21) ile verilen esitsizlik elde edilerek ispat

tamamlanir.

Sonug 4.20: Teorem 4.19’dan = > 12 secilirse

et -
S <n1+nz> ( — [p(n1) + p(ny)]

2518\ 2 1z — n)B ()

O IA31§1+nz{p(n1)} + n1+n2 "2{p(n2)}”

1

q
> (4.23)

<(m—mﬁ( q-1 f%<Mq__ c(n, = m)?
T25BOr\é(@-p)+q-1 Sp+1 4¢p+2)Ep+3)

esitsizligi elde edilir.

Calismanin bundan sonraki kisminda Lemma 3.2 kullanilarak ikinci mertebeden
tirevlerinin kuvvetleri giiglii konveks olan fonksiyonlar icin elde edilen integral

esitsizlikler siralanmistir.
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Teorem4.21:n,,n, € I°ven; < n,igin p:I € R — R fonksiyonu I° tizerinde ikinci

mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p"|, [n,n,] tizerinde ¢ > 0
modiilii ile giigli konveks ise p” € L[ny,n,], [p"| <M, ve EMle >
c(n-ny)?  c(np-n)?

(E+3)(E+4) (E+3)(E+4)

max{ } olmak iizere her n € [nl, nz] ve ¢ € [0,1] i¢in

1-¢
(nz —ny)B($)

w15 o)} + 451 {p(n)}] - [o(n) + p(n)]

nz_n1[

(n —ny)** — (n; —n)**!

(nz —n)BEOrEE +1)

B p(n)
(n; —n)B(EI ()

[(n, —n)¥ + (n—n¥]| + p’(n)‘

b (n— n1)f+2 < M, _ c(n— n1)2 >
Ty —n)BOrE+D\E+2 (E+3)(E+4)

(nz - n)f+2 M, C(nz - n)z

T — BTG + D <€ +2 CE+3)E+ 4)>

(4.24)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.2’deki esitlik ve iiggen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla

e o) + o)

— [#2 1 {p(n)} + 251 {p(n)}| - e ;

(n— n1)§+1 - (le - Tl)fﬂ

(n; —n)BErEE +1

p(n)
Bl (nz — nl)B(f)F(f) [(nz - n)f + (n— nl)f] +

p'(n)

(n— n1)€+2 !

=t —m)BOT®OE + 1) J,

ts+p" (tn + (1 — t)ny)| dt

4 (n, — n)é+? 1t5+1| "(tn + (1 - O)n,)| dt L5
(, —n)BOr@OE+ ), P " ny (4.25)

esitsizligi yazilir. (4.25) esitsizliginde |p"'| fonksiyonunun [n4,n,] lizerinde ¢ > 0

modiilii ile gii¢lii konveks olusu kullanilirsa
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£ £ 1-¢
[P R e ) + )Y - e Sp s ) + p()]
3 p(n) e e, o n)tt = (np )ttt
o T T 6 LA GVl R ey T3 Ty (5 Ty LG

(n— n1)€+2

= —n)BOTOE + 1)

X f t 1 tlp” (W] + (1 = Olp" ()] = ct(1 = ) (n — ny)?]dt
0

(nz - Tl)&z

e —n)BEOTOE + 1)

X f 51 tlp” ()| + (1 = D)p" ()] — ct(1 — )(n, —n)?dt  (4.26)
0

esitsizligi elde edilir. (4.26) esitsizliginde [p"| < M, olusu dikkate alinirsa ve (4.26)
esitsizligindeki gerekli integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.24) ile verilen esitsizlige

ulasilir.

Sonuc 4.22: Teorem 4.21°de n = 222 gecilirse

B -
S <n1+n2>+( — [p(n1) + p(n,)]

251 B(Or@) "\ 2 1z — n)BE)

O [A31§1+nz{p(n1)} + n1+n2 "Z{p(nZ)}H

(n, — n1)€+1 <€M1 c(ny —ny)? > (4.27)

S2FBOIOE+D\E+2 4G +HE+ 9
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.23: n,,n, € I°ven; < n, igin p:I € R — R fonksiyonu I° tizerinde ikinci
mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p"|9, [n,, n,] lizerinde ¢ > 0

modiilii ile giicli konveks ise p” € L[ny,n,], |p"|<M; ve M; 9>
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c(n-n)? c(ny—n)? .. 1,1 _
max{ . }olmakuzere hern € [nl, nz], §elo01],g>1 vep+ i 1
igin

(4215 (p 0} + 22 (o (1))] - —— s [p(n,) + p(1,)]

n,—mny " ! 2 2 (n; —ny)B(&) ! 2

p(n) (n —ny )8+ — (ny, —n)tH?

[(n, —n)¥ + (n—n¥]| + p’(n)‘

~ (n —n)BEIE) (n; —n)BErE +1

(n —n,)%+? 1 p( . cn—ny)? a
= (ny —n)BEOrE)E +1) ((E +Dp + 1) <M1 - 6 )

1

+

(n —n)**? 1 > c(n, —n)*\a
(n; —n)BOrE +1) ((f + Dp + 1) <Mf - T) (4.28)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.2°deki esitlik ve iiggen esitsizliginin integral versiyonu yardimiyla
(4.25) esitsizligi elde edilir. (4.25) esitsizliginde sirasiyla Holder esitsizligi ve
|p"|?9°nun [nq,n,] tlizerinde ¢ > 0 modiilii ile gii¢lii konveks fonksiyon olusu

kullanilirsa

S

——— [} + 421, ()] - S5 PO + p(n2)]

N, —nyg (n, —my

(n—n )%t — (n, —n)**?

p(n) ')
(n; —n)BEI@OE+1)"

B (n, —ny)BE)I'(é) [(nz - n)f +(n— nl)f] +

1 1

(n — nl)f+2 1 E41) D 1 ) 7
=, ~n)BOIOE + 1 ( fo ‘ pdt) ( fo lp" (tn + (1 - t)nl)lmt)

1 1

(nz _ n)€+2 ' (é+1) P ! 17 q
T, —nDBOTOE + 1) ( fo ‘ pdt) ( fo lp" (tn + (1 — t)n2)|th>

(n—ny)Ev2 . >5
= —n)B@OT®OE+ D (f Tt
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1

X (j [tlp" (M7 + (1 = O)]p" ()7 = ct(1 - t)(n - nl)z]dt>q
0

1

(np —n)** s >p
T e —BEOTOE + D (f e

x ([ Ttlp" (1 + (1 = D" ()19 = ct(1 = ) (n, — )?]dt ) (4.29)

esitsizligi elde edilir. (4.29) esitsizliginde |p"'| < M; olusu dikkate alinirsa ve (4.29)

esitsizligindeki gerekli integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.28) ile verilen esitsizlige

ulagilir.
Sonuc 4.24; Teorem 4.23’te n = =22 gecilirse
(ny —ny)ét ny +n, 1-¢
zf-lB@)r(f)p( )+ G P + 0]
CRET) [AB I§1+nz{p(n1)} + n1+n2 nz{p(nz)}H
(ny — n)f 1 ; (ny — n)?\d
n, —ny)tt 1 p c(n, —ny)*\a
= 25H1B(O(O)(E +1) ((f +Dp+ 1) <Mf 24 > (4:30)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.25: n,,n, € I°ven; < n, igin p:I € R — R fonksiyonu I° tizerinde ikinci

mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p”|?, [n, n,] lizerinde ¢ > 0

My 1
&+2

modiilii ile giiclii konveks ise p” € L[ny,n,l, |p"| <M; ve

c(n-ny)?  c(ny—n)? . 1
max {(&3)(&4),(&3)(&4)} olmak {iizere her n € [nl, nz], §el0,1],g>1 ve ;-I—
1 ..

Pl 1 i¢in
1 1-¢
AB € AB ¢ _
N, —ny [ In{P(Tl1)} + nInz{p(nZ)}] ( S — nl)B(E) [p(nl) + p(nz)]
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(n—n )t — (ny —n)**?

(n, —n)BEIr ) +1)

B p(n) s e
oy —nB@TE 2~ ()] +

p’(n)‘

< (n —ny)$+2 ( 1 >%< M{  cn—ny? >°11
Ty —n)BOr@OCE+D\E+2/ \&+2 (E+3)(E+4)

1

q
) (4.31)

N (n, — n)é*? ( 1 )%( Mm! c(n, —n)?

(n, —n)BEOIEOE+D\e+2/ \§+2 E+3)(E+4)
esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.25) esitsizliginde sirastyla Holder esitsizligi farkli bir formda uygulanirsa ve
|p"|?nun [nq,n,] lizerinde ¢ > 0 modiili ile giiclii konveks fonksiyon olusu

kullanilirsa

—§
(n; —ny)B(E)

——[*P 5 (p ()} + 4515, p(n)}| - [p(ny) + p(ny)]

nz—n1[

(n = n*! — (n, — n)f*

(ny —n)BEOr ) E +1)

p(n)
B (le - nl)B(f)r(f) [(le - n)f + (Tl — nl)f] +

p’(n)‘

1

1
(= n)?2 ' §+1 >5< ' E+1y 0 _ >E
=, — BTG + D ( fo e dt j; t5*1p" (tn + (1 — t)ny)|%dt

1 1

(nz—n)f+2 ' &+1 >5< 1 SH11p - >5
T, —nDBOTOE + 1) (fo td j; t5*p" (tn + (1 — t)ny)|%dt

T

(n—n,)**? ' E+1
=t BTG+ D (f ‘ dt)

1

x ( f 1t (]9 + (1= D)1p" (]9 — ct(d — ) (n - nl)z]dt>q

1

(n, — n)&z ! &+1 P
Tty —n)BEOTOE + 1) (f ‘ dt)
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1

x( j tfﬂ[ﬂp"(n)w+(1—t)|p"(nz)|q—ct(l—t)(nz—n)Z]dt>q (4.32)
0

esitsizligi elde edilir. (4.32) esitsizliginde |p"'| < M, olusu dikkate alinirsa ve (4.32)
esitsizligindeki gerekli integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.31) ile verilen esitsizlige

ulagilir.

Sonuc 4.26: Teorem 4.25’te n = 272 secilirse

(n, —ny)¢? <n1 + nz) 1-¢
(

2= ore” 2 =B ) )]

T [ABIEﬁnZ{p(nl)} + n1+n321§2{/3(n2)}H

1

a
> (4.33)

< (ny — ny)é+t ( 1 >%< Mf - c(n, —ny)?
T2MBOrOCE+D\E+2/ \§+2 4G +3)(E+4)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.27:ny,n, € I°ven,; < n, i¢in p:I € R - R fonksiyonu I° tizerinde ikinci

mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |p”|?, [n,, n,] tizerinde ¢ > 0

Mq 4
éptp+1 T

modiilii ile giicli konveks ise p” € L[ny,n,l, |p”|<M; ve

m { c(n-nq)? c(ny—-n)?

(Ep+p+2)(€p+p+3)'(€p+p+2)(€p+p+3)} olmak iizere her ne[”l'”Z]’ €

[0,1], g > 1ve%+%= 1 icin

-
(n, —ny)B(E)

(421 {p ()} + 4315, {p (n,)}] - [p(ny) + p(ny)]

n, —ny

(n—ny)** — (n, —n)**?

(n; —n)BEOT@OE+1) "

_ p(n)
(nz —ny)BE)()

"(n)

[(nz —n)f+ (- n1)§] +

1
1—=
q

- (n —ny)8+2 ( q—1 )
T —n)BOrOCE+H\E+D@-p)+q-1
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1

><< Mm! _ c(n —ny)? >5

Sptp+1 (Ep+p+2)Ep+p+3)

N (n, —n)ét2 ( qg—1 )1‘3
(n, —n)BEOr@OCE+D\E+1(@-p)+q-1

1

Mf c(n, —n)? q 234
X<fP+P+1_(5P+P+2)(fp+p+3)> (434)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.25’in ispatinda oldugu gibi (4.25) esitsizliginde sirasiyla Holder
esitsizligi farkli bir formda uygulanirsa ve |p” |2’ nun [ny, n,]| tizerinde ¢ > 0 modiilii

ile gliclii konveks fonksiyon olusu kullanilirsa

(215 (pr)} + 4815, (o)} - — o [p(n,) + p(n)]

n, —ny (ny —ny)B(§)

(n — n)E*1 — (n, — n)f*

(ny —n)BEOrE +1)

p(n)
B (le — nl)B(f)r(f) [(le - n)f + (Tl — nl)f] +

(n_nl)f+2 1 (€+1)(@) >1_
=t —n)BOT®OE+ 1 (f e

p'(n)

1
q

1

1 q
X (f tE+OP|p" (tn + (1 — t)ny) |9 dt>
0

1

(ny —n)**? T (D) >
+(n2—n1)B(f>r(f)(f+1)<fot e

1

1 q
X (f tE+UP|p" (tn + (1 — t)n,)|? dt>
0

1

(n —n,)*? L een(L2) >
S(nz—nl)B(f)r(f)<f+1)<fot e
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1

X (] tCHVP[t|p”" ()7 + (1 — Dp" ()] — ct(1 — ) (n — nl)z]dt>q
0

1

(ny —n)f*? ' een(IB) >
+(nz—n1)B(€)F(€)(€+1)<f0t e

1

x ( j (G DR ()] + (1 — B)]p" (nx)]9 — ct(L — ) (ny — n)Z]dt)q (435)
0

esitsizligi elde edilir.
(4.35) esitsizliginde |p"| < M, olusu dikkate alinirsa ve (4.35) esitsizligindeki gerekli

integral hesaplamalar1 yapilirsa (4.34) ile verilen esitsizlige ulasilir.

Sonuc 4.28: Teorem 4.27°den = % secilirse

[p(n1) + p(n2)]

(n, —ny)ft (nl + n2> N 1-¢
251 BOr@) '\ 2 (n, — n)B(©)

1) [ABlfﬁnz{p(nl)} + n1+ég {P(nz)}H

(n, — ny)H ( q—1 )1_%
T2ZMBAOrEOE+H\E+1D@-p)+q-1
1
M/ c(n, —ny)? a
<€p+p+1 4(fp+p+2)(fp+p+3)> (4.36)

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmada Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla giiglii
konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen
esitsizlikler literatiirde gii¢lii konveks fonksiyonlar i¢in bu operatorler yardimiyla elde
edilen ilk sonuclar olmasi agisindan Onemlidir. Ayrica bu sonuglarin bazilarinin
literatiirde daha once elde edilmis olan esitsizliklerin genellestirmelerinin oldugu
gozlemlenmistir. Dordiincti boliimde verilen sonuglar Kizil ve Avci Ardig [43]
tarafindan hazirlanan “Inequalities for strongly convex functions via Atangana-
Baleanu integral operators” baslikli makalede sunulmustur.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, tez ¢alismasinin iigiincii boliimiinde verilen
lemmalar1 kullanarak farklt konveks fonksiyon smiflar1 i¢in yeni sonuglar
uretebilecekleri gibi farkli lemmalar kullanarak giiglii konveks fonksiyonlar igin de

yeni sonuglar iretebilir.
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