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ÖZET 

 

HİPER HALKALARIN GENİŞLETİLMİŞ VE GENELLEŞTİRİLMİŞ 

MERKEZİ 

 

Damla YILMAZ 

Doktora Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Hasret DURNA 

2022, 63+ix sayfa 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır: 

Birinci bölümde, hiper halka teorisindeki tezde kullanılan temel tanım ve teoremler 

örneklerle verilmiştir. 

İkinci bölümde, hiper halkalar için genişletilmiş merkez tanımlanarak bir hiper cisim 

olduğu gösterilmiştir. Ayrıca hiper halkalarda genişletilmiş merkez ile türev arasında bazı 

bağıntılar verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, bir yarı asal hiper halkanın genelleştirilmiş merkezi tanımlanarak 

regüler hiper halka olduğu ispatlanmıştır. 

Dördüncü bölümde, asal hiper halkalar üzerinde yarı türev kavramı analiz edilmiştir. 

Genişletilmiş merkez ile ilişkilendirerek yarı türevlerin asal hiper halkadaki yapısı elde 

edilmiştir. 

  

 

Anahtar kelimeler: Hiper halka, (yarı) asal hiper ideal, genişletilmiş merkez, türev, 

quotient hiper halka.  
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This thesis consists of four parts: 

In the first part, the basic definitions and theorems used in the thesis in hyperring theory 

are given with examples.  

In the second part, the extended centroid for hyperrings is defined and it is shown to be a 

hyperfield. Also, some relations between the extended centroid and derivation in 

hyperrings are given. 

In the third part, the generalized centroid of a semiprime hyperring is defined and it is 

proved that it is a regular hyperring.  

In the fourth part, semi-derivation notation on prime hyperrings is analyzed. By 

associating with the extended centroid, the structure of the semi-derivations in prime 

hyperring is obtained.  
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GİRİŞ

Hiper cebirsel yapılar, klasik cebirsel yapıların uygun bir genellemesidir. Bir

klasik cebirsel yapıda, iki elemanın i̧slem sonucu bir eleman olmasına rağmen

bir hiper cebirsel yapıda iki elemanın i̧slem sonucu bir kümedir.

H 6= ∅ bir küme ve P ∗(H), H kümesinin boş kümeden farklıalt kümelerinin

kümesi olmak üzere,

fi : H ×H → P ∗(H), i = 1, 2, ..., n ve n ∈ Z+

dönüşümlerine (ikili) hiper i̧slemler denir. (H, f1, ..., fn) cebirsel sistemine ise

bir (ikili) hiper yapıdenir. Genel olarak n = 1 veya n = 2’dir.

Belirli koşullar altında fi dönüşümleri kullanılarak yarıhiper grup, hiper grup,

hiper halka veya hiper cisim yapılarıelde edilir.

Bazıdurumlarda, dı̧s (external) hiper i̧slemler yani;

R 6= H olmak üzere h : R×H → P ∗(H)

biçimindeki dönüşümler düşünülür. Burada R bir halka veya bir hiper halka

yapısıdır. Hiper yapıların bir örneği, bir dı̧s (external) hiper i̧slem ve bir iç

(internal) hiper i̧slem ile verilir ve bu yapıhiper modül olarak adlandırılır.

Sadece bir iç (internal) hiper i̧slem ile verilen (H, f) ikili yapısına bir hiper

grupoid (hypergroupoid) denir.

Hiper grup yapısıilk olarak 1934 yılında Fransız matematikçi F. Marty tarafın-

dan sunulmuştur. Hiper grup teorisinde ortaya çıkan durumlar, grup teoriye

göre fazlasıyla çeşitli ve karmaşıktır. Örneğin, hiper gruplar arasında farklı

homomorfizma türleri ve kapalı, terslenebilir, ultrakapalı, eşlenebilir gibi alt

hiper grup çeşitleri vardır.
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H boş kümeden farklı bir küme ve ◦ : H × H → P ∗(H) bir hiper i̧slem

olsun. Eğer

(1) Her a, b, c ∈ H için a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c,

(2) Her a ∈ H için a ◦H = H = H ◦ a

koşullarısağlanıyor ise (H, ◦) bir hiper gruptur.

1956 yılında M. Krasner, hiper halka ve hiper cisim yapılarınıkurmuştur.

(R,+, ·) cebirsel yapısıaşağıdaki koşullarısağlıyor ise bir Krasner hiper halka

olarak adlandırılır.

(1) (R,+) bir kanonikal hiper gruptur, yani;

(i) Her x, y, z ∈ R için x+ (y + z) = (x+ y) + z,

(ii) Her x, y ∈ R için x+ y = y + x,

(iii) Her x ∈ R için 0 + x = {x} olacak biçimde 0 ∈ R vardır,

(iv) Her x ∈ R için 0 ∈ x+ x
′
olacak biçimde bir tek x

′ ∈ R vardır,

(v) z ∈ x+ y iken y ∈ −x+ z ve x ∈ z − y sağlanır.

(2) (R, ·) iki taraflıyutan elemanı0 olan bir yarıgruptur,

(3) Her x, y, z ∈ R için x·(y+z) = x·y+x·z ve (y+z)·x = y ·x+z ·x geçerlidir.

Bir hiper halkanın sıfırdan farklı elemanlarının kümesi çarpımsal bir grup

oluyor ise bu hiper halkaya bir hiper cisim denir.

1970’li yıllarda hiper yapılar teorisi önemli bir geli̧sme göstermi̧stir. Örneğin,

hiper yapılar üzerinde bağıntılar tanımlanmı̧s, hiper yapılar ile sıralısistem-

ler özellikle latisler arasında bazıbağlantılar kurulmuştur. Devam eden yıllar

boyunca hiper yapılar üzerinde birçok sonuç elde edilmi̧stir. Ayrıca hiper hal-

kaların farklıiki türü daha tanımlanmı̧stır. Bunların ilki toplamanın bir ikili

i̧slem çarpmanın ise bir hiper i̧slem olduğu hiper halka türüdür. Diğer hiper

halka türünde ise hem toplama hem de çarpma hiper i̧slem olarak alınmı̧stır.
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Bizim çalı̧smamız Krasner hiper halka yapısınıele almaktadır.

Hiper cebirsel yapılar çeşitli bilimlerde birçok uygulamaya sahiptir. P. Corsini

ve V. Leoreano özellikle geometri, hiper graflar, ikili bağıntılar, latisler, fuzzy

kümeleri üzerinde hiper cebirsel yapıların bazıuygulamalarınısunmuşlardır.

Hiper yapıların biyoloji, kimya, fizik, yapay zeka, kodlama, olasılık gibi farklı

disiplinlerde de birçok uygulamasıvardır.

Asal halkalar üzerinde türev kavramı 1957 yılında E. C. Posner tarafından

verilmi̧stir ve halkanın deği̧smeli olma koşullarıtürev ile ili̧skilendirilerek ince-

lenmi̧stir.

R bir halka ve d : R→ R bir toplamsal dönüşüm olsun. Eğer her r, s ∈ R için

d(rs) = d(r)s+ rd(s) oluyor ise d dönüşümüne R halkasının bir türevi denir.

İlerleyen yıllarda farklı türev tanımları yapılmı̧s, bu türevlerin asal ve yarı

asal halkalardaki özellikleri birçok araştırmacının konusu olmuştur. Farklı

türevler ile ilgili yapılan bu çalı̧smalarda halkanın deği̧smeli olma koşulları

araştırılmı̧stır.

Halkalar üzerinde türev kavramından daha genel olan yarı türev yapısı J.

Bergen tarafından 1983 yılında verilmi̧stir.

R bir halka olsun. f : R → R toplamsal dönüşümü, g : R → R dönüşümü ile

birlikte aşağıdaki koşullarısağlıyor ise bir yarıtürev olarak adlandırılır. Her

r, s ∈ R için

f(rs) = f(r)g(s) + rf(s) = f(r)s+ g(r)f(s) ve f(g(r)) = g(f(r))

geçerlidir.

J. C. Chang, türevli halkalarda iyi bilinen bazı özellikleri yarı türevler için

genelleştirmi̧stir. R asal halkasıve g (örten olmasıgerekmeyen) ile belirlenmi̧s

f yarıtürevi için g dönüşümünün bir homomorfizm olduğunu göstermi̧stir ve
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halkanın deği̧smeli olma koşullarınıyarıtürevler için incelemi̧stir.

Halka teoride yapılan çalı̧smalarda, Martindale Kesirler Halkasıönemli bir rol

oynamaktadır. Bu konu hakkındaki çalı̧smalar, Martindale’ın 1969 yılındaki

çalı̧smasıile başlamı̧stır. 1989’da Passman ve 1995’te Beidar, Martindale III

ve Mikhalev bu teoriye önemli katkılarda bulunmuştur.

U , R asal halkasının sıfırdan farklıbir ideali olsun. U idealinden R içine olan

tüm sol R-modül homomorfizmalarının kümesine M diyelim.

M = {fU | f : U → R sol R-modül homomorfizması}

kümesi üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlanan "∼" bağıntısıbir denklik bağın-

tısıdır:

“fU ≈ gV ⇔ R’nin sıfırdan farklıW ⊆ U ∩ V ideali üzerinde f = g sağlanır.”

M kümesinin bir fU elemanının denklik sınıfınıfU ile gösterelim. M kümesinin

denklik sınıflarının kümesine Qr (R) diyelim. Qr (R) kümesi

fU + gV = f + gU∩V

fUgV = fgV U

i̧slemleri ile R halkasınıkapsayan bir asal halkadır ve R, Qr (R) içine λr : R→

R, (x 7→ λr (x) = rx) R-modül homomorfizmalarıyardımıile gömülebilir. Bu

şekilde oluşturulan Qr (R) halkasına sağ Martindale kesirler halkası(quotients

halkası) denir. Benzer şekilde Ql (R) sol Martindale kesirler halkasıda tanım-

lanabilir. Qr (R) (Ql (R)) halkasının merkezine R asal halkasının geni̧sletilmi̧s

merkezi (extended centroid) denir ve C ile gösterilir. Z (R), R’nin merkezi ol-

mak üzere Z (R) ⊆ C olduğu açıktır. Üstelik bir R asal halkasının geni̧sletilmi̧s

merkezi bir cisimdir.
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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde hiper halkalar teorisi ile

ilgili bazıtemel tanım ve teoremler verilmi̧stir. İkinci ve üçüncü bölümlerde

hiper halkalar için geni̧sletilmi̧s ve genelleştirilmi̧s merkez tanımlarıverilerek

özellikleri incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde ise asal hiper halkalar üzerinde

yarıtürev kavramısunularak bazıtemel özellikleri incelenmi̧stir.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, hiper halka teorisindeki diğer bölümlerde kullanılacak olan temel

tanım ve teoremler örneklerle verilecektir.

Tanım 1.1: H boş kümeden farklı bir küme ve P ∗(H), H kümesinin boş

olmayan alt kümelerinin kümesi olsun.

fi : H ×H → P ∗(H), i = 1, 2, ..., n ve n ∈ Z+

biçiminde tanımlıdönüşümlere (ikili) hiper i̧slemler denir.

Bu durumda (H, f1, ..., fn) cebirsel sistemi ise bir (ikili) hiper yapıolarak ad-

landırılır. Genel olarak n = 1 veya n = 2’dir.

Belirli koşulları sağlayan fi dönüşümleri kullanılarak yarı hiper grup, hiper

grup, hiper halka veya hiper cisim yapılarıelde edilir.

Tanım 1.2: H boş kümeden farklıbir küme ve ◦ : H × H → P ∗(H) bir

hiper i̧slem olsun. Bu durumda (H, ◦) ikili yapısına bir hiper grupoid (hyper-

groupoid) denir.

∅ 6= A,B ⊆ H ve x ∈ H için

A ◦B =
⋃
a∈A
b∈B

a ◦ b, A ◦ x = A ◦ {x} ve x ◦B = {x} ◦B

biçimindedir.

Tanım 1.3: (H, ◦) bir hiper grupoid olsun. Eğer her a, b, c ∈ H için

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

koşulu sağlanıyor ise (H, ◦) bir yarıhiper gruptur denir.

Buradan, bir yarıhiper grup⋃
u∈a◦b

u ◦ c =
⋃
v∈b◦c

a ◦ v
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özelliğine sahip bir hiper grupoid yapısıdır.

Tanım 1.4: Bir (H, ◦) hiper grupoidi her a ∈ H için

a ◦H = H ◦ a = H

koşulunu sağlıyor ise hemen hemen hiper grup (quasi-hiper grup) olarak ad-

landırılır. Bu özelliğe "reproduction aksiyomu" denir.

Tanım 1.5: (H, ◦) bir hiper grupoid olsun. Eğer H hem yarı hiper grup

hem de quasi-hiper grup oluyor ise bu durumda (H, ◦) bir hiper gruptur denir.

Örnek 1.6: (G, ·) bir grup ve H, G’nin bir normal alt grubu olsun. Her

x, y ∈ G için

x ◦ y = xyH

biçiminde tanımlıi̧slem ile (G, ◦) bir hiper gruptur. Gerçekten, her x, y, z ∈ G

için

(x ◦ y) ◦ z =
⋃
t∈x◦y

t ◦ z =
⋃
h1∈H

(xyh1) ◦ z =
⋃
h1∈H

xyh1zH

sağlanır. Diğer taraftan, her x, y, z ∈ G için

x ◦ (y ◦ z) =
⋃
t∈y◦z

x ◦ t =
⋃
h2∈H

x ◦ (yzh2) =
⋃
h2∈H

xyzh2H

geçerlidir. Burada H, G grubunun normal alt grubu olduğundan her z ∈ G

için Hz = zH yazılır. Dolayısıyla (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) olur. Ayrıca her

x ∈ G için

x ◦G =
⋃
g∈G

x ◦ g =
⋃
g∈G

xgH =
⋃
k∈G

kH = G

geçerlidir. Çünkü, burada “a, b ∈ H için a ≡ b(modH) ⇔ ab−1 ∈ H”denklik

bağıntısıile belirlenen denklik sınıflarının kümesi ya iki̧ser iki̧ser ayrıktır ya da

birbirine eşittir ve
⋃
g∈G

gH = G’dir. Böylece (G, ◦) bir hiper grup yapısıdır.
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Örnek 1.7: R reel sayılar kümesi üzerinde;

∀x ∈ R, x ◦ x = x ve x 6= y olan her x, y ∈ R için x ◦ y = (x, y)

hiper i̧slemi tanımlansın. Bu durumda (R, ◦) bir hiper gruptur. Gerçekten,

x < y < z birbirinden farklıreel sayılar olmak üzere

(x ◦ y) ◦ z =
⋃
k∈x◦y

k ◦ z =
⋃

k∈(x,y)

k ◦ z =
⋃

k∈(x,y)

(k, z) = (x, z)

ve

x ◦ (y ◦ z) =
⋃
t∈y◦z

x ◦ t =
⋃

t∈(y,z)

x ◦ t =
⋃

t∈(y,z)

(x, t) = (x, z)

sağlanır. Ayrıca her x reel sayısıiçin

x ◦ R =
⋃
y∈R

x ◦ y =


⋃
x,y∈R

(x, y) ; x 6= y⋃
x∈R

{x} ; x = y

 = R

geçerlidir. Dolayısıyla (R, ◦) bir hiper gruptur.

Tanım 1.8: Aşağıdaki koşullarısağlayan (R,+, ·) cebirsel yapısına bir Kras-

ner hiper halka denir.

(1) (R,+) bir kanonikal hiper gruptur, yani;

(i) Her x, y, z ∈ R için x+ (y + z) = (x+ y) + z,

(ii) Her x, y ∈ R için x+ y = y + x,

(iii) Her x ∈ R için 0 + x = {x} olacak biçimde 0 ∈ R vardır,

(iv) Her x ∈ R için 0 ∈ x+ x
′
olacak biçimde bir x

′ ∈ R vardır, (genel olarak

x
′
elemanıyerine −x yazılır ve x elemanının tersi diye adlandırılır.)

(v) z ∈ x+ y olduğunda y ∈ −x+ z ve x ∈ z − y sağlanır.

(2) (R, ·) iki taraflıyutan elemanı0 olan bir yarıgruptur,

(3) Her x, y, z ∈ R için x ·(y+z) = x ·y+x ·z ve (y+z) ·x = y ·x+z ·x sağlanır.

Eğer (R, ·) deği̧smeli yarıgrup (birim elamana sahip) ise bu durumda (R,+, ·)

8



Krasner hiper halkasıdeği̧smeli (birimli) hiper halka olarak adlandırılır.

Örnek 1.9: R = {0, 1, 2} kümesi üzerinde “+”hiper i̧slemi ve “·”ikili i̧slemi

aşağıdaki gibi tanımlansın:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 R

2 2 R 2

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 1 2

Bu durumda (R,+, ·) bir Krasner hiper halkadır.

Örnek 1.10: (A, ·) kümesi “0” ile bir yarı grup ve (A − {0} , ·) bir grup

olsun. A kümesi üzerinde

x+ y =


y + x = {x} , y = 0

A− {x} , x = y 6= 0

{x, y} , x, y ∈ A− {0} ve x 6= y


hiper i̧slemi tanımlansın. Bu durumda (A,+, ·) bir Krasner hiper halkadır.

Burada, her x ∈ A için x + 0 = 0 + x = {x} olduğundan A hiper halkasının

toplamsal birimi 0’dır. Ayrıca 0 ∈ 0 + 0 ve x 6= 0 için 0 ∈ x + x = A − {x}

olduğundan her x ∈ A elemanının tersi kendisidir.

Örnek 1.11: (R,+, ·) bir Krasner hiper halka olsun.

A =


 r s

0 0

∣∣∣∣∣∣ r, s ∈ R


kümesi üzerinde “⊕”hiper i̧slemi ve “�”ikili i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın.

∀r1, r2, s1, s2 ∈ R, r1 s1

0 0

⊕
 r2 s2

0 0

 =


 a b

0 0

∣∣∣∣∣∣ a ∈ r1 + r2, b ∈ s1 + s2


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ve  r1 s1

0 0

�
 r2 s2

0 0

 =

 r1r2 r1s2

0 0

 .
Bu durumda (A,⊕,�) bir Krasner hiper halkadır.

Bu tez boyunca hiper halkalar Krasner hiper halka olarak alınacaktır. Ayrıca

x · y gösterimi yerine xy ve 0 + x = {x} gösterimi yerine de 0 + x = x kul-

lanılacaktır.

Tanım 1.12: (R,+, ·) bir hiper halka ve ∅ 6= A ⊆ R olsun. Eğer (A,+, ·) bir

hiper halka oluyor ise A kümesine R’nin bir alt hiper halkasıdenir.

Tanım 1.13: R bir hiper halka ve A kümesi R’nin bir alt hiper halkasıolsun.

Eğer her r ∈ R, her a ∈ A için ra ∈ A (ar ∈ A) oluyor ise A kümesine R hiper

halkasının sol (sağ) hiper ideali denir. Eğer A hem sol hem sağ hiper ideal ise

A bir hiper idealdir denir.

Lemma 1.14: R bir hiper halka ve ∅ 6= A ⊆ R olsun. Bu durumda, A

kümesi R’nin bir sol (sağ) hiper idealidir. ⇔

(1) a, b ∈ A iken a− b ⊆ A,

(2) a ∈ A, r ∈ R iken ra ∈ A (ar ∈ A) sağlanır.

İspat: Eğer A kümesi R’nin bir sol (sağ) hiper ideali ise verilen koşulların sağ-

landı̆gıaçıktır. Tersine, kabul edelim ki (1) ve (2) koşullarısağlansın. A 6= ∅

olduğu verilmi̧stir. Her a ∈ A için (1) koşulundan, 0 ∈ a− a ⊆ A ve 0− a ⊆ A

olduğundan −a ∈ A koşullarısağlanır. Ayrıca A kümesi R’nin bir alt kümesi

olduğundan hiper halka olmanın diğer koşullarıA kümesi için de geçerlidir. O

halde A, R’nin bir alt hiper halkasıdır. (2) koşulu da sağlandı̆gıiçin A kümesi

R hiper halkasının bir sol (sağ) hiper idealidir.
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Örnek 1.15: (R,+, ·) bir hiper halka olsun. Her x ∈ R için

Annr(x) = {y ∈ R | xy = 0}

kümesi R’nin bir sağ hiper idealidir. Gerçekten, 0 ∈ R ve her x ∈ R için

x0 = 0 olduğundan 0 ∈ Annr(x) sağlanır. Yani Annr(x) 6= ∅’dir. Herhangi

y1, y2 ∈ Annr(x) için xy1 = 0 ve xy2 = 0 olduğundan x(y1 + y2) = xy1 +xy2 =

0 + 0 = 0 sağlanır. Buradan her z ∈ y1 + y2 için xz = 0’dır. O halde

y1 + y2 ⊆ Annr(x) olur. Ayrıca, herhangi y ∈ Annr(x) ve r ∈ R için xy = 0

olduğundan x(yr) = (xy)r = 0r = 0 yazıldı̆gı için yr ∈ Annr(x) geçerlidir.

Böylece Annr(x) kümesi R hiper halkasının bir sağ hiper idealidir. Bu hiper

ideale x elemanının R’de sağ sıfırlayanıdenir.

Benzer şekilde R’de x elemanıiçin sol sıfırlayan kümesi

Annl(x) = {y ∈ R | yx = 0}

biçiminde tanımlanır. Eğer Annr(x) = Annl(x) ise bu durumda Ann(x) gös-

terimi kullanılır.

Örnek 1.16: R = {0, a, b, c} kümesi üzerinde hiper toplama ve ikili çarpma

i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:

⊕ 0 a b c

0 0 a b c

a a {0, b} {a, c} b

b b {a, c} {0, b} a

c c b a 0

� 0 a b c

0 0 0 0 0

a 0 a b c

b 0 b b 0

c 0 c 0 c

Bu durumda (R,⊕,�) bir Krasner hiper halkadır. BuradaAnn(0) = {0, a, b, c},

Ann(a) = {0}, Ann(b) = {0, c} ve Ann(c) = {0, b} kümeleri R’nin hiper ide-

alleridir.
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Tanım 1.17: R bir hiper halka, ∅ 6= A,B ⊆ R olsun. Bu durumda

A+B = {x | x ∈ a+ b, a ∈ A, b ∈ B}

ve

AB =

{
x | x ∈

n∑
i=1

aibi, ai ∈ A, bi ∈ B, n ∈ Z+

}
biçiminde tanımlanır.

Eğer A ve B kümeleri R hiper halkasının hiper idealleri ise A + B ve AB

kümeleri de R’nin hiper idealleridir.

Tanım 1.18: R bir hiper halka ve P , R’nin bir hiper ideali olsun. Eğer

R’nin A ve B hiper idealleri için AB ⊆ P olduğunda A ⊆ P veya B ⊆ P

oluyor ise P hiper idealine R hiper halkasının asal hiper ideali denir.

Tanım 1.19: R bir hiper halka ve P , R’nin bir hiper ideali olsun. Eğer

R’nin A hiper ideali için A2 ⊆ P olduğunda A ⊆ P oluyor ise bu durumda P

hiper idealine R’nin yarıasal hiper ideali denir.

Açıktır ki R hiper halkasının her asal hiper ideali onun bir yarı asal hiper

idealidir, fakat tersi genel olarak doğru değildir.

Örnek 1.20: R = {a, b, c, d, e, f, g, h} kümesi üzerinde “⊕” hiper toplama

i̧slemi ve “�”ikili çarpma i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:
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⊕ a b c d e f g h

a a b c d e f g h

b b b {a, b, c, d} b f f {e, f, g, h} f

c c {a, b, c, d} c c g {e, f, g, h} g g

d d b c a h f g e

e e f g h {a, e} {b, f} {c, g} {d, h}

f f f {e, f, g, h} f {b, f} {b, f} R {b, f}

g g {e, f, g, h} g g {c, g} R {c, g} {c, g}

h h f g e {d, h} {b, f} {c, g} {a, e}

� a b c d e f g h

a a a a a a a a a

b a b c d a b c d

c a c b d a c b d

d a a a a a a a a

e a a a a e e e e

f a b c d e f g h

g a c b d e g f h

h a a a a e e e e

Bu durumda (R,⊕,�) bir Krasner hiper halkadır. Burada {a, d} kümesi

R hiper halkasının yarı asal hiper idealidir, fakat R’nin bir asal hiper ide-

ali değildir. Gerçekten, {a, b, c, d} � {a, d, e, h} = {a, d} olmasına rağmen

{a, b, c, d} * {a, d} ve {a, d, e, h} * {a, d}’dir. Ayrıca {a, b, c, d} ve {a, d, e, h}

kümeleri R’nin asal hiper idealleridir.

Örnek 1.21: Örnek 1.16’da verilen (R,⊕,�) Krasner hiper halkasında {0},

R’nin bir yarıasal hiper ideali olup asal hiper ideali değildir. Çünkü, {0, b} �

{0, c} = {0}, fakat {0, b} * {0} ve {0, c} * {0}’dır.
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Tanım 1.22: R bir hiper halka olsun. Eğer a, b ∈ R için aRb = 0 olduğunda

a = 0 veya b = 0 oluyor ise R’ye asal hiper halka denir.

Örnek 1.23: R = {0, 1, 2} kümesi üzerinde “+” hiper i̧slemi ve “·” ikili

i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 R

2 2 R 2

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 1 2

Bu durumda (R,+, ·) bir asal hiper halkadır.

Tanım 1.24: R bir hiper halka olsun. Eğer her x ∈ R için xRx = 0 olduğunda

x = 0 oluyor ise R yarıasal hiper halkadır denir.

Açıktır ki, her asal hiper halka bir yarıasal hiper halkadır. Fakat tersi genel

olarak doğru değildir.

Örnek 1.25: R = {e, a, b, c, d, f} kümesi üzerinde hiper toplama ve ikili

çarpma i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:

+ e a b c d f

e e a b c d f

a a a {e, a, b} d d {c, d, f}

b b {e, a, b} b f {c, d, f} f

c c d f e a b

d d d {c, d, f} a a {e, a, b}

f f {c, d, f} f b {e, a, b} b
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· e a b c d f

e e e e e e e

a e a b e a b

b e a b e a b

c e e e c c c

d e a b c d f

f e a b c d f

Burada (R,+, ·) bir yarı asal hiper halkadır. Fakat aRc = e iken a, c 6= e

olduğu için R asal hiper halka değildir.

Tanım 1.26: R bir hiper halka olsun. Eğer x ∈ R için 0 ∈ nx =

n-tane︷ ︸︸ ︷
x+ x+ ...+ x

olduğunda x = 0 oluyor ise R’ye n-torsion free hiper halka denir.

Örnek 1.27: Örnek 1.23’te verilen R hiper halkasıbir 2-torsion free hiper

halkadır. Örnek 1.25’te verilen R hiper halkası 3-torsion free olan fakat 2-

torsion free olmayan bir hiper halka örneğidir. Çünkü e ∈ 2c sağlanırken

c 6= e’dir.

Tanım 1.28: R birimli, deği̧smeli bir hiper halka olsun. Eğer her a, b ∈ R

için ab = 0 olduğunda a = 0 veya b = 0 oluyor ise R’ye hiper tamlık bölgesi

(hyperdomain) denir.

Örnek 1.29: R = {0, 1, 2, 3} kümesi üzerinde hiper toplama ve ikili çarpma

i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:
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⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 {0, 2, 3} {1, 2} {1, 3}

2 2 {1, 2} {0, 1, 3} {2, 3}

3 3 {1, 3} {2, 3} {0, 1, 2}

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 3 1

3 0 3 1 2

(R,⊕, ·), 1 birim elemanlı deği̧smeli hiper halkadır ve xy = 0 iken x = 0

veya y = 0’dır. Yani R bir hiper tamlık bölgesidir.

Tanım 1.30: R bir hiper halka olsun. Eğer (R − {0} , ·) bir grup ise R

hiper halkasına (Krasner) hiper cisim denir.

Örnek 1.31: S = {0, 1,−1} kümesi üzerinde bilinen çarpma i̧slemi ve 1⊕1 =

{1}, −1⊕−1 = {−1}, x⊕ 0 = 0⊕ x = {x} ve 1⊕−1 = −1⊕ 1 = {0, 1,−1}

hiper toplama i̧slemi verilsin. Bu durumda S bir hiper cisimdir.

Tanım 1.32: A ve B iki hiper halka, f : A→ B bir dönüşüm olsun. Eğer her

x, y ∈ A için

f(x+ y) ⊆ f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y) ve f(0) = 0

oluyor ise f dönüşümüne bir homomorfizm denir. ∀x, y ∈ A,

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y) ve f(0) = 0

sağlanıyor ise f dönüşümüne iyi (good) homomorfizm denir.

Eğer f good homomorfizması birebir ve örten ise f izomorfizm olarak ad-

landırılır ve A ∼= B yazılır. f : A → B bir izomorfizm ise f−1 : B → A bir

izomorfizmdir.
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f : A → B bir homomorfizm olsun. {x ∈ A | f(x) = 0} kümesine f homo-

morfizmasının çekirdeği denir ve ker f ile gösterilir. {f(x) | x ∈ A} kümesine

ise f homomorfizmasının görüntü kümesi denir ve Im f ile gösterilir.

Örnek 1.33: (G,≤) tam sıralıdeği̧smeli bir grup olmak üzere,

x ◦ y = {x+ y, |x− y|}

hiper i̧slemi tanımlansın. Bu i̧slem ile elde edilen hiper grubu H(G) ile göstere-

lim.

f : H(Z)→ H(Z), f(n) =

 0 ; n çift ise

1 ; n tek ise


dönüşümü bir homomorfizmadır, fakat bir good homomorfizma değildir.

Gerçekten, x ve y tek tamsayılar olmak üzere her a ∈ f(x ◦ y) için a = f(s),

s ∈ x ◦ y sağlanır. s ∈ x ◦ y =


çift︷ ︸︸ ︷
x+ y,

çift︷ ︸︸ ︷
|x− y|

 olduğundan f(s) = 0’dır.

Yani a = 0 olur. Diğer taraftan

f(x) ◦ f(y) = 1 ◦ 1 = {1 + 1, |1− 1|} = {2, 0}

olur. Buradan f(x ◦ y) ( f(x) ◦ f(y) elde edilir.

Aşağıdaki teorem bir hiper halka homomorfizmasının genel özelliklerini ver-

mektedir.

Teorem 1.34: A ve B hiper halkalar, f : A → B homomorfizm olsun.

Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) Her x ∈ A için f(−x) = −f(x);

(ii) ker f , A’nın bir hiper idealidir;

(iii) f birebir ise ker f = {0};

(iv)f good homomorfizm ve ker f = {0} ise f birebirdir;
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(v) f bir good homomorfizm ise f(A), B’nin alt hiper halkasıdır.

İspat:

(i) x ∈ A olsun. 0 ∈ x− x olduğundan

f(0) ∈ f(x− x) ⊆ f(x) + f(−x)

dir. f homomorfizma olduğundan f(0) = 0 ve 0 ∈ f(x) + f(−x) olur. Böylece

f(−x), (B,+) kanonikal hiper grubunda f(x) elemanının tersidir. O halde

f(−x) = −f(x) elde edilir.

(ii) f(0) = 0 olduğundan 0 ∈ ker f’dir.

x, y ∈ ker f alalım. Bu durumda f(x) = 0 = f(y) sağlanır.

f(x+ y) ⊆ f(x) + f(y) = 0 + 0 = {0}

olur ki x+ y ⊆ ker f’dir.

x ∈ ker f ve z ∈ A için

f(zx) = f(z)f(x) = f(z)0 = 0 ve f(xz) = f(x)f(z) = 0f(z) = 0

olduğundan zx, xz ∈ ker f olur. O halde ker f , A’nın bir hiper idealidir.

(iii) f birebir olsun. a ∈ ker f alalım. Bu durumda f(a) = 0 = f(0)’dır.

f birebir olduğundan a = 0 olur. O halde ker f = {0} bulunur.

(iv) f bir good homomorfizm ve ker f = {0} olsun. x, y ∈ A için f(x) = f(y)

olsun. O halde

0 ∈ f(x)− f(x) = f(x)− f(y) = f(x) + f(−y) = f(x− y)

olur. Buradan bir z ∈ x − y için f(z) = 0 olur. Bu durumda z ∈ ker f =

{0}’dır. O halde 0 ∈ x−y bulunur. Yani −y, (A,+) kanonikal hiper grubunda

x elemanının tersidir. Böylece −y = −x yani x = y’dir.
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(v) Kabul edelim ki f bir good homomorfizm olsun. ∀x, y ∈ A,

f(x) + f(y) = f(x+ y) ⊆ f(A)

−f(x) = f(−x) ⊆ f(A)

f(x)f(y) = f(xy) ∈ f(A)

ifadeleri doğrudur. Böylece f(A), B’nin bir alt hiper halkasıdır.

Not: Teorem 1.34’te verilen (iv) ve (v) özellikleri f sadece homomorfizm

olduğunda genelde sağlanmaz.

Örnek 1.35: [0, 1] kapalıbirim aralı̆gıüzerinde

x⊕ y =

 {max {x, y}} ; x 6= y

[0, x] ; x = y


hiper i̧slemi ve bilinen çarpma i̧slemi tanımlansın. ([0, 1],⊕, ·) bir hiper halka-

dır.

f : [0, 1]→ [0, 1], f(0) = 0 ve ∀x ∈ (0, 1], f(x) = 1

biçiminde tanımlı dönüşüm bir homomorfizmdir, fakat good homomorfizm

değildir. Burada

f(x⊕y) =



f({0}) = {0} = 0⊕ 0 = f(x)⊕ f(y) ; x = y = 0

f({x}) = {1} = 1⊕ 0 = f(x)⊕ f(y) ; x > y = 0

f({x}) = {1} ( [0, 1] = 1⊕ 1 = f(x)⊕ f(y) ; x > y > 0

f([0, x]) = {0, 1} ( [0, 1] = 1⊕ 1 = f(x)⊕ f(y) ; x = y > 0


ve

f(xy) = f(x)f(y) =

 0 ; x = 0 veya y = 0

1 ; x 6= 0 ve y 6= 0


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geçerlidir. Burada ker f = {0} olmasına rağmen f birebir değildir. Ayrıca

f([0, 1]) = {0, 1} kümesi ([0, 1],⊕, ·) hiper halkasının bir alt hiper halkası

değildir.

Tanım 1.36: (R,+, ·) bir hiper halka ve (M,+) bir hiper grup olsun.

· : R×M →M , (a,m) 7→ a ·m

dönüşümü tanımlansın. Eğer ∀a, b ∈ R ve ∀m, m1, m2 ∈M ,

(i) a · (m1 +m2) = a ·m1 + a ·m2,

(ii) (a+ b) ·m = (a ·m) + (b ·m),

(iii) (a · b) ·m = a · (b ·m),

(iv) 0R ·m = 0M

koşullarısağlanıyor ise M bir sol R-hiper modüldür denir.

Örnek 1.37: R bir hiper halka olsun. Z ve Z2 deği̧smeli gruplarıR-hiper

modüldür.

Tanım 1.38: R bir hiper halka, A ve B iki R-hiper modül olsun. f : A→ B

dönüşümü tanımlansın. Her r ∈ R, her x, y ∈ A için

(i) f(x+ y) ⊆ f(x) + f(y)

(ii) f(xr) = f(x)r

oluyor ise f dönüşümüne bir sağ R-homomorfizm denir.
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2. HİPER HALKALARIN GENİŞLETİLMİŞ MERKEZİ

Bu bölümde "Extended Centroid of Hyperrings" adlıçalı̧smamız ayrıntılarıyla

verilecektir. Hiper halkalar için geni̧sletilmi̧s merkez tanımlanarak bir hiper

cisim olduğu gösterilecektir. Ayrıca hiper halkalarda geni̧sletilmi̧s merkez ile

türev arasındaki bazıbağıntılar verilecektir.

R bir asal hiper halka olsun. R’nin sıfırdan farklıtüm hiper ideallerinin kümesi

H = H(R) ile gösterilsin. Yani,

H = H(R) = {U | {0R} 6= U, R’nin hiper ideali}

olsun.

F = {fU | U ∈ H ve f : U → R bir good sağ R-homomorfizm}

kümesi üzerinde,

“fU ≈ gV :⇔ ∃K ⊆ U ∩ V ve K ∈ H vardır öyle ki K üzerinde f = g’dir.”

bağıntısıtanımlansın. “≈”bağıntısıbir denklik bağıntısıdır.

Gerçekten, her fU ∈ F için U ⊆ U∩U ve U kümesi üzerinde f = f olduğundan

“≈”bağıntısıyansıyandır.

fU , gV ∈ F için fU ≈ gV olsun. Bu durumda, ∃K ⊆ U ∩ V olacak biçimde

bir K ∈ H vardır ki K üzerinde f = g’dir. Buradan ∃K ⊆ V ∩ U ve K ∈ H

vardır ki K üzerinde g = f sağlanır. Dolayısıyla gV ≈ fU olur ve “≈”bağıntısı

simetriktir.

fU , gV , hW ∈ F için fU ≈ gV ve gV ≈ hW olsun. Bu durumda ∃K1 ∈ H

ve K1 ⊆ U ∩ V vardır öyle ki K1 üzerinde f = g’dir. Yine ∃K2 ∈ H ve

K2 ⊆ V ∩W vardır öyle ki K2 üzerinde g = h’dir. O halde

K3 := K1 ∩K2 ⊆ (U ∩ V ) ∩ (V ∩W ) = (U ∩ V ) ∩W ⊆ U ∩W
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alınırsa, her x ∈ K3 için f(x) = g(x) = h(x) olduğundan K3 üzerinde f = h

elde edilir. Yani “≈”bağıntısıgeçi̧smelidir. Böylece “≈”bağıntısıF üzerinde

bir denklik bağıntısıdır.

Herhangi fU ∈ F elemanının denklik sınıfıfU ve F kümesindeki bütün denklik

sınıflarının kümesi Qr ile gösterilsin.

Qr kümesi üzerinde “+”hiper i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın.

∀fU , gV ∈ Qr,

fU + gV := f + gU∩V .

Kabul edelim ki her x, y ∈ U ∩ V için x = y olsun.

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(y) + g(y) = (f + g)(y)

olduğundan f + g : U ∩ V → R iyi tanımlıdır.

∀x, y ∈ U ∩ V ve ∀r ∈ R,

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y)

= f(x) + g(x) + f(y) + g(y) = (f + g)(x) + (f + g)(y)

ve

(f + g)(xr) = f(xr) + g(xr) = f(x)r + g(x)r

= (f(x) + g(x))r = ((f + g)(x))r

olduğundan f + g : U ∩ V → R bir good sağ R-homomorfizmdir. Böylece

f + gU∩V ∈ Qr olur.

f1U1 = f2U2 ve g1V1 = g2V2 olsun. Bu durumda f1U1
≈ f2U2

ve g1V1
≈ g2V2

olur.

Buradan f1U1
≈ f2U2

olduğundan ∃K1 ∈ H ve K1 ⊆ U1 ∩ U2 vardır öyle ki

K1 üzerinde f1 = f2 sağlanır. Ayrıca g1V1
≈ g2V2

olduğundan ∃K2 ∈ H ve

K2 ⊆ V1 ∩ V2 vardır öyle ki K2 üzerinde g1 = g2’dir.

K := K1 ∩K2 ⊆ (U1 ∩ U2) ∩ (V1 ∩ V2) = (U1 ∩ V1) ∩ (U2 ∩ V2)
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alınırsa, her x ∈ K için

(f1 + g1) (x) = f1 (x) + g1 (x)

=
⋃
{t(x) | t(x) ∈ f1 (x) + g1 (x)}

=
⋃
{t(x) ∈ f2 (x) + g2 (x)}

= f2 (x) + g2 (x) = (f2 + g2) (x)

olur. Yani K üzerinde f1 + g1 = f2 + g2 sağlanır. Bu durumda f1 + g1U1∩V1
≈

f2 + g2U2∩V2
olur. O halde Qr üzerindeki toplama i̧slemi iyi tanımlıdır.

fU , gV , hW ∈ Qr alalım. U ∩ (V ∩ W ) = (U ∩ V ) ∩ W olduğundan ∀x ∈

U ∩ (V ∩W ),

[(f + g) + h] (x) = (f + g)(x) + h(x)

=
⋃

t(x)∈(f+g)(x)

t(x) + h(x)

=
⋃

t(x)∈(f+g)(x)

{k(x) | k(x) ∈ t(x) + h(x)}

=
⋃
{k(x) | k(x) ∈ (f(x) + g(x)) + h(x)}

=
⋃
{k(x) | k(x) ∈ f(x) + (g(x) + h(x))}

=
⋃

p(x)∈g(x)+h(x)

{k(x) | k(x) ∈ f(x) + p(x)}

=
⋃

p(x)∈(g+h)(x)

f(x) + p(x) = f(x) + (g + h)(x)

= [f + (g + h)] (x)

elde edilir. Buradan U ∩ (V ∩W ) kümesi üzerinde (f + g) + h = f + (g + h)

sağlanır. O halde
(
fU + gV

)
+ hW = fU +

(
gV + hW

)
olur.

fU , gV ∈ Qr için U ∩ V = V ∩ U olduğundan ∀x ∈ U ∩ V,

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)

sağlanır. O halde U ∩V üzerinde f+g = g+f geçerlidir ve fU +gV = gV +fU

sağlanır.
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θ : R → R, x 7→ 0 dönüşümü bir good sağ R-homomorfizmdir. Dolayısıyla

θR ∈ Qr’dir. fU ∈ Qr alalım. U ⊆ U ∩R olduğundan ∀x ∈ U,

(θ + f)(x) = θ(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x)

ve

(f + θ)(x) = f(x) + θ(x) = f(x) + 0 = f(x)

olur. Buradan U üzerinde θ + f = f = f + θ sağlanır. O halde θR + fU =

fU = fU + θR’dir. θR ∈ Qr toplamsal birimdir.

−f : U → R, x 7→ −f(x) = (−f)(x) olmak üzere −fU ∈ Qr alalım. Burada

−f(x), R hiper halkasında f(x) elemanının tersi olduğundan ∀x ∈ U,

θ(x) ∈ f(x)− f(x) = f(x) + (−f)(x)

geçerlidir. O halde θR ∈ fU + (−fU) olur.

∀fU , gV , hW ∈ Qr, hW ∈ fU + gV olsun. Bu durumda ∃f1 ∈ fUve g1 ∈ gV

vardır öyle ki h = f1 + g1 sağlanır. Herhangi bir x ∈ K(∈ H) ⊆ U ∩ V için

h(x) = (f1 + g1)(x) = f1(x) + f2(x) ⊆ f(x) + g(x)

olur. R bir hiper halka olduğundan h(x) ∈ f(x)+g(x) iken g(x) ∈ −f(x)+h(x)

ve f(x) ∈ h(x)− g(x) geçerlidir.

O halde g(x) ∈ (−f+h)(x) ve f(x) ∈ (h−g)(x) olur. Buradan gV ∈ −fU+hW

ve fU ∈ hW − gV elde edilir.

Böylece (Qr,+) bir kanonikal hiper gruptur.

Qr üzerinde “.”i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın. ∀fU , gV ∈ Qr
−
fU
−
gV := fgV U .

Burada fg : V U → R bir good sağ R-homomorfizmdir. Gerçekten, x, y ∈ V U

için x = y olsun. O halde

(fg)(x) = f(g(x)) = f(g(y)) = (fg)(y)
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olduğundan fg : V U → R iyi tanımlıdır.∑
sonlu

biai,
∑
sonlu

bjaj ⊆ V U alalım. Bu durumda

(f1g1)

(∑
sonlu

biai +
∑
sonlu

bjaj

)

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai +
∑
sonlu

bjaj

))

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai

)
+ g1

(∑
sonlu

bjaj

))

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai

))
+ f1

(
g1

(∑
sonlu

bjaj

))

= (f1g1)

(∑
sonlu

biai

)
+ (f1g1)

(∑
sonlu

bjaj

)

ve r ∈ R için

(fg)((
∑
sonlu

biai)r)

= f(
∑
sonlu

g(bi)ai)r

= (fg)(
∑
sonlu

biai)r

olduğundan fg : V U → R bir good sağ R-homomorfizmdir. O halde fgV U ∈

Qr olur.

Kabul edelim ki f1U1
≈ f2U2

ve g1V1
≈ g2V2

olsun. Bu durumda ∃K1(∈ H)

⊆ U1 ∩ U2 vardır öyle ki K1 üzerinde f1 = f2 ’dir ve ∃K2(∈ H) ve K2 ⊆

V1 ∩ V2 vardır öyle ki K2 üzerinde g1 = g2 ’dir. Ayrıca V1U1 ∩ V2U2 ⊆

(U1 ∩ V1) ∩ (U2 ∩ V2) = (U1 ∩ U2) ∩ (V1 ∩ V2) olduğundan ∃K ∈ H vardır

öyle ki K ⊆ V1U1 ∩ V2U2 olur. O halde ai ∈ V1 ∩ V2 ve bi ∈ U1 ∩ U2 olmak

üzere
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(f1g1)

(∑
sonlu

aibi

)
= f1

(
g1

(∑
sonlu

aibi

))

= f1

(∑
sonlu

g1 (ai) bi

)

= f1

(∑
sonlu

g2 (ai) bi

)

= f2

(∑
sonlu

g2 (ai) bi

)

= (f2g2)

(∑
sonlu

aibi

)
olur. Böylece K üzerinde f1g1 = f2g2 geçerlidir. f1g1V1U1

≈ f2g2V2U2
olduğun-

dan “·”i̧slemi iyi tanımlıdır.

fU , gV , hW ∈ Qr olsun. W (V U) = (WV )U olduğundan her x ∈ W (V U)

için

[(fg)h] (x) = (fg) (h (x)) = f (g (h (x)))

= f ((gh) (x)) = (f (gh)) (x)

olur. Yani W (V U) üzerinde (fg)h = f (gh) sağlanır. O halde (fUgV )hW

= fU(gV hW ) elde edilir. Her fU ∈ Qr için RU ⊆ RU ∩ R ve RU üzerinde

fθ = θ = θf olduğundan fUθR = θR = θRfU geçerlidir.

fU , gV , hW ∈ Qr olsun. (V ∩W )U ⊆ V U ∩ WU olduğundan her ai ∈ U

ve bi ∈ V ∩W için

[f (g + h)]

(∑
sonlu

biai

)

= f

(
(g + h)

(∑
sonlu

biai

))

= f

(
g

(∑
sonlu

biai

)
+ h

(∑
sonlu

biai

))
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= f

(∑
sonlu

g (bi) ai +
∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(∑
sonlu

g (bi) ai

)
+ f

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(
g

(∑
sonlu

biai

))
+ f

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (fg)

(∑
sonlu

biai

)
+ (fh)

(∑
sonlu

biai

)

= (fg + fh)

(∑
sonlu

biai

)
olur. Buradan (V ∩W )U üzerinde f (g + h) = fg + fh sağlanır.

Ayrıca W (U ∩ V ) ⊆ WU ∩WV olduğundan her bi ∈ W,ai ∈ U ∩ V için

[(f + g)h]

(∑
sonlu

biai

)
= (f + g)

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (f + g)

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(∑
sonlu

h (bi) ai

)
+ g

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(
h

(∑
sonlu

biai

))
+ g

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (fh)

(∑
sonlu

biai

)
+ (gh)

(∑
sonlu

biai

)

= (fh+ gh)

(∑
sonlu

biai

)
olur. Buradan W (U ∩ V ) üzerinde (f + g)h = fh+ gh’dir.

Böylece Qr üzerinde “·”i̧sleminin “+”i̧slemi üzerine sağdan ve soldan dağılma

özelliği vardır.

O halde (Qr,+, ·) bir Krasner hiper halkadır.

1R ∈ Qr, 1 : R → R, x 7→ x dönüşümünü alalım. RU ⊆ U olduğundan her

x ∈ RU ve
−
fU ∈ Qr için (f1)(x) = f(1(x)) = f(x) ve (1f)(x) = 1(f(x)) =

f(x) sağlanır. Buradan fU1R = 1R fU = fU elde edilir. Yani, 1R elemanıQr

hiper halkasının çarpımsal birimidir.
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Teorem 2.1: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda R, Qr içine bir

alt hiper halka olarak gömülebilir.

İspat : a ∈ R olsun. λa : R → R, r 7→ λa (r) = ar dönüşümü tanımlan-

sın. Buradan r, s ∈ R için r = s ise ar = as olduğundan λa (r) = λa (s) olur.

∀r, s ∈ R,

λa (r + s) = a (r + s) = ar + as = λa (r) + λa (s)

ve

λa (rs) = a (rs) = (ar) s = λa (r) s

olduğundan λa bir good sağ R-homomorfizmdir. Bu durumda λaR ∈ Qr’dir.

λ : R→ Qr, λ(a) = λaR

dönüşümünü tanımlayalım. Burada λ iyi tanımlıve bir good homomorfizmdir.

Ayrıca

kerλ =

{
a ∈ R | λ(a) =

−
θR

}
=

{
a ∈ R | λaR =

−
θR

}
=

{
a ∈ R | λa

R
≈ θR

}
= {a ∈ R | aR = 0}

= {a ∈ R | a = 0} = {0}

sağlanır. Dolayısıyla λ birebirdir. Böylece R, Qr içine gömülebilir.

Tanım 2.2: R bir asal hiper halka olsun.

Qr =

{
−
fU

∣∣∣∣ f : U → R sağ good R-homomorfizm ve U ∈ H
}

hiper halkasına, R’nin sağ kesirler (quotients) hiper halkasıdenir.

Kullanımda kolaylık olmasıaçısından qU ∈ Qr yerine q alınacaktır.

Lemma 2.3: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda sıfırdan farklıher

q ∈ Qr için q (U) ⊆ R olacak biçimde R’nin sıfırdan farklıbir U hiper ideali
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vardır.

İspat: q ∈ Qr alalım. Bu durumda q = fU olacak biçimde R’nin sıfırdan farklı

bir U hiper ideali vardır. Herhangi bir a ∈ U için λa : R→ R, r 7→ λa (r) = ar

bir good sağ R-homomorfizm olduğundan her x ∈ U için

(fλa) (x) = f (λa (x)) = f (ax) = f (a)x = λf(a) (x)

olur ve buradan U üzerinde fλa = λf(a) elde edilir. Dolayısıyla fUλaR = λf(a)
R

yazılır. O halde qλ (U) ⊆ λ (R)’dir. R ∼= λ (R) olduğundan q(U) ⊆ R yazıla-

bilir.

Lemma 2.4: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda R’nin Qr sağ ke-

sirler (quotients) hiper halkasıbir asal hiper halkadır.

İspat: p, q ∈ Qr ve pQrq = θ olsun. Eğer p 6= θ ve q 6= θ ise p(U) ⊆ R

ve q(V ) ⊆ R olacak biçimde R’nin sıfırdan farklıU ve V hiper idealleri vardır.

p 6= θ ve q 6= θ olduğundan sıfırdan farklıu ∈ U ve v ∈ V elemanları için

p(u) 6= 0R ve q(v) 6= 0R geçerlidir. R, Qr’nin bir alt hiper halkasıolduğundan

p(u)Rq(v) ⊆ p(u)Qrq(v) = {0R}

sağlanır. Buradan p(u)Rq(v) = {0R} elde edilir. R asal hiper halka olduğun-

dan p(u) = 0R veya q(v) = 0R’dir. Bu ise p(u) 6= 0R ve q(v) 6= 0R olmasıile

çeli̧sir. O halde kabulümüz yanlı̧stır. pQrq = θ iken p = θ veya q = θ elde

edilir. Böylece Qr bir asal hiper halkadır.

Tanım 2.5: R bir asal hiper halka ve Qr, R’nin sağ kesirler (quotients) hiper

halkasıolsun. Buna göre

C := {g ∈ Qr | ∀f ∈ Qr, gf = fg}

kümesine Qr’nin merkezi ve R hiper halkasının geni̧sletilmi̧s merkezi (extended

centroid) denir.
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C, Qr’nin bir alt hiper halkasıdır. Gerçekten, 0 ∈ Qr için 0 ∈ C olduğun-

dan C 6= ∅’dir. C ⊆ Qr olduğu açıktır. g1, g2 ∈ C alalım. ∀f ∈ Qr,

f(g1 + g2) = fg1 + fg2 = g1f + g2f = (g1 + g2)f

ve

f(g1g2) = (fg1)g2 = (g1f)g2 = g1(fg2) = g1(g2f) = (g1g2)f

olduğundan g1 + g2 ⊆ C ve g1g2 ∈ C’dir.

θ 6= c ∈ C alalım. Herhangi bir f ∈ C için cf = θ olsun. Buradan her g ∈ Qr
için gcf = θ ve c ∈ C olduğundan cgf = θ elde edilir. Qr asal hiper halka ve

c 6= θ olduğundan f = θ bulunur. Böylece C bir hiper tamlık bölgesidir.

Teorem 2.6: C bir hiper cisimdir.

İspat: 0 6= c ∈ C alalım. Bu durumda c ∈ Qr olduğundan cU ⊆ R ola-

cak biçimde R’nin sıfırdan farklıU hiper ideali vardır. R asal hiper halka

olduğundan cU 6= {0R}’dir. c ∈ C olduğundan {0R} 6= V = cU alırsak, V

kümesi R hiper halkasının bir hiper ideali olur. Gerçekten, her cx, cy ∈ V için

cx+ cy = c(x+ y) ⊆ V ve her r ∈ R için cxr ∈ V ve rcx = crx ∈ V sağlanır.

d : V → R, ca 7→ a dönüşümünü tanımlayalım. a, b ∈ U için ca = cb olsun.

c ∈ C olduğundan ac = bc olur. Buradan c = fU olmak üzere λa
R
fU = λb

R
fU

sağlanır. Dolayısıyla λaf = λbf ’dir. Böylece ∃K ∈ H ve K ⊆ U vardır öyleki

K üzerinde λaf = λbf sağlanır. ∀x ∈ K, λa(f(x)) = λb(f(x)) olacağından

af(x) = bf(x) elde edilir. c = fU 6= θ olduğundan bir x ∈ K için f(x) 6= 0R

olacaktır. Dolayısıyla 0 ∈ (a− b)f(x) yani 0 ∈ a− b olduğundan a = b olur. d

dönüşümü iyi tanımlıdır. Her ca, cb ∈ V için

d(ca+ cb) = d(c(a+ b)) = a+ b = d(ca) + d(cb)

ve her r ∈ R için
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d((ca)r) = d(c(ar)) = ar = d(ca)r

sağlanır. Dolayısıyla d : V → R bir sağ good R-homomorfizmdir. Bu durumda

d ∈ Qr olur. Ayrıca her a ∈ U için d(ca) = (dc)a = a = 1(a) olduğundan

dc = 1 elde edilir. Böylece θ 6= c ∈ C tersinirdir. Yani C bir hiper cisimdir.

Tanım 2.7: R asal hiper halka ve C, R’nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere

S = RC kümesine R’nin merkezi kapanı̧sı(central closure) denir.

Lemma 2.8: S = RC kümesi Qr’nin bir alt hiper halkasıdır. Ayrıca S

bir asal hiper halkadır.

İspat: θ ∈ C olduğundan θ ∈ S’dir. Herhangi s1, s2 ∈ S için s1 ∈
∑
sonlu

rici ve

s2 ∈
∑
sonlu

rjcj, ri, rj ∈ R, ci, cj ∈ C olsun.

s1 + s2 ⊆
∑
sonlu

rici + rjcj ⊆ S

ve

s1s2 ∈
(∑
sonlu

rici

)(∑
sonlu

rjcj

)
⊆ S

olduğundan S, Qr’nin bir alt hiper halkasıdır.

S’nin asal olduğu Qr’nin asallı̆gına benzer olarak gösterilebilir.

Teorem 2.9: R bir asal hiper halka ve S, R’nin merkezi kapanı̧sı olsun.

Eğer a, b ∈ S olmak üzere her x ∈ R için axb = bxa oluyor ise qa = b olacak

biçimde en az bir q ∈ C vardır.

İspat: a 6= θ ve b 6= θ olsun. S ⊆ Qr olduğundan Lemma 2.3’ten, aU ⊆ R ve

bU ⊆ R olacak biçimdeR’nin sıfırdan farklıbir U hiper ideali vardır. V = UaU
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olarak alırsak,

f : V → R, f

(∑
i

xiayi

)
=
∑
i

xibyi, xi, yi ∈ U

dönüşümü tanımlanır. Kabul edelim ki
∑
i

xiayi = 0 olsun. Bu durumda

0 = br
∑
i

xiayi =
∑
i

(br)xiayi =
∑
i

b(rxi)ayi

=
∑
i

a(rxi)byi =
∑
i

(ar)xibyi = ar
∑
i

xibyi

olur. Böylece aUR

(∑
i

xibyi

)
⊆ aR

(∑
i

xibyi

)
= 0 elde edilir. Yani

(aU)R

(∑
i

xibyi

)
= 0 olur ki R asal hiper halka olduğundan

∑
i

xibyi = 0

bulunur. O halde f iyi tanımlıdır.

∑
i

xiayi,
∑
i

xjayj ∈ V = UaU için

f

(∑
sonlu

xiayi +
∑
sonlu

xjayj

)
= f

(∑
sonlu

x
′

iay
′

i

)
=

∑
sonlu

x
′

iby
′

i

=
∑
sonlu

xibyi +
∑
sonlu

xjbyj

= f

(∑
sonlu

xiayi

)
+ f

(∑
sonlu

xjayj

)
sağlanır.∑
sonlu

xiayi ∈ V ve r ∈ R için

f

((∑
sonlu

xiayi

)
r

)
= f

(∑
sonlu

xia(yir)

)

=
∑
sonlu

xib(yir) =

(∑
sonlu

xibyi

)
r

= f

(∑
sonlu

xiayi

)
r
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olduğundan f bir sağ good R-homomorfizmdir.

q = fV ∈ Qr olsun. Lemma 2.3’ten, herhangi p ∈ Qr için pK ⊆ R olacak

biçimde R’nin sıfırdan farklıK hiper ideali vardır. O halde x, y ∈ U ve z ∈ K

için

(qp)(zxay) = q((pz)xay) = (pz)xby

= p(zxby) = p(q(zxay)) = (pq)(zxay)

olur. KU ⊆ K ∩ U ve KU kümesi üzerinde qp = pq sağlanır. Buradan q ∈ C

elde edilir.

Özel olarak,

0 ∈ xby − xby = q(xay)− xby = xqay − xby = x(qa− b)y

sağlanır. O halde U(qa− b)U = {0} olur. V = UaU olduğundan

V (qa− b)V = UaU(qa− b)UaU = {0}

elde edilir. R asal hiper halka olduğundan qa = b elde edilir.

Hiper halkalarda türev kavramı2013 yılında A. Asokkumar tarafından aşağı-

daki biçimde verilmi̧stir.

Tanım 2.10: R bir hiper halka olsun. Eğer d : R→ R dönüşümü her x, y ∈ R

için

(i) d(x+ y) ⊆ d(x) + d(y)

(ii) d(xy) ∈ d(x)y + xd(y)

koşullarınısağlıyor ise d dönüşümüne türev denir.

Önerme 2.11: R asal hiper halka olmak üzere d, R üzerinde bir türev ve

a ∈ R olsun. Eğer her r ∈ R için ad(r) = 0 (veya d(r)a = 0) ise bu durumda

a = 0 veya d = 0’dır. (Asokkumar, A. (2013))
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İspat: x, y ∈ R alalım. Kabul edelim ki her r ∈ R için ad(r) = 0 olsun.

Bu durumda

0 = ad(xy) ∈ a(d(x)y + xd(y))

= ad(x)y + axd(y)

= 0 + axd(y)

= axd(y)

elde edilir. R asal hiper halka olduğundan a = 0 veya d(y) = 0 olur. Eğer

a 6= 0 ise her y ∈ R için d(y) = 0 sağlanır. Yani, d = 0 bulunur.

Önerme 2.12: R bir asal hiper halka, C onun geni̧sletilmi̧s merkezi olsun. R

üzerinde sıfırdan farklıd1 ve d2 türevlerini alalım. Eğer her x, y ∈ R için

d1(x)d2(y) = d2(x)d1(y) (2.1)

oluyor ise bu durumda her x ∈ R için d2(x) = λd1(x) olacak biçimde bir λ ∈ C

vardır.

İspat: x, y ∈ R için

0 ∈ d1(x)d2(y)− d2(x)d1(y) (2.2)

geçerlidir. (2.2) bağıntısında x yerine xz yazılırsa,

0 ∈ d1(x)zd2(y)− d2(x)zd1(y)

olur. Buradan her x, y ∈ R için

d1(x)zd2(y) = d2(x)zd1(y) (2.3)

elde edilir. Teorem 2.9’dan, d2(x) = λ(x)d1(x) olacak biçimde bir λ(x) ∈ C

vardır. O halde (2.3) eşitliğinden, 0 ∈ (λ(x)−λ(y))d1(x)zd1(y) elde edilir. Bu

durumda bir t ∈ λ(x)−λ(y) için 0 = td1(x)zd1(y) sağlanır. R asal hiper halka

ve d1 6= 0 olduğundan Önerme 2.11’den, t = 0 bulunur. Yani, her x, y ∈ R
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için λ(x) = λ(y) olur. Böylece d2(x) = λd1(x) olacak biçimde bir λ ∈ C vardır.

Önerme 2.13: R bir asal hiper halka ve C onun geni̧sletilmi̧s merkezi olmak

üzere d, g, h ve f sıfırdan farklıtürevler olsun. Kabul edelim ki her x, y ∈ R

için d(x)g(y) = h(x)f(y) sağlansın. Eğer d 6= 0 ve f 6= 0 ise bu durumda

g(x) = λf(x) ve h(x) = λd(x) olacak biçimde bir λ ∈ C vardır.

İspat: Hipotezden, her x, y ∈ R için

0 ∈ d(x)g(y)− h(x)f(y) (2.4)

sağlanır. (2.4) ifadesinde y yerine yz yazarsak,

0 ∈ d(x)g(yz)− h(x)f(yz) ⊆ d(x)(g(y)z + yg(z))− h(x)(f(y)z + yf(z))

= (d(x)g(y)− h(x)f(y))z + d(x)yg(z)− h(x)yf(z)

olur. Buradan her x, y, z ∈ R için

0 ∈ d(x)yg(z)− h(x)yf(z) (2.5)

elde edilir. (2.5) ifadesinde, y yerine yf(t) yazarsak

0 ∈ d(x)yf(t)g(z)− h(x)yf(t)f(z) = d(x)yf(t)g(z)− d(x)yg(t)f(z)

= d(x)y(f(t)g(z)− g(t)f(z))

olur. d 6= 0 olduğundan Önerme 2.11’den f(t)g(z) = g(t)f(z) elde edilir.

Önerme 2.12’den, her z ∈ R için g(z) = λf(z) sağlanır. O halde

0 ∈ d(x)yλf(z)− h(x)yf(z) = (λd(x)− h(x))yf(z)

bulunur. f 6= 0 olduğundan Önerme 2.11 kullanılarak her x ∈ R için h(x) =

λd(x) bulunur.
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3. HİPER HALKALARIN GENELLEŞTİRİLMİŞ MERKEZİ

Bu bölümde "Generalized centroid of hyperrings" adlı çalı̧smamız ayrıntılı

olarak verilecektir. Yarıasal hiper halkaların genelleştirilmi̧s merkezi tanımla-

narak bir regüler hiper halka olduğu ispatlanacaktır.

Lemma 3.1: R bir yarı asal hiper halka ve U, R’nin sıfırdan farklı bir

hiper ideali olsun. Bu durumda Annr(U) = Annl(U) geçerlidir. O halde

Annr(U) = Annl(U) = Ann(U) yazılır.

İspat: UAnnr(U) = {0R} ve Annl(U)U = {0R} sağlanır. R yarıasal hiper

halka ve Annr(U)(UAnnr(U))U = {0R} olduğundan Annr(U)U = {0R}’dir.

Yani Annr(U) ⊆ Annl(U) olur. Benzer şekilde Annl(U) ⊆ Annr(U) olduğu

gösterilebilir. Dolayısıyla Annr(U) = Annl(U) elde edilir.

R bir yarıasal hiper halka olsun. R’nin sıfırlayanısıfır olan bütün sıfırdan

farklıhiper ideallerinin kümesi M ile gösterilsin. Yani,

M = {U | {0R} 6= U, R’nin hiper ideali ve AnnU = {0R}}

olsun. Bu durumda M kümesi çarpma i̧slemi altında kapalıdır. Gerçekten,

U, V ∈ M alalım. Bu durumda her x ∈ R için UV x = {0R}’dir. Buradan

V x ⊆ AnnU = {0R} yani V x = {0R} olur. O halde x ∈ AnnV = {0R} yani

x = 0R bulunur. Böylece UV ∈M elde edilir.

Γ = {fU | f : U → R sağ good R-homomorfizm ve U ∈M}

kümesi üzerinde;

“fU ≈ gV :⇔ ∃K ⊆ U ∩ V ve K ∈M vardır öyle ki K üzerinde f = g’dir.”

bağıntısıtanımlansın. M kümesi çarpmaya göre kapalıolduğundan birK ∈M

bulmak mümkündür ve ” ≈ ” bir denklik bağıntısıdır. Bu bağıntıile Γ denklik
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sınıflarına ayrılır. Herhangi fU ∈ Γ elemanının denklik sınıfıfU ile ve bütün

denklik sınıflarının kümesi de Qr ile gösterilsin.

Qr üzerinde “+” i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın.

∀fU , gV ∈ Qr,

fU + gV := f + gU∩V .

Burada f + g : U ∩ V → R bir good sağ R-homomorfizmdir.

Kabul edelim ki her x, y ∈ U ∩ V için x = y olsun.

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(y) + g(y) = (f + g)(y)

olduğundan f + g : U ∩ V → R iyi tanımlıdır. Her x, y ∈ U ∩ V ve her r ∈ R

için

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y)

= f(x) + g(x) + f(y) + g(y) = (f + g)(x) + (f + g)(y)

ve

(f + g)(xr) = f(xr) + g(xr) = f(x)r + g(x)r

= (f(x) + g(x))r = ((f + g)(x))r

olduğundan f + g : U ∩ V → R bir good sağ R-homomorfizmdir. Böylece

f + gU∩V ∈ Qr olur.

f1U1 = f2U2 ve g1V1 = g2V2 olsun. Bu durumda f1U1
≈ f2U2

ve g1V1
≈ g2V2

olur. Buradan f1U1
≈ f2U2

olduğundan ∃K1 ∈ M ve K1 ⊆ U1 ∩ U2 vardır öyle

ki K1 üzerinde f1 = f2 sağlanır. Ayrıca g1V1
≈ g2V2

olduğundan ∃K2 ∈ M ve

K2 ⊆ V1 ∩ V2 vardır öyle ki K2 üzerinde g1 = g2’dir.

K := K1 ∩K2 ⊆ (U1 ∩ U2) ∩ (V1 ∩ V2) = (U1 ∩ V1) ∩ (U2 ∩ V2)

alalım. ∀x ∈ K,

(f1 + g1) (x) = f1 (x) + g1 (x) =
⋃
{t(x) | t(x) ∈ f1 (x) + g1 (x)}

=
⋃
{t(x) ∈ f2 (x) + g2 (x)} = f2 (x) + g2 (x) = (f2 + g2) (x)
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olur. Yani K üzerinde f1 + g1 = f2 + g2 sağlanır. Bu durumda f1 + g1U1∩V1
≈

f2 + g2U2∩V2
sağlanır. O halde Qr üzerindeki toplama i̧slemi iyi tanımlıdır.

fU , gV , hH ∈ Qr alalım. U ∩ (V ∩ H) = (U ∩ V ) ∩ H olduğundan her

x ∈ U ∩ (V ∩H) için

[(f + g) + h] (x) = (f + g)(x) + h(x)

=
⋃

t(x)∈(f+g)(x)

t(x) + h(x)

=
⋃

t(x)∈(f+g)(x)

{k(x) | k(x) ∈ t(x) + h(x)}

=
⋃
{k(x) | k(x) ∈ (f(x) + g(x)) + h(x)}

=
⋃
{k(x) | k(x) ∈ f(x) + (g(x) + h(x))}

=
⋃

p(x)∈g(x)+h(x)

{k(x) | k(x) ∈ f(x) + p(x)}

=
⋃

p(x)∈(g+h)(x)

f(x) + p(x) = f(x) + (g + h)(x)

= [f + (g + h)] (x)

elde edilir. Buradan U ∩ (V ∩H) kümesi üzerinde (f + g) + h = f + (g + h)

sağlanır. O halde (
−
fU +

−
gV ) +

−
hH =

−
fU + (

−
gV +

−
hH) olur.

fU , gV ∈ Qr için U ∩ V = V ∩ U olduğundan her x ∈ U ∩ V için

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)

sağlanır. O halde U ∩V üzerinde f+g = g+f geçerlidir ve fU +gV = gV +fU

olur.

θ : R → R, x 7→ 0 dönüşümü bir good sağ R-homomorfizmdir. Dolayısıyla

θR ∈ Qr’dir.

fU ∈ Qr alalım. U ⊆ U ∩R olduğundan her x ∈ U için

(θ + f)(x) = θ(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x)
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ve

(f + θ)(x) = f(x) + θ(x) = f(x) + 0 = f(x)

olur. Buradan U üzerinde θ + f = f = f + θ sağlanır. O halde θR + fU =

fU = fU + θR geçerlidir. θR ∈ Qr toplamsal birimdir.

−f : U → R, x 7→ −f(x) = (−f)(x) olmak üzere −fU ∈ Qr alalım. Burada

−f(x), R’de f(x) elemanının tersi olduğundan her x ∈ U için

θ(x) ∈ f(x)− f(x) = f(x) + (−f)(x)

sağlanır. O halde θR ∈ fU + (−fU) olur.

Kabul edelim ki fU , gV , hH ∈ Qr için
−
hH ∈ fU + gV olsun. Bu durumda

∃f1 ∈ fUve g1 ∈ gV vardır öyle ki h = f1 + g1 sağlanır. Herhangi bir x ∈ K(∈

M) ⊆ U ∩ V için

h(x) = (f1 + g1)(x) = f1(x) + f2(x) ⊆ f(x) + g(x)

olur. R bir hiper halka olduğundan h(x) ∈ f(x)+g(x) iken g(x) ∈ −f(x)+h(x)

ve f(x) ∈ h(x)− g(x) geçerlidir.

Buradan, g(x) ∈ (−f + h)(x) ve f(x) ∈ (h− g)(x) olur. Yani, gV ∈ −fU + hH

ve fU ∈ hH − gV elde edilir.

Böylece (Qr,+) bir kanonikal hiper gruptur.

Qr üzerinde “.”i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın. ∀fU ,gV ∈ Qr

fUgV := fgV U .

Burada fg : V U → R bir good sağ R-homomorfizmdir. Gerçekten, x, y ∈ V U

için x = y olsun. Bu durumda

(fg)(x) = f(g(x)) = f(g(y)) = (fg)(y)
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olduğundan fg : V U → R iyi tanımlıdır.
∑
sonlu

biai,
∑
sonlu

bjaj ⊆ V U alalım. Bu

durumda

(f1g1)

(∑
sonlu

biai +
∑
sonlu

bjaj

)

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai +
∑
sonlu

bjaj

))

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai

)
+ g1

(∑
sonlu

bjaj

))

= f1

(
g1

(∑
sonlu

biai

))
+ f1

(
g1

(∑
sonlu

bjaj

))

= (f1g1)

(∑
sonlu

biai

)
+ (f1g1)

(∑
sonlu

bjaj

)

ve r ∈ R için

(fg)((
∑
sonlu

biai)r) = f(
∑
sonlu

g(bi)ai)r

= (fg)(
∑
sonlu

biai)r

olduğundan fg : V U → R bir good sağ R-homomorfizmdir. O halde fgV U ∈

Qr olur.

Kabul edelim ki f1U1
≈ f2U2

ve g1V1
≈ g2V2

olsun. Bu durumda ∃K1(∈ M)

⊆ U1∩U2 vardır öyle ki K1 üzerinde f1 = f2 dir ve ∃K2(∈M) ve K2 ⊆ V1∩V2

vardır öyle ki K2 üzerinde g1 = g2 ’dir. Ayrıca V1U1 ∩ V2U2 ⊆ (U1 ∩ V1) ∩

(U2 ∩ V2) = (U1 ∩ U2) ∩ (V1 ∩ V2) ve ∃K ∈M vardır öyle ki K ⊆ V1U1 ∩ V2U2

geçerlidir. Buradan ai ∈ V1 ∩ V2 ve bi ∈ U1 ∩ U2 olmak üzere
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(f1g1)

(∑
sonlu

aibi

)
= f1

(
g1

(∑
sonlu

aibi

))

= f1

(∑
sonlu

g1 (ai) bi

)

= f1

(∑
sonlu

g2 (ai) bi

)

= f2

(∑
sonlu

g2 (ai) bi

)

= (f2g2)

(∑
sonlu

aibi

)

elde edilir. Böylece K üzerinde f1g1 = f2g2’dir. f1g1V1U1
≈ f2g2V2U2

olduğun-

dan “·”i̧slemi iyi tanımlıdır.

fU , gV , hH ∈ Qr olsun. H (V U) = (HV )U olduğundan her x ∈ H (V U)

için

[(fg)h] (x) = (fg) (h (x)) = f (g (h (x)))

= f ((gh) (x)) = (f (gh)) (x)

olur. Yani H (V U) üzerinde (fg)h = f (gh)’dır. O halde (fUgV ) hH = fU(gV

hH)’dır.

Her fU ∈ Qr için RU ⊆ RU ∩R ve RU üzerinde fθ = θ = θf olduğundan fU

θR = θR = θRfU elde edilir.

fU , gV , hH ∈ Qr olsun. (V ∩H)U ⊆ V U ∩ HU olduğundan her ai ∈ U

ve bi ∈ V ∩H için
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[f (g + h)]

(∑
sonlu

biai

)

= f

(
(g + h)

(∑
sonlu

biai

))

= f

(
g

(∑
sonlu

biai

)
+ h

(∑
sonlu

biai

))

= f

(∑
sonlu

g (bi) ai +
∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(∑
sonlu

g (bi) ai

)
+ f

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(
g

(∑
sonlu

biai

))
+ f

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (fg)

(∑
sonlu

biai

)
+ (fh)

(∑
sonlu

biai

)

= (fg + fh)

(∑
sonlu

biai

)
olur. O halde (V ∩H)U üzerinde f (g + h) = fg+fh’dir. AyrıcaH (U ∩ V ) ⊆

HU ∩HV olduğundan her bi ∈ H, ai ∈ U ∩ V için

(f + g)

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (f + g)

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(∑
sonlu

h (bi) ai

)
+ g

(∑
sonlu

h (bi) ai

)

= f

(
h

(∑
sonlu

biai

))
+ g

(
h

(∑
sonlu

biai

))

= (fh)

(∑
sonlu

biai

)
+ (gh)

(∑
sonlu

biai

)

= (fh+ gh)

((∑
sonlu

biai

))

olur. O halde H (U ∩ V ) üzerinde (f + g)h = fh+ gh’dir.

Böylece Qr üzerinde “·”i̧sleminin “+”i̧slemi üzerine sağdan ve soldan dağılma

özelliği vardır.
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Dolayısıyla (Qr,+, ·) bir Krasner hiper halkadır.

1R ∈ Qr, 1 : R → R, x 7→ x dönüşümünü alalım. RU ⊆ U olduğundan

her x ∈ RU ve fU ∈ Qr için (f1)(x) = f(1(x)) = f(x) ve (1f)(x) = 1(f(x)) =

f(x) sağlanır. Buradan fU1R = 1R fU = fU elde edilir.

O halde (Qr,+, ·), 1R çarpımsal birimli bir hiper halkadır.

R yarı asal hiper halka olsun. a ∈ R için λa : R → R, r 7→ λa (r) = ar

dönüşümü bir sağ good R-homomorfizmdir. Ψ : R → Qr, Ψ(a) = λaR

dönüşümü ise birebir good homomorfizmdir. Böylece R, Qr’nin bir alt hiper

halkasıdır.

Tanım 3.2: R bir yarıasal hiper halka olsun. Bu durumda

Qr =
{
fU
∣∣ f : U → R sağ good R-homomorfizm ve U ∈M

}
hiper halkasına R’nin sağ kesirler (quotients) hiper halkasıdenir.

Kullanımda kolaylık olmasıaçısından qU ∈ Qr yerine q alınacaktır.

Tanım 3.3: R bir yarıasal hiper halka ve Qr, R’nin sağ kesirler (quotients)

hiper halkasıolsun. Buna göre

C := {g ∈ Qr | gf = fg, ∀f ∈ Qr}

kümesine R hiper halkasının genelleştirilmi̧s merkezi denir.

Uyarı3.4: Kabul edelim ki q = fU ∈ C olsun. ∀r ∈ R, λrRfU = fUλrR

olduğundan ∃K(∈ M) ⊆ RU vardır öyle ki K üzerinde λrf = fλr sağlanır.

Buradan her x ∈ K için (λrf)(x) = (fλr)(x) yani rf(x) = f(rx) olur. Böylece

f , K üzerinde bir R-homomorfizm olarak görev yapar.
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Teorem 3.5: R bir yarıasal hiper halka ve Qr, R’nin sağ kesirler (quotients)

hiper halkasıolsun. Bu durumda Qr hiper halkasıaşağıdaki özellikleri sağlar:

(i) Qr yarıasal hiper halkadır.

(ii) Herhangi q ∈ Qr için q : U → R sağ good R-homomorfizm olmak üzere

bir Uq ∈M vardır öyle ki q(Uq) ⊆ R (veya qUq ⊆ R) sağlanır.

(iii) BazıUq ∈ M için q ∈ Qr ve q(Uq) = {0R} (veya bazıUq ∈ F için

qUq = {0R}) ise q = 0’dır.

(iv) U ∈ M ve Ψ : U → R sağ good R-homomorfizm ise her u ∈ U için

Ψ(u) = q(u) (veya her u ∈ U için Ψ(u) = qu) olacak biçimde q ∈ Qr vardır.

(v)W , Qr’de alt hiper modül ve Ψ : W → Qr sağ good R-homomorfizm olsun.

Eğer W, R’nin Ψ(U) ⊆ R ve AnnU = AnnrW olacak biçimde U hiper idealini

içerirse herhangi b ∈ W için Ψ(b) = q(b) (veya herhangi b ∈ W için Ψ(b) = qb)

ve herhangi a ∈ AnnrW için q(a) = 0 (veya herhangi a ∈ AnnrW için qa = 0)

olacak biçimde q ∈ Qr vardır.

İspat: (i) p ∈ Qr için pQrp = 0 olsun. Eğer p 6= 0 ise p(U) ⊆ R olacak

biçimde R’nin sıfırdan farklıbir U hiper ideali vardır. p 6= O olduğundan en

az bir x ∈ U için p(x) 6= 0R’dir. R, Qr’nin alt hiper halkasıolduğundan

p(x)Rp(x) ⊆ p(x)Qrp(x) = {0R}

olur. R yarıasal hiper halka olduğundan p(x) = 0R’dir. Bu ise bir çeli̧skidir.

Bu çeli̧skiden p = 0’dır. Qr yarıasal hiper halkadır.

(ii) q ∈ Qr olduğundan q = fU olacak biçimde R’nin sıfırdan farklı bir U

hiper ideali vardır. Herhangi bir a ∈ U için λa : R→ R, r 7→ ar dönüşümü bir

sağ good homomorfizm olduğundan her x ∈ U için

(fλa)(x) = f(λa(x)) = f(ax) = f(a)x = λf(a)(x)

olur. Buradan U üzerinde fλa = λf(a) sağlanır. O halde fUλaR ≈ λf(a)R

yazılır. Yani qλ(U) ⊆ λ(R)’dir. R ∼= λ(R) olduğundan qU ⊆ R yazılabilir.
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(iii) Kabul edelim ki q = fV ve qUq = {0R} olsun. Bu durumda her a ∈ Uq∩V

için fV λa
R

= λf(a)
R
olduğundan f(a) = 0’dır. Böylece f(Uq) = 0 ve dolayısıyla

q = 0 olur.

(iv) Her u ∈ U için ΨUλu
R

= λΨ(u)
R
sağlanır. q = ΨU olmak üzere Ψ(u) = qu

olur.

(v) U ∈M olduğundan (ii) ve (iii)’den açıktır.

Teorem 3.6: R yarı asal hiper halka ve C, R’nin genelleştirilmi̧s merkezi

olsun. Bu durumda C bir regüler hiper halkadır.

İspat: a ∈ C olsun. Bu durumda a, a2 ∈ Qr ve buradan Ua and Ua2 , R’de

sıfırlayanısıfır olan sıfırdan farklıhiper ideallerdir. O halde J = Ua∩Ua2 ∈M

olsun. Ψ : J → R, Ψ(a2x) = ax, x ∈ J dönüşümünü alalım. Kabul edelim

ki a2x = a2y olsun. a2 ∈ C olduğundan xa2 = ya2 sağlanır. a2 = fUa2 ol-

sun. Bu durumda λx
R
fUa2 = λy

R
fUa2 sağlanır. O halde bir K ∈ M vardır

öyle ki K ⊆ Ua2R ∩ Ua2R ve K üzerinde λxf = λyf geçerlidir. ∀z ∈ K,

(λxf)(z) = (λyf)(z) yani xf(z) = yf(z)’dir. Buradan 0 ∈ (x − y)f(z) olur.

Dolayısıyla x = y’dir. Yani Ψ iyi tanımlıdır.

Ayrıca

Ψ(a2x+ a2y) = Ψ(a2(x+ y)) = a(x+ y) = ax+ ay = Ψ(a2x) + Ψ(a2y)

ve

Ψ((a2x)r) = Ψ(a2xr) = axr = Ψ(a2x)r

olduğundan Ψ sağ good R-homomorfizmdir. O halde bir a1 ∈ Qr vardır öyle

ki ∀x ∈ J , a1a
2x = ax geçerlidir. Buradan 0 ∈ ( a1a

2 − a)x ve a1a
2 = a olur.

Şimdi bu a1 elemanının C’de olduğunu ispatlayalım. Keyfi bir q ∈ Qr alalım.
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Bu durumda (a1a
2)2q = q(a1a

2)2 ve buradan a4a2
1q = a4qa2

1’dir. Bu eşitliği

soldan aa3
1 ile çarparsak,

aa3
1(a4a2

1q) = aa3
1(a4qa2

1)

aa1a
2
1(a2)2a2

1q = aa3
1a

2qa2a2
1

aa1a
2a2

1q = aa3
1a

2qaa1

aaa2
1q = aa3

1a
3qa1

a2a2
1q = aa2

1a1a
2aqa1

a2a2
1q = aa2

1a
2qa1

a2a2
1q = aa1a1a

2qa1

a2a2
1q = aa1aqa1

aa1q = aqa1

olur. Buradan 0 ∈ aa1q − aqa1 = a(a1q − qa1) elde edilir. Böylece 0 =

(a1q − qa1)0 ∈ (a1q − qa1)a(a1q − qa1) olur. O halde 0 ∈ a1q − qa1 yani

a1q = qa1 elde edilir. Böylece a1 ∈ C bulunur ve ispat biter.

Uyarı3.7: Teorem 3.6’da, C’nin tüm elemanlarının regüler olduğunu gös-

terdik. Eğer a ∈ C ise a1a
2 = a olacak biçimde bir a1 ∈ C vardır. Buradan

( a1a)2 = (a1a)(a1a) = a1(aa1a) = a1a olur. O halde e = a1a bir idempotent

elemandır ve ea = a’dır. Böylece C üzerinde

”e1 6 e2 ⇔ e2e1 = e1”

biçiminde tanımlıkısmi sıralı"6" bağıntısıvardır.

Tanım 3.8: R bir yarı asal hiper halka, Qr onun sağ kesirler (quotients)

hiper halkasıve S ⊆ Qr olsun. Bu durumda her s ∈ S için es = s olacak

biçimde e(S) = e ∈ C idempotent elemanlarından en küçüğüne S kümesinin

destek (support) elemanıdenir.
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Lemma 3.9: R bir yarıasal hiper halka, Qr onun sağ kesirler (quotients)

hiper halkasıve S ⊆ Qr olsun. Eğer S kümesi e(S) = e ∈ C support elemanına

sahip ise bir q ∈ Qr için qRS = 0 eşitliği qe(S) = 0 eşitliğine denktir.

İspat: V kümesi Qr’de S tarafından üretilen bir alt R-hiper modül olsun.

Bu durumda U = V ∩ R, R’nin bir hiper idealidir. U hiper idealinin R’deki

sıfırlayanıile V ’nin R’deki sıfırlayanının aynıolduğunu ispatlayalım. qU = 0

olsun. Eğer v ∈ V ise vUv ∈ U ve qvUv = 0’dır. Teorem 3.5 (iv) kullanılırsa

qv = 0 olur. Bu durumda Teorem 3.5 (v)’den, Ψ : V → V birim dönüşüm

için bir e ∈ Qr vardır öyleki her v ∈ V için ev = v sağlanır ve e, V kümesinin

Qr’deki sıfırlayanıolan L kümesini sıfırlar. O halde 1 ∈ L, v ∈ V ve q ∈ Qr
için 0 ∈ (eq− qe)(1 + v) ve 0 ∈ (e2− e)(1 + v)’dir. L+V kümesinin sıfırlayanı

sıfır olduğundan e ∈ C ve e idempotent eleman olur. Eğer e1 her s ∈ S için

e1s = s olacak biçimde bir merkezi (central) idempotent ise e1v = v, v ∈ V

olur. Buradan 1− e1 ∈ L yani 0 ∈ e(1− e1) = e− ee1 elde edilir. Dolayısıyla

ee1 = e’dir. Uyarı3.7’den e1e = e ve e1 ∈ C olduğundan e 6 e1 sağlanır.

Kabul edelim ki qRS = 0 olsun. Bu durumda qR, V kümesinin sıfırlayanın-

dadır ve qRe = 0 iken Rqe = 0 ve qe = 0’dır. Bu da ispatıtamamlar.

Lemma 3.10: R bir yarıasal hiper halka, Qr onun sağ kesirler (quotients)

hiper halkasıve S ⊆ Qr kümesi e(S) = e ∈ C support elemanına sahip olsun.

Eğer 0 6= e1 6 e(S) ise e1S 6= 0’dır.

İspat: Kabul edelim ki e1S = 0 olsun. Bu durumda f ∈ 1 − e1 idempo-

tent elemanı için fs ∈ (1 − e1)s = s − e1s olur. O halde ∀s ∈ S, fs = s

geçerlidir. Böylece f ≥ e(S) ≥ e1 yani fe1 = e1 = 0 elde edilir. Bu ise bir

çeli̧skidir. e1S 6= 0’dır.

Önerme 3.11: R bir yarıasal hiper halka ve C, R’nin genelleştirilmi̧s merkezi
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olsun. Eğer C bir hiper cisim ise R bir asal hiper halkadır.

İspat: Kabul edelim ki xRy = 0 olsun. Lemma 3.10’dan e(x)y = 0’dır.

Böylece e(x)Ry = 0 olur. C bir hiper cisim olduğundan Ry = 0 yani y = 0

bulunur. Dolayısıyla R asal hiper halka olur.
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4. HİPER HALKALAR ÜZERİNDE YARI TÜREVLER

Bu bölümde "Semi-derivations on hyperrings" adlıçalı̧smamız ayrıntılıolarak

verilecektir. Asal hiper halkalar üzerinde yarıtürev kavramıanaliz edilecektir.

Asal hiper halkaların yarıtürevlerinin bilinen türev kavramıile çakı̧stı̆gıveya

∀r ∈ R, λ ∈ C olmak üzere f(r) = λ(r− g(r)) biçiminde olduğu ispatlanacak-

tır, burada C; R’nin geni̧sletilmi̧s merkezidir.

Tanım 4.1: R bir hiper halka, f : R → R bir dönüşüm ve g : R → R

bir fonksiyon olsun. Eğer her r, s ∈ R için

(i) f(r + s) ⊆ f(r) + f(s)

(ii) f(rs) ∈ f(r)g(s) + rf(s) = f(r)s+ g(r)f(s),

(iii) f(g(r)) = g(f(r))

koşullarısağlanıyor ise f dönüşümüne g ile belirlenmi̧s yarıtürev denir.

Eğer f dönüşümü (ii), (iii) koşullarınıve her r, s ∈ R için f(r+s) = f(r)+f(s)

özelliğini sağlar ise R’nin bir strong yarıtürevi olarak adlandırılır.

Örnek 4.2: R = {r, s, t, w} kümesi üzerinde ⊕ hiper toplama i̧slemi ve �

ikili i̧slemi aşağıdaki gibi tanımlansın:

⊕ r s t w

r r s t w

s s R {s, t, w} {s, t, w}

t t {s, t, w} R {s, t, w}

w w {s, t, w} {s, t, w} R

� r s t w

r r r r r

s r s t w

t r t w s

w r w s t

Bu durumda (R,⊕,�) bir Krasner hiper halkadır. f : R → R, f(r) = r,

f(s) = t, f(t) = w, f(w) = s olarak tanımlayalım.
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g : R → R, g(r) = r, g(s) = w, g(t) = s, g(w) = t biçiminde alırsak, f

dönüşümü R hiper halkasının bir strong yarıtürevi olur.

f ∗ : R → R, f ∗(r) = r, f ∗(s) = w, f ∗(t) = w, f ∗(w) = s dönüşümünü

tanımlayalım. Eğer g : R→ R birim dönüşüm ise f ∗, R’nin bir yarıtürevidir.

f ∗(s + w) = {s, w} ( f ∗(s) + f ∗(w) = {s, t, w} olduğundan f ∗ strong yarı

türev değildir.

Örnek 4.3: R bir hiper halka ve H(R) =


 r s

0 0

 | r, s ∈ R
 olsun.

H(R) kümesi üzerinde hiper toplama ⊕ i̧slemi r1 s1

0 0

⊕
 r2 s2

0 0

 =


 x y

0 0

 | x ∈ r1 + r2, y ∈ s1 + s2


biçiminde tanımlansın. Açıktır ki (H(R),⊕) toplamsal birimi

 0 0

0 0

 olan

bir kanonikal hiper gruptur.

Ayrıca her

 r s

0 0

 ∈ H(R) için

 0 0

0 0

 ∈
 r s

0 0

 ⊕
 −r −s

0 0


olacak biçimde bir tek

 −r −s
0 0

 ∈ H(R) matrisi vardır.

H(R) kümesi üzerinde; r1 s1

0 0

⊗
 r2 s2

0 0

 =

 s1r2 s1s2

0 0


biçiminde çarpma i̧slemi tanımlansın. Açıktır ki ⊗ çarpma i̧slemi iyi tanımlıve

birleşmelidir. Dolayısıyla (H(R),⊗) bir yarıgruptur.

 r1 s1

0 0

,
 r2 s2

0 0

, r3 s3

0 0

 ∈ H(R) alalım. Bu durumda
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 r1 s1

0 0

⊗

 r2 s2

0 0

⊕
 r3 s3

0 0


=

 r1 s1

0 0

⊗

 x y

0 0

 | x ∈ r2 + r3, y ∈ s2 + s3


=


 s1x s1y

0 0

 | x ∈ r2 + r3, y ∈ s2 + s3


olur. Diğer taraftan,

 r1 s1

0 0

⊗
 r2 s2

0 0

⊕

 r1 s1

0 0

⊗
 r3 s3

0 0


=

 s1r2 s1s2

0 0

⊕
 s1r3 s1s3

0 0


=


 z t

0 0

 | z ∈ s1r2 + s1r3, t ∈ s1s2 + s1s3


sağlanır. O halde r1 s1

0 0

⊗

 r2 s2

0 0

⊕
 r3 s3

0 0

 =


 r1 s1

0 0

⊗
 r2 s2

0 0


⊕


 r1 s1

0 0

⊗
 r3 s3

0 0


elde edilir. Benzer şekildeH(R) kümesi üzerinde sağ dağılma kuralıda sağlanır.

Böylece H(R) bir Krasner hiper halkadır.

f : H(R)→ H(R), f

 r s

0 0

 =

 r 0

0 0


ve

g : H(R)→ H(R), g

 r s

0 0

 =

 0 s

0 0


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biçiminde tanımlansın.

Her

 r1 s1

0 0

,
 r2 s2

0 0

 ∈ H(R) için

f

 r1 s1

0 0

⊕
 r2 s2

0 0

 = f


 x y

0 0

 | x ∈ r1 + r2, y ∈ s1 + s2




=


 x 0

0 0

 | x ∈ r1 + r2


ve

f

 r1 s1

0 0

⊕ f
 r2 s2

0 0

 =

 r1 0

0 0

+

 r2 0

0 0


=


 x 0

0 0

 | x ∈ r1 + r2


olur. Ayrıca

f

 r1 s1

0 0

⊗
 r2 s2

0 0

 = f

 s1r2 s1s2

0 0

 =

 s1r2 0

0 0


=

f
 r1 s1

0 0

⊗ g
 r2 s2

0 0


⊕


 r1 s1

0 0

⊗ f
 r2 s2

0 0


=

f
 r1 s1

0 0

⊗
 r2 s2

0 0


⊕

g
 r1 s1

0 0

⊗ f
 r2 s2

0 0


sağlanır. Son olarak her

 r s

0 0

 ∈ H(R) için f

g
 r s

0 0

 =

g

f
 r s

0 0

 geçerlidir.
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O halde f , H(R) kümesinin bir strong yarıtürevidir.

Lemma 4.4: R bir asal hiper halka f : R → R bir g fonksiyonu ile be-

lirlenmi̧s yarı türev ve r ∈ R olsun. Eğer her x ∈ R için rf(x) = 0 (veya

f(x)r = 0) ise bu durumda r = 0 veya f = 0 sağlanır.

İspat: s, t ∈ R alalım ve kabul edelim ki her x ∈ R için rf(x) = 0 olsun.

Bu durumda

0 = rf(st) ∈ r(f(s)g(t) + sf(t))

= rf(s)g(t) + rsf(t)

olur. R asal hiper halka olduğundan r = 0 veya f = 0 elde edilir. f(x)r = 0

olduğunda ispat benzer olarak yapılır.

Lemma 4.5: R bir 2-torsion free asal hiper halka ve f , R üzerinde bir yarı

türev olsun. Eğer f 2 = 0 ise f = 0’dır.

İspat: f 2 = 0 olsun. Kabul edelim ki f 6= 0’dır. Herhangi r, s ∈ R için

0 = f 2(rs) = f(f(rs)) ∈ f(f(r)g(s) + rf(s))

⊆ f(f(r)g(s)) + f(rf(s))

⊆ f 2(r)g2(s) + f(r)f(g(s)) + f(r)g(f(s)) + rf 2(s)

= f(r)f(g(s)) + f(r)f(g(s))

sağlanır. R hiper halkası2-torsion free olduğundan f(r)f(g(s)) = 0 elde edilir.

R asal hiper halka olduğundan Lemma 4.4’ten, her r ∈ R için f(r) = 0 olur.

Bu çeli̧skiden kabulümüz yanlı̧stır. f = 0 bulunur.

Lemma 4.6: R bir 2-torsion free asal hiper halka, f1 ve f2 sırasıyla g1 ve
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g2 ile belirlenmi̧s R’nin yarıtürevleri olsun. Eğer f1f2 = 0 ise f1 = 0 veya

f2 = 0’dır.

İspat: r, s ∈ R olsun. Bu durumda

0 = (f1f2)(rs) = f1(f2(rs)) ∈ f1(f2(r)g2(s) + rf2(s))

⊆ f1(f2(r)g2(s)) + f1(rf2(s))

⊆ (f1f2)(r)(g1g2)(s) + f2(r)(f1g2)(s) + f1(r)(g1f2)(s) + r(f1f2)(s)

= f2(r)(f1g2)(s) + f1(r)(g1f2)(s)

olur. Burada r yerine f2(r) alırsak,

0 ∈ f2(f2(r))(f1g2)(s) + (f1f2)(r)(g1f2)(s)

olur. Lemma 4.4’ten, f 2
2 = 0 ve Lemma 4.5 ile f2 = 0 bulunur. O halde f1 = 0

veya f2 = 0 elde edilir.

Lemma 4.7: R bir asal hiper halka olsun. Kabul edelim ki f1 ve f2 her

r, s, t ∈ R için f1(r)sf2(t) = f2(r)sf1(t) koşulunu sağlayan yarı türevler ve

f1 6= 0 olsun. Bu durumda her r ∈ R için f2(r) = λf1(r) olacak biçimde bir

λ ∈ C vardır.

İspat: Hipotezden r ∈ R verildiğinde her s ∈ R için f1(r)sf2(r) = f2(r)sf1(r)

geçerlidir. Eğer f1(r) 6= 0 ise Teorem 2.9’dan, f2(r) = λ(r)f1(r) olacak

biçimde λ(r) ∈ C vardır. Eğer r, t ∈ R için f1(r) 6= 0 ve f1(t) 6= 0 ise

0 ∈ (λ(t) − λ(r))f1(r)sf1(t) olur. O halde bir α ∈ λ(t) − λ(r) elemanıiçin

0 = αf1(r)sf1(t) elde edilir. R asal hiper halka olduğundan Lemma 4.4’ten,

α = 0’dır. Buradan her r, s, t ∈ R için λ(r) = λ(t) elde edilir. f1(r) 6= 0 du-

rumu için ispat biter. f1(r) = 0 olsun. f1 6= 0 ve R asal hiper halka olduğundan

∀r ∈ R, f2(r) = 0 olur. Böylece her r ∈ R için f2(r) = λf1(r) elde edilir.
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Uyarı4.8: R bir hiper halka olsun. Her r, s ∈ R için [r, s] = rs − sr ve

(r, s) = rs + sr komütatör kümelerini alalım. Bu durumda her r, s, t ∈ R için

aşağıdaki özellikler sağlanır.

(i) [r + s, t] = [r, t] + [s, t],

(ii) [rs, t] ⊆ [r, t]s+ r[s, t] = r[s, t] + [r, t]s,

(iii) (r + s, t) = (r, t) + (s, t),

(iv) (rs, t) ⊆ (r, t)s+ r[s, t] = r(s, t)− [r, t]s.

İspat: (i) Her r, s, t ∈ R için

[r + s, t] = (r + s)t− t(r + s) = rt+ st− tr − ts

= rt− tr + st− ts = [r, t] + [s, t]

sağlanır.

(ii) r, s, t ∈ R olsun. Bu durumda

[rs, t] = (rs)t− t(rs) = rst− trs+ {0}

⊆ rts− trs+ rst− rts

= (rt− tr)s+ r(st− ts)

= r[s, t] + [r, t]s

olur. Benzer şekilde [rs, t] ⊆ [r, t]s+ r[s, t] elde edilir. Eğer a ∈ r[s, t] + [r, t]s

ise a ∈ rst− trs yani a ∈ [rs, t] ⊆ [r, t]s+ r[s, t] olur. Buradan r[s, t] + [r, t]s ⊆

[r, t]s+r[s, t] bulunur. Diğer kapsam benzer şekilde gösterilir. Böylece [rs, t] ⊆

[r, t]s+r[s, t] = r[s, t]+[r, t]s olur. (iii) ve (iv) özellikleri (i) ve (ii) özelliklerine

benzer olarak ispatlanır.

Teorem 4.9: R bir 2-torsion free asal hiper halka olmak üzere f, R’nin g

örten fonksiyonu ile belirlenmi̧s sıfırdan farklıbir yarıtürevi ve r ∈ R olsun.

Eğer her x ∈ R için [r, f(x)] = 0 ise r ∈ Z(R)’dir.
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İspat: Kabul edelim ki r /∈ Z(R) olsun. Uyarı4.8 ve hipotezden

0 = [r, f(xf(y))] ⊆ [r, f(x)f(y)] + [r, g(x)f 2(y)]

⊆ [r, g(x)]f 2(y)

olur. g örten olduğundan her y, z ∈ R için 0 ∈ [r, z]f 2(y) elde edilir. Buradan

f 2(y) = 0 veya 0 ∈ [r, z] olmalıdır. r /∈ Z(R) kabul edildiği için f 2(y) = 0’dır.

Lemma 4.5’ten f = 0 olur ki bu bir çeli̧skidir. O halde r ∈ Z(R) bulunur.

Teorem 4.10: R bir 2-torsion free asal hiper halka ve g, R’nin birim dönüşüm-

den farklıbir örten dönüşümü olsun. Kabul edelim ki f, R’nin g ile belirlen-

mi̧s sıfırdan farklı bir yarı türevi ve r ∈ R olsun. Eğer (f(R), r) = 0 ise

f((R, r)) = 0’dır.

İspat: İlk olarak f(r) = 0 olduğunu gösterelim. Eğer r = 0 ise f(r) = 0’dır.

Kabul edelim ki r 6= 0 olsun. Hipotezden her x ∈ R için (f(x), r) = 0 dır. Bu

durumda her x ∈ R için

0 = (f(xr), r) ⊆ (f(x)g(r) + xf(r), r)

⊆ f(x)[g(r), r] + (f(x), r)g(r) + x(f(r), r)− [x, r]f(r)

ve buradan 0 ∈ [x, r]f(r) elde edilir. x yerine xy yazarsak, her x, y ∈ R için

0 ∈ [x, r]yf(r) olur. O halde bir s ∈ [x, r] için 0 = sRf(r)’dir. R asal hiper

halka olduğundan r ∈ Z(R) veya f(r) = 0’dır. Kabul edelim ki r ∈ Z(R)

olsun. Bu durumda 0 = (f(r), r) = rf(r) + rf(r) olur. R hiper halkası2-

torsion free olduğundan rf(r) = 0’dır. r 6= 0 kabul ettiğimiz için Lemma

4.4’ten f(r) = 0 olur. Böylece her x ∈ R için

f((x, r)) = f(xr + rx) ⊆ f(xr) + f(rx)

⊆ (f(x), r) + (g(x), f(r)) = {0}

olur. O halde f((R, r)) = 0’dır.
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Tanım 4.11: R bir hiper halka ve P ∗(R), R’nin boş kümeden farklı alt

kümelerinin kümesi olsun. f : R→ P ∗(R) dönüşümü her r, s ∈ R için

(i) f(r + s) ⊆ f(r) + f(s),

(ii) f(rs) ∈ f(r)g(s) + rf(s) = f(r)s+ g(r)f(s),

(iii) f(g(r)) = g(f(r))

koşullarınısağlıyor ise f dönüşümüne bir hiper yarıtürev denir.

Eğer f dönüşümü her r, s ∈ R için f(r+s) = f(r)+f(s) ve (ii), (iii) koşullarını

sağlıyor ise R’nin bir strong hiper yarıtürevi olarak adlandırılır.

Örnek 4.12: R bir hiper halka olsun. f : R → P ∗(R), f(r) = r − g(r)

biçiminde tanımlansın. Burada g bir good endomorfizm olsun. Açıktır ki f

dönüşümü iyi tanımlıdır. x ∈ f(r + s) alalım. Bu durumda bir t ∈ r + s için

x ∈ f(t) ve buradan x ∈ t − g(t) ⊆ r + s − g(r + s) = r − g(r) + s − g(s) =

f(r) + f(s) olur. O halde her r, s ∈ R için f(r + s) ⊆ f(r) + f(s) elde edilir.

Her r, s ∈ R için

f(rs) = rs− g(rs) = rs− g(r)g(s) + 0

⊆ rs− rg(s) + rg(s)− g(r)g(s) = r(s− g(s)) + (r − g(r))g(s)

= rf(s) + f(r)g(s)

olur. Buradan f(rs) ⊆ f(r)g(s) + rf(s) bulunur. Benzer şekilde her r, s ∈ R

için f(rs) ⊆ f(r)s+g(r)f(s) sağlanır. Eğer x ∈ f(g(r)) ise x ∈ g(r)−g(g(r)) =

g(r − g(r)) = g(f(r)) sağlanır.

Ayrıca x ∈ g(f(r)) ise x ∈ g(r − g(r)) = g(r)− g(g(r)) = f(g(r)) olduğundan

her r ∈ R için f(g(r)) = g(f(r)) geçerlidir.

Böylece f bir hiper yarıtürevdir.

Aşağıdaki teorem, bir asal hiper halkada yarıtürevin yapısınıvermektedir.

Teorem 4.13: R bir asal hiper halka, f ise g : R → R good endomor-
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fizmi ile belirlenmi̧s R’nin bir yarıtürevi olsun. Bu durumda aşağıda verilen

koşullardan biri geçerlidir:

(i) f bir türevdir,

(ii) f bir hiper yarı türevdir ve her r ∈ R için f(r) = λ(r − g(r)) olacak

biçimde bir λ ∈ C vardır.

İspat: Yarıtürev tanımından, her r, s ∈ R için 0 ∈ f(r)(s − g(s)) − (r −

g(r))f(s) geçerlidir. Özel olarak, her r, s, t ∈ R için 0 ∈ f(r)(st− g(st))− (r−

g(r))f(st) olur. Burada, f(r)(st − g(st)) ⊆ f(r)st − f(r)g(s)g(t) ⊆ f(r)(s −

g(s))g(t)+f(r)s(t−g(t)) ve (r−g(r))f(st) ⊆ (r−g(r))f(s)g(t)+(r−g(r))sf(t)

sağlanır. O halde

0 ∈ f(r)(s− g(s))g(t) + f(r)s(t− g(t))− (r − g(r))f(s)g(t)− (r − g(r))sf(t)

= [f(r)(s− g(s))− (r − g(r))f(s)]g(t) + f(r)s(t− g(t))− (r − g(r))sf(t)

ve buradan 0 ∈ f(r)s(t− g(t))− (r− g(r))sf(t) elde edilir. Eğer g, R üzerinde

birim dönüşüm ise f bir türevdir. 1, R üzerinde birim dönüşüm olmak üzere

kabul edelim ki 1− g kümesi sıfırdan farklıolsun. Buradan her r, s, t ∈ R için

f(r)s(1−g)(t) = (1−g)(r)sf(t) olur. Lemma 4.7’den istenen sonuç elde edilir.
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