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OZET

HIPER HALKALARIN GENISLETILMIS VE GENELLESTIRILMIS
MERKEZI

Damla YILMAZ

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Hasret DURNA
2022, 63+ix sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, hiper halka teorisindeki tezde kullanilan temel tanim ve teoremler

orneklerle verilmistir.

Ikinci béliimde, hiper halkalar i¢in genisletilmis merkez tanimlanarak bir hiper cisim
oldugu gosterilmistir. Ayrica hiper halkalarda genisletilmis merkez ile tiirev arasinda bazi

bagintilar verilmistir.

Ugiincii béliimde, bir yar1 asal hiper halkanin genellestirilmis merkezi tanimlanarak

regiiler hiper halka oldugu ispatlanmaistir.

Dérdiincili boliimde, asal hiper halkalar lizerinde yari tiirev kavrami analiz edilmistir.
Genisletilmis merkez ile iliskilendirerek yar1 tiirevlerin asal hiper halkadaki yapisi elde

edilmistir.

Anahtar kelimeler: Hiper halka, (yar1) asal hiper ideal, genisletilmis merkez, tiirev,

quotient hiper halka.
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ABSTRACT

EXTENDED AND GENERALIZED CENTROID OF HYPERRINGS

Damla YILMAZ

PhD Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Hasret DURNA
2022, 63+ix pages

This thesis consists of four parts:

In the first part, the basic definitions and theorems used in the thesis in hyperring theory

are given with examples.

In the second part, the extended centroid for hyperrings is defined and it is shown to be a
hyperfield. Also, some relations between the extended centroid and derivation in

hyperrings are given.

In the third part, the generalized centroid of a semiprime hyperring is defined and it is

proved that it is a regular hyperring.

In the fourth part, semi-derivation notation on prime hyperrings is analyzed. By
associating with the extended centroid, the structure of the semi-derivations in prime

hyperring is obtained.

Key Words: Hyperring, (semi) prime hyper ideal, extended centroid, derivation, quotient

hyperring.
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GIRIS

Hiper cebirsel yapilar, klasik cebirsel yapilarin uygun bir genellemesidir. Bir
klasik cebirsel yapida, iki elemanin islem sonucu bir eleman olmasina ragmen

bir hiper cebirsel yapida iki elemanin islem sonucu bir kiimedir.

H # ) bir kiime ve P*(H), H kiimesinin bos kiimeden farkh alt kiimelerinin

kiimesi olmak iizere,
fi:HxH— P*(H),i=1,2,...nven € Z"

dontigiimlerine (ikili) hiper islemler denir. (H, fi, ..., f,) cebirsel sistemine ise
bir (ikili) hiper yap1 denir. Genel olarak n = 1 veya n = 2'dir.

Belirli kogsullar altinda f; doniistimleri kullanilarak yar1 hiper grup, hiper grup,
hiper halka veya hiper cisim yapilar1 elde edilir.

Baz1 durumlarda, dig (external) hiper iglemler yani;
R # H olmak iizere h: R x H — P*(H)

bi¢imindeki doniigtimler diigiiniiliir. Burada R bir halka veya bir hiper halka
yapisidir. Hiper yapilarin bir érnegi, bir dig (external) hiper islem ve bir ig
(internal) hiper iglem ile verilir ve bu yapi hiper modiil olarak adlandirilir.
Sadece bir i¢ (internal) hiper iglem ile verilen (H, f) ikili yapisina bir hiper
grupoid (hypergroupoid) denir.

Hiper grup yapisi ilk olarak 1934 yilinda Fransiz matematikci F. Marty tarafin-
dan sunulmustur. Hiper grup teorisinde ortaya ¢ikan durumlar, grup teoriye
gore fazlasiyla cesitli ve karmagiktir. Ornegin, hiper gruplar arasinda farkl
homomorfizma tiirleri ve kapali, terslenebilir, ultrakapali, eslenebilir gibi alt

hiper grup ¢esitleri vardir.



H bos kiimeden farkli bir kiime ve o : H x H — P*(H) bir hiper iglem
olsun. Eger

(1) Her a,b,c € H i¢ginao (boc) = (aob)oc,

(2)Hera € HigmaoH=H=Hoa

kogullar1 saglanmyor ise (H, o) bir hiper gruptur.
1956 yilinda M. Krasner, hiper halka ve hiper cisim yapilarini kurmustur.

(R, +,-) cebirsel yapisi agagidaki kogullar1 sagliyor ise bir Krasner hiper halka
olarak adlandirilir.

(1) (R,+) bir kanonikal hiper gruptur, yani;
(i) Her z,y,z € Riginz + (y + 2) = (x +y) + 2,

(ii) Her x,y € Rigin x +y = y + x,

(iii) Her € R igin 0 + = = {z} olacak bi¢imde 0 € R vardir,

(iv) Her z € R igin 0 € & + ' olacak bicimde bir tek #* € R vardr,

(v) z€x+yiken y € —x + z ve x € z — y saglanir.

(2) (R, -) iki tarafli yutan elemani 0 olan bir yar1 gruptur,

(3) Her z,y,z € Ri¢in x-(y+2) = x-y+x-z ve (y+2)- = y-x+2-x gegerlidir.

Bir hiper halkanin sifirdan farkli elemanlarimin kiimesi carpimsal bir grup

oluyor ise bu hiper halkaya bir hiper cisim denir.

1970’li yallarda hiper yapilar teorisi énemli bir gelisme gostermistir. Ornegin,
hiper yapilar iizerinde bagintilar tanimlanmig, hiper yapilar ile sirali sistem-
ler 6zellikle latisler arasinda bazi1 baglantilar kurulmustur. Devam eden yillar
boyunca hiper yapilar iizerinde bir¢ok sonug elde edilmistir. Ayrica hiper hal-
kalarin farkh iki tiirii daha tanimlanmigtir. Bunlarin ilki toplamanin bir ikili
islem ¢arpmanin ise bir hiper iglem oldugu hiper halka tiirtidiir. Diger hiper

halka tiiriinde ise hem toplama hem de carpma hiper islem olarak alinmigtir.



Bizim calismamiz Krasner hiper halka yapisimi ele almaktadir.

Hiper cebirsel yapilar cesitli bilimlerde bir¢cok uygulamaya sahiptir. P. Corsini
ve V. Leoreano ozellikle geometri, hiper graflar, ikili bagintilar, latisler, fuzzy
kiimeleri iizerinde hiper cebirsel yapilarin baz1 uygulamalarini sunmuslardir.
Hiper yapilarin biyoloji, kimya, fizik, yapay zeka, kodlama, olasilik gibi farklh

disiplinlerde de bir¢ok uygulamas: vardir.

Asal halkalar iizerinde tiirev kavrami 1957 yilinda E. C. Posner tarafindan
verilmigtir ve halkanin degismeli olma kosullar1 tiirev ile iligkilendirilerek ince-
lenmigtir.

R bir halka ve d : R — R bir toplamsal déniisiim olsun. Eger her r, s € R igin
d(rs) = d(r)s + rd(s) oluyor ise d doniigiimiine R halkasim bir tiirevi denir.
Ilerleyen yillarda farkl tiirev tanimlar: yapilmis, bu tiirevlerin asal ve yari
asal halkalardaki ozellikleri bircok aragtirmacinin konusu olmustur. Farkh
turevler ile ilgili yapilan bu ¢alismalarda halkanin degismeli olma kogullar

aragtirilmigtir.

Halkalar tizerinde tiirev kavramindan daha genel olan yar1 tiirev yapist J.
Bergen tarafindan 1983 yilinda verilmistir.

R bir halka olsun. f : R — R toplamsal doniisiimii, g : R — R doniigiimii ile
birlikte agagidaki kogullar1 saghyor ise bir yari tiirev olarak adlandirilir. Her

r,s € R igin

frs) = f(r)g(s) +1f(s) = f(r)s +g(r)f(s) ve f(g(r)) = g(f(r))

gecerlidir.

J. C. Chang, tiirevli halkalarda iyi bilinen baz ¢zellikleri yar1 tiirevler igin
genellegtirmistir. R asal halkasi ve g (6rten olmasi gerekmeyen) ile belirlenmig

f yar1 tiirevi i¢in g doniigtimiiniin bir homomorfizm oldugunu géstermistir ve
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halkanin degismeli olma kosullarini yar: tiirevler i¢in incelemistir.

Halka teoride yapilan calismalarda, Martindale Kesirler Halkas1 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bu konu hakkindaki caligmalar, Martindale’ in 1969 yilindaki
caligmasi ile baglamigtir. 1989’da Passman ve 1995te Beidar, Martindale III

ve Mikhalev bu teoriye 6nemli katkilarda bulunmustur.

U, R asal halkasiin sifirdan farkl bir ideali olsun. U idealinden R igine olan

tiim sol R-modiil homomorfizmalarinin kiimesine M diyelim.

M = {fu| f:U — R sol R-modiil homomorfizmasi}

kiimesi iizerinde asagidaki sekilde tamimlanan "~" bagintis1 bir denklik bagin-

tisidir:
“fuv = gy < R’nin sifirdan farklh W C U NV ideali iizerinde f = g saglanir.”

M kiimesinin bir fi; elemanimin denklik siifim f; ile gosterelim. M kiimesinin

denklik simflariim kiimesine @, (R) diyelim. @, (R) kiimesi

fu+avy = F+9uav

fuav = fowu

islemleri ile R halkasim kapsayan bir asal halkadir ve R, @, (R) igine A, : R —
R, (x — A, (z) = rz) R-modiil homomorfizmalar1 yardim ile gomiilebilir. Bu
sekilde olugturulan @, (R) halkasina sag Martindale kesirler halkas1 (quotients
halkasi) denir. Benzer sekilde @, (R) sol Martindale kesirler halkas1 da tanim-
lanabilir. @, (R) (Q; (R)) halkasinin merkezine R asal halkasinin genisletilmis
merkezi (extended centroid) denir ve C ile gosterilir. Z (R), R’nin merkezi ol-
mak tizere Z (R) C C oldugu agiktir. Ustelik bir R asal halkasmin genisletilmis

merkezi bir cisimdir.



Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde hiper halkalar teorisi ile
ilgili baz1 temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci ve ticiincii boliimlerde
hiper halkalar icin genisletilmis ve genellestirilmis merkez tanimlar1 verilerek
ozellikleri incelenmigtir. Dordiincii boliimde ise asal hiper halkalar tizerinde

yari tiirev kavrami sunularak bazi temel 6zellikleri incelenmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, hiper halka teorisindeki diger boliimlerde kullanilacak olan temel

tamm ve teoremler orneklerle verilecektir.

Tanim 1.1: H bos kiimeden farkli bir kiime ve P*(H), H kiimesinin bog

olmayan alt kiimelerinin kiimesi olsun.
fi:Hx H— P*(H),i=1,2,...nven € Z"

bigiminde tanimli doniigiimlere (ikili) hiper iglemler denir.

Bu durumda (H, f1, ..., f) cebirsel sistemi ise bir (ikili) hiper yap1 olarak ad-
landirilir. Genel olarak n = 1 veya n = 2’dir.

Belirli kogullar1 saglayan f; dontigtimleri kullanilarak yari hiper grup, hiper

grup, hiper halka veya hiper cisim yapilari elde edilir.

Tanim 1.2: H bos kiimeden farkli bir kiime ve o : H x H — P*(H) bir
hiper iglem olsun. Bu durumda (H, o) ikili yapisina bir hiper grupoid (hyper-
groupoid) denir.
)+ A BCH vex € H igin

Ao B = Uaob, Aox=Ao{z} vexoB={x}oB

acA
beB

bicimindedir.
Tanim 1.3: (H, o) bir hiper grupoid olsun. Eger her a,b,c € H igin
(aob)oc=ao(boc)

kogulu saglaniyor ise (H, o) bir yar1 hiper gruptur denir.
Buradan, bir yar1 hiper grup

| woe= | aov

u€aob vEboc



ozelligine sahip bir hiper grupoid yapisidir.

Tanim 1.4: Bir (H, o) hiper grupoidi her a € H igin
aoH=Hoa=H

kogulunu saghyor ise hemen hemen hiper grup (quasi-hiper grup) olarak ad-

landirithir. Bu 6zellige "reproduction aksiyomu" denir.

Tanim 1.5: (H,o) bir hiper grupoid olsun. Eger H hem yar1 hiper grup

hem de quasi-hiper grup oluyor ise bu durumda (H, o) bir hiper gruptur denir.

Ornek 1.6: (G,-) bir grup ve H, G’nin bir normal alt grubu olsun. Her
z,y € G igin
roy=uxyH

bi¢iminde tanimli iglem ile (G, o) bir hiper gruptur. Gergekten, her z,y,z € G
icin

(roy)oz= U toz= U(myhl)oz: U xyhizH

texoy hi€H hi€H

saglanir. Diger taraftan, her z,y, z € GG igin

ro(yoz)= U rot= U x o (yzhg) = U xyzho H

teyoz ho€H ha€H

gegerlidir. Burada H, G grubunun normal alt grubu oldugundan her z € G
icin Hz = zH yazilir. Dolayisiyla (x oy) oz = z o (y o z) olur. Ayrica her
xr € G icin

J;oG:Uxog:ngH:UkHzG

geG geG keG
gegerlidir. Ciinkii, burada “a,b € H igin a = b(mod H) < ab™! € H” denklik
bagintisi ile belirlenen denklik siniflarinin kiimesi ya ikiger ikiger ayriktir ya da

birbirine egittir ve U gH = G’dir. Boylece (G, o) bir hiper grup yapisidir.
geG



Ornek 1.7: R reel sayilar kiimesi tizerinde;
Ve e€R, xox =z vex#yolan her z,y € R i¢in z oy = (x,y)

hiper iglemi tammmlansin. Bu durumda (R, o) bir hiper gruptur. Gergekten,

x < y < z birbirinden farkli reel sayilar olmak {iizere

(xoy)oz= U koz= U koz= U (k,z) = (z,2)

kexoy ke(z,y) ke(z,y)
ve

(yoz) Uxot— U rot= U (x,t) = (z, 2)

teyoz te(y,z) te(y,2)

saglanir. Ayrica her x reel sayisi igin

U @y 5 z#y

xOR:Uxoy: z,y€R —R
yeR U{w} ;7 =Y
z€R

gegerlidir. Dolayisiyla (R, o) bir hiper gruptur.

Tamim 1.8: Asagidaki kogullar saglayan (R, +,-) cebirsel yapisina bir Kras-
ner hiper halka denir.

(1) (R,+) bir kanonikal hiper gruptur, yani;

(i) Her z,y,z € Rigin z + (y + 2) = (x + y) + 2,

(ii) Her z,y e Rigcin z +y = y + =,

(iii) Her € R igin 0 + = = {2} olacak bigimde 0 € R vardir,

(iv) Her € R icin 0 €  + 2’ olacak bigimde bir 2" € R vardir, (genel olarak
¢ elemani yerine —x yazilir ve z elemaninin tersi diye adlandirilir.)

(v) z € z+yoldugunda y € —z + 2z ve x € z — y saglanir.

(2) (R,-) iki tarafli yutan elemani 0 olan bir yar1 gruptur,

(3)Her z,y,z € Ri¢inx-(y+2) =x-y+xz-zve (y+2)-x = y-x+2-x saglanir.

Eger (R, -) degismeli yar1 grup (birim elamana sahip) ise bu durumda (R, +, -)

8



Krasner hiper halkasi degismeli (birimli) hiper halka olarak adlandirilir.

Ornek 1.9: R = {0, 1,2} kiimesi tizerinde “+” hiper iglemi ve “” ikili islemi

asagidaki gibi tanimlansin:

+10 1 2 01 2
0(0 1 2 FO 0 0
111 1 R 110 1 2
2|12 R 2 20 1 2

Bu durumda (R, +, -) bir Krasner hiper halkadir.

Ornek 1.10: (A,-) kiimesi “0” ile bir yar grup ve (A — {0},-) bir grup
olsun. A kiimesi tizerinde
y+x={z} , y=0
r+y=4 A—{z} , =y #0
{z,y} , T,y€ A—{0} vex #y

hiper iglemi tamimlansm. Bu durumda (A, +,-) bir Krasner hiper halkadir.
Burada, her # € A igin  + 0 = 0 + z = {2} oldugundan A hiper halkasinin
toplamsal birimi 0’dir. Ayrica 0 € 0+0vez #0igin 0 € z + 2 = A — {x}

oldugundan her x € A elemaninin tersi kendisidir.

Ornek 1.11: (R, +,-) bir Krasner hiper halka olsun.

ros
A= r,s e R
00

kiimesi tizerinde “®” hiper iglemi ve “®” ikili iglemi asagidaki gibi tanimlansin.

vrl? T2, S1, 52 € R?
ry 81 r9 89 a b

= a€ry+ry,be s+ sy
0 0 0 O 0 0



T S T2 S2 T2 T152
0 O 0 O 0 0
Bu durumda (A, @, ®) bir Krasner hiper halkadir.

Bu tez boyunca hiper halkalar Krasner hiper halka olarak alinacaktir. Ayrica
x -y gosterimi yerine xy ve 0 + x = {z} gosterimi yerine de 0 + z = x kul-

lanilacaktar.

Tamim 1.12: (R, +,-) bir hiper halka ve ) # A C R olsun. Eger (A, +,-) bir
hiper halka oluyor ise A kiimesine R’'nin bir alt hiper halkasi1 denir.

Tanmim 1.13: R bir hiper halka ve A kiimesi R'nin bir alt hiper halkasi olsun.
Eger her r € R, her a € A igin ra € A (ar € A) oluyor ise A kiimesine R hiper
halkasinin sol (sag) hiper ideali denir. Eger A hem sol hem sag hiper ideal ise

A bir hiper idealdir denir.

Lemma 1.14: R bir hiper halka ve ) # A C R olsun. Bu durumda, A
kiimesi R’nin bir sol (sag) hiper idealidir. <

(1) a,be Aikena—b C A,

(2)ac A, r € Rikenra € A (ar € A) saglanir.

Ispat: Eger A kiimesi R’nin bir sol (sag) hiper ideali ise verilen kogullarin sag-
landig1 agiktir. Tersine, kabul edelim ki (1) ve (2) kogullar1 saglansi. A # ()
oldugu verilmigtir. Her a € A igin (1) kogulundan, 0 e a—a C Ave0—a C A
oldugundan —a € A kogullar saglanir. Ayrica A kiimesi R’nin bir alt kiimesi
oldugundan hiper halka olmanin diger kosullar1 A kiimesi i¢in de gegerlidir. O
halde A, R'nin bir alt hiper halkasidir. (2) kogulu da saglandigi i¢in A kiimesi
R hiper halkasinin bir sol (sag) hiper idealidir.
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Ornek 1.15: (R, +,-) bir hiper halka olsun. Her = € R icin
Ann,.(z) ={y € R | zy =0}

kiimesi R’nin bir sag hiper idealidir. Gercekten, 0 € R ve her z € R igin
0 = 0 oldugundan 0 € Ann,(z) saglamir. Yani Ann,(z) # (’dir. Herhangi
Y1, Y2 € Ann,.(z) igin zy; = 0 ve xys = 0 oldugundan x(y; +y2) = zy; + Ty =
0 + 0 = 0 saglanir. Buradan her z € y; + yo i¢gin zz = 0’dir. O halde
y1 + y2 C Ann,(x) olur. Ayrica, herhangi y € Ann,.(z) ve r € R i¢in zy = 0
oldugundan z(yr) = (zy)r = Or = 0 yazildig: i¢in yr € Ann,(x) gegerlidir.
Boylece Ann,.(x) kiimesi R hiper halkasinin bir sag hiper idealidir. Bu hiper
ideale  elemaninin R’de sag sifirlayan1 denir.

Benzer sekilde R’de x elemani i¢in sol sifirlayan kiimesi
Anny(x) ={y € R | yz = 0}

bigiminde tamimlanir. Eger Ann,(x) = Ann(z) ise bu durumda Ann(x) gos-

terimi kullamlir.

Ornek 1.16: R = {0,a,b, c} kiimesi iizerinde hiper toplama ve ikili ¢arpma

islemi agagidaki gibi tanimlansin:

©l0 a b c ©|0 a b c
00 a b ¢ 0/0 0 00
ala {0,b} {a,c} b al0 a b c
b|b {a,c} {0,b} a b0 b b O
cle b a 0 cl|0 ¢ 0 ¢

Bu durumda (R, ®, ®) bir Krasner hiper halkadir. Burada Ann(0) = {0, a, b, ¢},
Ann(a) = {0}, Ann(b) = {0, c} ve Ann(c) = {0,b} kiimeleri R'nin hiper ide-

alleridir.
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Tanmim 1.17: R bir hiper halka, () # A, B C R olsun. Bu durumda
A+B={z|x€a+bac A bec B}

ve

AB:{x]xGZaibi,aieA,biEB,n€Z+}
i—1

biciminde tanimlanir.

Eger A ve B kiimeleri R hiper halkasinin hiper idealleri ise A + B ve AB

kiimeleri de R’nin hiper idealleridir.

Tanim 1.18: R bir hiper halka ve P, R’nin bir hiper ideali olsun. Eger
R'nin A ve B hiper idealleri igin AB C P oldugunda A C P veya B C P

oluyor ise P hiper idealine R hiper halkasinin asal hiper ideali denir.

Tanim 1.19: R bir hiper halka ve P, R’nin bir hiper ideali olsun. Eger
R’nin A hiper ideali i¢cin A? C P oldugunda A C P oluyor ise bu durumda P

hiper idealine R’'nin yar1 asal hiper ideali denir.

Agiktir ki R hiper halkasinin her asal hiper ideali onun bir yar1 asal hiper
idealidir, fakat tersi genel olarak dogru degildir.

Ornek 1.20: R = {a,b,c,d,e, f,g,h} kiimesi tizerinde “®” hiper toplama

islemi ve “®” ikili carpma islemi asagidaki gibi tanimlansin:
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Dl a b c d e f g h
a|a b c d € f g h
b|b b {a,b,c,d} b f f {e, f,q9,h} f
c|c {abecd} c c g {e, f,g,h} g g
d|d b c a h f g e
e e f 9 h {ae;  {b f} {c.9}  {d.h}
f1r f {e;f.g.hy f {b,f}  A{b,f} R {0, f}
919 fef.9.h} g 9 {9} R {e.9b {eg)
h|h f 9 e {dn}  {b f} {c.9}  Ha,e}

©la b c de f g h

ala a a a a a a a

bla b ¢c d a b ¢ d

cla ¢ b da c b d

dla a a a a a a a

ela a a a e e e e

fla b ¢ d e f g h

gla ¢ b d e g f h

hla a a a e e e e

Bu durumda (R, ®,®) bir Krasner hiper halkadir.

R hiper halkasinin yari asal hiper idealidir, fakat R’nin bir asal hiper ide-
ali degildir. Gergekten, {a,b,c,d} ® {a,d,e,h} = {a,d} olmasma ragmen

Burada {a,d} kiimesi

{a,b,c,d} € {a,d} ve {a,d,e,h} € {a,d} dir. Ayrica {a,b,c,d} ve {a,d, e, h}

kiimeleri R'nin asal hiper idealleridir.

Ornek 1.21: Ornek 1.16’da verilen (R, @, ®) Krasner hiper halkasinda {0},

R’nin bir yar asal hiper ideali olup asal hiper ideali degildir. Ciinkii, {0,b} ®

{0, ¢} = {0}, fakat {0,b} € {0} ve {0,c} € {0} dur.
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Tanmim 1.22: R bir hiper halka olsun. Eger a,b € R i¢in aRb = 0 oldugunda

a = 0 veya b = 0 oluyor ise R’ye asal hiper halka denir.

Ornek 1.23: R = {0,1,2} kiimesi iizerinde “+” hiper iglemi ve “” ikili

islemi agagidaki gibi tanimlansin:

+10 1 2 01 2
0(0 1 2 ?O 0 0
111 1 R 110 1 2
2|12 R 2 210 1 2

Bu durumda (R, +, -) bir asal hiper halkadir.

Tanim 1.24: R bir hiper halka olsun. Eger her x € R i¢in x Rx = 0 oldugunda

x = 0 oluyor ise R yar1 asal hiper halkadir denir.

Acgiktir ki, her asal hiper halka bir yari asal hiper halkadir. Fakat tersi genel
olarak dogru degildir.

Ornek 1.25: R = {e,a,b,c,d, f} kiimesi tizerinde hiper toplama ve ikili

carpma islemi agagidaki gibi tanimlansin:

+le a b c d /
ele a b c d f
ala a {e,a,b} d d {c.d, [}
b|lb {ea,b} b [ Aed f} /
clc d f e a b
d|d d {e,d, f} «a a {e,a,b}
ff Aed fy o f b {e,a,b} b
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Burada (R, +,-) bir yar1 asal hiper halkadir. Fakat aRc = e iken a,c # e
oldugu i¢in R asal hiper halka degildir.
n-tane
——t——
Tanim 1.26: R bir hiper halka olsun. Egerz € Ricin0 e nxt =z +2x+ ... +x

oldugunda x = 0 oluyor ise R’ye n-torsion free hiper halka denir.

Ornek 1.27: Ornek 1.23’te verilen R hiper halkasi bir 2-torsion free hiper
halkadir. Ornek 1.25’te verilen R hiper halkasi 3-torsion free olan fakat 2-

torsion free olmayan bir hiper halka ornegidir. Ciinkii e € 2c¢ saglanirken

c # e'dir.
Tanmim 1.28: R birimli, degismeli bir hiper halka olsun. Eger her a,b € R
icin ab = 0 oldugunda a = 0 veya b = 0 oluyor ise R’ye hiper tamlik bolgesi

(hyperdomain) denir.

Ornek 1.29: R = {0,1,2,3} kiimesi iizerinde hiper toplama ve ikili carpma

islemi agagidaki gibi tanimlansin:
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el0 1 2 3 0123
0l0 1 2 3 0/0 0 0 0
1|1 {0,2,3} {1,2} {1,3} 110123
212 {1,2} {0,1,3} {2,3} 210 2 31
313 {1,3} {23} {0,1,2} 310 31 2

(R,®,-), 1 birim elemanh degismeli hiper halkadir ve zy = 0 iken x = 0
veya y = 0’dir. Yani R bir hiper tamlik bolgesidir.

Tanim 1.30: R bir hiper halka olsun. Eger (R — {0},:) bir grup ise R

hiper halkasina (Krasner) hiper cisim denir.

Ornek 1.31: S = {0, 1, —1} kiimesi tizerinde bilinen ¢arpma iglemi ve 11 =
{1}, - 1e—-1={-1},200=00z={z}veld-1=—-1d1={0,1,—-1}

hiper toplama iglemi verilsin. Bu durumda S bir hiper cisimdir.

Tamim 1.32: A ve B iki hiper halka, f : A — B bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € A igin
flx+y) € f@)+ fly), flzy) = f(x)f(y) ve f(0) =0
oluyor ise f doniisiimiine bir homomorfizm denir. Vz, y € A,
fle+y) = fle)+ fy), fley) = f(2)f(y) ve f(0) =0
saglaniyor ise f doniigiimiine iyi (good) homomorfizm denir.
Eger f good homomorfizmasi birebir ve ¢rten ise f izomorfizm olarak ad-

landirihir ve A & B yazlir. f : A — B bir izomorfizm ise f~! : B — A bir

izomorfizmdir.
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f + A — B bir homomorfizm olsun. {z € A| f(x) =0} kiimesine f homo-
morfizmasimin gekirdegi denir ve ker f ile gosterilir. {f(z) |z € A} kiimesine

ise f homomorfizmasinin goriintii kiimesi denir ve Im f ile gosterilir.

Ornek 1.33: (G, <) tam sirali degismeli bir grup olmak iizere,

zoy={x+y, |z —yl}

hiper iglemi tamimlansin. Bu iglem ile elde edilen hiper grubu H (G) ile gostere-
lim.

0 ; ncift ise

1

fH(Z) — H(Z), f(n)= ,
;. n tek ise

doniisiimii bir homomorfizmadir, fakat bir good homomorfizma degildir.

Gergekten, = ve y tek tamsayilar olmak iizere her a € f(x oy) i¢in a = f(s),

Gift cift
s € roy saglanir. s € xoy = x+y, |[r—y| p oldugundan f(s) = 0’dr.

Yani a = 0 olur. Diger taraftan

f@)ofly)=Tol={1+1, [1 -1} ={2, 0}

olur. Buradan f(zoy) C f(z) o f(y) elde edilir.

Agagidaki teorem bir hiper halka homomorfizmasinin genel ozelliklerini ver-

mektedir.

Teorem 1.34: A ve B hiper halkalar, f : A — B homomorfizm olsun.
Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) Her x € Aigin f(—z) = —f(2);

(ii) ker f, A'min bir hiper idealidir;

(iii) f birebir ise ker f = {0};

(iv) f good homomorfizm ve ker f = {0} ise f birebirdir;
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(v) f bir good homomorfizm ise f(A), B’nin alt hiper halkasidir.

ispat:
(i) z € A olsun. 0 € x — z oldugundan

f(0) € flw—=) C flz)+ f(-2)

dir. f homomorfizma oldugundan f(0) =0 ve 0 € f(x)+ f(—x) olur. Boylece
f(=z), (B,+) kanonikal hiper grubunda f(z) elemaninin tersidir. O halde
f(—z) = —f(x) elde edilir.

(ii) f(0) = 0 oldugundan 0 € ker f’dir.
z,y € ker f alalim. Bu durumda f(z) = 0 = f(y) saglanir.

flx+y) C f(o)+ f(y) =040 = {0}

olur ki x + y C ker f’dir.

x € ker f ve z € A icin

flzz) = f(2)f(x) = f(2)0 = 0 ve f(zz) = f(x)f(2) = 0f(z) =0

oldugundan zz,xz € ker f olur. O halde ker f, A’'nin bir hiper idealidir.

(iii) f birebir olsun. a € ker f alahm. Bu durumda f(a) = 0 = f(0)dir.
f birebir oldugundan a = 0 olur. O halde ker f = {0} bulunur.

(iv) f bir good homomorfizm ve ker f = {0} olsun. z,y € A icin f(z) = f(y)
olsun. O halde

0€ flz) = flx) = f(z) = fly) = f(2) + f(=y) = f(z —y)

olur. Buradan bir z € x — y i¢in f(z) = 0 olur. Bu durumda z € ker f =
{0}’dir. O halde 0 € x—y bulunur. Yani —y, (A, +) kanonikal hiper grubunda

2 elemaninin tersidir. Boylece —y = —z yani x = y’dir.
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(v) Kabul edelim ki f bir good homomorfizm olsun. Vz,y € A,

flx)+fly) = flz+y)C f(A)
—flx) = f(-z) C f(A)
f@)fly) = flzy) € f(A)

ifadeleri dogrudur. Boylece f(A), B’nin bir alt hiper halkasidir.

Not: Teorem 1.34’te verilen (iv) ve (v) ozellikleri f sadece homomorfizm

oldugunda genelde saglanmaz.

Ornek 1.35: [0, 1] kapah birim arahig iizerinde
{max{z,y}} ; =7y
rdy=
[0, 2] ; T=y

hiper iglemi ve bilinen ¢arpma iglemi tanimlansm. ([0, 1], @, ) bir hiper halka-
dur.
f:[0,1] — [0,1], f(0) =0 ve Vz € (0,1], f(z) =1

bigiminde tanimli doniigiim bir homomorfizmdir, fakat good homomorfizm

degildir. Burada

([ F{0}) = {0} = 0@ 0 = f(z) & f(y) L a=y=0 |
Fay) = f{z}) ={1} =180 = f(2) D f(y) x>y =

(e = {10l =161=f@) @ fly) ; o>y>0

kf([O,x]):{O,l}g[O,l]zl@l:f(x)@f(y) ) ZL':y>O)

ve

0 ; x=0veyay=0
f(xy)f(ﬂf)f(y){ }
15 #0 ve y#0
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gegerlidir. Burada ker f = {0} olmasina ragmen f birebir degildir. Ayrica
f([0,1]) = {0,1} kiimesi ([0, 1],B,-) hiper halkasinin bir alt hiper halkasi
degildir.

Tanim 1.36: (R, +,-) bir hiper halka ve (M, +) bir hiper grup olsun.
tRx M — M, (a,m) —a-m

doniigiimii tamimlansin. Eger Va, b € R ve Ym, my, my € M,
(i) a-(m1 +mgo) =a-my+a-ms,

(ii) (@ +b)-m = (a-m)+ (b-m),

(iii) (a-b) -m =a-(b-m),

(iv) Og - m =0y

kosullar saglaniyor ise M bir sol R-hiper modiildiir denir.

Ornek 1.37: R bir hiper halka olsun. Z ve Z, degismeli gruplari R-hiper

modiildiir.

Tanim 1.38: R bir hiper halka, A ve B iki R-hiper modiil olsun. f: A — B
doniisiimii tanimlansin. Her » € R, her z, y € A igin

(@) fle+y) € flz)+ fy)

(ii) f(xr) = f(x)r

oluyor ise f doniigiimiine bir sag R-homomorfizm denir.
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2. HIPER HALKALARIN GENISLETILMiS MERKEZI

Bu boliimde "Extended Centroid of Hyperrings" adli calisgmamiz ayrintilariyla
verilecektir. Hiper halkalar i¢in genisletilmis merkez tanimlanarak bir hiper
cisim oldugu gosterilecektir. Ayrica hiper halkalarda genigletilmis merkez ile

tirev arasindaki bazi bagintilar verilecektir.

R bir asal hiper halka olsun. R’nin sifirdan farkl tiim hiper ideallerinin kiimesi

H = H(R) ile gosterilsin. Yani,
H = H(R)={U | {Og} # U, R’nin hiper ideali}
olsun.
F={fu|U€Hvef:U— R bir good sag R-homomorfizm}

kiimesi iizerinde,

“fu =gy dK CUNV ve K € H vardir 6yle ki K {izerinde f = g’dir.”

bagintisi tanimlansin. “~” bagintisi bir denklik bagintisidir.

Gergekten, her fy € Fligin U C UNU ve U kiimesi tizerinde f = f oldugundan
“x~” bagintis1 yansiyandir.

fu, gv € F icin fy =~ gy olsun. Bu durumda, 3K C U NV olacak bicimde
bir K € H vardir ki K iizerinde f = ¢g’dir. Buradan 3K CV NU ve K € H
vardir ki K tizerinde g = f saglanir. Dolayisiyla gy ~ fy olur ve “~” bagintisi
simetriktir.

fu,gv,hw € F icin fy =~ gy ve gy = hy olsun. Bu durumda 3K; € H
ve K C UNYV vardir oyle ki K; iizerinde f = ¢’dir. Yine 3Ky € H ve
Ky CV NW vardir oyle ki K iizerinde g = h’dir. O halde

Ky =KiNKCUNV)N(VAW)=UNV)NW CUNW
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alinirsa, her x € K3 igin f(z) = g(z) = h(x) oldugundan K3 iizerinde f = h
elde edilir. Yani “~” bagintis1 gecismelidir. Boylece “~” bagintis1 F’ iizerinde
bir denklik bagmntisidir.

Herhangi fy € F elemaninin denklik stmfi f; ve F' kiimesindeki biitiin denklik
siniflarinin kiimesi @), ile gosterilsin.

@, kiimesi tizerinde “+” hiper islemi asagidaki gibi tanimlansin.
V?Uagv € Qr>
To+9v =T+ 9vnv-

Kabul edelim ki her z,y € U NV igin © = y olsun.
(f +9)(2) = f(z) +9(x) = f(y) + 9(y) = (f + 9)(¥)

oldugundan f 4+ ¢: U NV — R iyi tamimhdir.
Ve,ye UNV veVr € R,

(ftoz+y) = flx+y) +gl@+y)=f(x)+ fly)+g(x)+9(y)
= f(@)+g(x)+ f(y) +9(y) = (f +9)(@) + (f +9)(v)

ve

(f +9)er) = fler) +g(ar) = fx)r+ g(x)r
= (f(2) +g(@)r = ((f + 9)(=))r

oldugundan f +¢g : UNV — R bir good sag R-homomorfizmdir. Boylece

f + Junv & QT olur.
EUI = EUQ ve g1y, = Gay, olsun. Bu durumda f1U1 = f2U2 ve g1y, A G2y, olur.

Buradan flul R f2U2 oldugundan 4K, € H ve Ky C U; N Uy vardir 6yle ki
K, tzerinde f; = f; saglanir. Ayrica g1, =~ g¢a,, oldugundan 3K, € H ve
Ky C VNV, vardir 6yle ki K iizerinde g3 = go'dir.

K=KiNK,CUNnU)N(WViNnV) = (U NV)N({UsN V)
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alinirsa, her z € K icin

(fi+ta) (@) = fi(x)+g9(z)
= J{t@) 1) € fi (@) + g1 (2)}
= U{t(l’) € fa(x) + g2 ()}
= f2(2) +92(x) = (f2+ g2) (2)

olur. Yani K iizerinde f1 + g1 = f2 + g2 saglanir. Bu durumda fi + g1, -, =
f2 + G2,ny, Olur. O halde @), tizerindeki toplama iglemi iyi tanimhdir.
fu,Gv,hw € Q, alahm. U N (VNAW) = (UNV)NW oldugundan Va €
un(Vnw),

[(f +9) + 1] (z) = (f + 9)(z) + h(z)
= U @)+

t(z)e(f+9)(2)

= | (k@) | k@) et@)+ hx)}

t(x)e(f+g)(x)

= [ J{k@) | k(z) € (f(2) + g(x)) + h(2)}
= J{k(2) | k(z) € f(2) + (9(z) + h(x))}
= U (k@) k@) € f@)+p(2)}

p(z)eg(x)+h(z)

= U  f@)+p@) =f@)+(g+h)()

p(x)e(g+h)(x)

=[f+(g+n](z)

elde edilir. Buradan U N (V N W) kiimesi tizerinde (f +g) +h = f + (g + h)
saglanir. O halde (7[] + EV) +hw = fy + (EV + EW) olur.
fu.0v €Q,icin UNV =V NU oldugundan Vz € U NV,

(f +9)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(z) = (g + [)(2)

saglanir. O halde UNV iizerinde f+g = g+ f gecerlidir ve f;; +g, = gy + fu

saglanir.
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0: R — R, x+— 0 doniigiimii bir good sag R-homomorfizmdir. Dolayisiyla

Or € Q. dir. f; € Q, alahm. U C U N R oldugundan Vz € U,

(0 + f)(x) = 0(x) + f(x) = 0+ f(x) = f(x)

ve
(f +0)(x) = f(z) +0(x) = f(x) + 0= f(z)

olur. Buradan U iizerinde § + f = f = f + 6 saglamir. O halde 0y + f; =

fu = fu +0gdir. Oz € Q, toplamsal birimdir.

—f:U = R, v — —f(x) = (—f)(z) olmak iizere —f,; € Q, alahm. Burada

—f(x), R hiper halkasinda f(z) elemanmin tersi oldugundan Vz € U,

0(x) € f(x) = f(x) = f(z) + (=f)(=)

gecerlidir. O halde 0z € f;; + (—fy;) olur.
Yfu.Gvshw € Qr, hw € fy + gy olsun. Bu durumda 3f; € fve g1 € Gy
vardir 6yle ki h = f; + g1 saglanir. Herhangi bir z € K(€ H) CU NV igin

hx) = (fi +9) (@) = filx) + folz) € f2) + g(2)

olur. R bir hiper halka oldugundan h(z) € f(z)+g(z) iken g(x) € — f(z)+h(x)
ve f(x) € h(x) — g(z) gegerlidir.

O halde g(x) € (—f+h)(z) ve f(x) € (h—g)(z) olur. Buradan gy, € —fy+hw
ve fi; € hy — Gy elde edilir.

Boylece (Q,,+) bir kanonikal hiper gruptur.

W

Q, lizerinde islemi asagidaki gibi tanimlansin. Vf, g, € Q,

ngiv = EVU-

Burada fg: VU — R bir good sag R-homomorfizmdir. Gergekten, x,y € VU
icin z = y olsun. O halde

(fg)(z) = flg(x)) = f(9(y)) = (f9)(v)
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oldugundan fg: VU — R iyi tamimhdir.
Z b;a;, Z bja; C VU alalim. Bu durumda

sonlu sonlu

(frg1) (Zbaﬁ— Zba]>

sonlu sonlu
= filan E bi&ri-g bﬂj))
sonlu sonlu

= fila | D] bz-a,-) +a (Z bjaj>)

sonlu sonlu

= fila Z biai>> + fi (91 (Z bﬂj))
sonlu sonlu

= (fin) (Zbaz) (fig1 (Zb%>

sonlu sonlu

ve r € R icin

(fa) (D biar)r)

sonlu

= fO_ gbi)ai)r

sonlu

= (f9)(D_ biai)r

sonlu

oldugundan fg: VU — R bir good sag R-homomorfizmdir. O halde fg,, €
@, olur.

Kabul edelim ki flul ~ f2U2 ve g1, R Gay, olsun. Bu durumda 3K;(€ H)
C Uy N Uy vardir oyle ki K7 iizerinde f; = fy'dir ve IKy5(€ H) ve Ky C
Vi N Vy vardir oyle ki K iizerinde gy = g9 ’dir. Ayrica ViU, N VoU, C
(UyNnV) N (UsnVy) = (U NUy) N (ViNV;) oldugundan 3K € H vardir
oyle ki K C ViU, N VLU, olur. O halde a; € Vi NV, ve b; € Uy N Uy olmak

lizere
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(flgl) <Z aibi> =

sonlu

: ( ))

f2 (Z g2 (a;)b

sonlu

2 (f292) (Z aibi>

sonlu

olur. Boylece K tizerinde f1g1 = f2g2 gecerlidir. fig1, , = f2g2y,,, oldugun-

[k

dan islemi iyi tanimlidir.

fu v, hw € Q, olsun. W (VU) = (WV)U oldugundan her z € W (VU)
icin
[(fg)h] (z) = (fg)(h(x)) = f(g(h(x)))
= f((gh) (x)) = (f (gh)) (x)

olur. Yani W (VU) tizerinde (fg)h = f(gh) saglamr. O halde (f; Gy )hw

= fu(Gy hw) elde edilir. Her f;; € Q, icin RU C RU N R ve RU iizerinde
f0 =0 =0f oldugundan f,,0r = Or = Orf, gecerlidir.

fu v, hw € Q olsun. (VNW)U C VU N WU oldugundan her a; € U
ve b; € VNI icin

=f ((g +h){ Y b))

=/ (g (an:u biai> +h (an:u bm))
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=f Zg(bi)ai+zh(b)a

sonlu sonlu
=D g ) +f (Z h(@-)az-)
sonlu sonlu

1 (2;’”)) o (h <§; biai)>

9) (Z biai> + (fh) (Z biaz)

sonlu sonlu

= (fg+ fh) Zbaz>

sonlu

olur. Buradan (V N W)U iizerinde f (g + h) = fg + fh saglanir.
Ayrica W (UNV) C WU NWYV oldugundan her b; € W, a; € U NV igin

[(f +9)h (Zba1> (f+9) (h'(Zbiai))
sonlu sonlu

=(f+9) <Zh(b )

sonlu

—f<zh az>+g<2h

sonlu sonlu

)
() ()

h) (Z biai> + (gh) (Z biai>

sonlu sonlu

= (fh+ gh) Zbaz)

sonlu

olur. Buradan W (U N'V) tizerinde (f + g) h = fh + gh’dir.

«“»

Boylece @), iizerinde isleminin “+” iglemi tizerine sagdan ve soldan dagilma

ozelligi vardir.

O halde (Q,,+, -) bir Krasner hiper halkadir.

1 €@, 1: R— R, v +— x doniistimiini alahm. RU C U oldugundan her
v € RU ve fy € Q, igin (f1)(x) = f(1(x)) = f(z) ve (1f)(x) = 1(f(2)) =
f(z) saglanir. Buradan f;1z = 1y f; = fy elde edilir. Yani, 1z elemam Q,

hiper halkasinin ¢arpimsal birimidir.
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Teorem 2.1: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda R, (), igine bir
alt hiper halka olarak gomiilebilir.

Ispat : a € Rolsun. A\, : R — R, 7 — M\, (r) = ar doniisiimii tanimlan-
sin. Buradan r,s € R igin r = s ise ar = as oldugundan \, (1) = A, (s) olur.
Vr,s € R,

M (r+8)=a(r+s)=ar+as= X (r)+ N\ (5)

ve

Ao (1) =a(rs) = (ar)s = A, (1) s

oldugundan A, bir good sag R-homomorfizmdir. Bu durumda )‘_aR € @, ’dir.

AR — QA a) =N,

doniigtimiinii tanmimlayalim. Burada A iyi tanimli ve bir good homomorfizmdir.

Ayrica

ker A = {a€R|>\(a):0_R}:{aeRM_aR:QR}
= {a€R| X, ~0r}={acR|aR =0}
— {a€R|a=0}={0}

saglanir. Dolayisiyla A\ birebirdir. Boylece R, @), icine gomiilebilir.

Tanim 2.2: R bir asal hiper halka olsun.

Qr:{fU

f:U — R sag good R-homomorfizm ve U € H }

hiper halkasina, R’nin sag kesirler (quotients) hiper halkasi denir.
Kullanimda kolaylik olmas1 agisindan g;; € ), yerine g alinacaktir.

Lemma 2.3: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda sifirdan farkh her

q € Q, igin ¢ (U) C R olacak bigimde R’nin sifirdan farkli bir U hiper ideali
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vardir.

Ispat: ¢ € Q, alalm. Bu durumda ¢ = fy olacak bicimde R’nin sifirdan farkh
bir U hiper ideali vardir. Herhangi bir a € U igin A\, : R — R, 7+ A\, (r) = ar

bir good sag R-homomorfizm oldugundan her x € U icin

(fAa) (@) = [ (A (2)) = [ (az) = [ (a) z = Ap(o) (2)
olur ve buradan U {tizerinde f\, = Ay, elde edilir. Dolayisiyla fU)\aR =\ fla)
yazilir. O halde g\ (U) C A (R)’dir. R = A (R) oldugundan ¢(U) C R yazla-
bilir.

Lemma 2.4: R bir asal hiper halka olsun. Bu durumda R’nin @), sag ke-

sirler (quotients) hiper halkasi bir asal hiper halkadur.

Ispat: p,q € Q, ve pQ,q = 6 olsun. Eger p # 0 ve ¢ # 0 ise p(U) C R
ve (V') C R olacak bigimde R’nin sifirdan farkli U ve V hiper idealleri vardir.
p # 6 ve q¢ # 6 oldugundan sifirdan farkh v € U ve v € V elemanlar igin
p(u) # Ogr ve q(v) # Og gegerlidir. R, (),’nin bir alt hiper halkas1 oldugundan

p(u)Rq(v) C p(u)Qrq(v) = {Or}

saglanir. Buradan p(u)Rq(v) = {Ogr} elde edilir. R asal hiper halka oldugun-
dan p(u) = Og veya q(v) = Og’dir. Bu ise p(u) # Ogr ve q(v) # Og olmast ile
geligir. O halde kabuliimiiz yanhstir. pQ,q = 0 iken p = 0 veya q = 6 elde
edilir. Boylece @), bir asal hiper halkadir.

Tanim 2.5: R bir asal hiper halka ve @),,, R'nin sag kesirler (quotients) hiper

halkas1 olsun. Buna gore

C:={gecQ | VfecQ,gf = fg}

kiimesine ), 'nin merkezi ve R hiper halkasinin genisletilmis merkezi (extended

centroid) denir.
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C, @,’nin bir alt hiper halkasidir. Gergekten, 0 € @, icin 0 € C' oldugun-
dan C # (’dir. C' C Q, oldugu agiktir. g;, g € C alalm. V[ € Q,,

flon+g)=fa+foa=a0f+g0f=(G+ag0)f

f(9192) = (fg1)92 = (91.f)g2 = 91(f92) = 91(92f) = (192) f

oldugundan ¢, + g2 C C' ve g1go € C'dir.

0 # ¢ € C alalim. Herhangi bir f € C i¢in ¢f = 0 olsun. Buradan her g € @,
icin gcf = 6 ve ¢ € C oldugundan cgf = 6 elde edilir. @, asal hiper halka ve
¢ # 0 oldugundan f = 6 bulunur. Boylece C' bir hiper tamlik bolgesidir.

Teorem 2.6: C bir hiper cisimdir.

Ispat: 0 # ¢ € C alalm. Bu durumda ¢ € Q, oldugundan ¢cU C R ola-
cak bicimde R’nin sifirdan farkli U hiper ideali vardir. R asal hiper halka
oldugundan cU # {0g}’dir. ¢ € C oldugundan {Og} # V = cU alirsak, V'
kiimesi R hiper halkasinin bir hiper ideali olur. Gergekten, her cz,cy € V i¢in
cx+cy=clex+y) CV veherr € Rigin cxr € V ve rex = crx € V saglanir.
d:V — R, ca — a doniigiimiinii tamimlayalim. a,b € U i¢in ca = cb olsun.
¢ € C oldugundan ac = be olur. Buradan ¢ = fy olmak tizere A\, fu = Ao, fu
saglanir. Dolayisiyla A\, f = Ay f 'dir. Boylece 3K € H ve K C U vardir 6yleki
K iizerinde \,f = A\pf saglamir. Vo € K, A\, (f(z)) = M\(f(z)) olacagindan
af(x) = bf(x) elde edilir. ¢ = fy # 0 oldugundan bir x € K i¢in f(z) # Og
olacaktir. Dolayisiyla 0 € (a — b) f(x) yani 0 € a — b oldugundan a = b olur. d

doniigtimii iyi tanimhdir. Her ca, cb € V igin
d(ca+ cb) =d(c(a+b)) =a+b=d(ca) + d(cb)

ve her r € R i¢in
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d((ca)r) =d(c(ar)) = ar = d(ca)r

saglanir. Dolayisiyla d : V' — R bir sag good R-homomorfizmdir. Bu durumda
d € @, olur. Ayrica her a € U igin d(ca) = (dc)a = a = 1(a) oldugundan
dc =1 elde edilir. Boylece 6 # ¢ € C tersinirdir. Yani C' bir hiper cisimdir.

Tamim 2.7: R asal hiper halka ve C, R'nin genisletilmis merkezi olmak iizere

S = RC kiimesine R’'nin merkezi kapanigi (central closure) denir.

Lemma 2.8: S = RC kiimesi ,’nin bir alt hiper halkasidir. Ayrica S

bir asal hiper halkadir.

Ispat: 6 € C oldugundan 0 € S’dir. Herhangi s;, s, € S icin s; € Z ric; Ve
sonlu
S2 € Z rici,Ti,7; € R, ¢;,¢; € C olsun.

sonlu

81+82g ZTiCi—i‘TjngS

sonlu

sonlu sonlu

ve

oldugundan S, (),’nin bir alt hiper halkasidir.

S’nin asal oldugu ),’nin asalligina benzer olarak gosterilebilir.
Teorem 2.9: R bir asal hiper halka ve S, R'nin merkezi kapanisi olsun.
Eger a,b € S olmak iizere her x € R i¢in axb = bxa oluyor ise qa = b olacak

bi¢imde en az bir ¢ € C' vardir.

Ispat: a # 6 ve b # 6 olsun. S C Q, oldugundan Lemma 2.3’ten, all C R ve
bU C R olacak bigimde R'nin sifirdan farkh bir U hiper ideali vardir. V = UalU
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olarak alirsak,

J:V—=R[f (Z xiayi) = inbyu%,yz‘ eU

doniisiimii tanmimlanir. Kabul edelim ki Z x;ay; = 0 olsun. Bu durumda

0 = erxZayi = Z (br)x;ay; = Zb rT;)ay;
= > alraby; =Y _(ar)zby; = Wzﬁibyi

7 7

olur. Boylece aUR (Z xibyi> CaR (Z xibyi> = 0 elde edilir. Yani

(aU X:xzbyZ = 0 olur ki R asal hiper halka oldugundan szbyz =0

bulunur. O halde f iyi tanimlidir.
inayi, ijayj €V =UalU igin

(S ns o) = 1 (3 oo

sonlu sonlu sonlu

= > by,

sonlu

= Z l’lbyl + Z ijyj

sonlu sonlu

— (Z xay) +f (Z :vjayj>

sonlu sonlu

saglanir.

Z riay; € V ver € R icin

f ((Z SCiayi) 7‘) = f <Z ﬂfiCL(Z/ﬂ’))

= Z wib(yir) = <Z %’byi) r

sonlu sonlu

= f <Z a:zay@) r
sonlu
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oldugundan f bir sag good R-homomorfizmdir.
q = fv € @, olsun. Lemma 2.3’ten, herhangi p € @, icin pK C R olacak
bigimde R’nin sifirdan farkli K hiper ideali vardir. O halde z,y € U ve z € K
icin
(gp)(zzay) = q((pz)zay) = (pz)xby
= plzaby) = plq(zzay)) = (pg)(zzay)
olur. KU C K NU ve KU kiimesi iizerinde gp = pq saglanir. Buradan g € C

elde edilir.

Ozel olarak,
0 € zby — xby = q(xay) — xby = xqay — by = x(qa — b)y
saglanir. O halde U(ga — b)U = {0} olur. V = UaU oldugundan
V(qa —b)V =UaU(qa — b)UaU = {0}

elde edilir. R asal hiper halka oldugundan ga = b elde edilir.

Hiper halkalarda tiirev kavrami 2013 yilinda A. Asokkumar tarafindan agagi-

daki bicimde verilmigtir.

Tanim 2.10: R bir hiper halka olsun. Eger d : R — R doniigiimii her z,y € R
icin

(1) d(z +y) € d(z) + d(y)

(ii) d(zy) € d(x)y + zd(y)

kosullarinmi saghyor ise d doniisiimiine tiirev denir.
Onerme 2.11: R asal hiper halka olmak iizere d, R iizerinde bir tiirev ve

a € R olsun. Eger her r € R igin ad(r) = 0 (veya d(r)a = 0) ise bu durumda
a =0 veya d = 0’dir. (Asokkumar, A. (2013))
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Ispat: z, y € R alahm. Kabul edelim ki her 7 € R icin ad(r) = 0 olsun.

Bu durumda

0 = ad(zy) € a(d(z)y + zd(y))
= ad(z)y + axd(y)
= 0+ axd(y)
= azd(y)

elde edilir. R asal hiper halka oldugundan a = 0 veya d(y) = 0 olur. Eger
a # 0 ise her y € R igin d(y) = 0 saglanir. Yani, d = 0 bulunur.

Onerme 2.12: R bir asal hiper halka, C' onun genisletilmis merkezi olsun. R

iizerinde sifirdan farkl d; ve ds tiirevlerini alalim. Eger her x, y € R i¢in

dy(z)dy(y) = da(x)d1(y) (2.1)

oluyor ise bu durumda her z € R igin ds(x) = A\d;(z) olacak bigimde bir A € C'

vardir.

Ispat: 2,y € R icin
0 € di(z)da(y) — da(x)ds(y) (2.2)

gegerlidir. (2.2) bagintisinda z yerine zz yazilirsa,

0 € di(x)zds(y) — da(z)zd1(y)

olur. Buradan her z,y € R igin

dy(7)zdy(y) = do(w)2d1(y) (2.3)

elde edilir. Teorem 2.9’dan, ds(z) = A(x)d;(z) olacak bicimde bir A(z) € C
vardir. O halde (2.3) esitliginden, 0 € (A(z) — A(y))di(x)zd;(y) elde edilir. Bu
durumda bir ¢ € A(z) — A(y) icin 0 = td;(x)zd; (y) saglanir. R asal hiper halka
ve d; # 0 oldugundan Onerme 2.11°den, ¢ = 0 bulunur. Yani, her z,y € R
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icin A(x) = A\(y) olur. Boylece dy(x) = A\d;(z) olacak bi¢imde bir A € C' vardr.

Onerme 2.13: R bir asal hiper halka ve C' onun genisletilmis merkezi olmak
iizere d, g, h ve f sifirdan farklh tiirevler olsun. Kabul edelim ki her =,y € R
icin d(x)g(y) = h(x)f(y) saglansim. Eger d # 0 ve f # 0 ise bu durumda
g(x) = Af(x) ve h(z) = Ad(x) olacak bigimde bir A € C vardur.

Ispat: Hipotezden, her z,y € R icin

0 € d(z)g(y) — h(z)f(y) (2.4)

saglanir. (2.4) ifadesinde y yerine yz yazarsak,

0 € d(x)g(yz) — h(z)f(yz) C d(x)(9(y)z +yg(2)) — M) (f(y)z +yf(2))
= (d(z)g(y) — Mz)f(y))z + d(x)yg(z) — h(z)yf(2)

olur. Buradan her z,y, z € R icin
0 € d(z)yg(z) — h(z)yf(z) (2.5)

elde edilir. (2.5) ifadesinde, y yerine y f(t) yazarsak

0 € dx)yf(t)g(z) —h(x)yf(t)f(z) = d@)yf(t)g(z) — d(z)yg(t)f(2)
= d(x)y(f(t)g(z) — g(t)f(2))

olur. d # 0 oldugundan Onerme 2.11°den f(t)g(z) = g(t)f(z) elde edilir.
Onerme 2.12°den, her z € R icin g(z) = A f(2) saglanir. O halde

0 € d(x)yAf(z) — h(z)yf(2) = (Ad(x) — h(z))yf(2)

bulunur. f # 0 oldugundan Onerme 2.11 kullanilarak her x € R i¢in h(x) =
Ad(z) bulunur.
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3. HIPER HALKALARIN GENELLESTIRILMIiS MERKEZI

Bu boliimde "Generalized centroid of hyperrings" adli ¢alismamiz ayrintili
olarak verilecektir. Yari asal hiper halkalarin genellestirilmis merkezi tanimla-

narak bir regiiler hiper halka oldugu ispatlanacaktir.

Lemma 3.1: R bir yar1 asal hiper halka ve U, R’nin sifirdan farkli bir
hiper ideali olsun. Bu durumda Ann,.(U) = Anni(U) gegerlidir. O halde
Ann,.(U) = Anny(U) = Ann(U) yazlir.

Ispat: UAnn,(U) = {0g} ve Anny(U)U = {0g} saglamir. R yar asal hiper
halka ve Ann,(U)(UAnn,(U))U = {0g} oldugundan Ann,(U)U = {0z} dir.
Yani Ann,(U) C Ann;(U) olur. Benzer sekilde Ann,(U) C Ann,(U) oldugu
gosterilebilir. Dolayisiyla Ann,.(U) = Anny(U) elde edilir.

R bir yar asal hiper halka olsun. R’nin sifirlayan sifir olan biitiin sifirdan

farkli hiper ideallerinin kiimesi M ile gosterilsin. Yani,
M = {U|{0g} # U, R’nin hiper ideali ve AnnU = {0r}}

olsun. Bu durumda M kiimesi ¢arpma iglemi altinda kapalidir. Gergekten,
U,V € M alalim. Bu durumda her z € R i¢in UVxz = {0g}’dir. Buradan
Vo C AnnU = {0g} yani Va = {Og} olur. O halde x € AnnV = {0g} yani
x = Og bulunur. Boylece UV € M elde edilir.

I'={fv]|f:U— Rsag good R-homomorfizm ve U € M}
kiimesi iizerinde;
“fu~gy = IKCUNV ve K € M vardir dyle ki K tizerinde f = g’dir.”

bagintis1 tanimlansin. M kiimesi ¢garpmaya gore kapali oldugundan bir K € M

bulmak miimkiindiir ve ” ~ 7 bir denklik bagintisidir. Bu baginti ile I' denklik
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siiflarma ayrihr. Herhangi fi € T' elemanmin denklik siifi f; ile ve biitiin

denklik siniflarinin kiimesi de @), ile gosterilsin.

@, tizerinde “+” islemi agagidaki gibi tanimlansin.
Yy, Gv € Qr,
Tv+39v =T+ gvv
Burada f+¢: U NV — R bir good sag R-homomorfizmdir.
Kabul edelim ki her z,y € U NV igin x = y olsun.

(f+9)(@) = f(z)+g9(x) = fly) + 9(y) = (f + 9)(¥)
oldugundan f +¢g: U NV — R iyi tammhdir. Her 2,y € UNV ve her r € R
icin
(f+9)@+y) = flat+y) +g9z+y)=[f(2)+fly)+9(x)+9(y)
= f(@)+g(@)+ fy) +9) = (f+9) @)+ ([ +9)()

(f+9)ar) = flar)+glar) = f(z)r 4+ g(z)r
= (f(&) +g(x))r = ((f +9)(x))r
oldugundan f + g : UNV — R bir good sag R-homomorfizmdir. Boylece

f + gUnV c QT OhlI‘.

fiz, = fev, Ve g1y, = G2y, olsun. Bu durumda flUl ~ f2U2 ve gy, N Gay,

olur. Buradan flul = f2U2 oldugundan dK; € M ve K; C U; N U, vardir oyle
ki K tizerinde f1 = fp saglamir. Ayrica g1, = g2,, oldugundan 3K, € M ve
Ky C VNV, vardir dyle ki K iizerinde g, = go'dir.

KiZKlﬂKgg (UlﬂUg)ﬂ(‘/iﬂ‘/Q):(Ulm‘/l)ﬂ(Ugﬂ‘/z)
alalm. Vx € K,

(fitg)(z) = fifr)+ao(z U{t z) € fi(z) + g1 ()}
= (J{t@) € fa (@) + 92 ()} = fo () + 92 (2) = (fo + 92) ()
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olur. Yani K iizerinde f1 + g1 = f2 + go saglanir. Bu durumda f1 + g1, -y, =

f2 + 921, saglamr. O halde @, tizerindeki toplama iglemi iyl tanimhdur.

fo, v, by € Q, alam. UnN (VN H) = (UNV)N H oldugundan her
reUN(VNH)igin

[(f +9) + 1] (z) = (f + g)(@) + h(z)
= U t@)+h@

t(x)e(f+9)(x)

= U {k@) | k@) € t(z) + h(z)}

t(z)e(f+g)(x)

= J{k(@) | k() € (f(x) + g(x)) + h(z)}
— (k@) | k() € £(2) + (g(2) + h(@))}
= U (k@) k@) € f@)+p)}

p(z)eg(x)+h(z)

= U @ o) = f@) + g+ b))

p(x)€(g+h)(x)

=[f+(g+h)](z)

elde edilir. Buradan U N (V N H) kiimesi tizerinde (f + g) + h = f + (g + h)
saglanir. O halde (}U + gv) + ;LH = }U + (gv + ;LH> olur.
fu .0y €Q, icin UNV =V NU oldugundan her z € U NV igin

(f+9)(=) = f(z) +g(x) =g(x) + f(z) = (9 + f)(x)

saglanir. O halde UNYV iizerinde f+g = g+ f gegerlidir ve fi; +gy = gy + fu

olur.

0 : R— R, x+— 0 doniistimii bir good sag R-homomorfizmdir. Dolayisiyla
53 € Q, dir.
fu € Q, alahm. U C U N R oldugundan her x € U icin

0+ f)(z) =0(z) + f(z) = 0+ f(x) = f(x)
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(f +0)(x) = f(z) +0(x) = f(zx) + 0= f(z)

olur. Buradan U iizerinde § + f = f = f + 6 saglanir. O halde 0 + f;; =
fu = fu + 0r gecerlidir. 0 € Q, toplamsal birimdir.
~f:U — R,z —f(z) = (—f)(z) olmak tizere —f,; € @Q, alahm. Burada

—f(z), R'de f(z) elemanmin tersi oldugundan her x € U igin
0(x) € f(x) = f(x) = fz) + (=f)(x)
saglanir. O halde fp € f;; + (—f,) olur.
Kabul edelim ki f;, gy, hg € Q, icin ﬁH € fu + gy olsun. Bu durumda

3f1 € fyve g1 € Gy vardir 6yle ki h = f; + g1 saglamir. Herhangi bir 2 € K (&
M) CUNV igin

hx) = (fi+ 9) (@) = fi(x) + fa(z) € f(2) + g(2)

olur. R bir hiper halka oldugundan h(z) € f(z)+g(x) iken g(z) € —f(z)+h(z)
ve f(z) € h(z) — g(z) gegerlidir.
Buradan, g(x) € (—f + h)(x) ve f(z) € (h— g)(x) olur. Yani, g, € —fy; + hy

ve f; € hy — Gy elde edilir.

Boylece (Q,,+) bir kanonikal hiper gruptur.

W

Q, lizerinde islemi agagidaki gibi tanimlansin. Vf,,g, € Q,

fudv = Fovu-

Burada fg: VU — R bir good sag R-homomorfizmdir. Gergekten, x,y € VU

icin = y olsun. Bu durumda

(f9)(x) = f(g(z)) = flg(v) = (f9)(y)
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oldugundan fg : VU — R iyi tamimhdir. Z b;a;, Z bja; € VU alalim. Bu

durumda sonlu sonlu
(fr91) (Z biai+ Y b aj>
sonlu sonlu
SRAAPIIEDS bjaj)>
sonlu sonlu
= filn Z bm) + ¢ (Z bjaj>>
sonlu sonlu
= fila Z bi@i)) + fi (91 (Z bjaj>>
sonlu sonlu
= (finn) (Zba1> (fron) <Zba])
sonlu sonlu
ve r € R igin

PO bia)r) = f(O glbi)ay)r

sonlu sonlu

= (f9)(D_ biay)r

sonlu

oldugundan fg : VU — R bir good sag R-homomorfizmdir. O halde fg, €
Q. olur.

Kabul edelim ki fi, = fa, ve g1, ~ ga,, olsun. Bu durumda dKi(e M)
C U1NUy vardir dyle ki K iizerinde f; = fo dir ve 3K3(€ M) ve Ko C V1NV,
vardir dyle ki Ky iizerinde g; = g¢o 'dir. Ayrica ViU, N VoUy; € (UpN V) N
(UanVy) = (U NUx)) N (ViNVa) ve 3K € M vardir 6yle ki K C ViU, N VLU,
gecerlidir. Buradan a; € V; NV; ve b; € Uy N Uy olmak iizere
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(F191) <Z aibi) = h|n (Z aibi>)
sonlu sonlu

= f (Z 92 (a;) b

sonlu

= (f292) (Z aibi)

sonlu
elde edilir. Boylece K tizerinde fig1 = fago'dir. fig1,,,, = f202y,,, Oldugun-

«“.”

dan islemi iyi tanimhdir.

fu v, hg € Q. olsun. H (VU) = (HV)U oldugundan her x € H (VU)
icin
[(fg) bl (x) = (fg)(h(z)) = f(g(h(2)))
= [(gh) (x)) = (f (gh)) (x)
olur. Yani H (VU) iizerinde (fg) h = f (gh)’dir. O halde (f;gv) ha = fu(Gy
hyr)dir.

Her f,; € Q, icin RU C RU N R ve RU iizerinde f0 = 0 = 0f oldugundan f;
gR = gR = §R7U elde edilir.

fus 9y, hw € Q, olsun. (VN H)U C VU N HU oldugundan her a; € U
ve b, € VN H igin
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f(g+h)] (%ba)
=f|(g+h) (ZM))

sonlu

=flyg (Z biai> +h (Z biai>>
=D gl)ai+ Y hb)a

sonlu sonlu

=f Zg<bi)ai> + f (Z h(bi)ai)

sonlu sonlu

~r(a(z0m)) s ( (3 0))

9) (Z b,-ai> + (fh) <Z biaz)

sonlu sonlu

sonlu

=(fg+ fh) Zbal>

olur. O halde (V N H) U tizerinde f (g + h) = fg+fh'dir. Ayrica H (U NV) C

HU N HV oldugundan her b; € H, a; € U NV igin

g
)

=(f+9) | D hiby)

sonlu

S rorn) o (£ )
— (h (Z ‘”“Z)) o (h (Z biaZ))

sonlu sonlu

h) (Z bial) + (gh) (Z biai>

sonlu sonlu

()

sonlu

olur. O halde H (U NV) iizerinde (f + g) h = fh + gh'dir.

Boylece @), iizerinde

ozelligi vardir.

42

isleminin “+” iglemi iizerine sagdan ve soldan dagilma



Dolayisiyla (Q,, +, ) bir Krasner hiper halkadir.

1 € Q,, 1 : R — R, v — 2 doniislimiinii alahm. RU C U oldugundan

her z € RU ve fy; € Q, icin (f1)(z) = f(1(x)) = f(x) ve (1f)(z) = 1(f(2)) =
f(z) saglamir. Buradan f,1z = 1z f;; = fy elde edilir.
O halde (Q,, +,-), 1z carpimsal birimli bir hiper halkadur.

R yan asal hiper halka olsun. @ € Rigin A\, : R — R, r — X\, (r) = ar
doniisiimii bir sag good R-homomorfizmdir. ¥ : R — Q,, ¥(a) = A

aRr

doniigiimii ise birebir good homomorfizmdir. Boylece R, ),.’nin bir alt hiper

halkasidir.

Tanmim 3.2: R bir yar1 asal hiper halka olsun. Bu durumda
Q= {fU| f U — R sag good R-homomorfizm ve U & M}

hiper halkasina R’nin sag kesirler (quotients) hiper halkasi denir.
Kullanimda kolaylik olmas1 agisindan g;; € (), yerine g alinacaktr.

Tanim 3.3: R bir yar asal hiper halka ve @,, R’'nin sag kesirler (quotients)

hiper halkasi olsun. Buna gore

C:={ge€Q: | gf=fg, Vf€Q}
kiimesine R hiper halkasinin genellestirilmis merkezi denir.
Uyar1 3.4: Kabul edelim ki ¢ = fiy € C olsun. Vr € R, A\, fv = ful,
oldugundan 3K (€ M) C RU vardir 6yle ki K iizerinde A\.f = f\, saglanir.

Buradan her z € K igin (A, f)(z) = (fA\.)(z) yani rf(x) = f(rz) olur. Boylece

f, K iizerinde bir R-homomorfizm olarak gorev yapar.
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Teorem 3.5: R bir yar1 asal hiper halka ve @),,, R'nin sag kesirler (quotients)
hiper halkasi olsun. Bu durumda @), hiper halkasi agagidaki 6zellikleri saglar:
(i) @, yar1 asal hiper halkadir.

(ii) Herhangi ¢ € @, i¢in q : U — R sag good R-homomorfizm olmak iizere
bir U, € M vardir oyle ki ¢(U,) C R (veya qU, C R) saglanir.

(iii) Baz1 U, € M i¢in ¢ € @, ve q(U;) = {O0r} (veya baz1 U, € F icin
qU, = {0g}) ise ¢ = 0’dur.

(iv) U € M ve ¥ : U — R sag good R-homomorfizm ise her v € U igin
U(u) = q(u) (veya her u € U igin ¥(u) = qu) olacak bi¢imde ¢ € @, vardur.
(v) W, @Q,’de alt hiper modiil ve ¥ : W — @, sag good R-homomorfizm olsun.
Eger W, R'nin ¥(U) C R ve AnnU = Ann,W olacak bigimde U hiper idealini
icerirse herhangi b € W icin W(b) = ¢(b) (veya herhangi b € W icin ¥(b) = ¢b)
ve herhangi a € Ann, W igin g(a) = 0 (veya herhangi a € Ann,W icin qa = 0)

olacak bicimde ¢ € @, vardir.

Ispat: (i) p € Q. icin pQ,p = 0 olsun. Eger p # 0 ise p(U) € R olacak
bigimde R’nin sifirdan farkl bir U hiper ideali vardir. p # O oldugundan en
az bir € U igin p(x) # Og’dir. R, @,’'nin alt hiper halkasi oldugundan

p(x)Rp(z) C p(z)Q,p(z) = {Or}

olur. R yar1 asal hiper halka oldugundan p(x) = Og’dir. Bu ise bir geligkidir.
Bu celigskiden p = 0’dir. @), yar1 asal hiper halkadir.

(ii) ¢ € Q, oldugundan ¢ = fy olacak bigimde R’nin sifirdan farkh bir U
hiper ideali vardir. Herhangi bir @ € U i¢in A\, : R — R, r +— ar doniistimii bir

sag good homomorfizm oldugundan her x € U icin

(fra)(x) = f(Aa(2)) = flax) = fla)r = Asa)(x)

olur. Buradan U fizerinde fA, = Ay saglamr. O halde ful., = Apa)y
yazilir. Yani g\(U) C A(R)’dir. R = A(R) oldugundan qU C R yazilabilir.
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(iii) Kabul edelim ki ¢ = fy ve qU, = {Og} olsun. Bu durumda her a € U,NV
i¢in fyAa, = As(a), oldugundan f(a) = 0’dir. Boylece f(U,) = 0 ve dolaysiyla
q = 0 olur.

(iv) Her u € U igin Vydu, = Aw(),, saglanir. ¢ = ¥y olmak iizere U(u) = qu

olur.

(v) U € M oldugundan (ii) ve (iii)’den agiktir.

Teorem 3.6: R yari asal hiper halka ve C, R’nin genellestirilmis merkezi

olsun. Bu durumda C' bir regiiler hiper halkadir.

Ispat: a € C olsun. Bu durumda a, a®> € Q, ve buradan U, and U,2, R’de
sifirlayan sifir olan sifirdan farkli hiper ideallerdir. O halde J = U, NU,2 € M
olsun. ¥ :J — R, ¥(a’r) = az, v € J doniisiimiinii alahm. Kabul edelim
ki ¢’z = a’y olsun. ¢® € C oldugundan za® = ya® saglanir. o® = fy , ol-
sun. Bu durumda A, fv, = Ay, fu,, saglamr. O halde bir K € M vardir
oyle ki K C Up2RNU,zR ve K iizerinde A\, f = A\, f gecerlidir. Vz € K,
(Ao f)(2) = (A, f)(2) yani 2 f(2) = yf(z)’dir. Buradan 0 € (x — y)f(2) olur.
Dolayisiyla x = y’dir. Yani ¥ iyi tanimhidir.

Ayrica

U(a’r + a’y) = ¥(a*(z +y)) = a(z +y) = ax + ay = V(a’x) + ¥(a’y)

ve

U((a’x)r) = U(a®zr) = azr = ¥(a’z)r

oldugundan ¥ sag good R-homomorfizmdir. O halde bir a; € @, vardir 6yle

2

ki Vz € J, aya®x = ax gegerlidir. Buradan 0 € ( a;a® — a)x ve a;a® = a olur.

Simdi bu a; elemaninin C’de oldugunu ispatlayalim. Keyfi bir ¢ € @), alalim.
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Bu durumda (a;a?)%q = q(aia®)? ve buradan aa?q = a*qa?’dir. Bu esitligi

soldan aa? ile ¢arparsak,

aaj(a‘alq) = aai(a’qa;)
aayat(a®)?alq = aala®qa’al
aaya’alq = adda’qaa
aaalq = aaia’qa
a’alq = aaiaia’aqay
a’alq = aadid’qay
a’alq = aayaia’qa;
a’alq = aaiaqa
aapq = aqa;

olur. Buradan 0 € aa;q — aga; = a(a1q — qap) elde edilir. Boylece 0 =
(a1q — qa1)0 € (a1q — qai)a(aiq — qay) olur. O halde 0 € a;q — ga; yani

a1q = qay elde edilir. Boylece a; € C' bulunur ve ispat biter.

Uyar: 3.7: Teorem 3.6’da, C'nin tiim elemanlarinin regiiler oldugunu gos-
terdik. Eger a € C ise aja® = a olacak bigimde bir a; € C vardir. Buradan
( a1a)?* = (aya)(ara) = a;(aa;a) = aja olur. O halde e = a;a bir idempotent

elemandir ve ea = a’dir. Boylece C' iizerinde

2

e1 < €2 & exe1 = €1’
bigiminde tanimli kismi sirali "<<" bagintis1 vardir.
Tanim 3.8: R bir yar1 asal hiper halka, @), onun sag kesirler (quotients)
hiper halkasi ve S C (@), olsun. Bu durumda her s € S i¢in es = s olacak

bigimde e(S) = e € C' idempotent elemanlarindan en kiigiigiine .S kiimesinin

destek (support) eleman denir.
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Lemma 3.9: R bir yan asal hiper halka, @), onun sag kesirler (quotients)
hiper halkasi ve S C @, olsun. Eger S kiimesi e(S) = e € C support elemanina

sahip ise bir ¢ € @, i¢gin ¢RS = 0 esitligi ge(S) = 0 esitligine denktir.

Ispat: V kiimesi Q,’de S tarafindan iiretilen bir alt R-hiper modiil olsun.
Bu durumda U = V N R, R’nin bir hiper idealidir. U hiper idealinin R’deki
sifirlayani ile V'’nin R’deki sifirlayaninin ayni oldugunu ispatlayalim. qU = 0
olsun. Eger v € V ise vU, € U ve quU, = 0’dir. Teorem 3.5 (iv) kullanilirsa
qu = 0 olur. Bu durumda Teorem 3.5 (v)’den, ¥ : V' — V birim doéniigiim
icin bir e € (), vardir oyleki her v € V icin ev = v saglanir ve e, V' kiimesinin
@, deki sifirlayan olan L kiimesini sifirlar. O halde 1 € L, v € V ve q € Q.
igin 0 € (eq —ge)(1+v) ve 0 € (e? —e)(1 +v)’dir. L+ V kiimesinin sifirlayan
sifir oldugundan e € C' ve e idempotent eleman olur. Eger e; her s € S i¢in
e1s = s olacak bigimde bir merkezi (central) idempotent ise e;v = v, v € V
olur. Buradan 1 —e; € L yani 0 € e(1 — e1) = e — ee; elde edilir. Dolaysiyla
ee; = e’dir. Uyan 3.7'den eje = e ve e; € C oldugundan e < e; saglanir.
Kabul edelim ki ¢RS = 0 olsun. Bu durumda ¢R, V kiimesinin sifirlayanin-
dadir ve gRe = 0 iken Rge = 0 ve qe = 0’dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.10: R bir yar asal hiper halka, @), onun sag kesirler (quotients)
hiper halkasi ve S C @, kiimesi e(S) = e € C support elemanina sahip olsun.

Eger 0 # e; < e(9) ise 1.5 # 0’dur.

Ispat: Kabul edelim ki ¢;S = 0 olsun. Bu durumda f € 1 — ¢; idempo-
tent elemani i¢in fs € (1 —e1)s = s — eys olur. O halde Vs € S, fs = s
gegerlidir. Boylece f > e(S) > e; yani fe; = e; = 0 elde edilir. Bu ise bir

geligkidir. €15 # 0’dir.

Onerme 3.11: R bir yan asal hiper halka ve C', R'nin genellestirilmis merkezi
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olsun. Eger C bir hiper cisim ise R bir asal hiper halkadir.
Ispat: Kabul edelim ki 2Ry = 0 olsun. Lemma 3.10’dan e(r)y = 0’dur.

Boylece e(x)Ry = 0 olur. C' bir hiper cisim oldugundan Ry = 0 yani y = 0
bulunur. Dolayisiyla R asal hiper halka olur.
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4. HIPER HALKALAR UZERINDE YARI TUREVLER

Bu boliimde "Semi-derivations on hyperrings" adli calisgmamiz ayrintili olarak
verilecektir. Asal hiper halkalar iizerinde yar1 tiirev kavrami analiz edilecektir.
Asal hiper halkalarin yar: tiirevlerinin bilinen tiirev kavramu ile cakistig1 veya
Vr € R, A € C olmak iizere f(r) = A(r — g(r)) bigiminde oldugu ispatlanacak-

tir, burada C'; R’nin genisgletilmis merkezidir.

Tamim 4.1: R bir hiper halka, f : R — R bir doniigiim ve g : R — R
bir fonksiyon olsun. Eger her r, s € R icin

(i) f(r+s) S f(r)+ f(s)

(ii) f(rs) € f(r)g(s) +rf(s) = f(r)s+g(r)f(s),

(i) f(g(r)) = g(f(r))

kogullar1 saglaniyor ise f doniisiimiine g ile belirlenmis yar1 tiirev denir.

Eger f doniigiimii (ii), (iii) kogullarini ve her ;s € Rigin f(r+s) = f(r)+ f(s)

ozelligini saglar ise R'nin bir strong yar1 tiirevi olarak adlandirilir.

Ornek 4.2: R = {r,s,t,w} kiimesi tizerinde @ hiper toplama iglemi ve ®

ikili islemi asagidaki gibi tanimlansin:

b|r s t w Olr s t w
rr s t w r(r r r r
s | s R {s,t,w} {s,t,w} s|ir s t w
t|t {st w} R {s,t,w} tlr t w s
wlw {s,t,w} {s,t,w} R wlr w s t

Bu durumda (R, ®,®) bir Krasner hiper halkadir. f : R — R, f(r) = r,
f(s) =t, f(t) = w, f(w) = s olarak tammlayalim.
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g: R — R, g(r) =r,g(s) = w, g(t) = s, g(w) = t bigiminde alirsak, f
doniigiimii R hiper halkasinin bir strong yar1 tiirevi olur.

f*+ R — R, f*(r) = r, f*(s) = w, f*(t) = w, f*(w) = s doniigtimiinii
tanimlayalim. Eger g : R — R birim doniistim ise f*, R'nin bir yar: tiirevidir.
(s +w) = {s,w} C f*(s) + f*(w) = {s,t,w} oldugundan f* strong yari
tirev degildir.

Ornek 4.3: R bir hiper halka ve H(R) = | 7, s € R} olsun.

H(R) kiimesi iizerinde hiper toplama & iglemi

T S5 Ty S2 xr y
= ’ZEETl—I-TQ,yGSl—FSg
0 O 0 O 0 0

00
bigiminde tanimlansin. Agiktir ki (H(R), ®) toplamsal birimi olan

00
bir kanonikal hiper gruptur.
TS 0 0 T s —r —s
Ayrica her € H(R) igin € @
00 0 0 0 0 0 O
—r —s
olacak bicimde bir tek € H(R) matrisi vardir.
0 O

H(R) kiimesi iizerinde;

T S 2 T2 So S1T2 5152
0 O 0 O 0 0

bi¢giminde carpma islemi tanimlansin. Aciktir ki ® carpma iglemi iyi tanimli ve

S T2 S2
birlesmelidir. Dolayisiyla (H(R), ®) bir yar1 gruptur. ,
0 O 0 O
s S3
€ H(R) alahm. Bu durumda
0 O

20



r o s Ty S2

® )
0 O 0 O
S
= ®
0 O
S1T 81y

rs S3

0 O

|z €rg+ 13, Yy € 59+ 83

= |z €rg+ 13, Yy € 59+ 83

0 O

olur. Diger taraftan,

oS T2 52
0 O 0 O
B S1T2 5152 $1T3 5153
Lo o 0 0
z t

r S rs S3

0 O

0 O

= | 2 € s179 + $173, t € S1S2 + $183

0 0

saglanir. O halde

™ S1 T2 S2 r3 83

0 O 0 O

r S1 T2 S2

0 O 0 O

r S rs S3

0 O 0 O

D

elde edilir. Benzer sekilde H (R) kiimesi iizerinde sag dagilma kural da saglanir.

Boylece H(R) bir Krasner hiper halkadir.

r S
f:H(R)— H(R), f
0 0
ve
r S
g:H(R)— H(R),g
0 0

o1
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O halde f, H(R) kiimesinin bir strong yar tiirevidir.

Lemma 4.4: R bir asal hiper halka f : R — R bir g fonksiyonu ile be-
lirlenmis yar tiirev ve r € R olsun. Eger her z € R igin rf(x) = 0 (veya

f(z)r =0) ise bu durumda r = 0 veya f = 0 saglanir.

Ispat: s,t € R alalim ve kabul edelim ki her z € R icin rf(z) = 0 olsun.

Bu durumda
0 = rf(st) €r(f(s)g(t) +sf(t))
= rf(s)g(t) +rsf(t)

olur. R asal hiper halka oldugundan r = 0 veya f = 0 elde edilir. f(z)r =0

oldugunda ispat benzer olarak yapilir.

Lemma 4.5: R bir 2-torsion free asal hiper halka ve f, R iizerinde bir yar1

tiirev olsun. Eger f2 = 0 ise f = 0’dur.

Ispat: f2 =0 olsun. Kabul edelim ki f # 0’dir. Herhangi r, s € R icin

0 = frs)=f(f(rs)) € f(f(r)a(s) +7f(s))
C f(f(r)g(s) + f(rf(s))
C fAr)g*(s) + F(r)f(g()) + f(r)g(f(s)) +rf(s)
= f(r)f(g(s)) + f(r)f(g(s))

saglanir. R hiper halkasi 2-torsion free oldugundan f(r)f(g(s)) = 0 elde edilir.
R asal hiper halka oldugundan Lemma 4.4’ten, her r € R igin f(r) = 0 olur.
Bu ¢eligkiden kabuliimiiz yanhstir. f = 0 bulunur.

Lemma 4.6: R bir 2-torsion free asal hiper halka, f; ve f, sirasiyla g; ve
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g2 ile belirlenmig R’nin yari tiirevleri olsun. Eger fifo = 0 ise f; = 0 veya

fo=0dir.

Ispat: 7, s € R olsun. Bu durumda

0 = (fif2)(rs) = f1(fa(rs)) € fi(f2(r)ga(s) + 7 fa(s))

Si(f2(r)ga2(s)) + fi(rfa(s))

C (if2)(r)(g192)(s) + fa(r)(f192)(s) + fr(r)(g1f2)(s) + r(fif2)(s)
fa(r)(f192)(s) + fi(r)(g1f2)(s)

N

olur. Burada r yerine f5(r) alirsak,

0 € fo(fa(r))(fr92)(s) + (fif2)(r)(g1f2)(s)

olur. Lemma 4.4’ten, f2 = 0 ve Lemma 4.5 ile fo = 0 bulunur. O halde f; = 0
veya fy = 0 elde edilir.

Lemma 4.7: R bir asal hiper halka olsun. Kabul edelim ki f; ve f5 her
r,s,t € Rigin fi(r)sfa(t) = fa(r)sfi(t) kogulunu saglayan yar tiirevler ve
fi # 0 olsun. Bu durumda her r € R igin fo(r) = Afi1(r) olacak bigimde bir
A € C vardir.

Ispat: Hipotezden r € R verildiginde her s € R icin f1(r)sfo(r) = fa(r)sfi(r)
gegerlidir. Eger fi(r) # 0 ise Teorem 2.9'dan, fo(r) = A(r)fi(r) olacak
bigimde A(r) € C vardir. Eger r,t € R i¢in fi(r) # 0 ve fi(t) # 0 ise
0 € (Mt) — A(r))fi(r)sfi(t) olur. O halde bir « € A(t) — A(r) eleman: igin
0 = afi(r)sfi(t) elde edilir. R asal hiper halka oldugundan Lemma 4.4’ten,
a = 0’dir. Buradan her r,s,t € R igin A(r) = A(t) elde edilir. fi(r) # 0 du-
rumu i¢in ispat biter. fi(r) = 0 olsun. f; # 0 ve R asal hiper halka oldugundan
Vr € R, fo(r) = 0 olur. Boylece her r € R igin fo(r) = Afi(r) elde edilir.
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Uyar1 4.8: R bir hiper halka olsun. Her r,;s € R igin [r,s] = rs — sr ve
(r,s) = rs + sr komiitator kiimelerini alalim. Bu durumda her 7, s,¢ € R igin
agagidaki ozellikler saglanir.

(1) [r+ s, t] = [r,t] + [s, ],

(ii) [rs,t] C [r,t]s + s, t] = r[s, t] + [r, t]s,

(iii) (r +s,t) = (r,t) + (s,1),

(iv) (rs,t) C (r,t)s + r[s,t] = r(s,t) — [r, t]s.

Ispat: (i) Her r,s,t € R icin

r+s,t] = (r+s)t—tr+s)=rt+st—tr—ts

= rt—tr+st—ts=[rt]+ s, 1]

saglanir.

(ii) r, s,t € R olsun. Bu durumda

(rs,t] = (rs)t —t(rs) =rst —trs+ {0}
C rts—trs+rst —rts
= (rt—tr)s+r(st—ts)

= rs,t] + [rt]s

olur. Benzer sekilde [rs,t] C [r, t]s + r[s, t] elde edilir. Eger a € r[s,t] + [r, t]s
ise a € rst —trs yania € [rs,t] C [r,t]s+r[s,t] olur. Buradan r[s,t]+ [r,t|s C
[, t]s+7r[s, t] bulunur. Diger kapsam benzer gekilde gosterilir. Boylece [rs, t] C
[r,t]s+r[s, t] = r[s,t]+[r, t]s olur. (iii) ve (iv) ozellikleri (i) ve (ii) 6zelliklerine

benzer olarak ispatlanir.

Teorem 4.9: R bir 2-torsion free asal hiper halka olmak iizere f, R'nin g

orten fonksiyonu ile belirlenmis sifirdan farkhi bir yar1 tiirevi ve » € R olsun.

Eger her x € R i¢in [r, f(x)] = 0 ise r € Z(R)dir.
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Ispat: Kabul edelim ki ¢ Z(R) olsun. Uyari 4.8 ve hipotezden

0 = [rf@f)]CIr f@)fy)]+[rg()f(y)
C [rg@)]f*(y)
olur. g érten oldugundan her y, z € R icin 0 € [r, 2] f(y) elde edilir. Buradan
f2(y) =0 veya 0 € [r, z] olmahdir. r ¢ Z(R) kabul edildigi igin f?(y) = 0’dur.
Lemma 4.5’ten f = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde r € Z(R) bulunur.

Teorem 4.10: R bir 2-torsion free asal hiper halka ve g, R'nin birim déniigtim-
den farkli bir ¢rten déniistimii olsun. Kabul edelim ki f, R’nin g ile belirlen-
mig sifirdan farkl bir yari tiirevi ve r € R olsun. Eger (f(R),r) = 0 ise
f((R,r)) = 0’dur.

Ispat: Ilk olarak f(r) = 0 oldugunu gosterelim. Eger r = 0 ise f(r) = 0’dur.
Kabul edelim ki  # 0 olsun. Hipotezden her x € R igin (f(z),r) = 0 dir. Bu

durumda her x € R icin
0 = (flar),r) C (f(x)g(r) +zf(r),r)
S f@)lglr),r]+ (f (@), r)g(r) + =(f(r),r) = [, 7] f(r)
ve buradan 0 € [z,7]f(r) elde edilir. x yerine xy yazarsak, her x,y € R igin
0 € [z,r]yf(r) olur. O halde bir s € [z,7] igin 0 = sRf(r)’dir. R asal hiper
halka oldugundan r € Z(R) veya f(r) = 0’dir. Kabul edelim ki r € Z(R)
olsun. Bu durumda 0 = (f(r),r) = rf(r) + rf(r) olur. R hiper halkasi 2-

torsion free oldugundan rf(r) = 0’dir. r # 0 kabul ettigimiz i¢in Lemma

4.4ten f(r) = 0 olur. Boylece her = € R igin

f((z,r)) = flar+rz) C flar) + f(ro)
< (f(a),r) +(g(x), f(r)) = {0}
olur. O halde f((R,7)) = 0’dur.
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Tanim 4.11: R bir hiper halka ve P*(R), R’nin bos kiimeden farkl alt
kiimelerinin kiimesi olsun. f: R — P*(R) doniigiimii her r, s € R i¢in

(1) f(r+s) C f(r)+ f(s),

(ii) f(rs) € f(r)g(s) +rf(s) = f(r)s +g(r)f(s),

(i) f(g(r)) = g(f(r))

kosullarimi saghyor ise f doniisiimiine bir hiper yari tiirev denir.

Eger f doniistimii her 7, s € Rigin f(r+s) = f(r)+ f(s) ve (ii), (iii) kogullarim

sagliyor ise R’nin bir strong hiper yar tiirevi olarak adlandirilir.

Ornek 4.12: R bir hiper halka olsun. f : R — P*(R), f(r) = r — g(r)
bigiminde tamimlansin. Burada ¢ bir good endomorfizm olsun. Acgiktir ki f
doniigiimii iyi tammbhdir. z € f(r + s) alalim. Bu durumda bir ¢t € r 4 s igin
r € f(t) vebwadan v € t —g(t) Cr+s—g(r+s)=r—g(r)+s—g(s) =
f(r) + f(s) olur. O halde her r,s € R igin f(r 4+ s) C f(r) + f(s) elde edilir.
Her r, s € R i¢in
f(rs) = rs—g(rs)=rs—g(r)g(s)+0

C rs—rg(s) +rg(s) —g(r)g(s) =r(s —g(s)) + (r — g(r))g(s)

= rf(s)+ f(r)g(s)
olur. Buradan f(rs) C f(r)g(s) + rf(s) bulunur. Benzer sekilde her r,s € R
icin f(rs) C f(r)s+g(r)f(s) saglanir. Eger x € f(g(r)) isex € g(r)—g(g(r)) =
g9(r —g(r)) = g(f(r)) saglanr.
Aynica z € g(f(r)) ise z € g(r — g(r)) = g(r) — g(g(r)) = f(g(r)) oldugundan

her r € R icin f(g(r)) = g(f(r)) gegerlidir.
Boylece f bir hiper yar tiirevdir.

Asgagidaki teorem, bir asal hiper halkada yar1 tiirevin yapisini vermektedir.

Teorem 4.13: R bir asal hiper halka, f ise ¢ : R — R good endomor-
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fizmi ile belirlenmig R’nin bir yar1 tiirevi olsun. Bu durumda asagida verilen
kosullardan biri gecerlidir:

(i) f bir tiirevdir,

(ii) f bir hiper yar tiirevdir ve her r € R igin f(r) = A(r — g(r)) olacak
bi¢imde bir A € C' vardir.

Ispat: Yar tiirev tammmdan, her r,s € R icin 0 € f(r

(s —g(s)) = (r -
g(r)) f(s) gecerlidir. Ozel olarak, her r,s,t € Ricin 0 € f(r)(st — g(st)) — (r —
g(r))f(st) olur. Burada, £(r)(st — g(st)) C f(r)st — f(r
9(5)g(t)+ £ (1)s(t—g(t)) ve (r—g(r)) f(st) € (r—g(r)) (s

saglanir. O halde

r

9

0 € f(r)(s—g(s)g(t) + f(r)s(t —g(t)) = (r —g(r))f(s)g(t) — (r — g(r))sf(t)
= [f(r)(s = g(s)) = (r = g(r))f(s)lg(t) + f(r)s(t = g(t)) — (r — g(r))sf(?)

ve buradan 0 € f(r)s(t—g(t)) — (r—g(r))sf(t) elde edilir. Eger g, R iizerinde

birim doéntigtim ise f bir tiirevdir. 1, R tizerinde birim doniisiim olmak {izere

kabul edelim ki 1 — ¢ kiimesi sifirdan farkli olsun. Buradan her r, s,t € R i¢in

f(r)s(1—g)(t) = (1—g)(r)sf(t) olur. Lemma 4.7’den istenen sonug elde edilir.
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