ANBWBA-IZ I, SUBSI TSN X

7207 NVIIZVH

HONI dANAHAZ

TURKIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

APOSTOL-GENOCCHI POLINOMLARINI iCEREN

OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI

MATEMATIK
YUKSEK LISANS TEZI

ZEYNEP INCE
HAZIRAN 2022



APOSTOL-GENOCCHI POLINOMLARINI ICEREN

OPERATORLERIN YAKLASIM OZELLIKLERI

Gaziantep Universitesi
Matematik

Yiiksek Lisans Tezi

Damisman

Dr. Ogr. Uyesi Mine MENEKSE YILMAZ

Zeynep INCE

Haziran 2022



©2022[Zeynep INCE]



Tlgili tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigimi ve kullanilan tiim
literatiir bilgilerinin referans gosterilmek suretiyle tezde yer aldigimi beyan
ederim.

Zeynep INCE



ABSTRACT

APPROACH CHARACTERISTICS OF OPERATORS INVOLVING
APOSTOL-GENOCCHI POLYNOMIALS

INCE, Zeynep
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mine MENEKSE YILMAZ

June 2022
60 pages

In this study, a new generalization of Kantorovich type operators including Apostol-
Genocchi polynomials is given and its approximation properties are investigated. The
moments and central moments of the operator are calculated, and the uniform
approximation of the operator to a given continuous function f is shown by Korovkin’s
theorem. Moreover, the rate of convergence of the operator to the funtion f is
calculated with mathematical tools such as modulus of continuity, second modulus of
continuity, Peetre’s K-function, Lipschitz condition. The error estimation obtained
using the first modulus of continuity is supported with numerical examples. In
addition, the approximation properties of our operator are also investigated in weighted

space. Finally, a Voronovskaya type theorem is constructed for our operator.

Key Words: Apostol-Genocchi Polynomials, Kantorovich Type Operators, Modulus
of Smoothness, Convergence in Weighted Space, Voronovskaya

Type Theorem



OZET

APOSTOL-GENOCCHI POLINOMLARINI iCEREN OPERATORLERIN
YAKLASIM OZELLIiKLERI

INCE, Zeynep
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mine MENEKSE YILMAZ
Haziran 2022
60 sayfa

Bu calismada, Apostol-Genocchi polinomlarini igeren Kantorovich tipi operatorlerin
yeni bir genellemesi verilmis ve yaklasim oOzellikleri incelenmistir. Operatoriin
momentleri ve merkezi momentleri hesaplanmis, Korovkin teoremi ile operatoriin
verilen siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yaklasimi gosterilmistir. Ayrica; siireklilik
modili, ikinci stireklilik modiilii, Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz kosulu gibi
matematiksel araglarla operatoriin f* fonksiyonuna yaklagim hizi hesaplanmistir.
Birinci siireklilik modiilii kullanilarak bulunan hata tahmini, sayisal orneklerle
desteklenmistir. Ayrica, operatdriimiiziin yaklasim Ozellikleri agirlikli uzayda da
incelenmistir. Son olarak, operatériimiiz icin Voronovskaya tipi bir teorem

olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Apostol-Genocchi Polinomlari, Kantorovich Tipi Operatorler,
Stireklilik ~ Modiilleri, Agirhikli  Uzayda  Yaklasim,

Voronovskaya Tipi Teorem.
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BOLUM I

GIRIS

1.1 CalismaninAmaci

Euler, 1755 yilinda yayinlanan Institutiones calculi differentialis kitabinda fonksiyon
kavraminin genel bir tanimini su sekilde verir: “Belirli nicelikler, digerlerine, ikincisi
degistiginde bir degisiklige ugrayacak sekilde bagliysa, o zaman birincisine ikincinin
fonksiyonu denir.” [1]. Bu tanim, fonksiyon kavramini soyut olarak tanimlar ve
formiilize eder. Yaklasim teorisinde, nicelikler arasindaki karsilikli bagimlilik da iste

bu tanima karsilik gelir.

Polinom olmayan fonksiyonlar sonsuz sayida terim igeren polinomlarla ifade edilir

mi?

Bu noktadan sonra, agkin (transendental) fonksiyonlarin nasil temsil edilecegine dair
fikirler olusmaya basladi. Ustel, logaritmik ve trigonometrik fonksiyonlar askin
fonksiyon smifindadirlar ve bir polinom denklemini karsilamayan analitik
fonksiyonlardir. Askin fonksiyonlarin yaklasimina yardim i¢in Taylor teoremi ve
Newton’ a dayanan bazi interpolasyon formiilleri gelistirildi. Boylece, basit bir sey ile
karmagik bir seye yaklasmak fikri uygulanmaya devam etti ve bu da yaklagim

teorisinin temel teknigidir [2].

Bir X uzayindaki keyfi bir f fonksiyonuna, Y < X alt kiimesinden basit ve daha iyi
ozellikleri olan bir ¢ fonksiyonu ile yaklasma probleminde, X uzayi, siirekli
fonksiyonlar uzayi, p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzay1 gibi normlu bir
uzay veya diger Banach fonksiyon uzaylarindan birisidir. ¢ fonksiyonu, [a, b]
araliginda derecesi < n tiim cebirsel polinomlarin uzayr P den secilen bir ¢=PB,

fonksiyonu seklinde olabilir:

P:=B,(x) =ap+a;x+ -+ ax™;



ya da 2m periyotlu, derecesi < n trigonometrik polinomlarin simifi T den asagidaki

formda bir ¢ segilebilir:
n
Qo .
T,(x) = > + Z (ay cos kx + by, sinkx)
k=1

Weierstrass, yaklagim teorisi i¢in milat sayilan 1885 yilinda yayinlanan ¢aligsmasinda,
kapali bir aralikta tanimli, siirekli bir f fonksiyonuna cebirsel polinomlar ve
trigonometrik polinomlar ile diizgiin yaklasimin miimkiin oldugunu kanitlamistir.

Teoremlerin orjinal kanit1 1885’de Weierstrass tarafindan [3]’de verilmistir.

1912’ de [4]” de Sergey N. Bernstein kendi adiyla anilan Bernstein polinomlarini [0,1]

araliginda siirekli f fonksiyonu igin

n

w3 o ()

k=0

seklinde olusturmustur. Bernstein, bu polinomlarin, [0,1] aralifinda siirekli bir f
fonksiyonuna diizgilin yakinsadigini kanitlamistir. Weierstrass teoreminde, kullanilan
dizinin varlig1 biliniyorken, Bernstein’nin sundugu teorem ile artik bu dizinin ne
oldugu da bilinmektedir. Bernstein’ nin kanitinin giicii algoritmanin agik ve elementer

islemler kullanilmig olmasindadir.

Bernstein polinomlarmin sunulmasindan itibaren bu polinomun c¢ok sayida
genellemesi yapilmistir. Bu genellemelerle genis bir lineer pozitif operatdr sinifi
olusmustur. Bunun disinda Korovkin tipi yaklagim teorisi olarak anilan yeni bir teori
de olugmustur. 1950 yilinda H. Bohman [5], 1953 yilinda P.P. Korovkin [6] tarafindan
Bernstein’nin kanitindan tiiretilmis giiclii bir yaklagim teoremi sunulmustur. Bu
teorem, bir lineer pozitif operatdr dizisinin, kompakt bir bodlgedeki siirekli bir
fonksiyona yaklagimi olabilmesi i¢in ne gesit kriterlere ihtiyag duydugunu belirler.
Boylece yakinsaklik 6zellikleri arastirilirken, belirli bir operatdr icin 6zel teknikler

olusturmaya ihtiya¢ kalmamistir.

Bernstein polinomlarinin, 1937 yilinda Chlodowsky [7] ve 1950 yilinda Szasz [8] ve
1960 yilinda Mejer-Konig ve Zeller [9] sonsuz araliklardaki yaklagim Ozelliklerini
incelemislerdir; 1930 yilinda Wright [10] ve 1931 yilinda Kantorovich [11], kompleks

diizlemdeki bolgeler igindeki yakinsakliklarini c¢aligmiglardir; 1929  yilinda
2



Chlodowsky [12], 1930 yilinda Kantorovich [13] ve 1937 yilinda Lorentz [ 14] siirekli
olmayan fonksiyonlar i¢in yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir. [15]

Bir dizinin yakinsamasinin veya iraksamasinin belirlenmesi yeterli degildir; ne kadar
hizl1 yakinsadigini veya iraksadiini tam olarak bilmemiz gerekir. Bunun igin bazi
stireklilik modiilleri, onlarin kombinasyonlari, Peetre K-fonksiyoneli veya Lipschitz
uzay1 gibi araclarla “yakinsaklik hiz1” hesaplanir. Siireklilik modiilii tanimi, la Vallee
Poussin tarafindan verilmistir; siirekli bir f/ fonksiyonu igin |[x —y| <6 iken
|f (%) — f(¥)| nin maksimum degerine siireklilik modiilii denir ve w(§) sembolii ile

gosterilir.

1932 yilinda Voronovskaya [16], ikinci tiirevin sifirdan farkli olmasi durumunda
Bernstein polinomlarinin yakinsaklik hizi ile ilgili bir teorem sunmustur. 1935 yilinda
Popoviciu, siireklilik modiilii yardimiyla yakinsaklik hizin1 asagidaki sekilde

hesaplamistir [17]:

1
1B, (F)(x) = f@) = Mw(ﬁ)

Yukarida so6zii gecen calismalardaki bazi operatorleri 6rnek olmasi adina verelim.
1930 yilinda, Leonid Vitaliyevich Kantorovich, Bernstein polinomunun bir

genellemesini integrallenebilir fonksiyonlar uzayina tagimistir:

Kulfi00i= ot De™ ) pu) [ () ds
k=0 u+1

u+1

1950 yilinda, Otto Szasz, Bernstein polinomlar dizisinin bir genellemesi [0, o)

araligindaki siirekli fonksiyonlar icin asagidaki gibi vermistir:

Su(fix) =e™ \ (ux)” (k>'

k7 \u

k=0
Burada 0 < x < oo dur.
1960 yilinda, W. Meyer-Konig ve K. Zeller tarafindan tanimlanan operator asagidaki

sekildedir:

o)

Y Gyl

k=0
3




1964 yilinda, Cheney ve Sharma, Meyer-Konig ve Zeller’in tanimladig1 operatorde
yaptig1 degisiklikle lineer pozitif operatorii su sekilde ifade ettiler [18]:

Belirlenmis bir t < 0, £, [0,1] tizerinde siirekli ve x € [0,1) i¢in
L (F;20) = (1 — )" lexp (—2—) i L™ f (L) xk
M 1-x" & k k+n

burada Lgcn) (x) = ?=0 (Zt’;) (_]—1')1 xJ genellestirilmis Laguerre polinomudur.

1969 yilinda, A. Jakimovski ve D. Leviaten Appell polinomlarini igeren bir genel

operatdr sunmustur [19]:

o UX (ux)kf(k>’

P, (f5x) = 9(1)k=0 Il u

burada, g(2), |z| <r (r > 1) diski i¢inde analitik fonksiyon ve

gwe™ = Z pr () uk
k=0

dir.

1972 yilinda, Jain, Szasz-Mirakyan operatoriiniin genellemesini su sekilde yapmistir

[20]:
BO(fi0) = i LOf (%)%
k=0

(x) = nx(nx+ak)k—1

= exp (—nx —ka), 0<a <1.

burada x € [0, o) Lgla,z

Bu genellemelere ek olarak, yakin zamanda [21-28] makalelerinde genel veya belirli
polinomlar1 igeren operatorler tanimlanarak ¢esitli yaklasim ozellikleri ve hizlar
incelenmistir. Ozel olarak, Apostol-Genocchi polinomlarini ve varyasyonlarini iceren
operatorler iizerine yapilan c¢alismalar icin Menekse Yilmaz [29], C.B.Corcino
[30,31], Prakash ve digerleri [32], N. Deo [33], N. S. Mishra ve N. Deo [34]” nun

makalelerine bakilabilir.



Bu calismada Apostol-Genocchi polinomunun iirete¢ fonksiyonu yardimiyla kurulan
bir operatoriin yaklasim 6zellikleri ve yaklasiminin hizi ¢esitli matematiksel araglar

kullanilarak incelenecektir.
Tezin birinci boliimiinde yaklagim teorisi ile ilgili bilgiler sunulmugtur.
Ikinci béliimde tez icin gerekli olan temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde, bilinen bazi polinomlar ve iirete¢ fonksiyonlari ile ilgili temel

bilgiler verilmistir.
Dordiincii boliimde, Weierstrass ve Korovkin teoremlerinden bahsedilmistir.

Besinci boliimde, Lf;"'ﬁ ™ operatoril olusturulmustur. Ardindan operatoriin momentleri,

. . . . Ay, v e e .
merkezi momentleri hesaplanmis, Korovkin teoremi ile L," bn operatdriiniin verilen

stirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yaklasimi gosterilmistir. Ayrica, siireklilik modiilii,

ikinci stireklilik modiilii, Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz kosulu kavramlariyla L‘fl”‘ﬁ "

operatoriiniin f fonksiyonuna yaklagim hizi hesaplanmistir.

Altinc1 boliimde birinci siireklilik modiilii kullanilarak elde edilen yaklagim sonucu,
tic sayisal Ornekle desteklenmistir. Veriler, Maple programi kullanilarak elde

edilmistir.

Yedinci boliimde operatoriimiiziin yaklasim 6zellikleri ile ilgili sonuglar1 agirlikli

uzayda incelenmistir.
Sekizinci boliimde operatdriimiiz icin Voronovskaya tipi bir teorem olusturulmustur.

Son bdliim sonug ve Oneriler kismina ayrilmistir.



BOLUM II

GENEL BIiLGILER

2.1 Temel Kavramlar

Bu béliimde tez boyunca kullanacagimiz temel tanim ve kavramlar verecegiz.

Tanmm 2.1.1. D, R’ nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere; f:D — R bir
fonksiyon ve a € D olsun. Eger her € > 0 i¢in |x —a| < & oldugunda |f(x) —
f(a)| < € olacak sekilde 6§ = &(a, &) > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna a noktasinda

stireklidir denir.

Tanmm 2.1.2. K, R’ nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak {izere; f: K — R bir
fonksiyon olsun. Her x,y € K olmak tizere, her € > 0 i¢in |x — y| < § oldugunda
|f(x) — f(a)| < & olacak sekilde § = §(¢) > 0 bulunabiliyorsa; f fonksiyonu K

iizerinde diizgiin siireklidir denir.

Tanim 2.1.3. Kapali bir [a, b] aralig1 tizerinde taniml1 ve siirekli biitiin reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye fonksiyon uzay: denir. Bu uzaydaki norm
If ()l cpa,p) = maks|f (x)]
asx<b

seklinde tanimlanir ve C[a, b] ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. Bostan farkli D kiimesindeki her x eleman1 ve her € > 0 i¢cin n > n,
oldugunda |f,,(x) — f(x)| < € olacak sekilde en az bir ny = ny(€) dogal sayis1 varsa
(fn) dizisi C|a, b] tizerinde f fonksiyonuna D iizerinde diizgiin yakinsaktir denir ve

(f) = f ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. X ve Y fonksiyon uzay1 olsun. X kiimesinden Y kiimesine olan bir L
doniistimiine operatér denir. Buna gore, X uzayinda tanimli her f fonksiyonuna Y bir
Ly fonksiyonu karsilik gelir. Bu L, fonksiyonunun x noktasinda aldig: deger L(f; x)
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ile gosterilir [35]. L(f;x) = L(f(t);x) = L(f) seklinde de kullanimlar1 vardir.
Burada L operatorii f fonksiyonuna bagli oldugundan ¢ degiskenine gore

uygulanmaktadir.

Tammm 2.1.6. X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L : X —» Y seklindeki L

operatorii i¢in L operatorii her f, g € X ve her aq,a2 € Ricin
L(a\f + a;9) = a,L(f) + a;L(g)
kosulunu sagliyorsa, L operatoriine /ineer operatér denir .

Tanim 2.1.7. L : X — Y bir operatér ve f € X olsun. Eger

f=0iken L(f;x) =0

oluyorsa L operatoriine /ineer pozitif operator denir [36].
Bir operator hem lineerlik hem de pozitiflik kosullarini saglarsa operatore lineer pozitif

operator denir.

Lemma 2.1.1. L bir lineer pozitif operator olsun. O halde,

1. f < g = L(f) < L(g) saglanir (Monotonluk).

2. |L(f)| < L(|f]) saglanur.

Tanim 2.1.8. A c R ve f : A — R bir fonksiyon olsun. Her n € N i¢in f,, (x)’e bir

Sfonksiyon dizisi denir ve (f,)) ile gosterilir.

Tamm 2.1.9. Bir f,, fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna C|[a, b] normunda diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart :
V x € [a, b] igin

lim |1, (0) = £l ap = 0
ya da daha agik olarak,
lim maks|f,(x) — f(x)] =0

n—-o as<xs<b

esitsizliginin saglanmasidir. Diizgiin yakinsama f;, (x) 3 f(x) seklinde gosterilir.



Tanmm 2.1.10. X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak tiizere; L : X — Y seklindeki L
operatorii ve her n € N igin L, (f; x) e bir operator dizisi denir ve (L,) ile gosterilir.
L,(f;x), L, operatoriiniin f fonksiyonuna uygulandigini ve sonucun x degiskenine

bagli oldugunu gosterir [37].

Tammm 2.1.11. X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L:X — Yseklindeki L

operatorii ve Vn € N igin (L,,) operator dizisi verilsin.
L,(t-x%x), {k=012..}
ile tanimlanan ifadelere operator dizisinin k. merkezi momenti denir [38].

Tanim 2.1.12 (Taylor Teoremi). k > 1 bir tam say1 olsun ve f: R — R fonksiyonu
a € Rnoktasinda k kez tiirevlenebilir olsun. O zaman bir h;: R = R islevi vardir, dyle
ki

fll(a)
2!

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ (x—a)2_|_..._|_

+ hy () (x — a)¥
ve }Clrr‘ll hi (x) = 0 olur. hy (x) terimine kalamn Peano formu denir.

f fonksiyonunun a noktasinda k ninct dereceden Taylor polinomu asagidaki sekilde

ifade edilir;

f(k) (a)
k!

f"(a)
2!

P(x) = f(a) + f'(@(x —a) + (x —a)? + -+ (x — a)¥

fx) = p(x) + h () (x — a)¥, lim Ay (x) = 0

olacak sekilde bir h,: R — R fonksiyonu ve bir k. dereceden p polinomu varsa, bu

durumda p =P, dir ve benzersiz “asimptotik en uygun” polinomdur.

Taylor teoremi, kalan terimin yani Ry (x) = f(x) — Pi(x), asimptotik davranisini
tanimlamas1 f* fonksiyonuna Taylor polinomuyla yaklagirken en iyi hatay1 verir.

Kiiglik-o gosterimini kullanarak, Taylor teoremindeki ifade su sekilde okunur:

R (x) = o(Jx — a|®), X - a.



Tamm 2.1.13. (ay) ve (f,), hern € Ni¢ina, < f, ven - o i¢ina, = 0 ve 5, =
0 kosullarin1 saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (a;,) dizisinin sifira

yaklasma hiz1 (,,) dizisinin sifira yaklasma hizindan daha hizlidir denir.

Tanim 2.1.14. lim a,, = 0 ise (,) dizisine sonsuz kii¢iilendir denir. (a,) ve (8,)
n—oo

dizileri sonsuz kii¢iilen diziler olsun. Buna gore,

i. lim % = 0 ise (ay) dizisinin sifira yaklasma hiz1 (f,,) dizisinden daha

Nn—>oo Pn

hizlidir denir.

ii. lim =2 = oo ise (By) dizisinin sifira yaklasma hizi (,,) dizisinden daha
n—-oo Pn

hizlidir denir.

iii.  lim 22 =1 ise (ay) ve (By) dizilerinin sifira yaklasma hizi aynidir denir.

Nn—>oo Pn

iv. lim==c ise c ye asimptotik deger, (f,) dizisine de (a,) dizisinin

n—oo pn
asimptotik hiz1 denir. Yani (a,)’ nin sifira yaklasim hiz1 (f,,)’ nin sifira
yaklasim hiziyla belirlenir. Ciinkii ¢, n ye baghh olmayan bir sabittir.

Operatorlerde

L,(f;x) = f(x)
Bn

= A(n, x)

lim

n—-oo

ise A(n,x) fonksiyonu asimptotik deger, (By) dizisi de |L,(f;x)— f(x)]’ in

asimptotik hizidir.

Tamm 2.1.15. f ve h fonksiyonlar1 lineer bagimli ve [a,b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar olmak iizere,

b 2 b b
(f f(x)h(x)dx> s(f f(x)zdx><f h(x)de)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi adi verilir.
2.2 Birinci ve Ikinci Siireklilik Modiilleri

Bu kisimda birinci siireklilik modiili, birinci stireklilik modiilii yardimiyla tanimlanan
Lipschitz sinifi, ikinci siireklilik modiilii ve Peetre K-fonksiyonelinin tanimlari ve bazi

temel Ozellikleri verilecektir.



Tez boyunca kullanacagimiz uzaylarin tanimlarini verelim:
E={f:Vx € [0,),|f(x)| < ae®*,a € [0,) ve b € R}
Cgl0,0):=C[0,0) N E

| f1l = supxeqo,u)lf (x)| normu ile donatilmis Cg [0, %) uzay, [0, o) {izerinde tanimli

reel degerli, sinirli ve diizgiin siirekli fonksiyonlarin uzay1 olsun.
Tanim 2.2.1. f € C[a, b] olsun. V§ > 0 i¢in

w(f;8) = sup{If (x)) — f(x)| & x1, %, € [a,b], |x1 — x| < 6}
ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

) ({56 =0

(i) 0<6; <6, ise w(f;61) < w(f;5,)
(iii) m € Ni¢in w(f; m8) < m w(f;6)
(iv)  Sireklilik modiilii artan ve siirlidir.

(v)  f fonksiyonu [a, b] araliginda diizgiin siireklidir & }Sirré w(f,8) =0

Tamm 2.2.2. f € Cg[0, %) olsun. § > 0 i¢in,

w,(f; 8) = sup{|f(x + 2h) —2f(x + h) + f(x)]:x € [0,20),0 < h < §}
ile tanimlanan w, (f; &) ifadesine f fonksiyonunun ikinci siireklilik modiilii denir.
2.3 Lipschitz Sinifi
Tanm 2.3.1.0< a <1, M > 0 ig¢in,

Lipa(M) = {feCp[0,) : |f(t) — fO)| < M |t —x|%t,x € [0,00)}

ile tanimlanan Lip, (M) ifadesine f fonksiyonunun a. mertebeden Lipschitz sinifi

denir.
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2.4 Peetre K-Fonksiyoneli

Tanim 2.4.1. feCp[0,0) olsun.

K(f;0) = _inf{Ilf = gllc, +0llgllcs)

BLY,

ile tanimlanan K (f; §) ifadesine Peetre K — fonksiyoneli ad1 verilir. Burada,
CE% [0; OO) = {g € CB [01 OO): g’; g” € CB [O, OO)} ve
lgllcz = llgllcs +11g'llcy + 19" llcy dir.

Teorem 2.4.1. feCg[0,00) ve § > 0 olsun. Bu durumda Peetre K-fonksiyeneli ve ikinci

sureklilik modiilt arasinda
K(f;8) < M{w,(f; V&) + min(1,8) lIfllc, }

bi¢iminde bir iligki vardir. Burada M pozitif bir sabittir [39].
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BOLUM II1

BAZI POLINOM DIiZILERIi VE URETEC FONKSIYONLARI

Bu boliimde oncelikle Appell polinomlarindan bahsedecegiz ardindan Euler,
Bernoulli, Genocchi sayilari ve polinomlarinin klasik, Apostol ve genellestirilmis
formlarim1 goésterip {ireteg fonksiyonlarini sunacagiz ve aralarindaki iliskiden
bahsedecegiz.

Tanmim 3.1. iki degiskenli bir F (x, t) fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden

o0}

F(x,t) = z Cafa(t™ |t <K, KER

n=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa F (x, t) fonksiyonuna {f;,(x)} fonksiyonlar ailesinin
bir iirete¢ fonksiyonu denir. Burada c,, ler x ve t den bagimsiz n nin bir fonksiyonu

olup degisik parametreler icerebilir. Eger ¢,, = 1 segilirse,
FGot) = ) fulor”
n=0

© e . 1 [
adi tirete¢ fonksiyonunu; ¢,, = - segilirse,

F(x,t) = Z ]%t"
n=0

tistel lirete¢ fonksiyonunu elde ederiz.

Tanim 3.2. a, f§ ve y reel ya da kompleks sabitler olmak {izere

- (@n (B x™

2Fi(a,B; vix) = .

n=0

12



seklinde tanimlanan hipergeometrik seri literatiirde F(a, ; y; x) ile gosterilir ve bu

fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Burada,

1, n=20
(“)n:{a(a+1)...(a+n—1), n>0

seklindedir. Genellestirilmis hipergeometrik seri ise

(a)n(@z)y - (@p)n x"
(YDn(¥2)n - (Ygn 1!

oo
qu(al, a3, ... ;ap; VY1r V25 o) Yq;x) = Z
n=0

bi¢iminde tanimlanir.

3.1 Appell Polinomlar

n. mertebeden verilen {4, (x)}, n € Ny = {0, 1, 2, ...} polinomlar dizisi a, # 0 ve

d
aAn(x) =nd,_,(x), n €N,

olmak tzere

[0.0] tn
A() = Z an
n=0

kuvvet serisi i¢gin

A(t)e*t = Z A, (x):l—r!l
n=0

esitligi gerceklerse {4, (x)} dizisine Appell polinomlar dizisi denir [40-42]. Buradaki
A(t)e** fonksiyonu {A,(x)} dizisinin iireteg fonksiyonudur.

[43] birinci ¢esit genellestirilmis Appell kiimesini
A(w)B(zg(w)) = Z B, (z)w™ (3.1)
n=0

seklinde tanimlamustir. Burada A(w), B(t), g(w) kuvvet serileridir:
Alw) = Z a, (x)w™, a, # 0

n=0

B(t) = zbnt"bn £0, n>0
n=0

13



g(W) = Z In Wn: g1 * 0.
n=1

Genellestirilmis Appell polinomlari bir¢ok standart kiimeyi igerir. (3.1) denklemi
gw) = wve B(t) = e* alindiginda Appell polinomlarini,

g(w) = w alindiginda Brenke polinomlarini,

B(t) = e! alindiginda Sheffer polinomlarin verir.

Bu sinif ayrica Laguerre, Hermite, Chebyshev, Gegenbauer ve Jacobi polinomlari ile
de iligkilidir.

Appell polinomlar ile Bernoulli, Euler, Genocchi ve ailelerinin iliskileri asagidaki

sekildedir:

Appell polinomlarinda;
i A(t) = eft—1 se¢imi ile polinom Bernoulli polinomu:
A, (x) = Bp(x)
ii. A(t) = et2+1 se¢imi ile polinom Euler polinomunu:
A (x) = Ep(x)
iii. A(t) = ef+t1 sec¢imi ile polinomu Genocchi polinomu:
An(x) = Gp(x)
24
iv. A(t) = (eft—1) secimi ile genellestirilmis Bernoulli polinomu:
Ap(x) = Bi(x),a € C
2 \¢ C C .
V. A(t) = (et+1) secimi ile genellestirilmis Euler polinomu:
A,(x) = Ef(x),a € C
. 2t \¢ S C . .
Vi. A(t) = (et+1) secimi ile genellestirilmis Genocchi polinomu:
A, (x) =G (x),a €C
elde edilir.

Simdi bu polinomlari 6zel olarak inceleyelim.
3.2 Euler Sayilar ve Polinomlarinin Bazi Formlari

3.2.1 Euler Sayilar, E,;

Ey=1ven = 1igin
14



seklinde tanimlanir. Euler sayilari,

E0:17E1:—%’E2:0’E3 :%JE‘}:0’E5:__1E6:07E7:1;---

seklinde devam eder. Euler sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu;

[ee)

2 —ZE tr [t] <
et +1 Tl T
n=0

bagintisi ile tanimlanir.

3.2.2 Euler Polinomlari, E, (x);

n

B0 = ) (1) %" *E,

k=0

bi¢iminde tanimlanir. Euler polinomlari;

1
Eo(x) =1, E () =x—3
E()=x*-x  E(x)=x-32x2+1,
— 4 3 __ s 5 4 5 o 1
Ey(x) = x* = 2x3 + x, Es(x) = x5 = Sx* + a2 -2,

seklinde devam eder. Euler polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu;

eXt —

tn
En(x)al |t| <m

Nk

et +1
0

S
Il

bagintisi ile tanimlanir.

3.2.3 Apostol-Euler Sayilari, E, (4);

[o9)

2 t"
Frn] =zEn(,1)E, |2t + logA| <@
n=0
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seklindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir.

3.2.4 Apostol-Euler Polinomlar, E, (x;2);

2
Aet +1

e*t =2En(x;l)ﬁ, |2t + log| <@
n=0 '

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanr.

3.2.5 Genellestirilmis Apostol-Euler Sayilari, ES(4);

2 \¢ t"
(Aet+1> =Z ES(M)—, lt+loghl<m

n=0
bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanur.

3.2.6 Genellestirilmis Apostol-Euler Polinomlari, E%(x; A);

2\ - t"
(Aet+1) ext:Z E,‘{‘(x;&)m, |t +log | <m
n=0 '

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir.
3.3 Bernoulli Sayilari ve Polinomlarinin Bazi Formlar:

3.3.1 Bernoulli Sayilari, B,;

bi¢ciminde tanimlanir. Bernoulli sayilari;

1 1

1
B():l, B]_:_E, 32:6, B3=O, B4:_%, BSZO,...

seklinde devam eder. Bernoulli sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu;

[oe]
t _ Btn )
ef—l_z It <2m
k=0

bagintisi ile tanimlanir.
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3.3.2 Bernoulli Polinomlarn, B, (x);

n

B,(x) = Z (Z) X" By

k=0

biciminde tanimlanir. Bernoulli polinomlart;

1
Bo(x) =1, B1(x) =X _E,
1 3 1
Bz(x)=x2—x+g; Bg(x)=x3—§x2+§x,

1
B =x*—2x3 4+ x%2 ——,
(X)) = x X*+xt o0

seklinde devam eder. Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu;
t = t"
ﬂe’“ = Z B, (x) o |t| < 2m
n=0

bagintisi ile tanimlanir.

3.3.3 Apostol-Bernoulli Sayilari, B, (4);

t - t"
= Z Bu(W =, lt+loghl <2m
n=0

seklindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanur.

3.3.4 Apostol-Bernoulli Polinomlari, B,(x;4);

t t - t"
—e =an(x;,1);, It +logA| < 2
n=0

Aet

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir.

3.3.5 Genellestirilmis Apostol-Bernoulli Sayilari, B%(4);

t a - t"
(M——l) Zz Bﬁ"(ﬂ.)m, |t+10g/1| <2m
n=0
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bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanr.

3.3.6 Genellestirilmis Apostol-Bernoulli Polinomlari, B%(x; A);

t a = t"
(Aet — 1) e*t = Z B,‘f(x;/’l)ﬁ, |t +log 1| < 2m
n=0 '

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanr.
3.4 Genocchi Sayilar ve Polinomlarinin Bazi Formlar:

3.4.1 Genocchi Sayilar, G,,;

Gy = 0 olmak iizere,

2, n=1

n —_
G +1) +Gn—{01 v

ifadesi ile tanimlanir. Genocchi sayilari,
GO=0, Glzl, GZ=_1,63=0,
Gy=1, G5=0,Go=-3, G;, =0, Gg=17...

seklinde devam eder. Genocchi sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;

260 _N 1
et+1_z ol ltl <m
n=0

bagintisi ile tanimlanir.

3.4.2 Genocchi Polinomlan, G, (x);

n

6u(0) = ) (1) %" kG

k=0

biciminde tanimlanir. Genocchi polinomlart;

Go(.X) = O, Gl(x) = 1,
G,(x) =2x—1, G5(x) = 3x? — 3x,
G,(x) = 4x3 — 6x% + 1, Gs(x) = 5x* — 10x3 + 5x,
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Gg(x) = 6x°> — 15x* + 15x2 — 3, G,(x) = 7x® — 21x° + 35x3 — 21x,

seklinde devam eder. Genocchi polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu,

eXt —

tn
Gn(x)a; |t| <m

N
~
15

et +1
0

S
Il

bagintisi ile tanimlanir.

3.4.3 Apostol-Genocchi Sayilari, G, (4);

2t . % t
me ZZGn(A)E, |t+10g/1| <Tm
n=0

bi¢imindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir. Apostol-Genocchi sayilari,

G =0, G =
4 6A(1—1)
G,(1) = “OT D7 Gs(A) = G0’
8112 — 41+ 1) 10123 — 1122+ 111 -1)
G, (D) = — arDF Gs() = EEE ,

seklinde devam eder.

3.4.4 Apostol-Genocchi Polinomlari, G,,(x; 1);

2t .\ tn
me =ZGn(X;l)n—, |t+log/1| <m
n=0 '

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir. Apostol-Genocchi polinomlari,

Go(xi /1) =0,
2
G (x; 1) = FREL
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4 42
/1+1x 1+ 1%

Go(x; 1) =

121 N 611 —1)
A+1 A+1)2 (A+1)3’

seklinde devam eder.

3.4.5 Genellestirilmis Apostol-Genocchi Sayilari, G%(4);

(/’le’-‘zfl— ) =ZGT‘5‘(A>%' (Itl < llog(=A)1)
n=0

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir.

3.4.6 Genellestirilmis Apostol-Genocchi Polinomlari, G%(x; 1);

o)

2t \* ot a tn
(Aet + 1) by = Z Gy (x;2) F; (ltl < |10g(—ﬂ.)|)

n=0

bicimindeki iirete¢ fonksiyon bagintisi ile tanimlanir.
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BOLUM IV

TEMEL YAKLASIM TEOREMLERI

Bu kisimda oncelikle, Weierstrass tarafindan verilen ve yaklagim teorisinin temeli olan
teoremleri bi¢imsel olarak ifade edecegiz, ardindan Weierstrass teoreminin Bernstein

tarafindan yapilan kanitin1 verecegiz.

4.1 Weierstrass Yaklasim Teoremi

1885 yilinda Weierstrass [3] herhangi bir f € C[a, b] fonksiyonu verildiginde bu
fonksiyona keyfi yakinlikta bir cebirsel polinomun oldugunu asagida verilen

teoremiyle ispatlamistir.

Teorem 4.1.1. [a, b] kapal1 araliginda stirekli reel degerli bir f fonksiyonuna cebirsel
polinomlarla diizgiin yaklasilabilir; yani f, [a, b] araliginda siirekli reel degerli bir

fonksiyon ve Ve > 0 i¢in

If(x) —P(x)|<e a<x<bh
saglayacak bir P polinomu vardir.
4.1.1 Weierstrass Trigonometrik Yaklasim Teoremi

Bir ¢ember tizerindeki siirekli fonksiyonlara, trigonometrik polinomlarla yaklasilir;

yani f, [—m, ] araliginda siirekli ve f(—m) = f(r) ve Ve > 0 ise
f(x) —Tx)| <e-nm<x<-—m
saglayacak bir T (x) trigonometrik polinomu vardir.

Weierstrass yaklasim teoreminin en sik kaniti Bernstein tarafindan olusturulan ve
adiyla anilan polinomlar ile yapilmistir. Simdi bu polinomlarin kurulumunu yapalim.

Bu kisim [44]” den alinmustir.
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Her x € R ve her n > 0 tamsayis1 i¢in binom hesabindan asagidaki esitligi yazariz:

1=(c+(1-0)" = 2 (7)< -

k=0

Esitligin sag tarafinda toplanan ifadeleri f (%) sayilari ile ¢arparak toplarsak

B0 =Y (- 7 (£)

k=0

seklinde bir polinom dizisi elde ederiz. Bu polinom dizisine Bernstein Polinom dizisi

denir [44].
Teorem 4.1.2 (S.N. Bernstein ). f:[0,1] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman
lim B.(f) = f
diizgiin yakinsar.
Teoremin kanitina gegmeden 6nce bir lemma verecegiz.
Lemma 4.1.1.1. i. B,,(x) = x.
ii. B, (x?) = x2.
Ispat.

n

Bn(x) :;(Z) k(l_x)n k Z ! k(l—x)" k:
(n— 1! -
Z(k—?)' o A

i l(l—x)ml—x

iim=n—-1l=k—-—1p=m-—1,r=1[0-—1olsun.
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no2

B,(x) = Z % (Z) k(1 — )k

k=0

n
nl

nz - (n : k)' k—1(1 _ x)n—k

x % (n—1)! _ e
_H;k( Dl AT

m

x m!
=EZ(1+1)“( i (=2

=0

X ¢ !
ZE{ZZZ i l(1—x)m—l+1}

D
- o

- X

=£(mx+1)=£((n—1)x+1)=x2+x
n n

Ispat. £ > 0 olsun. Yeteri kadar biiyiik 7 icin

1B,(f) — fll <e

esitsizliginin dogrulugunu kanitlayacagiz. f* siirekli ve [0,1] kompakt oldugundan f

diizglin stireklidir. Yani Oyle bir § >0 vardir ki, eger |x —al<d§ ise

If(x) — fla)] < golur. M = ||f|l = sup f(x) olsun.f bir kompakt kiime tizerinde
x€[0,1]

tanimlanmis bir fonksiyon oldugu i¢in M diye bir say1 vardir. Diger taraftan eger

(x— a)

|x —al| > & ise 2M (1 — ) <0<- oldugundan If(x) — f(a)| < ise

001+ 7@ < 2m < 2m S )2+§ <
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olur. Demek ki [0,1] araliginin her x ve a elemanlari i¢in her iki durumda da

2M £

fO) ~fAl <z (x—a)* +5.

Simdi a € R igin
1Bu(P) ~ F@)] < Bu(I(f ~ F@]) < By (5 (x — )? +5)

2M £
< FBn((X - a)z) + E

_2M

= 5 (B, () — 2aB,(0) + @*) +§

olur. 1 ve ii den

1B.()@) — F(@)] < i—’!’{(xz +% _an> 2ar+ az} b

Ozel hal olarak a € [0,1] i¢in gegerli olan

e 2Ma — a? 4M

B/ (F)(@) - f@] S5+ 5 <k

< . - 8M e
Eger n yeteri kadar biiyiik alinirsa mesela n > 37% secilirse

&

2~ ¢

B(F(@ — f@l <5+
olur.

4.2 Klasik Korovkin Teoremleri

Bernstein polinomlarinin insasindan sonra 1950 yilinda H. Bohman [5], 1953 yilinda
P.P. Korovkin [6] tarafindan birbirlerinden bagimsiz bir sekilde yeni bir teorem
verilmistir. Bu teoreme gore lineer pozitif operator dizisinin, kompakt bir bolgedeki
siirekli bir fonksiyona yaklasimi olabilmesi 1, t, t? fonksiyonlariin operator altinda

1, x, x? fonksiyonlarina diizgiin yaklagimlarimn kontrol edilmesi yeterliydi.
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Teorem 4.2.1. x € [0,1],0 < a, < 1,pr, = 0 olmak iizere,

La(fi) = ) F(@n)Pin(0)
k=0

pozitif operator dizisinin n — oo i¢in f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter kosullari

i L,(Lx)31

ii. L,(t;x)3«x

iii.  L,(t%x) 3 x?
seklinde ifade edilmistir [5].
1953’te P.P. Korovkin bu teoremdeki [0,1] araligini [a, b] araligina genisletmistir.
Teorem 4.2.2 (Korovkin teoremi). V n € N i¢in L,,: C[a, b] = C|a, b] pozitif lineer
operator dizisi, Vi = 0,1, 2 i¢in e; = t* olmak iizere;

T{i_f){)lo”Ln(ei) —eillciap =0

sartlar1 sagliyorsa [a, b] arahgindaki siirekli olan her fonksiyon igin

lim 1Ly () = fllctas) = 0
saglanir [37].
Ispat. f fonksiyonu reel eksende sinirh oldugu igin dyle bir M pozitif say1s1 bulabiliriz
ki tiim x ler igin,

lfl<M 4.1)

saglanir. f € C[a, b] oldugundan her € > 0 icin Oyle bir § > 0 bulabiliriz ki t €

(—o0, ) ve x € [a, b] igin |t — x| < & oldugunda
lf@®) - fl)l <e (4.2)
saglanir.

x,t € [a,b] oldugunda (4.2) esitsizligi f fonksiyonu [a,b] de siirekli oldugu icin
gerceklenir. x € [a, b], t € [a, b] oldugunda ise (4.2) esitsizligi f fonksiyonu a ve b

noktalarindan, sirasiyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in gerceklenir.

(4.1) ve (4.2) esitsizliklerinden dolayi tiim t € (—o0, ) ve x € [a, b] igin,
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() - F@)] <& +35(t —x)? (4.3)

esitsizligi  gerceklenir. Cilinkii |t — x| < & oldugunda (4.3) esitsizligi (4.2)
esitsizliginden dolay1 Z—Aj(t — x)? ifadesi pozitif oldugu igin saglanir. |t — x| = &

(t—x)?2

62

oldugunda ise > 1 olacagindan Z—I:I(t —x)? > 2M esitsizligi saglanir. Bu

durumda € > 0 oldugu i¢in (4.1) esitsizliginden (4.3) esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan

1L (f52) = fOle = NLn(F (@) — f(x);20) + fF )L (L) — () le
< L (f @) = FGL e + 1 lellLn(1;2) — ¢

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim n — o igin L,(1;x) =3 1° den

dolay sifira yakinsar. Yani ||fl¢||L,(1,x) — 1]lc < €,, &, — 0 dir. O halde

ILn(f520 = FCOle = ILn(f (@) = FCOL e + &n
esitsizligi gecerlidir.
Daha genel bir hali agagidaki gibidir.

Teorem 4.2.3. /, [a, b] araliginda siirekli, tiim reel eksende sinirli olsun. L, (f; x)
lineer pozitif operatorler dizisi, her x € [a, b] i¢gin 9,,(x), T,,(x), ¥n(x), sifira diizgiin

yakinsayan diziler olmak {izere
Lpy(1;x) = 14 9,(x)
L,(s;x) = x + 1,(x)
Ln(s%x) = x% + yp(x)

esitlikleri saglaniyorsa L, (f; x) operatorii [a, b] araliginda f(x) fonksiyonuna

diizgiin yakinsar [6].
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BOLUM V

OPERATORUN OLUSTURULMASI VE YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde ilk olarak operatoriimiizii insa edecegiz. Ardindan momentleri, merkezi
momentleri hesaplayip Korovkin teoremi ile operatoriimiiziin verilen siirekli bir f
fonksiyonuna diizgiin yaklasimini gosterecegiz. Ayrica, siireklilik modiilii, ikinci
siireklilik modiilii, Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz kosulu kavramlariyla

operatoriimiiziin f fonksiyonuna yaklasim hizini1 hesaplayacagiz.
5.1 Apostol-Genocchi Polinomlarin iceren operatoriin kurulumu

a ninc1 mertebeden Apostol-Genocchi polinomlart GgZ(x; B) lreteg fonksiyonu

yardimiyla su sekilde ifade edilir:

2t

@ k
ﬁetﬂ) e*t = G;?(x:ﬁ)%, (Itl < log(=D)  (5.1)

o0
k=0

ADB(D) = (

Burada GgZ(x; B) ifadesinin agik hali hipergeometrik fonksiyonlarin yardimiyla su
sekildedir [45,46]:

k—B .
Y s
x}Z:)(—l)j (7) (x + jH)k—mB 2F1<,B +n—knn+ L%—;—j)'

Burada {k, B} € NU {0},1 € R\{—1}, x € R dir.

Uyari (5.1)’ de 4 # —1 oldugunda a ninci mertebeden genellestirilmis Apostol-
Genocchi  polinomlart  GZ(x; ) mnin negatif olmayan tamsayr degerleriyle

sinirlandirildigr kabul edilmelidir [47].
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(5.1)’de t = 1 secimi ile

1= <ﬁe2+

oldugu goriilir.  Genellestirilmis  Apostol-Genocchi  polinomlarinin  {ireteg

) ey s

fonksiyonunun tanimindan faydalanarak asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

MOBae) = () oo = 37 G B

pe +1 P k!
Kk+1
Esitligin sag tarafindaki toplanan terimleri 8, [ 2" f(t) dt ile 6nce garpip sonra k ya
Bn
gore toplama gegtigimizde
LaPn(fix) =
1 2

axf 2 \" G(“)(anx £) 6L (anx; B)
Bne ([)’e+1) Jf(t)dt+—Jf(t)dt+
\ n )

seklindeki operator dizisine ulasiriz.

Toplam semboliine gectigimizde asagidaki Apostol-Genocchi polinomlarini igeren

Kantorovich-tipi bir operator dizisi elde ederiz:

k+1

Lo (i) = e () ZM f fOdt (5.2)

pe +1 —
ﬁn
Burada (a,) ve (B,) pozitif sayilarin artan bir dizisidir ve
lim—=0 1+0(1> (5.3)
im — = — = :
n-e By Bn Bn

seklindedir. Burada “O” sembolii “biiyiik O notasyonudur.
Apostol-Genocchi polinomlarini ve iireteg fonksiyonlarini kullanarak genellestirilmis
Kantorovich tipi bir operator olusturmus olduk. Simdi, olusturdugumuz bu operatoriin

diizgiin yaklagimini ve yaklagim 6zelliklerini inceleyecegiz.
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5.2 [0, a] Arahi@inda LG'ﬁ " Operatoriiniin Yakinsaklik Ozellikleri

Momentlerin hesaplanmasinda C. Atakut ve I. Biiyiikyazic1’ nin “Approximation by
Kantorovich-Szasz Type Operators Based on Brenke Type Polynomials”
makalesindeki operatoriin moment hesaplamalar1 ve Maple programindan

faydalanilmstir.

Tez boyunca kullanacak oldugumuz A'(t), A" (t), A"'(t) ve A®)(t) ifadeleri i¢in

asagidaki lemmay1 verelim.

a
Lemma 5.2.1. A(t) = ( 2t ) olmak tizere asagidaki ifadeler gergeklenir.

Bet+1
o a(l=(t = Dpe)(2t)* — a2®
A'(t) = t(ﬁet + 1)at1 = A'(1) = (,39 + 1)att
a t “
ii. 4"(1) = (Bet + 1)2¢2 <Bet n 1) (_“tﬁQZt —(1- (t- Da)2e*1Bet

+ 29((at? +a — DB%e? —t?fet +a — 1))

a2%(—p2%et — 3Be+ a — 1)
(,88 + 1)a+2

= A"(1) =

1 t @
AT = Bget + 3 (“ (ﬁet + 1) (Cprert - 2o

+29((=3(t — D2a? — (3t3 = 3t2 + 6t —9a — t> — 6)f2e?
+a (=3 + (t — D?a)(t — 1)B3e%

+(3(t — Da?+ (3t2 -3t +9a +t3 —6)fet —a? + 3a))>

= A""(1)

(B3e® + D21 + ((—3a + 7)B%e? + (—9a + 5)Be + a? — 3a)2%
(ﬁe + 1)a+3

=
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1 t «
iv. AW () =W<a2“ (ﬁet+ o) ((-6+ (t- D% — 6t — D%

+ (=8t + 1)a)p*e*

+ (—4(t — 1)3a® — (6t* — 12t3 + 18t% — 36t + 24)a?

— (4t* — 4t3 — 6t% + 24t — 44)a — t* — 24)B3e3t

+ (6(t — 1)%a® + (12t3 — 18t + 18t — 36)a?

+ (7t* + 12t? — 24t + 66)a + 4t* — 36)p%e?t

+ (—4(t — Da® — (6t%2 — 12t + 24)a® — (4t3 — 6t + 8t — 44)a

—t*—24)Bet + a® — 6a% + 11la — 6))

= AW (1) = a2¢ ((3a — 6)B*e* + (26a — 25)p3e

— (6a? — 61a + 32)B%e? + (—18a? + 38a — 25)Pe
+ (a® — 6a? + 11a — 6)).

Simdi, (5.2) operatdriiniin momentlerini verelim.
Lemma 5.2.2. x € [0, ©) i¢in
LaPr(10) =1

a 1
L) = 2x + —(

fe+ 2a+ 1)
Bn Bn

2pe+ 2

a? 2a e+ a+1
LiPn (6% x) = 5 n(ﬁ >x

B TR U er D
1 ((-3a+1)p%? - Ba— 2)Be+ 3a%*+ 3a+ 1)
B2 3(Be + 1)2

L‘:ln:ﬁn (t3; X) —

ay . an(9Be+ 6a+ 9\ ,
=3 X +—3( )x
Bn Ba\ 2(Be+ 1)

a, ((—6a + 7)B%e? + 14fe + 6a* + 12a +7
B3 (Be + 1)2 *

1 ((—10a + 1)p3e3 + (—12a? — 30a + 3)B?e?
+ﬁ_,§< 4(Be + 1)3
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N (—18a? — 24a + 3)Be + 4a® + 6a% + 4a + 1
2(Be + 13

Lgln:ﬁn (t4,' X)

4 3
=ﬂx4+ﬁ(8ﬁe+4a+ 8)x3
B pa\ Pe+ 1

aj ((—6a +10)p%e* + (6a +30)fe+ 6a” +18a +15) ,
B (Be + 1)2 ¥

N a, ((—12a? — 38a + 18)p%e? + (—12a? — 16a + 18)Be
Br (Be + 1)3

b (—16a + 6)B3e3 + 4a® + 12a%+ 14a + 6
(Be + 1)3 ¥

1 ((15a? — 25a + 1)B*e* + (10a? — 110a + 4)p3e3
Br 5(fe + 1)*

N (30a3 + 100a? + 190a — 6)B%e? + (50a® + 140a? + 130a — 4)fe
5(Be + 1)

5a* +10a3 + 10a? + 5a + 1
5(Be + 1)

elde edilir.
Ispat.
(5.1)’in t ye gore her iki tarafinin tiirevini alirsak,

o B —eXtga—1ga (((a —x)t — a)ﬁet —xt — a)
;Jkpk(x)tk = (Bet + D)o+t

t=1vex = a,xigin

29(e®*1Ba. x + apxe* + ae%n¥)

;)kpk(anx) = (,Be+ 1)a+1
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> Epan)
k=0

1
B (ﬁe+—1)2<(((06n2x2 +apx(a+ 1) — a)fe+ aa,x)2%!
+ ((+ap?x? + apx — a)B?e? + a,%x% + a?
@nX
20 ) ———
+ (ZnX) )(ﬂe + 1)0:)

> e
k=0

= (Be i 13 <e <ﬂe1 o) 29((an**® + 30,20 = Ba = Dagx = e’

+ Bay3x3 + Ba + 9a,2x? — (6a — 3)a,x — 3a? — 4a)p?e?
+ (3a,*x® + (6a + Da,?x? +3(a? + Dayx — 6a% — 5a)fe

+ a,%x% + 3(a+ Day?x®+ (3a? +3a + Dayx + a?))

Z k4pk (anx)
k=0

a

1 1
= m( <Be 1)
((ap*x* + 6a,3x% — (6a — 7)ay2x? — (10a — Dayx + 3a? — a) e
+(4a,*x* + (4a + 24) 2, 3x3 — (12a — 28)a, %x? — (12a® + 40a — H)apx
+8a? — 5a)B3e + (6, *x* + 12(a + 3)a,*x> + 6(a® + a + 7a,*x?
—6(5a% + 9a — Dayx — 6a® — 4a? — 13a)p%e? + (4ay*x*
+(12a + 24)a,3x3 + (12a? + 24a + 28)a,,*x?
+4(4a® — 12a? — 20a + 4)a,x—12a3 — 20a? — 15a)Be

+ay*x* + (4a + 6)a,3x3 + (6a? + 12a + 7)a,,*x?
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+ (16a3 + 24a? + 16a + 4)a,x + a*)2%)
elde edilir. Bu esitlikleri ve (5.2) kullanarak istenilen sonuglari elde ederiz.

Lemma 5.2.3. Lfl"’ﬁ ™ operatoriiniin merkezi mometleri asagidaki sekildedir:

a ap (fe+ 2a+ 1
A (Y =(—”—1) +—"(—)
Ly = x5 x) Br X B\ 2Be+ 2

a? 2a
ii. L2Pr((t — x)2;x) = <—721 -——+ 1) x?
Bi  Bn

2, (fe+a+1 1 fe+ 2a+ 1
+b’%((ﬁe+1) B. Be+1 )

1 (—3a+1)p% %+ (—-3a+2)pe+3a%?+ 3a+1
B 3(Be + 1)2

fii. L*Pr((t = )% x)

4 3
=a,21{% 4+ﬁ(8ﬁe+4a+ 8)x3

Bt TR\ Bet 1
aj ((—6a +15)B%e* + (6a +30)fe + 6a” +18a +15) |
B (Be + 1)? g
a, ((—16a + 6)p3e3® — (12a? + 38a — 18)B%e? + (—12a? — 16a + 18)Be
B (Be+ 1)3
4a3 + 12a%+ 14 a+ 6
(Be + 1)3 x
N 1 (—(30a® + 100a? + 190 a — 6)B%e? + (=50a3 — 140a? — 130a + 4)fe
Br 5(Be + 1)*
N (15a? — 25a + 1)B*e* + (10a? — 110a + 4)p3e3
5(Be + 1)*
5a*+ 10a® + 10a? + 5a + 1
5(Be + 1)
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3 2
_4x L ﬂ(9ﬁe+6a+9)x2

g T\ 2(e+ D

a, 14ﬁe—6(a—g>ﬁzez+ 6a? + 12a +7
_I__
B (Be+1)?

X

1 ((—10a + 1)B3e3 + —(12a? + 30a — 3)p?%e? + (—18a? — 24a + 3)Pe
+ E( 4(Be + 1)3

403 + 6a% +4a+1
2(Be + 1)°

a? a, (2Pe +2a + 2
+6x2 | x? +—n('8—>x
Bz B Be + 1
N 1 /(-3a+ 2)pe— 3(Ba—1)B?%?*+ 3a?+ 3a + 1
B 3(Be + 1)?

e 22

elde edilir.
Teorem 5.2.1. Eger f € Cg[0, o) i¢in
lim L5 (f52) = ()
ise L‘fl”'ﬁ " operatorleri her kompakt [0, a] araliginda diizgiin bir sekilde yakinsar.

Ispat. Lemma 5.2.2°den, her kompakt [0, a] araliginda

lim L3P (thx) = xL,i = 0,1,2

n—-co

elde edilir. Daha sonra, [48]" deki Teorem 4.1.4° iin evrensel Korovkin tipi 6zelligi

(vi) kullanilarak ispat tamamlanir.

5.3. LZ"’B " Operatoriiniin Yakinsakhk Hizi

[k olarak operatdriimiiziin birinci siireklilik modiilii yardimiyla yakinsaklik hizina
bakacagiz. Ardindan sirasiyla Lipschitz uzayi, Peetre K-fonksiyoneli kullanarak

yakinsaklik hizini inceleyecegiz.

34



Teorem 5.3.1. Eger f € Cg[0, 0] ise

|12 (;2) - £ ()] < 200 (£ G0

dir. Burada,

A= 2,(x) = LR ((t — )2 x) = (%— zﬁfﬁ + 1)

+2an(ﬁe+ a+1 ﬁn(ﬁe+ 2a+ 1)>x

Bz Pe+1 Pe+1
1 (-3a+ 2)Be— Ba—1)p% %+ 3a’+ 3a+1
B 3(Be + 1)?
dir.
Ispat.

LarPr(fi0) = £ (o)

k+1

< e (L)Y Gl ) f F® - felde

B.+1 ~
311
k+1
Bn
2 _“OOG(a)a'x; t—x
S[S’ne‘“n’C(ﬁ +1> Z k (k:l A (l 5 |+1>w(f;6)dt
. ~ !
- 3
Bn

k+1

< 1+%ﬁne‘“nx<ﬁeil) szn—xmt o(f; 6)

ﬁn

Integral icin Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda asagidaki esitsizlik elde

edilir.
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k+1 k+1 1/ 2
jllt—xldt< ’ jlt—xlzdt .
L

Bn

Bu ifadeyi esitsizlikte yerine koyarsak asagidaki ifade elde edilir.

k+1

k+1 1/2
zG(a)(anx B f 6 x |dt< G(“)(anx B)\[;( e |2dt>

k!
k=0

Bn

Son denklemdeki toplam i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi disiiniiliirse,

k+1

z (“)(anx B) f ¢ — xldt

k=0

a

é\](ﬁez-l- 1)a g <.3_1n (ﬁez-l- 1) oLy (e = X)>2

a

e o)

L 1/2
[P0 - po)| < {1+ 2 (1P - 0% )} tfi8).
Burada 6§ = Lﬁ”’ﬁ n((t — x)?%; x) alirsa istenilen sonug elde edilir. [

Simdi Lipschitz kosulu kavramlariyla L‘fl”‘ﬁ " operatdriiniin f fonksiyonuna yakinsama

hizin1 inceleyecegiz.
Teorem 5.3.2. fe Lip, (M) olsun. x = 0 igin

| LB (£ 20 - £ (0| < MBE @)

saglanir. Burada 6, (x) := \/ Lﬁ”'ﬁ "((t — x)?; x) dir.

Ispat. Lfl”’ﬁ " operatorlerinin monotonluk 6zelliklerinden sunu elde ederiz:

36



Ly (52 = FGO| < Ly (£ (©) = FG1x) < ML (e = x1% ).
Holder esitsizligi uygulanarak, [33]” den sonug ¢ikarilabilir.

|L¢;llnrﬁn(f; x) _ f(X)| < ML‘:—’ln:ﬁn(lt _ xlz; x)

a 2—a
2

< M (L2 (1 — (%20 ) (P (10) ©

a

=M (L‘;”’ﬁ"(lt - XIZ;x))E = M(5,(0)"
boylece ispat tamamlanmis olur. [

Ikinci siireklilik modiilii ve Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla LG,ﬁ "™ operatoriiniin f

fonksiyonuna yakinsama hizini verecegiz.

Teorem 5.3.3. feCZ [0, ) olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanar.

|20 — F@)| < Vlflleg

Burada

a?% B 2O(nﬁn + .81% 2
Vi=yn(x) = < 257 >x

2(Be+ a + Da, —B,(Be+ 2a+ 1) + 2B, (a, — Brn)
+< 262(Be + 1) )x

6fn(ay — B)(Be+ 1)+ (-3 a+ 2)Be— (3a—1)p%?+ 3a?+ 3a+1
’ 6B (Be + 17

dir.
Ispat. Oncelikle c € (x,t) icin f nin Taylor agilimini yazalim:

f”(C)
2!

f@®) =f)+f')t—x)+ (t —x)?,

ardindan, f fonksiyonunun Taylor ac¢ilimina Lfl”’ﬁ "(f; x) operatoriinii uygulayalim.

Operatoriin lineer olmasi ve LZ"”@ "(1;x) =1 esitliginin sagladigi kolayliktan
faydalanarak asagidaki esitligi elde ederiz:
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L (50 = 0O = 1L (e — 60 + 55215 (e - 0% 0. (53)
Buradan x < tve

a,fe+ 2a+ 1

a
Lan'ﬁn t —x; — <—n—1)
2Tt — x5 x) x+ﬁn 2fe + 2

B

i¢in (5.3)’de Lemma 5.2.2 ve Lemma 5.2.3 den faydalanirsak,
|8 (£ 20 = £ 00

<{(52- 1) +%%} 1N,

1 (a,zl 2a, ) , (20p,fe+ a+1 1 Be+2a+1
2 ( B )x

B2 B )Y\ T pev1 B pe+d

1 (-3a+ 2)ﬁe—3(a—§)32e2+ 3a2+ 3a+1
+
32 (Be + 1)?

"
I/ Mg

+2a+1 1 22
<[G-y)rept it 3G - T )2
Bn Bn 2Be+ 2 2(\Br bBn

<2anﬁe+a+1 1Be+2a+1)
- x
Bz Pe+1 Bn Pe+1

1 (=3a+ 2)Be— S(a—%)ﬁzez+ 3a2 + 3a+1
387 (Be + 12

Ifllcz

_1faf 2a, a,(fe+a+1) 1 Be+2a+1 a,
_5<_%_E+1>x2 (E (Be+1) 2B, Pe+1 +E‘1)x
a, 1 (-3a+ 2)pe—3(a—3)p%?+ 3a2 + 3a+1

+- 14

Bn 67 (Be + 1)2

— arzl B 26Zn:gn + BTZL %2
2%

2(Be+ a + Va, —Bn(Be+ 2a+ 1) + 2B, (an — Br)
¥ 2B2(Be + 1) g
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6fn(a, — ) (Be+ 12+ (-3 a+ 2)Be— 3 ( a— é) f?e? + 3a*+ 3a+1
* 657 (Be + 172

elde edilir. Bu durumda istenilen sonuca ulagsmis olduk. [
Sonug 5.3.1. feC[0, ©) ve K(f; &) Peetre K-fonksiyoneli olsun. Bu durumda
Ly (i) = f(0| < 2K (S 6)
esitsizligi saglanir.
Ispat. Agiktir ki
f@—fG) =f@®) £g() £ g(x) - f(x)
yazilabilir. Simdi Lfl”’ﬁ " nin lineerlik 6zelligini kullanirsak
Larn(f;2) = £ ()

< |LPn(f = g0) = FGO| + [LirPn(gix) - g )

+1f(x) — gl

elde ederiz. geC2[0, o) fonksiyonu i¢in bir énceki teoremden
LavPn(f;x) = £G0)| < 211 — gll + YiIfllz < 2001f — gl + 6lflcz)

Yukaridaki esitsizligin sol tarafi geC3[0, ) fonksiyonundan bagimsiz oldugu igin

Peetre K-fonksiyoneli tanimindan asagidaki esitsizligi elde ederiz:
LPn(f; ) = F()| < 2K(f3 6).

Boylece ispat tamamlanmais olur. [

Tanim 5.3.1 (Steklov). Sonlu aralikta integrallenebilen bir f fonksiyonu (—oo < x <

o) i¢in Steklov fonksiyonu

TR

flx+t)dt

S -

fh(x) =

NI

seklindedir. Bu tanimdan faydalanarak hemen hemen her x i¢in
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0= Hr(ee)-r(e-2) :
oldugu aciktir. (5.4)’den faydalanarak asagidakileri sdyleyebiliriz:

(a) Eger R boyunca f(x) diizgiin yakinsak ise bu durumda

h
sup |f(x) — | 2w (§;f>,

—oo<x<00

1

sup_If3(0)] < 50k f)
—oo<x< 0o

[49].

(b) f € C[a,b] ve h € (O,D%) ise f fonksiyonuna eklenmis ikinci dereceden

Steklov fonksiyonu denir ve asagidaki esitsizlikler saglanir.

i fllo S 7 0@ )

3w@(f; h)

ii. £, < 53—

yazilir [50] .

Lemma 5.3.1. [P operatorii, L*Pn(1;x) =1 &zelligini saglayan bir pozitif

operator dizisi olsun. g € C?[0, a] igin [51]’den

1
LiPn(g;x) - g()| < ||g'||\/L‘;§n'ﬁn<<t — 0% + 2 g L (& = 0% )
elde edilir.

Simdi, ikinci dereceden siireklilik modiilii yardimiyla Lﬁ"’ﬁ ™ operatdrlerinin

yakinsama hiz ile ilgileniyoruz.

Teorem 5.3.4. f € C[0, a] olsun. O halde asagidaki esitlik gecerlidir:
n.Bn 2 2 3 2 @
[P (i) = GO < ZRENFlleo + 5 (B + @+ 0@ (Fshy)
an, B, 1
Burada h, = L,V " ((t — x)?; x)*.
Ispat. f;,, ' ye karsilik gelen Steklov fonksiyonu olsun. Lfl”’ﬁ "(1;x) = 1 oldugundan
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|L5Br (20 = £GO| < 211 = full st L3R (s 20) — ful)],

yazilir. f, € C?[0, a] gergegini hesaba katarak, Lemma 5.3.1°den su sonug cikar:

|5 Pn (s 20) = fu0)|

! 1 n
< \/L‘;‘l”'ﬁn((t =00, + 5L (= 0% 05,
Landau esitsizligi [52] ve Tanim 5.3.1 (b) kullanilirsa
<2 ay oy _ 2 3a w®(f; h)
1 lloo = S Wfalleo + 5 110" o < 5 Wfilleo + Zr =5
1/4
Son esitsizlik, h = (L%n’ﬁ "((t—x)% x)) olarak secersek

|5 Pn (i 20) = fu(0)| < %II fallwh? + Z (a+h2)w®(f;h).

yazilir ve ispat tamamlanir. [
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BOLUM VI

SAYISAL ORNEKLER

Bu béliimde birinei siireklilik modiilii kullanilarak elde edilen yaklagim sonuglarini,

Maple programi kullanilarak sayisal 6rneklerle destekleyecegiz.

Ornek 6.1. @, = n + 10, §, = n olsun. L‘fl"’ﬁ " nin f (x) = sin(wx) fonksiyonuna

yaklasimi [0, 00) tizerindeki @ parametresine baglidir ve Tablo 6.1° de gosterilmistir.

Tablo 6.1 Siireklilik modiilii kullanilarak f (x) = sin(mx) nin hata tahmini

n a=0 a=1 a=2

2.10 2 2 2

2.102 0.6384937400 0.7784956378 0.8928587554
2.103 0.1773736175 0.2293341526 0.2713912808
2.10* 0.05519747822 0.07189754184 0.08538743600
2.10° 0.01742633021 0.02271596012 0.02698787380
2.10° 0.005509782336  0.007182782694 0.008533871292
2.107 0.001742317469  0.002271375252 0.002698633020

. 3
Ornek 6.2. a, =n+ 10, B, =n olsun. L‘fl”"g " nin f(x) = NeEe fonksiyonuna

X
1+

yaklasimi [0, o) tizerindeki a parametresine baglidir ve Tablo 6.2” de gosterilmistir.

Tablo 6.2 Siireklilik modiilii kullanilarak f(x) = \/% nin hata tahmini
n a=0 a=1 a=2
2.10 1.307379851 1.343505132 1.369175647
2.102 0.3410053914 0.4125651450 0.4706865170
2.103 0.0981008330 0.1262509630 0.1488628112
2.10% 0.0308859774 0.0401641288 0.0476370238
2.10° 0.0097882006 0.0127524504 0.0151440682
2.10° 0.0030985788 0.0040387412 0.0047977654
2.107 0.0009802216 0.0012777982 0.0015180916
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. 3
Ornek 6.3. a, = n? + 10, B, = n? olsun. L nin f(x) = \/% fonksiyonuna

yaklasimi [0, 00) iizerindeki @ parametresine baglidir ve Tablo 6.3’ de gdsterilmistir.

Tablo 6.3 Siireklilik modiilii kullanilarak f(x) = \/% nin hata tahmini
n a=0 a=1 a=2
2.10 0.1941081828 0.1949742230 0.1958616454
2.102 0.0176465752 0.0176476362 0.0176487292
2.103 0.0017672196 0.0017672206 0.0017672222
2.10* 0.0001767710 0.0001767710 0.0001767710
2.10° 0.0000176782 0.0000176782 0.0000176782
2.10° 0.0000017684 0.0000017684 0.0000017684
2.107 0.0000001772 0.0000001772 0.0000001772

Tablo 6.1, Tablo 6.2 ve Tablo 6.3 incelendiginde n degerleri artarkena = 0, a = 1,
a = 2 degerleri i¢in hata miktarin giderek azaldigi goriilmiistiir.
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BOLUM VII

AGIRLIKLI UZAYDA YAKLASIM

Korovkin teoremi, [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1 Cl[a, b], m-boyutlu
uzayda sinirl D bolgesinde siirekli fonksiyonlar uzay1 Cym(D) ve [a,b] araliginda p-
ninci mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzay1 Ly[a, b] de gegerlidir. Ancak
sinirsiz bolgelerde tanimlanmis uzaylar i¢in bu teorem gegerli degildir [37]. Gadjiev,
C, uzayindan B, uzayina doniislim yapan pozitif lineer operatorler igin Korovkin
teoreminin bir benzerinin B, uzayindaki normda saglanmadigini ters bir teoremle

gostermistir [53]. Bu teoremi vermeden once Gadjiev’ in ¢aligmasinda kullandigi ve
bizim de kullanacagimiz kavramlar1 verelim:
p(x) = x? + 1 agirlik fonksiyonu, [0, ) iizerinde artan bir fonksiyondur.

B, [0, ) uzay1, [0, ) iizerinde tammls, |f(x)| < Myp(x) esitsizligini saglayan tiim
gergel degerli fonksiyonlarin kiimesidir, burada My yalnizca f ye bagh bir sabittir.

B, [0, ) uzay iizerindeki norm

If GOl

Ifll, = SUPxe(0,00) i) (7.1)

seklindedir.
C, [0,00) = {f € B,[0, ) :fsiireklidir}

€10, 00) = {f € C,[0,00): lim L2 = j; < oo}

x—00 p(x)

CK[0,0) © C,[0,0) < B,[0,0)

oldugu goriiliir. Son olarak lim a,, = oo olmak iizere ||f|| 5[0,a,] = Sup JACIIY
e xe[0,a,] PO

C,, uzayi lizerinde tanimli bir pozitif lineer operatdr Ly, i¢in (7.1) denkleminden
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Lo (f;x) < |Ifll ,Ln(p; x) esitsizligi agiktir. Buradan Ly, C, dan B, ya doniisiimdiir
ancak ve ancak L,(p;x) < Mp(x). Bu esitsizlikten L, operatoriiniin siirliligi

saglanir.

Teorem 7.1. {L,}, C,[0,0) den B,[0,00) ye lineer pozitif operatorlerin bir dizisi

olsun ve

%i_r)r(}OIILn(tr; x)—x"|l, =0, r=20,1,2
saglandig taktirde her f € CX[0, o) igin
lim 1L, (f3) ~ £ll, = 0
saglanir ve bir f € C,\C¥ fonksiyonu i¢in Ai_r&”l’”(f; x) — fll, = 1 olur [53].

Asagidaki sonug, [54]’den alinmistir ve Teorem 7.1° den dogrudan elde edildiginden

kanitsiz bir sekilde verilmistir.
Teorem 7.2. {a,} dizisi lima, = o ve {A,}, C,[0,a,] den B,[0,a,] ye pozitif
n—->oo
operatdrlerin bir dizisi olsun.
Eger f = 1,t,t% secimleri ile
lim 14,0 = fl =0
olursa, her f € Cf[0, a,],

L,(f;x); x € [0,a,] If (2)]

A (f:x) = _ -
D=0 e o Y Wl = s G5 i

Tlll_)n(}o”An(f; x) — f”p,an =0

saglanir [54].

[23] de verilen Teorem 11 in bir versiyonunu kendi operatdriimiiz i¢in olusturacagiz;
bunun i¢in L‘fl”'ﬁ " operatorlerinin yardimiyla lineer pozitif operatorii asagidaki sekilde

tanimliyoruz:

(anbu) g . _ [LPr(F;x); x € [0,a,]
An (f'x)'_{f(x); x ¢ [0,a,].
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Simdi verecegimiz teoremde, C¥[0,a,] agirlikli uzayinda, p(x) = 14 x? agirhk

fonksiyonu, Ag"”g "(f;x) operatoriiniin  f fonksiyonuna diizglin yakinsadigin

kanitlayacagiz.
Teorem 7.3. f € CX[0, a,] i¢in
lim [|Asfr(r0 - f|| =0
n—oo pP,an
olur.

ispat. Lemma 5.2.2 den [|45%"|| < M saglanu. {45} dizisinin, C,[0,a,]

p,an

uzay1ile B, [0, a, ] uzay: arasinda bir lineer pozitif operator dizisi oldugunu gosterelim.

lim [Asfr (0 -1 =0
n—oo P,an
oldugu agiktir. Lemma 5.2.3 (i) kullanilirsa
|Az"’ﬁ”(t; x) — x|
su
XE[O,I:C)ln] 1+ x?
(an 1) x . 1 <2_1_“ (Be + 1)t + a> 1
=|=—- su — su
Bn xE[O,IC)ln]]‘ +x% By e +1 xE[O,If)ln]]‘ +x?
olur. Bu, lim ”AZ"’B n(t;x) — x| = 0 oldugunu gosterir. Ayrica Lemma 5.2.3 (ii)
n—oo pP,an
kullanilirsa,
|Agn'ﬁn(t21 x) — x2| <0{,21 2a, 1) x2
su =\5 -t su
xe[O,rt)ln] 1+ x? Bi  Bn xe[o,l()zn]l +x?
<2an,Be +a+1 127%Pe+ 1)1+ 2a> X
- — su
Bz (et D Ba Be +1 velon) 1+ X2
L ((-3a+ 2)Be— (3a—1)B%? + 3a%+ 3a+ 1) 1
su
362 (Be + 1)2 xclom,] 1+ 22

elde edilir. Boylece,

=0

lim ||AZ"’B”(t2;x) - x2|
n—oo pP,an
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olup, Teorem 7.2’ den istenen sonug elde edilir. [

Bir operator dizisinin yakinsaklik hizim1 bulmak ig¢in siireklilik modiilii w(8; f)
kullaniriz, ancak sonsuz bir aralikta siireklilik modiili, § - 0 durumunda sifira
yakinsamaz. Bu sebepten yeni bir tip siireklilik modiilii tanimina ihtiyag¢ vardir. Yeni
tanimlanacak bu modiil sonsuz aralikta § — 0 iken sifira yakinsayacak sekilde [55] ve

[56]° da verilmistir. [23]” de bu modiil, (7.2) denklemindeki gibi ifade edilmistir.

f € C¥[0, ay] i¢in agirlikl1 siireklilik modiilii

o 70 - F
o, (0= S s T T (= 0D + 2D 7.2)

ile tanimlanir.
Her f € C[0, a,] fonksiyonu ve tiim x, t € [0, a,,] i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

i. 811_r)r(1) Qq, (f;8) =0,

i IfO - @I <2 (524 1) A+ 2D + (=0 + 590, (f; 8)

1)
(7.3)

yazilir.
Simdi, Q,_(f;8) siireklilik modiiliinii kullamlarak Li”‘ﬁ " operatorlerinin yakinsama
hizini1 C ;3 [0, a,,] uzayinda elde edecegiz. 3 sayisindan kiigiik bir kuvveti¢in (1 < a <

3) ile (14 x*)* f iizerine f € C¥[0,a,] olmasi disinda da kosullar koyulmasi

gerektigi [55] de ifade edilmistir.

Teorem 7.4. f € CX[0,a,] ise
|emn s 20) - f(x)||p3a < MQ,, (f; )

olup, M, n den bagimsiz bir sabittir ve bu durum yeterince biiylik olan tim n ler i¢in

gegerlidir.

Ispat. Lﬁ”’ﬁ " tanimidan ve Lemma 5.2.2 kullanarak,

LovPn(fx) — fx) =

Bn <ﬁ€2+1

e%nX

)ai Pye(anx) f :ﬁ_ [f(®) — F()]dt
k=0 Bn
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yazabiliriz. (7.3)’e gore;

Ly (f50 = f00)] < 201+ 2D + 8L (g (0); 1) 4, (f; 6)

[t—x|

yazilir, burada g(t) = (- +DHa+ (t —x)?) ve Qg , (7.1) ile tammlanan agirhkl

stireklilik modiiltidiir. [55] de elde edilen asagidaki temel sonucu kullanarak,
1
gt) <2(1+ 8% (1 + g(t — x)4)
€ [0,a,], t € [0, o) igin,
1

L5 (i) = £0O] < 80+ 392, (£:8) [1 + L (- 05| (74)
elde edilir. Baz1 hesaplamalar yardimi ve (5.3) kosulu ile asagidaki ifadeyi elde ederiz:

(e - 0% = 0 () S '

Dolayistyla, yukaridaki esitligi (7.4)’de yerine koyarsak;

L o(ﬁn)jxl]

1=

LEP(f; x0) — FOO| < 8(1 + x2)Qg, (f; 8)

elde ederiz ve § = ﬁi alinirsa, yeterince biiylik her » igin asagidaki esitsizlik gegerli

n

olur:

L2vPr(f; x) — F(x)
(1+x2)3

< MQ, (f;8).

Bu da teoremin ispatini tamamlar.[ |
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BOLUM VIII

VORONOVSKYA-TIPi BIR TEOREM

Voronovskaya, f"'(x) # 0 oldugu zaman, B, (f, x) Bernstein polinomu olmak {izere,
B, (f,x) — f(x) in derecesi % den daha iyi olmadigini kanitlamigtir. Boylece belirli

operatdrler i¢cin fonksiyonlar diizgiin fonksiyon (yani, bir tanim kiimesi iizerinde
istenen bir dereceye kadar siirekli tlirevleri olan fonksiyon) bile olsa yakinsamanin ¢ok
hizli olamayabilecegini sOylemistir. Asagidaki teorem, 1932’de Voronovskaya

teoremininin ilk halini ifade etmektedir [15].

Teorem 8.1 (Voronovskaya). [0,1] aralifinda sinirh bir f fonksiyonu i¢in x € [0,1]

noktasinda ikinci mertebeden tirev strekli ise bu durumda
. 1 rn
7yﬁrrolon[lf?n(f; x)— f(x)] = Ex(l —x)f"(x)
esitligi saglanir [16].

Ispat. f nin Taylor agilimindan,

(t — x)?
2!

fO=Ff)+C-—0f"(x)+ ')+t —x)( —x)?

yazilabilir. Burada n(t —x)(t — x)? ifadesi simirhdir ve h = 0 icin n(h) - 0

kosulunu saglar. Operatdriin lineerligini ve Tanim 4.2.1” 1 kullanarak,
B, (f;x) — f(x)
1
= £ B ((t = x);%) + 5 £ ()Ba((t = )% %)
+ B, (n(t — 0)(t — x)% x)

elde edilir. Lemma 5.2.3° den
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x(1—x) 5n+3
n "~ 12n(n + 1)2

B,(f;x)— f(x) =3 < )f”(x)+Bn(n(t—x)(t—x)2;x)

saglanir. Buradaki B, (n(t — x)(t — x)?; x) ifadesi su sekilde elde edilir:
€ > 0ve |h| < 6§ igin [n(h)| < € olacak sekilde bir § > 0 segilsin.

B, (n(t — x)(t — x)?; x) ifadesi T; + T, olarak yazilirsa,

(n+1)x—1 (n+Dx—1\"""
e} ()@ (e

xf n(t — 2)(t — x)2dt
|t—x|<8

Dx—1 Dx—1\""
Tz—(n+1)z ((n+ )x ) (1_(n+231x )

xf n(t — 2)(t — x)2dt
|t—x|=8

olup ilk terim i¢in bir sinir bulunabilir. Bu sebeple T; in modiilii alinirsa,

n k n-k
T1<€(n+1)2(:)<(n+;2lx—1> <1_(n+;2lx—1> fn+1(t—x)2dt
k=0 n+1

= eB,((t = )% )

elde edilir. Dolayisiyla lim n|T;| = 0 dir. Buradan K = sup{|n(h)|: |h| = 6} olsun.
n—-oo

Bu durumda,

n—-k
7, <X (n+1)z <(n+1)x—1> <1_(n+;)1x—1>

« jl et ;B ((t = )% x)

olur. B, ((t — x)*; x) = 0(n~?) oldugundan, lim n|T,| = 0 oldugu goriiliir. Bdylece
n—->0o

lim n|T;| = 0 ve lim n|T,| = 0 oldugundan ispat tamamlanir.|

n—->00 n—->oo
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Sinirl1 ve integrallenebilir f fonksiyonunun, x € [0,1], n € N i¢in belirli bir x € [0,1]

noktasinda f'’ ikinci mertebeden tiirevi var ise, B,, operatorleri,

1-2x 1 .,
() = 5 x(1+0f " ()

lim n[B,(f; %) = f()] =
kosulunu saglar.

Simdi, kendi operatdriimiiz i¢in Voronovskaya-tipi bir teorem kuracagiz.

Teorem 8.2. feC[0,a] ve f, [0,a] araliginda birinci ve ikinci mertebeden tiireve

sahip olsun. Bu durumda her x € [0, a] igin,

lim @ [£51(F ) - £00)

3 <2‘1‘“ (Be + D +a

+ (1 —271-a (/3e1+ 1)_a> xf"(x)

saglanir.

Ispat. x, >0 olsun. Taylor formiiliinden, her x € [0, ©) i¢in asagidaki ifade agiktir:

fx) = fxo) = (x — x0) f'(xo) + %(x — x0)*f" (x) + h(x, x0) (x — x0)?,

burada h(x, xy) € Cg[0, ) dyle ki lim h(x,x,) = 0. Boylece
X—Xg

n [LE P (F520) = Fx0))
= @ LB (£ = 20); %) + 5 7 LTt =~ x)%5x0)

+ anL‘fl”’ﬁ" (h(t, x0)(t — x0)?; x0)

Xo € [0, 0) i¢in gecerlidir. Lemma 5.2.3 kullanilirsa

2717 (Be + 1)%t1 + a>

. _ 1 \“
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oldugunu goriiriiz. Simdi, Lﬁ"’ﬁ n(h(t, x)(t — x)?%; x,) terimini ele alalim. Cauchy-

Schwarz esitligini kullanarak asagidaki esitsizlige ulasiriz:

P 00, x0) (= 205 30) S (B~ 3 0) LR ) o)
Lemma 5.2.2° e gore
lim QLA P ((t — x)% %) = 3 %02
yazilir. h%(t, x,) € Cg[0, %) oldugundan
%1_{{)10 L?lnﬁn(hz(t, Xo); Xo) = h*(xg,%9) = 0
esitliginin gecerli oldugu agiktir. Sonug olarak
lim L7 (h(t, x0) (¢ = %0)% %0) = 0

olup ispat tamamlanmis olur. [
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BOLUM IX

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, analitik sayilar teorisinde bircok 6zelligi elde edilmis olan, yineleme
bagintisi, tlirev, integral operatorii altindaki Ozellikleri gibi, Apostol-Genocchi
polinomlarinin yaklagim teorisi alaninda bazi &zellikleri incelenmistir. Apostol-
Genocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu yardimiyla kurulan Kantorovich tipi bir
operatoriin yaklasim o&zellikleri incelenmistir. Bununla ilgili gerekli olan temel
kavramlar, belirli polinomlar ve iirete¢ fonksiyonlari, iyi bilinen lineer pozitif
operatorler ve bazi Ozellikleri verilmistir. Operatériin  momentleri ve merkezi
momentleri hesaplanmis, Korovkin teoremi ile operatoriin verilen siirekli bir f
fonksiyonuna diizgiin yaklagimi gosterilmistir. Ayrica; siireklilik modiilii, ikinci
stireklilik modiilii, Peetre K-fonksiyoneli, Lipschitz kosulu gibi matematiksel araclarla
operatdriin f fonksiyonuna yaklasim orani hesaplanmistir. Birinci sitireklilik modiilii
kullanilarak bulunan hata tahmini, sayisal drneklerle desteklenmistir. Veriler, Maple
programi kullanilarak elde edilmistir. Ayrica, operatdriimiiziin yaklasim o6zellikleri
agirlikli uzayda incelenmis, bu uzayda calisan agirlikli siireklilik modiilii kavramindan
bahsedilerek bu uzayda operatoriimiiziin yaklasimi ve yaklagim hizi incelenmistir. Son

olarak, operatoriimiiz icin Voronovskaya tipi bir teorem olusturulmustur.

Daha sonraki caligmalar i¢in diger siireklilik modiilleri ile yakinsaklik hizlarina
bakilabilir, tlirev operatorii altinda operatoriin yakinsaklik kosullar1 incelenebilir,
Apostol-Genocchi polinomlarini igeren farkli operatorler kurulabilir. g-kalkuliis
araclariyla Apostol-Genocchi polinomlarini igeren operatorler olusturulup yakinsaklik

Ozellikleri incelenebilir.
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