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OZET

¢~ 2] KORUYAN BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV
OPERATORLERININ INCELENMESI

Feyza TANBERK OKUMUS
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Fuat USTA
Mayis 2022, 35 sayfa

Tezimizde, x > 0 icin e~ 2*’i koruyan Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorleri
koruyan fonksiyonlar1 genellestirilmistir. Farkli fonksiyon uzay: tiirleri i¢in yeni
tanimlanan operatorlerin yaklasim 6zellikleri saglanmistir. Buna ek olarak uygun siireklilik
modiiliinii kullanarak yakinsama hizina odaklanilmistir. Ve bu yeni operatorler i¢in
Voronovskaya tipi teoremi saglanmistir. Son olarak, teorik sonug¢larimizi dogrulamak
icin, MATLAB tarafindan iiretilen baz1 sayisal deneyler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorii, Pozitif lineer operator,
Ustel fonksiyonlar, Voronoskaya tipi teorem, Yaklagim.
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ABSTRACT

ON APPROXIMATION BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV TYPE
OPERATORS PRESERVE ¢

Feyza TANBERK OKUMUS
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fuat USTA
May 2022, 35 pages

In this manuscript, we generalize the Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev type operators which
fix the function e~>* for x > 0. Then we provide the approximation properties of this newly
defined operators for different type function spaces and rate of convergence. Additionally,
we focus on the rate of convergence utilizing appropriate modulus of continuity. In addition
to these, we provide the Voronovskaya type theorem for this new operators. Finally, in
order to validate our theoretical results, we provide the numerical experiments which
produced by MATLAB compiler.

Keywords: Approximation, Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Type Operators, Exponential
Functions, Linear positive operators, Voronovskaya Type Theorem.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde anahtar fikrin, en yalin ifadeyle; karmasik tanimlanmaisg bir seyi basit bir
seyle degistirmek oldugunu soyleyebiliriz. Burada ana hedef, degisimi yaparken, karmasik
diye addettigimiz ifadenin orijinalini koruyarak, onu biiyiik bir 6zenle basitlestirmek
ve ayni bilgiyi verebilmektir. Bu amacla, bir polinom dizisinin siirekli bir fonksiyona
dogru, tek bicimde yakinsamasi i¢in bir kriter saglayan, yaklasim teorisinin baslangici
olarak addedilen, Weierstrass Yaklagim Teoremi [1], 1885 yilinda iinlii Alman matematik¢i
Karl Weierstrass tarafindan verilmistir. Kapali bir [a, b] arali§inda tanimlanan her siirekli
fonksiyona reel katsayili bir polinom dizisi ile yaklasilabilecegini belirten bu teorem
asagidaki sekilde ifade edilir:

" f fonksiyonu, |a,b] sonlu kapali aralig1 iizerinde tanimli herhangi bir siirekli fonksiyon

olsun. Vx € [a,b], Vn € N i¢in € > 0 olmak iizere, |f(x) — p,(x)| < € olan, [a,b]
iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan, reel katsayili, bir p,(x) cebirsel polinomlar
dizisi vardir."

Bir cok matematik¢i bu iinlii teoremin ispatiyla ilgilenmis fakat kisa ve basit olmasi
yOniiyle verilen en seckin ispat, 1912 yilinda Sergei Natanovi¢ Bernstein’in ispati olmugtur.
Bernstein [2], Weierstrass yaklasim teoreminin ispat1 i¢in, kendi adiyla anilan asagidaki

tanimi vermistir. Daha detayli olarak, Bernstein polinomlari, [0, 1] aralig1 iizerinde her

sinirl fonksiyon icin,

Bn(f;x):ki})f<§) (Z)xk(l—x)”_k, n>1 ve xel0,1],

seklinde tanimlanmistir. Bernstein polinomlari o donemde énemi tam olarak anlagilamamisg
olsa da yaklasim teorisinde yeni bir donem baslamis ve ilerleyen yillarda matematik
diinyasinin ilgisini cekmis ve fizik, mithendislik bilimi, bilgisayar teknolojileri vb. bircok

disiplinde kullanigh yap1 ve uygulamalar ile aktif bir ¢calisma konusu olmustur. Ayrica



Bernstein polinomlarinin birtakim genelleme ve modifikasyonlar literatiirde ¢alisiimistir.
Bu genelleme ve modifikasyonlarda bazi ana hedeflerin, kompakt araliklar iizerinde siirekli
fonksiyonlarin yaklagimina ve istenen fonksiyona ait oldugu sinifi genisletmeye izin veren
Bernstein polinomlarini sinirsiz araliklar tizerinde hareket ettirmek oldugu sdylenebilir.
Ornegin, Chlodowsky [3], Bernstein polinomlariin yeni bir modifikasyonunu elde ederek
polinomlart (p, — oo % — 0) [0, 1] den [0, p,] e hareket ettirmistir. Ayrint1 verecek

olursak, Chlodowsky, n > 1 ve x > 0 i¢in Bernstein tipi operatorleri;

lim p,, = oo ve lim Pn _ 0 olan (pp),>1 pozitif reel say1 dizisi olmak tizere
n—yoo n—oo n

o= £ (4) G) G 0-)

seklinde tanitmistir. Goriildiigii gibi yukarida verilen operator pozitif bir operator degildir.

Bu sebeple, Bernstein-Chlodowsky operatorleri olarak adlandirilan operatorler;
( n k n—k
k
k=0 n k Pn Pn

f(x) X > D

B;kz,pn (f;x) =

\

olarak tanimlanmis ve [4], [S] de daha detayli ¢calisilmistir. Bernstein polinomlar {izerinde
devam eden ¢alismalarin diger bir amaci, yaklasim hizin1 artirmak ve yaklagim isleminin
dogal sonucu olan hata miktarin1 azaltmak olmustur. Bu c¢alismalardan biri Gadjiev ve
Ghorbanalizadeh tarafindan 2010 yilinda yapilmistir [6]. Yapilan calismada, operatorler,

o,B1,00,eR ve 0<om<a <B;,<pP; olmakiizere

(=) L (o) ()
k n—k
GoB(f1x) = (x_nfﬁz) (Zigi_x) ’nj—bﬁz gxgﬁgi
/) xe {o,nfﬁz]u Zj;gil}

seklinde tanimlandi. Bu ¢aligsmada yazarlar, bu operatorlerin, [0, 1]’e genisledikge hareketli

bir aralikta yakinsama 6zelliklerine odaklanmiglardir. Ve bu ¢alismadan hareketle Aral ve



Acar [7], Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi lineer pozitif operatorlerin yeni bir yorumunu,

o, B1,00,beRve0O< <oy <Br<PBi,03+P3=1ve p, olmak iizere

n—k
n+B X 105)
() & (i) () (i)
GEB (frx) = P <3< pu (1.1)
O n+op
L f(x) X € |:O,pnn+‘32] |:pnn+B2 ]

seklinde tanimlamislardir.

Aral ve Acar, dncelikle bu yeni tamimlanan operatorlerin agirlikli yaklasim 6zelliklerini
caligsmis ve onlarin iistiin 6zelliklerini gostermistir. Ve bu yeni operatorlerin tiirevlerinde
odaklanip ve Lipschitz uzayinda agirlikli bir yaklagim teoremi vermiglerdir. Diger taraftan
King’in fikri [8] birtakim iyi tanimlanmig operatorler dizisine basariyla uygulanmistir.
King’in ana motivasyonu, oncekine kiyasla daha iyi yakinsayan klasik Bernstein
operatorleri icin x fonksiyonu yerine x*> fonksiyonunu korumaktir. King’in parlak
fikriyle ilgili olarak, ¢>**,a > 0 ve sabitleri koruyan, modifiye edilmis Szasz-Mirakyan
operatdrlerini tanitan, Acar ve digerleri [9], [10] tarafindan yenilik¢i makaleler sunulmustur.
Bu fikir yaklasim teorisinde birtakim kaliteli makaleye ilham kaynagi olmus ve bircok
1y1 bilinen operatorler dizisine de basariyla uygulanmistir. Daha detayl olarak [11], [12]
de sabit ve a > 0 icin e** [13], [14], [15] de a > 0 i¢in e** ve o2 iyi bilinen pozitif
operatorlerle modifiye edilerek korunmustur. Hemen sonra [16], [17], [18] de sabit ve e,
[16], [19], [20] de sabit ve e~ benzer sekilde korunmustur. Benzer bir motivasyonla
ilgili olarak en yeni makale; uygun bir fonksiyon ve Voronovskaya tiirii teoremleri
kullanmaya tasarlanan sinirli ve smirsiz araliklar tizerinde tanimlanmis lineer pozitif
yaklagim siireclerinin genel bir sinifim1 elde eden Acar ve arkadaglar1 [21] sayesinde
olmustur.

Bu noktada, tezimizin amaci ise a3 = 0 ve B3 = 1 icin sabit ve =2

1 koruyan bir
versiyonunu aciklamaktir. Bu sayede, bu yeni tanimlanan fonksiyonlarin yaklagim
ozelliklerini hem siirekli fonksiyon uzaylarinda hem de bazi1 agirlikli fonksiyon uzaylarinda
sunmus olacagiz. Bunlara ek olarak yeni tammlanmis Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Tipi
operatorler i¢in bir Voronovskaya tipi teorem saglamis olacagiz.

Tezimizin genel yapisi bu boliimle birlikte yedi boliimden olugmaktadir. Calismanin geri

kalan su sekilde organize edilmistir.



Ikinci boliimde ana olgu ve tammlara yer verilerek temel kavramlara dair
hatirlatmalar yapilmis ve operatdér kavrami iizerine bazi tamim ve teoremler

aciklanmistir.  Uciincii boliimde tezimize konu olan sabit ve e 2*

1 koruyan yeni
tip Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorler tanitilmigtir. Dordiincii boliimde yeni
tanimlanan operatdrlerin yaklagim 6zellikleri sunulmug ve yakinsama oranini sagladigi
gosterilmigtir. Besinci boliimde Voronovskaya tipi teorem verilirken altinc1 boliimde

sayisal deneyler verilmistir. Baz1 sonuglar ve arastirmanin ileri yonleri yedinci boliimde

tartigilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. BAZI GEREKLI TANIMLAR

Tanim 2.1. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A olsun. Eger her x € A i¢in x < b ise b
sayisina A’nin bir iist sinir1 denir. A kiimesinin iist sinirlar1 kiimesi bog degilse A kiimesi
istten sinirhdir. A kiimesinin iist sinirlarinin en kiicti§iine supremumu denir ve supA olarak

yazilir.

Tammm 2.2. A C R olmak iizere, her x € A i¢in a < x ise, a reel sayisina A kiimesinin bir
alt sinir1 denir. A kiimesinin alt sinirlart kiimesi bos degilse A kiimesi alttan sinirhidir. A

kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigiine infimumu denir ve infA olarak yazilir.
Tanim 2.3. A kiimesi hem alttan, hem iistten sinirli ise A’ya sinirh kiime denir.

Tamim 2.4. Bostan farkli bir X kiimesi i¢in, asagidaki 6zellikleri saglayan d : XxX — R

fonksiyonu X iizerinde bir metrik adini alir.

1. X’in her x, y eleman cifti i¢in d(x,y) > 0.

2. X’in her x, y eleman ¢ifti i¢in d(x,y) = 0 <> x = y;(x,y) = 0 bagmtis1 x = y’ye
esdegerdir.

3. X’in her eleman ¢ifti i¢in d(x,y) = d(y,x) (simetri)

4. X’in x,y,z elemanlar1 ne olursa olsun d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (i¢gen esitsizligi)

d(x,y) reel sayisina x,y arasindaki uzaklik denir.
Tamim 2.5. Bir uzaklik fonksiyonuna sahip bir kiimeye metrik uzay denir.

Tanim 2.6. Her x,y € X i¢in d(x,y) < m olacak sekilde bir m pozitif reel sayis1 varsa X

uzayina sinirli metrige sahip uzay denir.

Tamm 2.7. R? bir boyutlu Euclid uzayinda, a € R1 ve r > 0 olmak iizere

C, = {x €R':d(x,a) < r} kiimesine a noktasmnin r yaricapl civar1 (komsulugu) denir.



Tanmm 2.8. a € Rve f : R — R olsun. f fonksiyonunun a noktasinda siirekliligi;
her € > 0 igin 6yle bir § > 0 vardir ki, her x € Rigin, [x—a| < d = |f(x) — f(a)| < €

ile tanimlanir.

Tanim 2.9. N dogal sayilar kiimesinin R? bir boyutlu Euclid uzayina her tasvirine, n —

x(n) = x, bir reel say1 dizisi denir.

Tanim 2.10. x : N — R? fonksiyonunun verilmesi ile R* uzayinin noktalarindan meydana
gelen bir x, dizisi verilmis olsun. /€ R olmak iizere, her &€ > 0 sayisina her n > N(¢)
icin |x, —I| < € olacak sekilde bir N(g) dogal sayis1 karsilik getirilebiliyorsa x;, dizisi /

noktasina yakinsar denir ve x;,, — [ seklinde gosterilir.

Tamim 2.11. Bir 7 aralid1 iizerinde tanimli fonksiyon f(x) olsun. Her € sayisina bir n(g) >
0 sayis1 I’nin |x’ — x”'| < n sartim1 saglayan her (x’,x”) nokta ¢ifti igin | f(x') — f(x")| < &
gerceklesecek sekilde kargilik getirilebiliyorsa f(x) fonksiyonu iizerinde diizgiin siireklidir

denir.

Tamim 2.12. Birinci Mertebeden Siireklilik Modiilii:
g fonksiyonu I = [c,d], kapal ve sinirli aralig1 tizerinde siirekli fonksiyon ise, her 6 > 0

icin, (g, 6) siireklilik modiilii

o(g,6)= sup  [g(x)—g(y)|
x,y€l |x—y|<d

seklinde tanimlanir.

Ozellikleri

1. Her n dogal sayisi icin, @(g,nd) < nw(g, ) dir.
2. Her pozitif ve reel A degiskeni icin @(g,A9) < (A +1)w(g,d) dir.
3. 0 < §; < & olmak iizere, (g, §) artan fonksiyon ise, (g, ;) < ®(g, d,) olur.

4. g fonksiyonu, (c¢,d) aralifinda diizgiin siirekli ise,

lim w(g,8) =0
lim (¢,6)

dir.

Tamm 2.13. Ikinci Mertebeden Siireklilik Modiilii:

g fonksiyonu I = [c,d], kapali ve sinirl aralig1 tizerinde siirekli fonksiyon ise, her 6 > 0

6



icin, ikinci mertebeden siireklilik modiili,

©*(g,8)= sup sup |g(y-+2u)—2g(y+u+v)+g(y+2v)|
y7“7VZO|M*V|S5

seklindedir.

Tanim 2.14. K-fonksiyoneli:
[0,00) aralig1 tizerinde tiim diizgiin ve sinirl siirekli fonksiyonlarin uzayi Cg[0, ) olmak

lizere, § > 0 igin, W2 = f3[0,0) : f”Cp[0,0) olmak iizere, K-fonksiyoneli;

K»(g,6) = inf [|g—fI[+8]lf"ll
few?
seklinde tanimlanir.

@*(g,V8)= sup sup |g(y+2h) —2g(y+h)+g(y)|
0<|h|<V/8YE[020)

ile verilen g fonksiyonunun ikinci mertebeden siireklilik modiilii olmak iizere
Ky(g,8) < Amy(g,V's

olan bir A > 0 sabiti vardir.

Tanim 2.15. Vektor Uzay::

X bos olmayan bir kiime ve F cisim olsun.

1. X, "+" islemine gore degismeli gruptur. Yani, Vx,y,z € X i¢in;

(a) x+y e X (kapalilik ozelligi)

(b) x+ (y+2z) = (x+y) +z (birlesme 6zelligi)

(¢) x+y=y+x (degisme ozelligi)

(d) x+ 6 =x= 0 +x olacak sekilde bir 6 € X vardir. (sifir vektorii)

(e) x+ (—x) = 0 = —x+x olacak sekilde bir —x € X vardir. (ters eleman)
2. x,y€ X ve o, 3 € Folsun.

(a) Vxe X veVa € Ficin ax € X (kapalilik 6zelligi)

(b) alx+y) = ax+ay

(© (of)x = o(px)



d lx=x

sartlar1 saglaniyorsa X’e F cismi iizerinde bir vektor uzayi denir.

Tanmim 2.16. Normlu Uzay: X bir vektor uzayi, x,y € X keyfi vektorler ve  bir skaler

olsun.

L. ||x|]| = 0 < x = 6y, 6 =Sifir Vektorii
2. [Jex]| = fer].||x]]

3. [l yl| < [lxl] + Iyl (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini saglayan fonksiyona X uzay1 iizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir

normlu uzay denir.

2.2. LINEER OPERATORLER

Tamm 2.17. M ve N lineer normlu iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger M’den alinan herhangi
bir f fonksiyonuna N’de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir K kurali varsa bu durumda

M uzayinda bir operator tanimlanmis olur ve

g(x) = K(f,x)

biciminde gosterilir. M uzay1 K operatoriiniin tanim bolgesidir ve M = D(K) ile gosterilir.
Bu durumda g(x) = KC(f,x), N uzaymin bir elemant olur ve bu sekildeki g fonksiyonlari

kiimesine operatoriin deger kiimesi denir. Bu kiimede R(K) ile gosterilir.

Tanim 2.18. F cisim, M fonksiyon uzayi, Vo, B € F ve V1, f» € M i¢in;

K(afi+Bf2) = ak(f1)+BL(f2)

esitligi saglantyorsa K’ya lineer operator denir.

Tanmim 2.19. Eger bir K operatorii pozitif degerli fonksiyona doniistiiriiyorsa, yani, Vf > 0

icin IC(f) > 0 oluyorsa K operatoriine pozitif operator denir.

Tamm 2.20. Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatorlere lineer pozitif

operator denir.



Tanim 2.21. M ve N lineer uzay olmak iizere, IC : M — N lineer operator olsun. Burada
D(K), K’nin tanim kiimesi olarak ifade edildiginde; Vx € D(K) i¢in ||(x)||xy < n.||x||n

olacak sekilde bir n € R varsa IC operatorii sinirlidir denir.

Yardimci Teorem 2.22. Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Her f, g € M igin,

f<g ise K(f) <K(g)

esitligi saglanir. Yani lineer pozitif operatorler monoton artandir.

Ispat. f < g oldugunu kabul edelim. Buradan 0 < g — f elde edilir.. K operatorii pozitif
operator oldugundan 0 < IC(g — f) yazilabilir ve K operatorii lineer oldugundan

0<K(g—f)=K(g)—K(f)dir. O halde IC(f) < K(g) esitsizligi saglanir. O
Yardimei Teorem 2.23. KC operatoriin tanim kiimesindeki her f fonksiyonu i¢in

KO < K(1f1)

dir.

Ispat. K operatoriiniin tanmim kiimesindeki her f fonksiyonu igin

=< f<Ifl

yazilabilir. Ve IC operatorii lineer oldugundan

=KD < K(f) < K1)

seklinde yazilabilir. Buradan da

KNI < KASD

ifadesi elde edilmis olur. 0

Tamm 2.24. Lineer Operatorlerin Siirekliligi:

X ve Y normlu uzaylar olup, 7 : X — ) tamimli lineer operator olsun. Ve > 0 icin en
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az bir 0 > 0 vardir 6yle ki ||x —xo|| < 6 oldugunda ||7 (x) — T (x0)|| < € oluyorsa T

operatoriine xq’da siireklidir denir.

2.3. WEIESTRASS TEOREMI

[a, D] kapali aralig1 lizerinde taniml siirekli her fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom
karsilik gelir. Diger bir deyigle; Her € > 0 i¢in dyle bir P polinomu vardir ki
|f(x)—P(x)| < € olur.

2.4. BERNSTEIN OPERATORU

[0, 1] aralig1 iizerinde tiim simrli fonksiyonlarin uzay1 B[0, 1] ve v, (y) = (7)y*(1—y)"*

olmak iizere f € B[0, 1] i¢in, Bernstein polinomlari,

k

Pm(f:y) - va,k(y)f (E) , 0<y<1
k=0

seklinde tanimlanir.
2.4.1. Ozellikleri

1. Eger f(y) > g(y) ise Pu(f,y) > Pu(g,y) olur, yani P,, monoton operatordiir.
n. derece i¢in, Bernstein polinomlar1 negatif degildir.

Bernstein operatorii, lineer fonksiyonlar1 korur.

Yiovmi(y) = 1.

Araligin u¢ noktalar1 O ve 1°de, yalnizca ilk ve son Bernstein polinomu sifir degildir.

A

Vm,k(l - y) = Vm,m—k(y)'
2.4.2. Momentleri

1. Pu(1,y)=1
2. Pu(t,y)=y

1—
3. B2y =y XY

Dolayistyla j =0, 1,2 igin ¢;(¢) = t/ olmak iizere Py (e;(t),y), [0,1]de e;(y)’ye diizgiin

yakinsar. Bernstein polinomlar: pozitif lineer operatorler oldugundan Korovkin teoreminin

10



tim kosullarin1 saglar. Boylece P, (f,y), [0,1]’de f(y) siirekli fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.
2.5. BERNSTEIN-CHLODOWSKY OPERATORU

I = [0,0) aralig1 iizerinde tanimli siirekli reel fonksiyonlarin lineer uzay1 D C B(I) olsun.

0<x<p,veB:(f;x)=f(x) igin,

. . DPn
lim p, =0 ve lim — =0,
n—soo n—e n

ozelliklerine sahip pozitif reel sayilar dizisi (p,),en olmak tizere, B} : D — B(I) tanimli,

s =5 () (2) (-2) o (3n)

fonksiyon Chlodowsky tarafindan [3] Bernstein-Chlodowsky Operatorii olarak

adlandirilmigtir.
2.6. KOROVKIN TEOREMI

(Tn)m=>1)> Clc,d]’den Cle,d] ye bir pozitif lineer operatdr dizisi ise, dyle ki e;(t) = th,
(j=0,1,2,3) olmak iizere

m—soo

[c,d]’de diizgiindiir, 0 zaman [c,d] araliginda her bir f € [c,d] i¢in
limpy oo T (f) = f

kosulu saglanir.

Teorem 2.25. f € Cla,b] ve tim reel eksende sinirli olsun. Eger £,(f;x) lineer pozitif

operatorleri dizisi [a, b] tizerinde

Ln(lix)=1 2.1)
Ly(t;x) =x (2.2)
La(1x) = x> (2.3)

11



kosullarint sagliyorsa bu durumda £,(1;x) dizisi [a,b] arahgmda L,(f;x) = f(x)
Ly(f;x) = f(x)’dir. Yani f(x)’e diizgiin yakinsar.

Ispat.

f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tiim x’ler i¢in
[f ()] < My (2.4)

olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. f € Cla,b] oldugu i¢in Ve > 0 sayisina karsilik oyle

bir § > 0 sayist vardir ki # € R ve x € [a,b] i¢in
lt—x| <o
oldugunda

[f(1) = f)] < g

saglanir. |t — x| < 6 oldugundan (2.4)’den ve iiggen esitsizliginden dolay,

1f(@) = f) < 1f@)]+[f(x)] <2Mpf
yazilabilir. Diger taraftan
lt—x| > 6 ise —2>1
olacagindan
—>1 (2.5)
saglanir. Ve (2.4) ve (2.5)’den dolay1

(t—x)?
(1) = f)] = 2Mp <2Mp=—s=

yazabiliriz. O halde

f—x| <8 icin |f(t)-f(x)[<e

(t—x)?

r=x>5 icin|f(t) = f(x)] <2M 3
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oldugunu elde ederiz. V¢ € R ve x € [a, D] i¢in

(t—x)*

F(0) = fo)l s e+2Mp—s

dir. Eger (2.1), (2.2), ve (2.3) kosullarini saglayan (L£,) operator dizisinin,

limp—soo| | L (f) _fHC[a.,b] =0

esitsizliginin dogru oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmig olur. Lineerlikten;

[La(f(t)sx = f(X)] = [La(f(1):) = f(x) + La(f (x):6) = La(f (x):x))]

L (f(2);2 = La(f(x0);%) + La(f (x);x = f(x))]

[La((f(2) = £(x);2) + f () (La(1:x) — 1)
dir. Uggen essizliginin kullanilmastyla

1Ln(f(2):2) = fO)] < [La((f(2) = f(2);0)[ + [ F ()] £a(T52) — 1

olur. Diger taraftan lineer pozitif operatérler monoton artan ve

(f(1) = f(x)) < [f(t) = f(x)]

oldugundan

[La((f(8) = F0))s )| < [La(1f (1) = F()]:%))]

olarak yazilir. Operator pozitif ve

oldugundan

[Lal f(2) = f(x0);x] < La(|f (1) = f(X)]:%)

13
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dir. O halde

La(f(1):0) = F)] < La(lf () = FO)[:2) + [ f ()] | £a(13x) = 1] 2.7)

oldugunu gostermis olduk. (2.4)’ii kullanarak

—x)2
\La(f(2);x)— f(x)| < L, <8+2/\/lf<t ) ;x) +M|L,(15x) — 1

olarak bulunur. Diger taraftan,

2M ¢ 2M
L, (8+ 521‘ ;x) =Ly(g;x)+ L, (Tf;x)

2
=¢eLy(l;x) + /S\jfﬁn(tz—thx—kxz;x)

[£,(t%) — x> — 2 +2x% — 2xL,, (1;x) + x> L, (15x)]

2
=¢eL,(1;x)+ My [£,(£%;x) — x* 4262 = 2L, (1:%) + X2 Ly (1) — x7]

=¢eL,(1;x) + 2J(;/21f [(Ln(1%:%) = x2) 4 2x(x — L(£5%) + 22 (L (1;x) — 1)]

yazabiliriz. Son bulunan ifadenin (2.7)’de kullanilmasiyla

ZMf

La(f(0):) = ()] < €Ln(130) + =55 [(La(t?50) = x7) 4 2x(x = L (15))+

X2(Ly(1;x) — 1]+ M| L,15x) — 1](2.8)elde edilir. (2.1), (2.2), (2.3) kosullarim (2.6)” i

kullanarak

L (f(2):x) = f(x)| <&

oldugu bulunur. Oyleyse;
lim max |L,(f(¢);x) — f(x)] =0

n—oog<x<b

dir. Boylece ispat tamamlanir. [
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2.7. SZASZ-MIRAKJAN-BETA OPERATORU

Her M > 0,y > 0 icin, f € C[0,) yani |f(¢)] < M(1 +¢)” olmak iizere,

Szasz-Mirakjan-Beta operatorii;

o () =kl .
S R W wol M cew = OL AR

seklinde tanimlanir.

Szasz-Mirakjan operatorlerinin momentleri:

1. Spy(ep,y) =1
2 Sm(el,Y) =)y 5
my*- +2
3. Sm(e2,y) = %ly
seklindedir.

2.8. TEZ ILE ILGILI BAZI NOTASYONLAR

Calismamiz igerisinde [0, o) kiimesini S ile belirtecegiz ve S iizerinde tiim siirekli reel
degerli fonksiyonlarin uzayi i¢in ise C(S) notasyonunu kullanacagiz. C(S) iizerinde tiim
sinirl fonksiyonlardan olusan uzay i¢in C,(S) ’yi kullanacagiz. Ek olarak C.(S) ve Co(S),
S ’de tiim reel degiskenli sinirli siirekli fonksiyonlarin Banach alt orgiileri olsun. Bu
durumda,

Ci(S)={feC(S): Hgii?of(x) € R}

C.(8) = {f € Cpu($): 3 fim f() =0}

1
k>1vex>0igin oy (x) = ; agirlikli fonksiyon olmak iizere

+ xk
Qi :={f € C(S) : supwy|f(x)| € R}

x>0
agirlikli uzayini diigiinelim. f € € ve onun dogal alt uzaylari,
.Q.z = {f eQy:3 11_I>Il Ekf(x) S R}

X—>o0

QL ={feX  lim @ f(x) = 0}
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icin, agirlikli uzayin

11l = sup@il (1)

normu ile donatildig1 agikardir. Burada Cp(S) ’nin Stone-Weierstrass teoreminin bir
sonucu olarak Qg ’da yogun olduguna dikkat edilmelidir. Bunlara ek olarak bu ve gelecek

boliimlerde p > 0 sabit bir reel parametre ve f; listel fonksiyonunu

fut)=eH (2.9)

seklinde diisiinecegiz. Vet >0, i € N icin ¢;(t) = ¢' ile tanimlanan polinom fonksiyonlari
e; ile belirtecegiz. Simdi kolaylik saglamak agisindan a3 = 0 ve B3 = 1 i¢in yeni operator
elde etmek icin, hern>1 x<p, icin, Gy P (fu;x) sonucunu ¢ikarmaya ihtiyac duyariz.
Soyle ki o, 00,B1,2 €R ve 0<ap <oy <P <Piicin

BB (f,)(x) = {1 . % (1—elhr+p0) _y (Zﬁz (1- e(—upn/(n+ﬁ1)>)}ne(—upn/(n+ﬁ1)

n,Pn

npn
(2.10)
dir. Boylece, verilen
im22 =0  ve  limp,=o @2.11)
n—o n n—so0

hipotezleri altinda S ’de diizgiin her f € C.(S) i¢in
lim BYD (f) = f

s P

sonucuna ulagilabilir.
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3. ¢ i KORUYAN BERNSTEIN-CHLODOWSKY-GADJIEV TiPIi
OPERATORLER

Bu boliimde Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorlerin genel bir versiyonunun
f> fonksiyonunu korudugunu agiklayacagiz. Bunun igin oncelikle f>(x) fonksiyonunu

koruyan
GOB .= G%P oy, (3.1)

operatorleri gibi reel fonksiyonlarin bir dizisi olan (s,),>1’1 tanitmayaliy1z. f(x)’i koruyan
yeni operator inga etmek amaciyla (2.10) nin yardimiyla s, (x)’i hesaplamaliyiz. Oyle ki,

a1, B,00,B €ERve 0 < o < o < B < By olmak iizere

{1 L% (1 _ e(—zpmnwl)) (%) (n + B2 (1 d e(—2pn/(n+ﬁ1)> ) } " =2/ (B) — p)
n npp

den s,(x) < p, icin

Dn 1 — 2Pn/n(n+P1)—2x/n
sp(x) = o) +n PR Ty

n—oo
dir. Ayrica
x> PnO
n+p
icin
l—e*<x
oldugundan, n > 1 i¢in
2pn

N, =
(n+ o) (1 — e=2pn/(n+B1))

olmak tizere



ve

+ Nyx 3.2

sonucuna varabiliriz. Buna ek olarak (2.11) yardimiyla

Iim N, =1

n—o0

sonucuna varilabilir. Tiim bunlar1 g6z oniinde bulundurarak her bir n > 1, x > 0, ve

f € C.(S) icin yeni bir Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Tipi Operatérler (G, P Dn>1
(04] n—+ o

nt Bt By

(L) ()

1— eZp,,al/n n+P1)—2x/n 4 = eanal/n(n+B1—2x/n n—k
1— X €1,

sOyle tamimlanabilir.Z, = | p,

J , a1, B €Rve 0 < o < B olmak tizere

1— e*ZP,I/(nJrﬁ]) 1— e*ZPn/(n"’ﬁl)

G (f33) =

f(x) x €S/,
3.3)

"dir. Bu Onerilen operator ve onun klasik yazimi

GsPr £ (x) = BEE f(su(x)) (3.4)

olarak gozlemleniyor. Simdi adi gecen operatorleri kullanarak yeni tanimlanan

operatorlerin momentlerini elde edebiliriz.

Yardimar Teorem 3.1. o;,; € R ve 0 < a; < fB; olmak iizere, her birx € Z,, ve n € N

icin asagidaki 6zdeslikler saglanir.

(i) G (eosx) =1,
o, . + . 1 —e2pnoy /n(n+By —2x/n
(i) gniafl( 15X) = n+ﬁ <061 0 + sp(x) % ﬁ2) = niﬁ] <OC1 +n T_e,zpn/(ﬁﬁl) ) )
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T (04] n—1 n—l—ﬁz) < B (0} > 1 ]
(111) gmpn (62,X) = |:2Pnn+ﬁl + " ( Sn(x) pn—n+ﬁz +Pn—n+ﬁl

(28) (- )

(ii) ve (iii)’deki sonuglarin ej(x) ve ez(x)’e, (n — oo) limit durumunda yakinsadigi

kolaylikla goriilebiliyor ki, bu da (3.4)’de tanitilmis olan yeni operatdrlerin Korovkin
test fonksiyonlarini korudugunu gosteriyor. Bu calismada yer alan tiim sonuclar MAPLE
yazilimi tarafindan hesaplanmistir. Bu sonuglar yeni tanimlanan operatoriin Korovkin test
fonksiyonlarini limit durumunda korudugunu da gostermektedir. Ozellikle, her x > 0 icin

tanimlanan fonksiyon;

E" = (er(r) —xeo())"
seklinde diistiniiliirse asagidaki lemmaya ulagilir.

Yardimcr Teorem 3.2. a;,8; € R ve 0 < o < B olmak iizere, x € Z, ve n € N igin

asagidaki 6zdeslikler korunur.

() GAPH(E%:x) =0,

— 2Pn0i /n(n+By)—2x/n
oy 0Bty Pn L —
(i) G,""(E x) = o o +n 1 — e2pn/n(n+P1) ) g

o ,Bi LN (04] n—1 n—l—Bz) ( B (07} ) 1 1
(111) gn,pn (62,)6) = |:2pn”l+ﬁ] + " (n+ﬁl Sn(x) pnn_'_B2 +Pnn+ﬁ]

(Zil@ (sn(x)_Pnnizﬁ) i (pn”fm)z -

n‘f‘BZ) 2
o — 0 +S,(x +x
n‘f’ﬁl n( ) Pn

Sonug olarak (2.9)’de verilen iistel fonksiyon i¢in asagidaki esitlik ¢ikartilabilir.

By p oy — oo /(B [ (1 o ttpacu /(a4 ntBy \l"
G, UP (fusx) =e [1 <1 e ) (sn(x) v " ,
(3.5)

2pa0t /n(n —2x/n "
_ e*l.lpnal/("+ﬁl) [1 _ <1 _e*ﬂpnal/(n+l31)> <1 —e po‘zll/7 ;(-iﬁ;?) / >]
—e n/\1
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n — oo iken GHP! (fu;x) = fu oldugu agikardir. Sonug olarak ( ,?1’131)21, C(S)’de bir
yaklagim siirecidir; yani, her f € C(S) i¢in

lim GAP(f) = f

n—oo

S iizerinde diizgiindiir. Ozellikle her x > 0 icin tanimlanan fonksiyon;
th — (eft . e*X)m

seklinde diisiiniisiirse asagidaki lemmaya ulasilabilir.

Yardimcr Teorem 3.3. a;,3; € R ve 0 < oy < B olmak iizere, her x € S ve n € N igin

asagidaki ozellikler korunur.

() GMP (FOx) =1,

_ —Dn n+pB1)—2x/n "
(i) Gy'P (Flix) = emman/(nB1) [1— (1 sl "l )] —e,

1+ gfpn/(n‘kﬁl)

1 — e—pnoa/(n+pr)—2¢/n\ 1"
=\ e :

Onerme 3.4. o, B1,00,5 €Rve0 < o < o < B < By olmak iizere, hern < 1vex€ S

(iil) GIP(F2;x) = 22 — 2 e Pt (nB1)

icin

n+ B o — 0
sn(x) > <n+ﬁ2)x—pn "t B (3.6)

dir.
Ispat. Oncelikle, n > 1 icin, s,, — f> /n(x) “nin bir fonksiyonu oldugu i¢in Z,,’de digbiikey

olarak asag1 dogru artan bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Buna ek olarak,

o (07} Ve n—+ o n—+ oy
S — | = —_— S —_— | = —_—

oldugundan, x € Z, i¢in

sn(x) > (Zig;)x—pn():;gz

oldugunu kolayca cikarabiliriz. Boylece ispat tamamlanir. [
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Onerme 3.5. o;,B1,00,f0 € R ve 0 < ap < o < B < By igin S’nin kompakt alt
aralaliklarinda

nli_r)rgosn =ej(x)

diizgiin yakinsar.

Ispat. Acikga goriiliiyor ki, S’de lim s, = e (x) noktasal yakisar. Ek olarak s, (x)
n—oo

digbiikeydir yakinsama gercekten de S nin her kompakt aralifinda diizgiindiir. [
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4. (GP1),- "IN YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu bolime  kadar, e~?*  fonksiyonunu  koruyan yeni  tamimlanmus

Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorlerin 6zelliklerini sagladik. Simdi
siirekli fonksiyonlarin farkli uzaylari icin bu yeni operatorlerin bazi yaklasim 6zelliklerini

eqe e o . 9
sunabiliriz. Ek olarak G, bPin yakinsama oranini da saglariz.

1,81

Teorem 4.1. x > 0 sabit ve G, "' ,n > 1 icin (3.3)’de tanimlanan operatér olsun. G, L h

C.(S)’den kendisine lineer pozitif operatordiir. Ek olarak ||Gy’ 1A lle.(s) = 1.

Ispat. Her n € N igin s,,(x) artan ve konveks reel siirekli fonksiyonun

s ( o (07) . n—+ oy n+ oy
_— = _— Vi S _— = _—
n\ Pn 1 Pn X n pnn+B1 pnn_'_ﬁ2

sagladig1 kolayca gosterilebilir. (3.1) ve (3.2) denklemlerinin agik bir sonucu olarak
g&Prin pozitif bir operatdr oldugu sonucuna varilabilir. Ayrica f € C.(S) ise, By, fn (f) €
C.(S)’nin By ’fn (f) € C(S8)’yi veren (1.1)’den kaynaklandig1 soylenebilir. O zaman,
sp(x)’nin yukaridaki 6zellikleri ve () iligkisini sagladig icin G,y 1A (f) € C(S) oldugu

kolayca goriilebilir. Ayrica

limys Gy P (f) (x) = Tim (£)(x) €R

n—oo

oldugu aciktir. Sonug olarak her G Proin pozitifliginden dolay1

1G5 le.s) = 1G P (eo) |0 = 1

dir. O]

Teorem 4.2. Teorem 4.1’in benzer varsayimlart i¢in,

GaPI(Cy(S) C Co(S)
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ifadesi saglanir.

Ispat. Teorem 1 ’in direkt sonuglarindan ve f € Co(S) iken

lim G P () (x) = lim (f)(x) = 0

X—r00 n—o0

oldugundan teoremin ispat1 kolayca gosterilebilir. [

Teorem 4.3. n > 1 sabiti icin, (3.3) ile tanimlanan G b

feCS)ise

operatiiriinii diisiinelim. Eger

lim GP (f) = f

X—r00

S iizerinde diizgiindiir.

Ispat. Teoremin ispatin1 denerken , her ¢ > 0 igin

lim G4PL(fy) = fu 4.1)

x—yo0

S’de diizgiin oldugunu gostermeye ihtiya¢c duyariz. Bu amaglar dogrultusunda , her
2,

72> 0, (21)n>1 pozitif gercek sayilar dizisi i¢in ¥, = olmak tizere [22], Yardimci

Zn
Teorem(3.1)’de verilen, asagidaki esitsizligi kullaniriz.

O _ o7 < 2—" n>1 (4.2)
e

Daha sonra,asagidaki gibi [22], (3.4) ’in ispatinin benzer basamaklarindan, (2.11) i¢in
[1 _ e—NPn/(’Hrﬁl)]

pn/(n+Pr)

Inx <x—1,

< 1 oldugundan ve (3.6) esitsizligi gecerli oldugundan,
G P (fu) () = (fu) (x)| < e tpmenlCeeh)

[1 — (1—empeeyoh) (Sn(x)”+ﬁ2 _ %)] g

npn n

o tpaty [(nBy) I [1 = (1—e o/ B (5, () B2 2]y

< o 1Pat1 /(4 By) ynsn(x) - Ba) fnpa][1 —e R/ 0B a1 —eBpn/rB] i

[1 — e Hpn/(14B1)]

— efupnocl/(n+ﬁ1)e[a2”p”/(n+ﬁl)} Upn/(n+pi)

23



S+ Ba) il lapa o pr) (L= € PP

,Llpn/(n + Bl)
[1 _ e_“pn/(”+ﬁl)]

< etmalan—an)fGuey) | TP T B (o))

elde edebiliriz. Ardindan z = —ps, (x)%g? ve 7, = (n‘j—p gl) icin (4.2) yi kullanarak
x € Sigin
o, Bi _ < g hpal@r—a)/(n+B1) __ HPn_
G (£)(3) — () < e i
ve
o, - < o—Hpaa—00)/(n+p1) __HPn__ 4

ifadesini ¢ikarabiliriz ve (4.1)’in ispati tamamlanir. O zaman dogrudan (4.1)’in sonucuna

ve [23]’ye dayanarak teoremi ispatlayabiliriz. [

Teorem 4.4. 4.3 iin benzer varsayimlari icin S’ nin kompakt altkiimeleri iizerinde

lim G4 () =

n—oo

diizgiin ise f € Cp(S) dir.

Ispat. Yukarida saglanan sonuglardan;

G211 (eg) (x) — eg(x) = 0

ay,B _ < %~ & % (N —n+ﬁ2 — l)
G, P (e1)(x) —e1(x)] < pn ni B P T\ MNng

2
]Q,?“Bl(ez)(x)—ez(x)! SXZ (fl—l (iﬁz) N,%-l) +pn(2a1+1)(n+ﬁ2)Nnx+

n \n+pBi (n+p1)?

)

yazabiliriz. Boylece lim, N, = 1 ile iligkili olarak, S nin kompakt alt kiimeleri tizerinde
limn%mggl’ﬁl (eo,e1,e2) =ep,e1, ey diizgiin yakinsar. Sonug olarak, [24], Teorem (3.5)’den

e, e1,ex C Q% sonucu gelir. Teorem 4.3’de n > 1 igin (G, b (f))’nin f’ye yakinsama
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oranini tahmin etmek icin,siireklilik modiilii hakkinda bilgimizi artirmaliy1z.Bu tahmini

yaparken, [22]’de tanitilan asagidaki siireklilik modiilii tanimindan yararlanacagiz. [

Tamm 4.5. f € C.(S) olsun. Bir fonksiyonun siireklilik modiilii ®*(f, ) olmak iizere,
A > 1 i¢in
o (f,8) = sup [f(x) = @)l (4.4)

x,t>0,le *—e1|<d
seklinde tanimlanir. Diger bir deyisle, siireklilik modiilii, standart siireklilik modiilii ile

iligkili olarak, f : C.(S) — C(S) fonksiyonu

f(=1n8), if 6 € (0,1]

1, if6=0

£(6) =

ile tamimlanan siirekli fonksiyon olmak iizere ®*(f,8) = w(f,0) ile ifade edilebilir.

Asagidaki teorem, sonraki teoremleri ifade etmek i¢in yardimci olacaktir.

Teorem 4.6. n — oo iken p,, &y, K, — i¢in
Pn = [|Qn(e0) — €ol|-

&n = 10n(f1) = f1llo
Ko = ||On(f2) — f2l]o

olmak iizere, n > 1 i¢cin Q,, : C«(S) — C(S) pozitif lineer operatorler dizisi ise,

her f € Ci(S) i¢in

10u(F) = £lle < IIfllwpu+ (24 P)00" (£.7/Pu 280+ 1)

dir.
Bununla ilgili olarak, C.(S) uzayi icin secilen 6zel Korovkin altkiimesi ile o*(f,0)
arasinda yakin iligki oldugu agikg¢a goriiliir, [22]. Yukaridakilerin yardimiyla bir sonraki

teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.7. Teorem (4.3)’iin benzer varsayimlari altinda, her f € C.(S) ve n > 1 igin

B fy * —pulon—0)/(n+py) __Pn__
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dir.

Ispat. Tanimlarindan dolay1 p,, ve &, nin sifira esit oldugu asikardir. Diger taraftan, her

n>1igin, A = 1 ile (4.3)’den

= e Prla1—00)/(n+p1) Pn
2e(n+Py)

oldugu kolayca gosterilir. 0
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5. VORONOVKSYA TIiPi TEOREM

Tezimizin bu asamasinda ise e~>*’yi koruyan Bernstein-Chlodowsky Tipi operatorlerin
noktasal yakinsamasi saglayacagiz. Nicel anlamda, hedeflenen yaklasim derecesi ve
yaklagim hatas1 icin bir {ist sinir bulmamiza yardimci olan Voronovksya teoremi ile
ilgilenece8iz. Smrh ve sinirsiz araliklar iizerinde hareket eden Bernstein-Chlodowsky
tipi operatorler icin nicel Voronovskaya tipi teorem, sirasiyla [25, 26, 27, 28] makalelerde
bulunabilir. Burada (4.4)’de verilen siireklilik modiiliinii diisiinerek bu boliimiin teoremini

sunabiliriz.

Teorem 5.1. f, f” € C.(S) olsun.

Ay(x) = pﬁgﬁhﬁl (El;x) —x

1 n
2pn

\/gauﬁl Ex \/gahBl Fhx

olmak iizere, her x € S, a1, € Rve 0 < a; < By igin

By(x) = - —GoPr(EXx) —

<

n B/ p / 1 /!
G (f20) = @] =f () = 5" ()

. 1
L ARG+ L) 1Ba(x) |+ 2[2B, (x) +x] +2Ca (x) @ (f”, %>
esitsizligi saglanir.
Ispat. x € S noktasinda, f’nin Taylor agilimi1 yardimiyla,

f"(e) = ")

A(t,x) = 5

ve € x ile ¢ arasinda bir say1 olmak iizere

f0)
2

fO) =fx)+f ()t —x)+ (1 =x)? +A(1,2) (1 — x)? (5.1)
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sonucu ¢ikarilabilir. Gy 1 ', Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorlerini, (5.1)

esitliginin her iki tarafina uygulayarak ve G, P (eg) = (ep)’1 kullanarak

1 /! o o
GP1 () = () = (WGP (ELx) = 2 £/ ()G (EFsx) | < G2 (ABEx)

sonucunu ¢ikaririz. Daha sonra, yukaridaki esitsizligi yeniden diizenleyerek;

1
LG ()~ P = () = )| < IF |-G P ) x|+
SOl 2 gi P (x) =] + | LG (AEPx)

elde ederiz. Kolaylik olmas1 acisindan;

Ap(x) = pﬂg}?u[ﬁ (Etl;x) —X
Ba(x) = 22 GoB (E2:x) —x

2 pn
olarak ifade edecegiz. Yardimci teorem (3.2)’nin sonuglarindan, her x € S noktasinda,

n — oo iken A, — 0 ve ,(x) — 0 oldugu agiktir. Buradan

< A @A)+ 7)1 Ba(x)] + ..

oo B / l 1
AGH P (fi) = )] = xf'(6) = 33f" ()

pﬁgr‘f‘“ﬁ‘ (AE7;x)
n

esitsizligine sahip oluruz. Teoremin kanitin1 tamamlamak icin son adim olarak yukaridaki

ifadenin en sonundaki |£ pll (AE?;x)| terimini tahmin etmeliyiz. Holhos’un [22]
Pn

makalesindeki esitsizlik yardimyla,

e X — e—t 2
sl < (145 o)

ve
(

A(,x)| <207(f":8) le*—e | <8,

IA(t,%)] SZM

\ 0" (f8) et —e > 8
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(e*—e

elde ederiz. Sonug olarak |A(z,x)| <2 (1 + 52

—1\2
) w* f”;5 e§itsizli”ine sahip
g

oluruz. Bunun yardimiyla

L gab (AE?x)| < Dot (f",8)G0 P (EXx) +

> < 57, 0" (/"1 8)G5 P (B

elde ederiz ve Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayarak;

2
pig,?' B (|AE?|;x) < p—nw*(f”;5)9,?‘ PE2 )+ ...

n n

f// s \/galﬁl E4 \/galvﬁl F4

1
elde ederiz. 6 = W segerek ve Cp( \/ gou B E4 \/ g(xl ,B1 F4 ) ile belirterek;

}%[g,‘f‘“ﬁl (f52) = f ()] —xf"(x) - %Xf”(X)I < [F@IA] 1) 1Ba(x)]

1
+2)2B,(x) + x| +2C, (x) ©* < " —)

N
1
2 gousB — o L
Jim - LGP (fix) - ()] = xf'(x) + XS (%)
sonucuna ulagiriz ve ispat tamamlanir. 0
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6. NUMERIK ORNEKLER

Bu Dbolimde, c¢alismamizda yeni tamimlanmis operatdrler i¢in niimerik
deneyler serisini sagladigimizi gostererek devam edecegiz. Bunun igin, klasik
Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorii ve tezimizde tanitilan operatoriimiiz icin
grafik sunumunu verece8iz. Yapilan deneylerde, ii¢ farkli test fonksiyonu ve farkl
parametreler kullanilmig ve yeni tanimlanan operatorlerin tiim uygulamalart MATLAB’da

gerceklestirilmisgtir.
6.1. ORNEK 1:

Klasik benzerlerini temel alan yeni tip Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatoriiniin
yakinsamasin Orneklendirelim. Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatoriiniin yeni
yapisi ve onun standart algortimasi, op = 1,03 = 0,8 = 3,00 =4 ve B3 =1
olmak iizere , p, = n'/2 ve n = 100 f(x) : [0,1] — R, test fonksiyonuna uygulanr.
Sekil (6.1)’de, standart Bernstein-Chlodowsky operatorii, Bernstein-Gadjiev operatorti,
Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorlerinin yeni yapist ve test fonksiyonunun
sonuglarini ¢izdik. Onerilen operatoriin, benzerlerinden daha iyi yakinsama gosterdigi

aciktir.
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e W

Sekil 6.1. Kesin fonksiyon (kirmizi), Klasik Bernstein-Chlodowsky Operatorii
(Yesil-Elmas), Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Operatorii (Mavi-Halka), ve yeni
tanimlanan Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Operatorii (Magenta-Y1ldiz)

6.2. ORNEK 2:

Ikinci kez, klasik benzerlerine dayanarak, yeni tip Bernstein-Chlodowsky operatériiniin
yakinsamasin gostereceg8iz. Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatoriiniin yeni yapisi ve
onun standart versiyon algortimasi, o = 1,01 = 2,03 = 0,8, =3, = 4,3 = 1 olmak

iizere, test fonksiyonu f(x) : [0.1,2] = R, p, =n'/? ve n = 100

1

T =105

’na uygulandi. Benzer sekilde, Sekil 6.2°de, standart Bernstein-Chlodowsky operatorii,
Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorii, Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorii ve
test fonksiyonunun sonuglarm ¢izdik. Onerilen operatériin, benzerlerinden daha iyi

yakinsama gosterdigi agiktir.
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— f(z)
B, (f;x) |
o By (f;x)

< Guh(fix)|

Sekil 6.2. Kesin fonksiyon (kirmizi), Klasik Bernstein-Chlodowsky Operatorii
(Yesil-Elmas), Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Operatorii (Mavi-Halka), ve yeni
tanimlanan Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev Operatorii (Magenta-Y1ldiz)
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7. SONUC

Bu caligmada, x > 0 igin, sabit ve e~ >’i koruyan Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev
operatorlerinin bir genellemesi agiklandi. Bu yeni tanimlanan operatorlerin yaklagim
ozelliklerini gostermek icin birka¢ farkli fonksiyon uzayi kullanildi. Ayrica,
Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev tipi operatorii icin Voronovksya tipi teorem ve yakinsama

orani saglamis olundu.
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