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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

AKISKAN iLE TEMAS EDEN METAL OZELLIKLI BiR PLAKADAKI
TITRESIMLERIN OPTIMAL KONTROLU

Mehmet SIMSEK

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Kenan YILDIRIM

Bu tezde, akiskan zemin ile temas ettirilmis, harici bir kuvvet etkisine maruz kalan,
dikdortgensel, magneto-elektrik elastik yapiya sahip metal 6zellikli bir plakadaki titresimlerin kontrolii
icin maksimum prensip yontemiyle optimal kontrol fonksiyonun elde edilmesi ve sistemde meydana
gelen titresimlerin soniimlenmesi amaglanmaktadir. Oncelikle sistemin kontrol edilebilir oldugu
varsayllmis olup, sisteme ait ¢dziimiiniin varligi ve tekligi ile beraber kontrol fonksiyonun tekligi
arastirildi. Maksimum prensip yonteminin kullanimi i¢in sisteme ait eslenik sistem ve terminal kosullar
belirlendi. Optimal kontrol fonksiyonu maksimum prensip ile elde edildi. Sistemde bulunan kismi
diferansiyel denklem sistemi ¢oziildiikten sonra elde edilen sonuglar grafiklerle sunuldu.
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ABSTRACT

MS THESIS

OPTIMAL CONTROL OF VIBRATIONS ON A METAL PLATE CONTACTED
A FLUID

Mehmet SIMSEK

Mus Alparslan University
Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Kenan YILDIRIM

In this thesis, it is aimed to obtain the optimal control function for the control of vibrations in a
rectangular metalic plate with magneto-electric elastic structure, which is in contact with the fluid,
exposed to an external force, and to dampen the vibrations that occur in the system. First of all, it is
assumed that the system under consideration is controllable. The existence and uniqueness of the solution
of the system, uniqueness of the control function were investigated. For using of the maximum principle
method, the conjugate system and terminal conditions of the system were determined. The optimal
control function was obtained by means of maximum principle. After the partial differential equation
system in the system was solved, the results obtained were presented with tables and graphics.
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1. GIRIS

J. Bernoulli 17. ylizyilda ¢agdaslarina sdyle bir soru sordu. Dik bir diizlemde alt
alta olmayan iki nokta diisiiniiliirse, bu iki nokta arasina istenilen uzunlukta ve sekilde
telden bir yol yapilir. Ortast delik bir boncugun iginden bu tel gecirilir ve sadece yer
cekiminin etkisinde boncuk serbest olarak birakilirsa, boncuk tel iizerinde yukaridaki
noktadan asagidaki noktaya en kisa silirede hangi yol iizerinden gider (Boyer ve
Merzbach, 1991)?

Bernoulli’nin yukaridaki sorusu ile ortaya cikan bu ilging probleme kadar
matematigin geldigi asama kisaca sdyle 6zetlenebilir; temel ticari matematiksel islemler
ve bazi problemlerin degisken kullanilarak ¢6ziilmesi, yiiksek dereceden denklem ve
esitsizliklerin ¢oziim kiimelerinin bulunmasi, c¢evre, alan hesab1 (geometri), kati
cisimlerin hacimlerinin bulunmasi, tiirev ve tlirev yardimiyla tek ya da ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin ekstremum nokta hesabi, integral ve belirli integralin bazi temel
uygulamalari (alan, hacim, egri uzunlugu) vb. yapilirdi. Bernoulli esasinda bu soru ile
boncugun iki nokta arasindaki mesafeyi en kisa siirede nasil bir yol/yoriinge {izerinden
almasi1 gerektigini soruyordu. Bu soruya kadar, matematik bir fonksiyonun max/min
degerine ulastig1 noktay1 belirleme problemlerini ya da ekstremum problemleri olarak
tarif edilen problemleri, tiirevin bir uygulamasi olarak ya da tiirev ile birlikte Lagrange
carpani kullanarak ¢6ziiyordu. Fakat bu soru ile ortaya, aslinda kimsenin beklemedigi
ilging bir problem c¢ikti. Bu problemde, fonksiyonlarin fonksiyonu olan yani tanim
kiimesi  fonksiyonlardan, deger kiimesi sayilardan olusan fonksiyonelleri
maksimum/minimum yapan fonksiyonlarin ne olmasi gerektigi sorusu vardi ve boylece
yeni bir problem tiirii ortaya ¢ikmisti. Peki, bu soruya nasil gelindi?

Probleme geri doniiliirse ve soru daha acik ifade edilirse, siirtlinmesiz ortamda,
B noktasindaki bir cisim yer¢ekimi kuvvetinin etkisiyle A noktasina ulasacaktir.
Cismin, B noktasindan A noktasina ulasma siiresinin en kii¢iik olmasi i¢in, cismin
gidecegi/izlemesi gereken yol nasil olmalidir?

“Hesabi kolaylastirmak i¢in ¢oziim pozitif eksende yapilacaktir. B(b, d)
noktasindan A(0,0) noktasina gidilecegini varsayalim. Bu sistemde yercekimi vektorii
g = 0,98 olarak tanimlanabilmektedir. x, cismin yataydaki konumu olmak {izere,

y = u(x) fonksiyonu cismin dikey konumunu belirlesin. (0 <x <b - 0<y <d).



Yapilacak hesaplama aslinda oldukca basit olmakla birlikte, cismin takip
edecegi S yolu dS’lik kii¢iik pargalara ayrilir ve her birinde harcanan zaman bulunup
toplanir. Bilindigi lizere dS parcasinin uzunlugunu, o pargadaki hiza boliinilirse, o
parcayl gegmek igin harcanan zaman bulunur. Bu durumda toplam siire asagidaki gibi

hesaplanir.

Oncelikle hiz1 nasil hesaplayacagimizi hatirlayalim;

V =,2gh=,2gu

Yer degistirmeyi de egri uzunlugu formiilii yardimiyla asagidaki gibi hesaplayabiliriz;

ds = \[(dx)? + (dy)? = 1+ (')?

Bunlardan yararlanarak, asagidaki fonksiyonel elde edilir. “

b [1+(ur)?
tlu] = J; 2;u dx

u(0) =0,u(b) =d

Aranan fonksiyon, t[u] fonksiyonelini minimize edecek olan u fonksiyonudur.
Bu problem ile Bernoulli ve ¢agdaslari, fonksiyonelleri maksimum/minimum yapan
fonksiyonlart bulma problemi ile karsilasti ve boylelikle optimal kontrol teorisinin
temelleri atilmig oldu. Sanayi devriminden sonra, esitlik veya esitsizlik seklinde ¢esitli
sartlara ve kisitlara bagli, maksimize/minimize edilecek olan fonksiyonellerinde yer
aldig1 integro-diferansiyel denklem sistemlerinin ¢éziimiine ihtiya¢ duyulan problemler

ortaya cikti. Boylelikle asil manada optimal kontrol teorisi sekillendi.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Maksimum prensip ilkesi, ilk olarak 1962’de Pontragin ve arkadaglar1 (1962)
tarafindan adi diferansiyel denklem ile modellenen bir roket problemi icin sistemin
optimal kontrol fonksiyonunun saglamasi gereken gerekli kosul olarak elde edildi.
Pontragin’in maksimum prensip ilkesi, esasinda bir optimal kontrol problemini bir
denklem sistemini ¢ozme problemine doniistiiren oldukca zarif bir yontemdir.
Maksimum prensip yonteminin kullanimi i¢in 6ncelikle optimal olarak kontrol edilmek
istenen sistemin matematiksel modelinin eslenik denklemi uygun smir ve terminal
kosullart ile elde edilir ve bu eslenik denklemin ¢oziimii ilizerinden asil sistem ve
sistemin performans indeks fonksiyoneli arasinda bir iliski elde edilir. Boylelikle,
optimal kontrol fonksiyonu sistemin eslenik denkleminin ¢oziimiiniin bir fonksiyonu
olarak elde edilir. Optimal kontrol fonksiyonu elde edildikten sonra probleme genel
olarak bakildiginda, asil kontrol probleminin denklem sistemi ¢dzme problemine
indirgendigi goriiliir. Literatiirde maksimum prensip yontemi ile iligkili calismalar genel
olarak asagidaki sekilde 6zetlenebilir;

Egorov (1967) yaptig1 c¢alismada, Maksimum prensip yonteminin kismi
diferansiyel denklem ile modellenen optimal kontrol problemleri i¢in de optimal kontrol
probleminin saglamasi gereken gerekli kosul oldugunu gosterdi.

Kontrol fonksiyonu i¢in tanimlanan kosullar {izerine baz1 konvekslik kosullari
eklendiginde maksimum prensibin optimal kontrol fonksiyonu icin gerekli kosul
olmanin yan sira yeterli kosul oldugu gosterildi (Lee, 1963; Barnes, 1971).

Maksimum prensip yontemi Euler-Bernoulli tipindeki mekaniksel sistemler
i¢in titresim kontrolii problemlerine uygulandi (Russell, 1966; Komkov, 1968).

Maksimum prensip yontemi hiperbolik kismi diferansiyel denklemlerin en genel
hali i¢in gerekli ve yeterli kosul olarak tanimlandi (Sloss ve ark., 1995).

Maksimum prensip, birden fazla kontrol fonksiyonu igeren hiperbolik tipteki bir
kismi diferansiyel denklem i¢in gerekli ve yeterli kosul oldugu teorik olarak gosterildi
(Kucuk ve Yildirim, 2014).

Maksimum prensip, optimal kontrol fonksiyonunda gecikme arglimani igeren bir
sistem i¢in gerekli ve yeterli kosul olarak kullanildi (Yildirim ve Alkan, 2016).

Maksimum prensip harici bir kuvvet etkisi altinda titresime zorlanan bir metal
plaka ve teldeki titresimin optimal olarak séniimlenmesi i¢in kullanild1 (Kucuk ve ark.,

2013; Kucuk ve ark., 2015).



Maksimum prensip parabolik ve eliptik bir kontrol problemi icin gerekli ve
yeterli kosul olarak sunuldu (Mincsovics, 2010).

Maksimum prensip akilli malzeme ile gii¢lendirilmis, harici bir kuvvet etkisi
altinda titresime maruz kalan bir plakadaki titresimlerin optimal olarak sdniimlenmesi
icin kullanild1 (Yildirim, 2016).

Maksimum prensip yontemi, Timoshenko kiris modeline gére modellenen bir
titresim probleminde optimal kontrol probleminin saglamasi gerekli gerek ve yeter
kosul olarak elde edildi (Yildirim, 2022).

Maksimum prensipin, bazi ek kosullar altinda, lineer olmayan titresim
problemleri i¢inde gerek ve yeter kosul oldugu gosterildi ve sisteme ait optimal kontrol
fonksiyonu lineerlestirme yapilmadan elde edildi (Yildirim ve Kiiciik, 2017).

Maksimum prensip, 1sisal etkilerden dolay1 titresime sahip olan magneto-
elektro-elastik bir teldeki titresimlerin minimum enerji kullanilarak séniimlenmesi i¢in
kullanild1 (Yildirim, 2021).

Maksimum prensip yontemi, lineer olmayan bir kismi denklem ile modellenen
bir kanal probleminde, kanaldaki dalgalarin zararli etkilerinin minimum olmas1 i¢in
kanal derinligini belirleme probleminde kullanildi (Yildirim, 2020).

Optimal kontrol fonksiyonunun saglamasi gerekli sart Dubovitski-Milyutin
yaklagimi kullanilarak maksimum prensip formunda tiiretildi (Sun, 2010).

Optimal kontrol fonksiyonunun saglamasi gerekli olan kosul, kontrol fonksiyonu
tizerinde smurlilik veya kapalilik sartt olmadan maksimum prensip ilkesine benzer
olarak ifade edildi (Clarke, 1976).

Optimal kontrol fonksiyonunun saglamasi gerekli olan kosul, kontrol fonksiyonu
tizerinde diferansiyellenebilme sarti olmadan maksimum prensip formunda tiiretildi
(Clarke, 1975).

Bu tezde literatiirde ele alinan ve maksimum prensibin kullanildig
caligmalardan farkli olarak, akiskan zemin ile temas ettirilmis, magneto-elektro-elastic
yapidaki bir plakadaki titresimlerin optimal olarak soniimlenmesi i¢in maksimum
prensip yontemiyle kontrol fonksiyonunun ne olmasi gerektigi arastirilmis olup, elde

edilen sonuglar grafiklerle sunulmustur.



3. MATERYAL ve YONTEM

Akiskan ile temas ettirilmis, harici bir kuvvet etkisine maruz Kkalan,
dikdortgensel, magneto-elektro-elastik elastik yapiya sahip metal 6zellikli bir plakadaki
titresimin matematiksel modeli asagidaki kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade

edilmektedir (Chang, 2013);

(D + E + M)V*W + (Cs + C )W, + (ppn + Mp)W,, = P(%,%,8) + C(%, 7, T) (3.1

Denklem (3.1)’de, W; plaka iizerindeki bir noktanin zamana bagli olarak yer
degistirmesini gosteren fonksiyon, P(¥,7,t); disaridan plakaya etki eden ve titresime
sebep olan kuvvet fonksiyonu, C(X,¥,t) = Cy(x,y)C(f) sistemdeki titresimi
soniimlemek icin uygulanan kontrol fonksiyonu, C,(X,%) kontrol fonksiyonunun
koordinata gore ne sekilde uygulandigini gdsteren fonksiyon, C(t) zamana bagli olarak
uygulanan kontrol miktarim1 gostermektedir. Q = (0,1) x (0,1) % (0, ff), (x,y) €
(0,1) x (0,1), I plakanmin boyunu, t € (0, ) zaman degiskeni olmak {izere, t; dnceden
belirlenmis kontrol stiresini, D, E, M metal 6zellikli plakanin karakteristik 6zelliklerini
gosteren katsayilar, p,, plakanin kiitlesi, My plaka ve akigskanin toplam kiitlesi, Cj
plaka ile 1slak zemin arasindaki siirtinme kuvvetini, Cf plakanin kendi i¢ soniimleme

etkisini gostermektedir.

Denklem (3.1), asagida verilen homojen sinir kosullarina,

W(Ol}_/’t_)=W(1'}_]laZWJ?J?(O')_IIE)ZWJ?J?(]-')_IIE):O (32)

ve asagida tarif edilen baslangic kosullarina baglhdir.

W(fr:)_/' 0) = WO(QE':)_])' Wt(f;y’» O) = Wl(f'}_]) (34)



Wo, W, fonksiyolar1 Q kiimesi iizerinde sinirli ve siirekli fonksiyonlar olarak segilsin.

Bu tez boyunca asagidaki norm ve i¢ ¢arpim kullanilacaktir;

”aHZ::(arahl r<a5ﬁh2:.faﬂdﬂ-

Tezin ileri ki kisimlarinda, ozellikle bilgisayar yazilimi ile sonuclarin elde
edildigi boliimde, miihendislik agisisndan daha tutarlt sonuglar elde etme agisindan

asagidaki sekilde boyutsuz degisken ve fonksiyonlar dikkate alinirsa,

_x _¥ _ tf [D+E+M 4 D+E+M
X=0 ¥y=ER = lzy/pph+Mf r §=(GFG) pph+My’
P(x,y,t) = 2520 14 - 0y y 1) = SE2D 4 (3.5)

D+E+M D+E+M

hareketin denklemi asagidaki formda yazilir;

VAW + W, + Wy = P(x,3,8) + C(x, ¥, t) (3.6)

Denklem (3.6) asagida verilen homojen sinir kosullarina,

WO,y,t) =W(1,y,t) = Wi (0, y,t) = Wy (1,y,£) =0 (3.7)

W(x,0,t) =W(x,1,t) = W,,(x,0,t) = W, (x,1,t) =0 (3.8)

ve asagida tarif edilen baslangi¢ kosullarina baglhidir.

W(x,y,0) = Wy(x,y) We(x,y,0) = Wi(x,y) (3.9)



Kontrol siiresinin sonunda (3.6) denkleminden (3.9) denklemine kadar olan
sistemine ait, minimum olarak elde edilmek istenen performans indeks fonksiyonu ya

da sistemin amag fonksiyonu asagidaki sekilde se¢ilmistir;

JW) = [ [T uW?(x, 9, t7) + Wi (v, 1)) dx dy + ps [, C2(t)de (3.10)

denkleminin sol tarafinda yer alan fonksiyonel sistemin modifiye edilmis kinetik
enerjisini tarif etmek amaciyla, plaka lizerinde yer alan bir noktanin yer degistirmesinin
karesinin ve hizinin karesinin toplami olarak secilmistir. (3.10) denkleminin sag
tarafinda yer alan fonksiyonel ise kontrol siiresince kullanilan kontrol miktarinin
toplamini ifade etmektedir. (3.6) denkleminden (3.10) denklemine kadar ki denklemleri
iceren denklem sistemi bir biitliin olarak ele alindiginda elde edilmek istenen amag,
sistemin performans indeks fonksiyonelini kontrol siiresi sonunda minimum yapan
C°%(x,y,t) kontrol fonksiyonunu elde ederek, sistemin (3.6) ve (3.9) denklemlerini
saglayan optimal ¢oziim fonksiyonu olan WO%‘y1 bulmaktir. Optimal kontrol
fonksiyonunu ve optimal yer degistirme fonksiyonunu bulma islemine ge¢ilmeden 6nce,
sistemin ¢Oziimiiniin varliginin, tekliginin, sistemin kontrol edilebilirliginin ve tek
oldugunun belirlenmesi gerekmektedir. Bu c¢alismada (3.6) denkleminden (3.10)
denklemine kadar ki denklem sisteminin kontrol edilebilir oldugu varsayilmis olup,
(3.10) denklemi ile verilen sisteme ait performans indeks fonksiyonelinin konveks
oldugu goz Oniine alinirsa, sisteme ait optimal kontrol fonksiyonunun varliginin tekligi

elde edilmis olur. Diger hususlar tezin ileri ki kisimlarinda ele alinacaktir.

Maksimum prensip yontemi ile (3.6) ve (3.10) denklem sistemine ait optimal
kontrol fonksiyonu olan C°(t)’yi elde etmek i¢in (3.6) ve (3.9) ile tanimlanan denklem
sisteminin eslenik denklem sistemi tanimlanmalidir. V(x,y,t); eslenik denklem
sisteminin ¢O0ziimii olmak {iizere, (3.6) ile tanimlanan denklem sisteminin eslenik

denklem sistemi;

VAV — &V, +V,, = 0 (3.11)

ile ifade edilmektedir. (3.11) denklemi,



V(O'y't) = V(l,y,t) = Vxx(ory!t) = Vxx(l,y,t) =0

V(x,0,t) =V(x,1,t) = Vyy(x, 0,t) = Vyy(x, 1,t)=0

seklinde tanimlanan sinir kosullarina ve

2uW(x,y,tr) = §V (%3, tr) — Ve(x, 3, 1)

2,uZWt(x, y, tf) = V(x, v, tf)

olarak tanimlanan terminal kosullara baghdir.

Teorem 3.1. Maksimum Prensip:

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

H(CO, ;W) = —CO(OG(E) — usCO* (©), GO) = [} [1 CCo vV (x,y,6) dx dy (3.16)

olmak iizere,

HWe,cot) =maxH(W,C,t)

ise

min J(x,y,C; W) =J(x,y,C° W?°).

(3.17)

(3.18)



Ispat:

(3.6) ile gosterilen sistemin hareket denklemi i¢in ve sistemin (3.11) ile tarif

edilen eslenik denklemi i¢in asagidaki sekilde iki operatdr tanimlansin.

y(W) = VAW + EW, + W, (3.19)

Yy (V)= VAW =&V + Vi (3.20)

W yer degistime fonksiyonunu, W° optimal yer degistirme fonksiyonunu, C
kontrol fonksiyonunu, C° optimal kontrol fonksiyonunu gostermek iizere, fark

operatorleri; yer degistirme, hiz ve kontrol fonksiyonlari i¢in

AW =W —W?e, (3.21)
AWt- = Wt_Wto, (3.22)
AC(x,y,t) =C(x,y,t) — C°(x,y,t) (3.23)

olarak tanimlansin.

Y(AW) = VAAW + EAW, + AW,, = AC(x,y, ©) (3.24)

esitligi elde edilir ve (3.24) denklemi asagida verilen homojen sinir kosullarina;

AW (0,v,6) = AW (1,y,t) = AW,,(0,y,t) = AW, (1,y,t) =0 (3.25)

AW (x,0,t) = AW (x, 1,£) = AW,,,,(x,0,t) = AW, (x,1,£) = 0 (3.26)

ve homojen baslangi¢ kosullarina

AW(x,y,0) =0, AW.(x,y,0) =0 (3.27)
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baghdir. Asagidaki esitlik dikkate alinirsa;

I 1) J vyaw) — awy*(V)1de = [/ [ [ VAC(x,y, t) d6 (3.28)

ve esitlik asagidaki sekilde diizenlenirse

L1 IV VAAW + VEAW, + V AW, — AW V*V + AWEV, — AW V,,] d6 =

LI vac(ey, £) de (3.29)

esitligi elde edilir. (3.29) denklemi terimlerin tiirev mertebesine gore asagidaki gibi

ortak parantezde yazilsin;

L7000 |V VAW — AW VAY) + (VEAW,: + AWEV,) + (VAW — AWV,,) | d6 =

1 2 3

L[ vAC(x,y,t) de (3.30)

Denklem (3.30) ile tanimlanan esitligi kisim kisim asagidaki gibi inceleyelim. Denklem

(3.30)’da yer alan 1 numarali parcay1 géz oniine alalim;

LTI v @taw) —aw (W)1d6 = [7 [ [0V (AWyery + 28Wyy, +

101
AWyyyy) = AW (Veer + 2Vixyy + V3, )] 46 = fotf Jo Iy [(VAVVxxxx — AW Viexx) +

la

(VZAW;cxyy - AWZVxxyy) + (VAWyyyy B AWVyyyy)
1b 1c

do (3.31)

t 1,1
la= [7 [ f3 (VAW ey — AW Viyy,) d6 (3.32)
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esitligi kismi integrasyon yontemi ile (0,1) araliginda integre edilirse ve (3.12) ve

(3.25) ile verilen sinir kosullar1 dikkate alinirsa, asagidaki sonu¢ gozlemlenir;

t 1,1 t 1
LT Sy Sy VAW d6 = [T [TV (L, y, ) AWy (1,,8) = V0,7, t) AW, (0,, £) —
Vx(l, Y, t)AVVxx(l, Y, t) + Vx(of Y, t)AVVxx(O, Y, t) - Vxxx(]-r Y, t)AW(]-' Y, t) +

Verx (0,7, OAW (0,3, )] dy dt + [, [\ f| Vicxxx AW 6 (3.33)
Buradan

Sy Sy I VAW d = [ [ [ AWV 4O (3.34)
ve boylelikle

1a = [} [y o (VAWeery = AW Vi )d6 = 0 (3.35)

oldugu kolaylikla elde edilir. Simdi

1,1
1b =2 [7 [ [ (VAWyryy — AW Vs, )dO (3.36)

Esitligini g6z Oniine alalim. (3.36) denklemi ile verilen integral (0,1),(0,1)
araliginda sirasiyla x,y degiskenleri i¢in integre edilir ve (3.12)-(3.13) ve (3.25) ile

tanimlanan homojen sinir kosullar1 kullanilirsa,

t 1,1 t 1 t 1,1
foffo fo VAVVxxyy da = foffo (VAM/xxy - VyVVxx) dx dt + fof fo fo Vyy AVVxxdg (337)

yani
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t 1,1 t 1,1 t 1
fof fo f() VAVVxxyy de = f()f fo fo Vyy AVVxxde = fof fo (VyyAVVx - VyyxAW) dy dt +

tr r1 1
o' Iy Jo Voyax AWAE

ve buradan

t 1,1 t 1 01
Iy Iy Jy Vg BWiex 6 = [T [ [ Vo AWAE

elde edilir ve (3.38) ve (3.39) denklemlerinden

tr (11 tr 11 tr (11
foffo Jo VAWyryy dB = foffo Jo Vyy AWy dO = foffo Jo Vyyxx AW A0

elde edilir. Boylelikle

tr 1 r1
1b = fof fo fo (VAWxxyy - AWV;cxyy) e =0

oldugu sonucu ¢ikarilir.

t 1 r1
1c= ['[, J;(vaw,

yyyy AWVyyyy) do

esitligide (3.32) denklemin ¢6ziim gibi kolaylikla gosterilir.

tr o1 1
le= fof fo fo (VAWyyyy - AWVyyyy) e =0

Boylelikle (3.30) denkleminin 1 nolu kismi;

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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L0 | v vtaw — aw vAv) | de = 0 (3.44)
1

elde edilir. Simdi (3.30) denkleminde ki 2 ile belirtilen parcay1 goz oniine alalim;

SIS

(VEAW, + AWth)] dg =& [V [ [ (VAW, + AWV,)d6 (3.45)

2

esitligine (0, tf) aralifinda kismi integrasyon uygulanirsa ve (3.27) ile gosterilen

baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa

t 1,1 1,1 t
E1y Jy fyvaw,do = ¢ f [} (vaw — [}/ V.Awd, ) dx dy =
|0 Iy (Vv t)aw (., t7) = V(x, y, 0)AW (x,y,0) ) dx dy| —

ENT L)) ViAW de (3.46)

esitligi elde edilir ve buradan denklem (3.45) asagidaki sekilde gézlemlenir;

IS

(VEAW, + AWEVt)] A9 =& [ [ V(x,y, t)AW (x,,t;) dx dy (3.47)
2

Simdi (3.30) denkleminde 3 ile belirtilen pargay1 goz oniine alalim;

SIS

(VAW — AW Vi)
3

1,1
dg = [ [ [ [V AW, — AW V,,] d6 (3.48)

(3.48) denklemine, (O, tf) araliginda asagidaki gibi kismi integrasyon uygulanirsa ve

(3.27) ile temsil edilen baglangi¢ kosullar1 dikkate alinirsa,
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tr 1 1 1,1 tr 1 (1
Jo 7 Sy IS VAW, db = [ [ (VAW, — V,AW) dx dy + [ [, [ Vee AW d6 =
[ 1 (9, t) AW, (x, 9, t) = V(x, y, 0)AW, (x, ¥, 0) — Vi (%, 3, t, ) AW (x, ¥, tf) +

Ve(x,y, 0)AW (x,y,0)) dxdy + [, [} [, Vie AW d6 (3.49)

ve buradan

1,1 1,1 1,1
(57 Jo Jy AW, de = [)7 [} [ VAW d6] = [} [ (V. t) AW, (x, y, t) -

Vi(x, y, tp)AW (x,y,tr)) dx dy (3.50)
ve boylelikle
fotf fol fol (V AW, — AW Vi) | dO = fol fol(V(x, Y, te) AW (x, y, tf) —

3

Ve(x, y, te)AW (x, y, tr)) dx dy (3.51)

esitligi elde edilir. Boylelikle, (3.30) ile gosterilen asagidaki esitlikte

LTI 5| 7AW — AW VAV) + (VEAW, + AWEV,) + (VAW,, — AWV,,) | df =
1 2 3

t 1,1
fof fO fo VAC(x,y,t) do

1, 2 ve 3. parcalar yerine yazilirsa ve diizenlenirse, asagidaki esitlik gézlemlenir;

fol fol([EV(x,y, tr) — Ve(x, v, t0)1AW (x, y, t¢) + V(x, v, ) AW, (x, y, tf)) dx dy =

L1 [ VAC(x,y,t) do (3.52)
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Simdi (3.28) denklemin sag tarafina bakalim,;

L) J VAC(x,y,£) d8 = [T AC(H)G(t)d, (3.53)

Denkleminde G(t) = [ [ C(x,y)V(x,y,t)dxdy olmak iizere denklem (3.54),

asagidaki sekilde gbzlemlenir;

f01 fol([fV(x, v.te) = V(o v, t)]AW (x, 3, t¢) + V(x,y,tr) AW, (x, y, t7)) dx dy =

[T AC(HG(t)dt (3.54)

(3.54) denkleminde (3.14) ve (3.15) ile verilen terminel kosullar yerine yazilirsa
asagidaki denklem elde edilir;

fol f01[2/11W(x, Y, 6 )AW (x, v, ) + 2u, Wi (x, v, ) AW, (x, v, ¢7) | dx dy =

[T AC(H)G(t)dt (3.55)

Optimal olmayan yer degistirme fonksiyonu W i¢in performans indeks fonksiyonu

denklem (3.10) ile asagidaki sekilde tanimlanmisti.

JW) =[] [ W29, t) + W2 (x,y,t)) dx dy + s [, C2()df

Optimal yer degistirme fonksiyonu W9 igin performans indeks fonksiyonu

JWO) = [ [ W (6,3, t) + u W (2,3, t) dxdy + s [} C°(6) dt - (3.56)

olmak tizere (3.10) denklemi ile (3.56) denklemlerin farkini bulalim.
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](W) _](Wo) = fol fol [nul (WZ(X,_’)/, tf) - Woz(x'y' tf)) + | 2%) (Wtz(x'y' tf) -

W (x,3,t) )| dx dy + s [, (€2 (t) = C°(©))dt = 0 (3.57)

elde edilir. (3.57) denkleminde ilk satirdaki integral WO civarinda Taylor serisine

acilirsa ve yiiksek dereceli terimler ihmal edilirse, asagidaki esitsizlik elde edilir.

JW) = JW°) = [ [ 2 W (x, v, t,) AW (x,y,t7) +

2u,W, (%, 9, t,) AW, (x, v, t;) dx dy + [, 13 (C?(t) — CO°(£))dt > 0 (3.58)

Burada, (3.52) denklemi ile (3.58) denklemi birlikte gozlemlenirse ve (3.58) deki

esitligin sag tarafindaki ilk kisma | Ot TAC(t)G(t)dt yazilirsa;
LTACG ()t + [ ua(C3(E) — €°°())dt = 0 (3.59)

elde edilir ve integral i¢indeki terimler agilirsa

C()G(E) — CO()G(E) + usC2(t) — psCo°(t) = 0 (3.60)
ve buradan

C()G(E) + usC2(t) = CO(t)G(t) + pzC° (t) (3.61)
olur.

Esitsizlik (3.61)’de H = —C°(t)G(t) — ,u3C°2 (t) hep maksimum olarak elde

edilir ve Hamiltonian fonksiyonelinin kontrol fonksiyonu C(t)‘ye gore birinci
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varyasyonu alinirsa, optimal kontrol fonksiyonu asagidaki gibi analitik olarak elde

edilir;

—G(t) — 2usCo(t) = 0= CO(t) = %(:) . (3.62)



4. DENKLEM SiSTEMININ COZUMU
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Optimal kontrol fonksiyonunu maximum prensip yontemiyle elde ettikten sonra,

sistemde var olan denklemler sirasiyla tekrar hatirlanirsa; sisteme ait hareketin

denklemi

VAW + EW, + W, = P(x,y,t) + C(x,y,1)

5 -G
Clx,y,t) =C(t)C,(x,¥),Cot) = —Zu(:)

G(t) = J) [V (@, Co(x,y) dx dy

olmak iizere ve (4.1) denkleminin bagli oldugu sinir kosullari

W(O’y’t) = W(l’y’t) = VVxx(O'th) = Wxx(l’y’t) = 0

W(x,0,t) =W(x,1,t) = Wyy(x, 0,t) = Wyy(x, 1,t) =0

ve (4.1) denkleminin bagli oldugu baslangi¢ kosullari

W(x,y' 0) = Wo(x,)’), Wt(xly' 0) = Wl(x'y)

(4.1) denkleminin eslenik denklemi

V4V_EVK+ Vtt=0

olmak iizere ve (4.7) eslenik denkleminin bagli oldugu sinir kosullari

V(O'y't) = V(l,y,t) = Vxx(ory!t) = Vxx(l,y,t) =0

V(x,0,t) =V(x,1,t) =V, (x,0,t) =V, (x,1,t) =0

4.1)

(4.2)

(4.3)

4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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seklindedir. (4.1) ve (4.9) arasinda tanimlanan denklem sisteminin bagli oldugu terminal

kosullar ise asagidaki gibidir;

2mW(x, y,tr) = &V(x,y,tr) — Ve(x, v, tr) (4.10)

2u,We(x,y,t) =V (x5, t) 4.11)

(4.1) ile (4.11) denklemleri ile taniml1 denklem sisteminin ¢dziimii i¢in 6ncelikle eslenik

denklemin ¢6ziimiinii arayalim. (4.7) denkleminin ¢6ziimii olarak aradigimiz ¢éziim

V(,y,t) =X M Zm (V2 sin(nrx) V2 sin(mmy) (4.12)

seklinde olsun. Yeterli olmas1 ve kolaylik a¢isindan Z,,,, = Z, o =1, M = 1 olarak

alalim. (4.12) ile temsil edilen ¢6ziim (4.7) denkleminde yerine yazilirsa;

(Z(@®)m*V2 sin(mx) V2 sin(ry) + 2Z(£)m*V2 sin(mx) V2 sin(wy) +
Z(O)m*V2 sin(mx) V2 sin(y)) — £Z'(t)V2 sin(mx) V2 sin(my) +
Z" (t)V2 sin(mx) V2 sin(my) = 0 (4.13)

denklemi elde edilir ve (4.13) denkleminin her iki tarafi sirastyla v2 sin(mx) ve
V2 sin(my) ile i¢ carpim yapilip, her iki tarafin x, y degiskenlerine gore (0,1), (0,1)

araliginda integre edilirse,

ZM)(r* +2n*+ 1) —EZ' )+ Z"(t) =0 (4.14)

seklinde sabit katsayili adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin karakteristik
kokleri a + ib seklinde kompleks olur. Dolayisiyla, (4.14) denkleminin ¢oziimii,
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Z(t) = e*[M cos(bt) + N sin(bt)] (4.15)

seklinde olur. Burada M ve N suan i¢in bilinmeyen, (4.10) ve (4.11) ile terminal
kosullar olarak tanimlanan kosullar yardimiyla hesaplanacak olan katsayilardir. Simdi

denklem (4.1) in ¢oziimiinii

W(x,y,t) =3 M Spm (V2 sin(nmx) V2 sin(mmy), Spm =S (4.16)

olarak alalim.

[S(©)n*V2 sin(mx) V2 sin(my) + 2S()m*V2 sin(mx) V2 sin(y) +
S()m*V2 sin(mx) \/fsin(ny)] + &S'(t)V2 sin(mx) V2 sin(my) +
S"()V2 sin(mx) V2 sin(my) = P(x,y,t) + C(x,y,t) (4.17)

esitligi elde edilir. (4.17) denkleminin her iki tarafi sirasiyla V2 sin(mx) ve
V2 sin(mry) ile i¢ garpim yapilip, her iki tarafin x, y degiskenlerine gore (0,1), (0,1)

araliginda integre edilirse,

SW)(r* +2n* +n*) + ES'(6) + S (t) = P(t) + C(t)L (4.18)
L= f01 f01 C,(x,y) V2 sin(mx) V2 sin(my) dx dy (4.19)
P(t) = fol fol P(x,y,t) V2 sin(mx) V2 sin(my) dx dy (4.20)

seklinde sabit katsayili adi diferansiyel denklem elde edilir. (4.18) denkleminin
karakteristik denkleminin kokleri ¢ + id seklindedir ve buradan (4.18) denkleminin

homojen kisminin ¢ézlimii, A ve B katsayilar olmak iizere,

S(t) = e“[A cos(dt) + B sin(dt)] (4.21)



21

seklindedir. Simdi sabitlerin degisimi metodu ile (4.21) denkleminin genel ¢éziimiinii

arayalim.

S(t) = e [A(t) cos(dt) + B(t) sin(dt)] (4.22)

olsun.

S'(t) ve " (t) asagidaki sekilde elde edilirse,

S'(t) = A(t)[cec cos(dt) — de‘t sin(dt)] + B(t)[cet sin(dt) + de®t cos(dt)],
A'(t)ec cos(dt) + B'(t)et sin(dt) = 0 (4.23)

S"(t) = A'(t)[cect cos(dt) — det sin(dt)] + A(t)[cect cos(dt) — det sin(dt)]’ +
B'(t)[cet sin(dt) + de®t cos(dt)] + B(t)[cec sin(dt) + de cos(dt)]’ (4.24)

ve S(t), S'(t) ve S"(t) (4.18) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki denklem

sistemi elde edilir.

A'(t)(—d)et sin(dt) + B'(t)det cos(dt) = K(t) (4.25)
K(t) =P(t) + C(t)L (4.26)
A'(t)et cos(dt) + B'(t)et sin(dt) = 0 (4.27)

Denklemleri birlikte ¢oziiliirse, (4.18) denkleminin ¢oziimii;

S(t) = e“t[Acos(dt) + B sin(dt)] + et cos(dt) [fot%dt] +
et sin(dt) [ f; S gy (4.28)
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olarak elde edilir. Z(t) ve S(t) fonksiyonlarinda bulunan bilinmeyen katsayilarin
bulunmasi i¢in sirastyla denklem (4.6) ile tanimlanan baslangic kosullarini adi

diferansiyel denklem i¢in uyarlayalim. Bu durumda, (4.18) denklemi i¢in baslangic

kosullarti;
5(0) = fol f01 W, (x,y) V2 sin(mx) V2 sin(my) dx dy (4.29)
5'(0) = f01 fol Wy (x,y) V2 sin(mx) V2 sin(my) dx dy (4.30)

olarak elde edilir. Denklem (4.18), denklem (4.29) ve denklem (4.30) ile beraber
degerlendirildiginde, (4.18) ile gosterilen denklemin ¢oziimii vardir ve bu ¢éziim tektir
(Coddington,1984). Ayni teorem, denklem (4.14) ile asagidaki sekilde tanimlanan
denklem (4.31) ve (4.32) beraber degerlendirildiginde de gecerlidir. Denklem (4.10) ve
(4.11) denklemleri ile tanimlanan terminal kosullar, adi diferansiyel denklem formuna

uygun olarak elde edelirse;

2uS(tr) = €Z(tr) — Z'(tp) 4.31)

21,5 (t7) = Z(¢y) (4.32)

esitlikleri elde edilir. (4.1) denkleminden (4.32) denklemine kadar olan esitlikler ve
denklemler bir biitiin olarak ele alinip ¢oziildiigiinde sistemin optimal ¢oziimii elde
edilmis olur. (4.1) denkleminden (4.32) denklemine kadar ki denklemler ile sistemin
optimal ¢oOziimii matematiksel yazilim marifetiyle elde edilmis olup, sonuglar
grafiklerle sunulmustur. Matematiksel yazilim ile sistemin optimal ¢éziimii aranirken,
elde edilen sonuglar 4 farkli durum icin incelenmistir. ilk iki durumda sistemde
soniimleme etkisi sifir olarak kabul edilmis olup, ilk durumda kontrol siiresi ty = 0.5,
disaridan yapilan harici kuvvet P(x,y,t) = P(t)P(x,y) = e?t, u; = pu, = 1, sisteme
kontroliin uygulandigi durumlar i¢in ps; = 107°, kontroliin uygulanmadigi durumlar
icin ps = 10° olarak degerlendirilmistir. Ayrica baslangic kosullant wy(x,y) =
w; (x,y) = V2 sin(mx) V2 sin(my) olarak hesaplamaya dahil edilmis olup sonuglar

sekil 4.1 ve sekil 4.2 ile gorsellestirilmistir. Ikinci durumda, yine sistemde soniimleme
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etkisi sifir olarak kabul edilmis olup, kontrol siiresi tf = 0.5, digaridan yapilan harici
kuvvet P(x,y,t) = P(t)P(x,y) = 2et, u; = u, = 1, sisteme kontroliin uygulandig
durumlar igin pz; = 107°, kontrolin uygulanmadigi durumlar igin puz; = 10°,
wo(x,¥) =0, wi(x,y) =x +y olarak hesaplamaya dahil edilmis olup, sonuglar sekil
43 ve sekil 4.4 ile sunulmustur. Ugiincii ve doérdiincii durumlarda, sistemdeki
soniimleme etkisi ¢ = 0.1 olarak ele alinmig olup, kontrol siiresi t; = 0.1, sisteme
kontroliin uygulandigi durumlar icin pus; = 107>, kontroliin uygulanmadig1i durumlar
icin u; = 10° olarak alimmustir. Ugiincii durum igin P(x,y,t) = P(t)P(x,y) = xye?,
wo(x,y) = wy(x,y) = 0, olarak hesaba katilmis olup sonuglar sekil 4.5 ve sekil 4.6 ile
sunulmustur. I¢sel soniimlemenin etkisinin daha iyi gdzlenmesi amaciyla t = 0.09 —
0.1 arasindaki yerdegistime ve hiza ait gorseller daha detayli olarak sekil 4.7 ve sekil
4.8 ile sunulmustur. Dérdiincii durum igin P(x,y,t) = P(t)P(x,y) = 0, wy(x,y) =
0, wy(x,y) = V2 sin(mx) V2 sin(my) olarak hesaba katilmis olup sonuglar sekil 4.9 ve
sekil 4.10 ile sunulmustur. i¢sel soniimlemenin etkisinin daha iyi gdzlenmesi amaciyla
dordiincti durum icin t = 0.09 — 0.1 arasindaki yerdegistime ve hiza ait gorseller

daha detayli olarak sekil 4.11 ve sekil 4.12 ile sunulmustur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Harici bir kuvvet etkisine maruz kalan, akigkan ile temas ettirilmis, magneto-
elektro elastik yapiya sahip metal 6zellikli bir plakadaki titresimlerin minimum enerji
kullanilarak kontrolii i¢in, dncelikle sistemin ¢ézlimiiniin varlig1 ve tekligi, sisteme ait
optimal kontrol fonksiyonunun tekligi arastirildi. Maksimum prensip yontemiyle
sisteme ait kontrol fonksiyonunu elde etmek icin, dncelikle sisteme ait eslenik denklem
sistemi ve uygun terminal kosullar belirlendi. Daha sonra, sisteme ait optimal kontrol
fonksiyonu maksimum prensip yontemi ile elde edildi. Maksimum prensip yontemiyle
optimal kontrol fonksiyonu elde edilince, yani kontrol problemi esas olarak denklem
sistemi ¢dzme problemine indirgenince, denklem sisteminin ¢oziimiiniin elde edilmesi
i¢in matematiksel yazilim kullanildi. Onceki kisimlarda elde edilen teorik bilgilerin
dogrulugu, matematiksel yazilim ile de dogrulandi. Elde edilen sonuclar incelendiginde,
plakadaki titresimlerin maksimum prensip yontemiyle elde edilen optimal kontrol
fonksiyonunun uygulanmasindan sonra, etkin bir sekilde soniimlendigi sonucuna
varildi. Bunun yaninda, literatiirde elde edilen sonuclarla tutarli olarak, sistemde var
olan siirtlinme kuvveti ve sistemin i¢ sonliimleme etkisi ihmal edilmediginde, sistemde
var olan titresimlerin biiyiikliigliniin, sistemde var olan siirtlinme kuvveti ve sistemin i¢

sontimleme etkisi ihmal edildigi duruma kiyasla daha az oldugu sonucuna ulasildi.
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EKLER

EK-1 Hesaplamalarda kullanilan Matematiksel Yazilim Programi

restart:

gl:=1:g2:=1: a:=1: g3:=1: mu:=10~(5): tf:=0.3:
wO:=unapply(0,x,y): wl:=unapply(0,x,y):

C:=unapply(1,x,y): P:=unapply(0,x,y,t):
Y5:=unapply(sqrt(2)*sin(Pi*y)*sqrt(2)*sin(Pi*x),x,y):

Ad:=solve( gl*rr2-a*g2*r+g3*4*(Pi*4)=0,r): ak1l:=Re(subs(Ad[2])):
ak2:=Im(subs(Ad[2])):
Z:=unapply(exp(ak1*t)*(Z1*cos(ak2*t)+Z2*sin(ak2*t)),Z1,Z2,t):
Y1:=unapply(int(int(P(x,y,t)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1),t):
Y2:=unapply(int(int(C(x,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1),t):
Y3:=unapply(Z(Z1,22,t)*Y2(t),Z1,22,t):
K:=unapply(-Y3(21,22,t)/(2*¥*mu),Z1,22,t):
Y4:=unapply(Y1(t)+K(Z1,22,t)*Y2(t),x,y):

S:=unapply( exp(-ak1*t)*(A*cos(ak2*t)+B*sin(ak2*t))+exp(-ak1*t)*
cos(ak2*t)*int(-Y4(Z1,Z2,tau)*sin(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)),
tau=0..t) + exp(-ak1*t)*sin(ak2*t)*int(Y4(Z1,22,tau)*cos
(ak2*tau)/(ak2*exp(-akl1*tau)),tau=0..t), 71,Z2,t ):
St:=unapply(diff(S(21,22,t),t),21,22,t):
aeql1:=5(Z1,22,0)=int(int(wO(x,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1):
aeq2:=5t(21,22,0)=int(int(w1(x,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1):
SC:=solve({aeql,aeq2},{A,B}): AA:=rhs(SC[1]): BB:=rhs(SC[2]):
SS:=unapply( exp(-ak1*t)*(AA*cos(ak2*t)+BB*sin(ak2*t))+exp(-ak1*
t)*cos(ak2*t)*int(-Y4(Z1,22,tau)*sin(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)
),tau=0..t) + exp(-ak1*t)*sin(ak2*t)*int(Y4(Z1,Z2,tau)*cos
(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)),tau=0..t), Z1,Z2,t ):
SSt:=unapply(diff(SS(Z1,22,t),t),21,Z2,t):
Zt:=unapply(diff(Z(21,22,t),1),21,22,t):
eql:=2*SS(Z1,22,tf)=a*g2*7(Z1,22,tf)-g1*Zt(21,22,1):
eq2:=2*SSt(21,22,tf)= g1*Z(21,22,tf):
AB:=solve({eql,eq2},{Z1,Z2}): ZZ1:=rhs(AB[1]):
722:=rhs(AB[2]):plot(SS(2Z1,222,t),t=0..tf):
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