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OzET

Kesirli Tiirevin Egrilerin Afin Diferansiyel Geometrisine Uygulamalari
Seyma KAYA

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Haziran 2022, Sayfa: ix +43

Parametrik nesnelerin diferansiyel geometrisi {izerine yapilacak ¢aligmalar igin zincir kurali, yani
bileske fonksiyonlarin tiirev formiilii, elzemdir. Bu gereklilik literatiirde mevcut olan ¢esitli kesirli tiirev
operatdrlerinin egrilerin diferansiyel geometrisi lizerine yapilacak ¢aligmalara uygulanmasinda énemli bir
engel teskil etmektedir. Bu engeli asmak i¢in matematikgiler tarafindan bileske fonksiyonlarin Caputo kesirli
tiirevine dair bir sadelestirme formiilii 6ne siiriilmiistiir.

Bu sadelestirme formiiliinii kullanan bir teknik sayesinde parametrik diizlem egrilerin Oklitsel
degismezleri, yani Frenet egriligi ve vektorleri ¢calisilmigtir. Bu teknik ile bir parametrik egri i¢in Frenet tipi
yeni bir egrilik tanimlanabilir, ancak yeni Frenet vektorleri elde edilememektedir. Bu basli bagina 6nemli bir
katki olmakla birlikte, kesirli tiirevin geometrik 6zelliklerinin daha iyi gozlemlenebilmesi igin parametrik
egrilerin kesirli tiirev vektorlerinin klasik olanlardan farkli olmasi beklenir.

Bu beklentiden esinlenerek, literatiirde parametrik diizlem egrilerin Caputo kesirli tiirev yardimiyla es
afin Frenet degismezleri ¢aligilmasi fikri ortaya atilmigtir. Bunun sebebi bahsi gecen teknik ile Frenet tipi
yeni es afin egrilik ve vektorlerin elde edilmesi ve dolayisiyla kesirli tiirevin daha iyi bir geometrik gézlemi
yapilabilmesidir.

Bu akimi takiben bu yiiksek lisans tezinde parametrik uzay egrilerin es afin Frenet degismezleri bahsi
gecen teknik sayesinde yeniden analiz edilmistir. Daha acik bir sekilde 3-boyutlu reel afin uzayda bir
parametrik egrinin yeni es afin Frenet egrilikleri ve vektorleri tanimlanmistir. Klasik olanlarla arasindaki
iliskiler ortaya konulmustur. Grafik ve sekillerle zenginlestirilerek cesitli ornekler ifade edilmistir.

Ayrica sonug boliimiinde bu tez icerisinde kullanilan teknik ile olas1 yeni arastirma problemi onerileri
ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli tiirev, parametrik egri, afin uzay, es afin egrilik, es afin Frenet vektorleri
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ABSTRACT

Applications of Fractional Derivative to Affine Differential Geometry of
Curves

Seyma KAYA
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Chain rule, the derivative formula of composite functions, is essential for the studies on differential
geometry of parametric objects. This necessity poses an important obstacle for applying various fractional
derivative operators existing in the literature to the studies on differential geometry of parametric curves. A
simplification about the Caputo fractional derivative of composite functions was put forward by
mathematicians to overcome this obstacle.

Euclidean invariants of parametric plane curves, namely Frenet curvature and vectors, were
considered through a technique using this simplification. Thanks to this technique, a new curvature of Frenet
type could be defined, but it is not possible to introduce new vectors of Frenet type. Besides this is a
remarkable contribution in itself, it is expected that the fractional derivative vectors of parametric curves are
different from the classical ones in order to better observe geometric properties of fracitonal derivative.

Inspired by this expectation the idea of studying equiaffine invariants of parametric plane curves via
Caputo fractional derivative was put forward. This is because, by the mentioned technique, new equiaffine
curvature and vectors of Frenet type could be obtained and hence a better geometric observation of fractional
derivative could be presented.

Following this strategy, in this thesis the equiaffine Frenet invariants of parametric space curves are
re-analyzed via the technique. More clearly, new equiaffine Frenet curvatures and vectors are introduced.
The relations between the new and classical invariants are provided. The examples are given by graphs and
figures.

Furthermore new perspectives and problems are expressed by the used technique in this thesis.

Keywords: Caputo fractional derivative, parametric curve, affine space, equiaffine curvature, equiaffine
Frenet vectors.
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T}“} . @ —mertebeden Oklitsel Frenet burulmasi
7@ . @ —mertebeden es afin Frenet burulmasi

: Oklitsel norm fonksiyonu



1. GIRIiS

Afin diferansiyel geometri uzun bir tarihi siirece sahiptir. Bilinen ilk ¢aligma 1841 yilinda
Transon tarafindan yapilmistir ve bir egrinin afin normali tamimlanmistir. Ancak egriler ve
yiizeylere dair sistematik ve kapsamli ¢aligmalar 1900lerin baslarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Felix
Klein’in 1872 yilinda Erlangen’deki iinlii programinda anlattig: fikirleri takip eden Pick, Tzitzeica
ve diger geometriciler farkli doniisiim gruplarina gore egri ve yiizeyleri ¢alisma fikrini ortaya
atmislardir.

1907 yilinda Tzitzeica bugiinlerde afin kiire (yani tiim afin normalleri ayn1 sabit noktadan
gecen hiperyiizey) adi verilen nesneleri tanimlamistir. Bu tarihten yaklasik on yil sonra ilk
paragrafta bahsi gecen geometricilerin genis bir grubu es afin doniisiimlere gore egriler ve
ylizeylerin 6zelliklerinin sistematik bir calismasina baslamislardir. Geometrinin bu alanin nasil
gelistigine dair daha kapsamli bilgiler [1] numarali kaynakta mevcuttur.

R"™ n —boyutlu standart afin uzay olmak iizere bu uzayda degisken bir x noktasinda
karsilik gelen siitun matris X ile gosterilsin. Ayrica A ve B ile, sirastyla, n mertebeden bir kare
matris ve bir siitun matris gosterilsin. Eger A matrisinin determinanti 1 e esit ise 0 zaman f(X) =
AX + B seklindeki dontisime R™ uzayinin bir es afin doniisiimii denir. Bu uzaym es afin
doniisiimler altinda degismez kalan 6zelliklerinin incelenmesine ise es afin geometri adi verilir
(bakimiz [2]).

n =2 6zel durumu daha yakin bir ilgiyi hak etmektedir. Keyfi (x,y), (%,¥) € R?
noktalar1 ve ad — bc = 1 olmak iizere a, b, c,d,p,q € R sabitleri verilsin. R? diizleminin bir es
afin doniisiimii matris formunda
[51=15 al bl
ile verilir. Geometriksel olarak ad — bc = 1 sart1, kenarlar1 (a, b) ve (c,d) vektorlerine karsilik
gelen paralelkenarin birim alana sahip olmasi demektir. Buna gore R? de bir koordinat sisteminin
bir es afin sistem olmasi i¢in (1,0) ve (0,1) vektorleri ile belirlenen paralelkenarmin birim alana
sahip olmasi1 gerek ve yeterdir. Bir bagka deyisle birim alanli paralelkenar es afin doniisiimler ile
bir bagka birim alanli paralelkenara doniigiir.

R™ uzayinda egrilerin afin degismezlerin incelenmesi 6nemli bir ¢aligma alanidir ve tam
bir liste olmaksizin [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10] numarali kaynaklara bu tez igerisinde atif
yapilmaktadir.

Diger taraftan matematigin dnemli alt dallarindan biri olan Kesirli Analiz adi diferansiyel
ve integral kavramlarinin keyfi mertebelere bir genellemesidir. Bu tez kapsaminda kesirli analiz
teknikleri ele alinacaktir. Matematigin bu alt dali oldukga ilging bir tarihsel gelisim siirece sahip
olup (bakimiz [11], [12]), uygulama alanlari olduk¢a genistir; Ornegin viskoelastisite ([13]),
akiskanlar mekanigi ([14]), dinamik sistemler ([15]), tip ([16]) ve fiziksel olaylar ([17]).



Kesirli analiz teknikleri diferansiyel geometri alaninda da kullanilmaktadir, bakimiz [18],
[19], [20], [21], [22], [23], [24], [25]. Bu yiiksek lisans tezinde kesirli analiz teknikleri egrilerin
afin diferansiyel geometrik 6zelliklerini ¢alismak igin kullanilacaktir. Literatiirde pek ¢ok kesirli
tiirev operatorii olmasina ragmen bu ¢alismada Caputo kesirli tiirev operatorii kullanilacaktir ([26],
[27], [28], [29]). Diizgiin bir f(x) fonksiyonunun 0 < a < 1 mertebeden klasik Caputo kesirli

tiirevi

af

d
DEf(x) = I1~° (E) (x) = 1 df@®

1 J‘x
FA—-a)l)y (x=8)* d§

d§

ile tanimlanir. Burada

© )
M@ ), G_oie®

ile 0 < @ < 1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali ve

Lf(x) =

I'(a) =f t*le~tdt
0

ile de Euler gama fonksiyonu gosterilmektedir.

Bu tez kapsaminda Caputo kesirli tiirev operatorii kullanilmasinin ana sebebi sabit fonksiyon
lizerinde sifir etkisine sahip olmasidir. Olduk¢a 6nemli bir avantaj olan bu prensip sayesinde
tanimlanabilecek geometrik kavramlarin afin doniisiimler grubu altinda degismez kalabilecegi
olasilig1 ortaya ¢ikmaktadir.

Bu avantajin yaninda Caputo kesirli tiirev operatorii 6nemli dezavantajlara da sahiptir:
Caputo anlaminda Leibniz kurali ve bileske fonksiyonun tiirevi, diizgiin f (x) ve g(x) fonksiyonlar
i¢in,

0 i
021 = Y () T2 08 0)e0 ~ L2 e

1=0

ve bileske fonksiyonun tiirevi

@ v (ay xX7% difg() |, f(g)-fg0)  _q
(D.Xf)(g(x)) - Zi:l(i) l"(i—a+1) dxt + F(l—a) X (11)

seklinde sonsuz seriler yardimiyla ifade edilmektedir (bakiniz [30]).

Ancak iyi bilindigi egriler, ylizeyler ve daha yiiksek boyutlu geometrik nesnelerin
diferansiyel geometrik 6zellikleri ¢aligilirken en gereksinim duyulan argiimanlardan ikisi Leibniz
kurali ve bileske fonksiyonun tiirevidir. Ozellikle; eger bu nesneler parametrik anlamda ele
alinmigsa, geometrik 6zelliklerinin parametrizasyonun se¢iminden bagimsiz olmasi gerekir. Bu
prensibin saglanmasi i¢in bileske fonksiyonun tiirevi ya da bilinen adiyla zincir kurali elzemdir.
Ayrica Leibniz kurali islemler igerisinde olmazsa olmaz yardimci bir aragtir. Bu gerekgelerden
otiirii [20] numarali arastirma makalesinde asagidaki gibi bir sadelestirme formiilii ele alinmstir:

t = g(x) olmak tizere



DEH(g) = 2 Y29 (1.2)

Dikkat edilirse (1.2) sadelestirme formiilii aslinda (1.1) igerisindeki sonsuz serinin i = 1
terimine karsilik gelmektedir. (1.2) formiilii kismen kesirli tiirevin etkisini icermektedir ve klasik
adi tiireve dayandirilmistir. [20] numarali arastirma makalesinde (1.2) ile verilen tiirev formiili
vektor degerli fonksiyonlara uygulanarak Oklit diizleminde parametrik egriler icin kesirli
mertebeden yay parametresi ve Frenet egriligi gibi yeni degismezler tanimlanmigtir. Daha sonra
bu fikir [23] numaral1 arastirma makalesinde 3-boyutlu duruma genellestirilmistir. Diizlem ve uzay
egrileri icin bir egriyi kesirli mertebeden Frenet egrilikleri cinsinden insa etme metotlar: verilmistir.

(1.2) sadelestime formiilii kullanilarak bir egrinin herhangi bir noktasinda yeni tiirden
egrilikler tanimlanabilir ama olusturulacak Frenet catist bir tektir. Ciinkii bir egrinin Frenet ¢atis1
parametrizasyon se¢iminden bagimsizdir (bakiniz [31, 2.3.1 Teorem]). Ancak bu durum bir egrinin
es afin Frenet ¢atisi i¢in degigsmektedir. Daha agik bir sekilde [24] numarali arastirma makalesinde
bir diizlem egrisinin Kesirli mertebeden es afin yay parametresi, egrilik ve Frenet ¢atist gibi
kavramlar tamimlanmis ve standart kavramlar arasindaki iligkiler ifade edilmistir. Ayrica sabit
kesirli mertebeden es afin egriligine sahip diizlem egrileri siniflandirilmistir.

Bu tezin temel amaci (1.2) sadelestirme formiiliinii vektér degerli fonksiyonlara
uygulayarak 3-boyutlu reel afin uzay R3 te yeni degismezler tammlamak ve zaten var olan
degismezlerle arasindaki iliskiyi ifade etmektir. Ayrica yeni kavramlari Kesirli analiz penceresinden
mimkiin oldugunca yorumlamaktir. Bu calisma nezdinde, karisikligi onlemek amaciyla, yeni
argimanlar1 ayirt etmek i¢in ‘a —mertebeden’ ve zaten var olanlar1 ifade etmek igin de ‘klasik’
niteleme sifatlar1 kullanilacaktir.

Bu amaca binaen, ¢alismanin 6zgiin kismi olan 5. Boliimde, (1.2) sadelestirme formiilii
kullanilarak R3 te a —mertebeden es afin yay parametresi ve a —mertebeden es afin Frenet
vektorler tanimlanacaktir (bakiniz Tamim 5.1 ve Onerme 5.1). @ —mertebeden es afin Frenet
vektorler ile klasik es afin vektorler arasindaki iliski matris formunda verilecektir (Onerme 5.2).
Bu 6nerme (1.2) sadelestirme formiiliiniin Oklit ve afin uzaylarda uygulanmasi ile elde edilecek
argiimanlarin ortaya ¢ikardigi farkliliklari ifade etmektedir. Daha belirgin bir ifade ile (1.2)
sadelestirme formiilii kullanilarak elde edilecek Oklitsel Frenet vektorleri klasik metotla elde edilen
ile birebir aynidir. Ancak es afin Frenet vektorleri i¢in durum degismektedir. Tanim 5.2 ve 5.3 te
a —mertebeden es afin egrilikler ve Frenet formiilleri ifade edilecektir. Ayrica Teorem 5.1 de
a —mertebeden es afin egrilikler ile klasik es afin egrilikler arasindaki iliski ortaya konacaktir.
Gene ayn1 teoremde a —mertebeden es afin egriliklerin uzayin es afin doniistimleri altinda verilen
egrinin birer degismezi oldugu ispatlanacaktir.

Teorem 5.1 de ifade edilen iligkiler, yani (5.13) ve (5.14) esitlikleri, bize bir baglangi¢ aninda

a — mertebeden es afin egriliklerin ¢ok yiiksek degerlere ulastigini ve zaman ilerledikge bu



degerlerin azaldigini ifade etmektedir. Bu ise Kesirli analiz penceresinden kesirli tiirevin zamanla
azalan ‘hafiza etkisine’ isaret etmektedir. @ —mertebeden Caputo kesirli tiirev lokal olarak
tanimlanmamakla birlikte bir kapal1 aralik {izerinde tam mertebeden tiirevin etkilerinin tamamina
bagli olarak hesaplandigindan, hafiza etkisi ibaresi burada 6n plana ¢ikmaktadir [32].

Teorem 5.1 in geometrik sonuglart anlaminda eger bir egrinin klasik es afin egrilikleri 6zdes
olarak sifir ise 0 zaman bu egrinin @ —mertebeden ikinci ve birinci es afin egriliklerin orani
a —mertebeden es afin yay parametresinin negatifine esittir (bakiniz Sonug¢ 5.1). Bu durum
a —mertebeden es afin egrilikler 6zdes olarak sifir oldugunda da ortaya ¢ikmaktadir. Daha agik bir
sekilde eger bir egrinin @ — mertebeden es afin egrilikleri 6zdes olarak sifir ise 0o zaman klasik
ikinci ve birinci es afin egriliklerin oran1 klasik es afin yay parametresinin negatifine esittir (Sonug
5.2).

Bu sonuglar geometrik olarak ilging bir fikrin ortaya ¢ikmasina sebep olabilir. Daha da
netlestirmek gerekirse eger 3-boyutlu Oklit uzaymda bir egrinin Frenet egriliklerinin oram1 kendi
yay parametresinin bir dogrusal fonksiyonu ise bu egriye literatiirde Chen egrisi ya da daha bilinen
adiyla rektifive egri adi verilir [33]. Bizim durumumuzda bir egrinin klasik es afin egrilik
fonksiyonlar1 6zdes olarak sifir oldugunda @ —mertebeden es afin egrilikleri Chen egri olma
karakteri ortaya koymaktadir. Tersine a —mertebeden es afin egrilikler 6zdes olarak sifir
oldugunda klasik es afin egrilikleri Chen egri olma sartim1 saglamaktadir. Bu kavramlardan 7.
Boliimde daha detayli bahsedilmektedir.

6. Boliimde iki adet parametrik egri 6rnegi analiz edilmistir (Ornek 6.1 ve 6.2). Bunlardan
ilkinde, klasik es afin egrilik fonksiyonlar1 6zdes olarak sifir olan klasik es afin yay parametreli bir
egri alinacak ve @ —mertebeden es afin yay parametresi ile yeniden ifade edilecektir. Daha sonra
a —mertebeden es afin Frenet vektorleri ve egrilikleri elde edilecektir. Bu egrinin ve
a —mertebeden es afin egrilik fonksiyonlarinin grafikleri a nin farkli degerlerine gore
resmedilecektir (Sekil 6.1, Sekil 6.2 ve Sekil 6.3). Ayrica 5. Bolimde tamimlanacak olan
argiimanlarin Ornek 6.1 de karsiliklar1 birer birer vurgulanacaktir. Ornek 6.2 de @ —mertebeden es
afin egrilik fonksiyonlar1 6zdes olarak sifir olan @ —mertebeden es afin yay parametreli bir egri
incelenecektir. Bu egrinin @ —mertebeden es afin Frenet vektorleri ve klasik es afin egrilik
fonksiyonlar1 ifade edilecektir. Ele alinan egrinin ve klasik es afin egrilik fonksiyonlarinin
grafikleri & nin farkli degerlerine gore resmedilecektir (Sekil 6.4, Sekil 6.5 ve Sekil 6.6).

Sonug boliimii olan 7. Boliimde bir takim agik problemler dnerilecektir. Bu problemlerden
biri (1.2) sadelestirme formiiliiniin keyfi sonlu boyutlu bir afin uzayda nasil uygulanacagi ile
ilgilidir. Bunun i¢in ilk ve 6nemli bir adim olan @ —mertebeden es afin yay parametresinin nasil
tanimlanacagi ifade edilecektir. Bir diger agik problem oOnerisi sabit a —mertebeden es afin
egriligine sahip parametrik egrileri bulmak olacaktir. Son olarak ise bir parametrik egrinin Chen

egri olma durumlarinin klasik ve @ —mertebeden argiimanlarla nasil karakterize edilebilecegi ile



ilgili olacaktir. Bu problemler ger¢ekei olup nasil uygulanacagi hakkinda fikirler verilecektir. Gene
bu boliimde baz1 6zelestirilerde de bulunulacaktir.

Hiilasa bu tez ¢alismasina, [24] numarali arastirma makalesinde sunulan araglarin ve elde
edilen sonuglarin biiyiik bir kisminin 3-boyutlu duruma bir genellemesi olarak bakilabilir.

Ele alinacak tiim parametrik nesnelerin yeterli mertebeden diizgiin fonksiyonlarla

tanimlandig1 kabul edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Diferansiyel Geometriye Dair Temel Kavramlar

Tamim 2.1. A bos kiimeden farkli bir kiime ve V, R cismi {lizerinde n —boyutlu bir vektdr uzayi
olsun. Asagidaki fonksiyon verilsin:

ftAXA-V,(P,Q)» f(P,Q)=Q—P.

Her P,Q,R € Ave hera €V i¢in f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R) ve PQ = a oldugunda Q tek bir
sekilde bulunabiliyorsa A kiimesine V vektor uzayi ile birlesen #2-boyutlu bir afin uzay denir [31].
Uyan 2.1. boy V = boy A dir. Bir afin uzayda iki nokta bir vektor belirtir. Ayrica bir referans nokta
tespit edildiginde uzaydaki her noktaya bir vektor karsilik gelir [31].

Tanim 2.2. V, n-boyutlu bir vektdr uzay1 ve A, V vektor uzay ile birlesen bir afin uzay olsun.

Py, Py, ... ,P, € Anoktalar i¢in {PyP;, PyP,, ... , PyP,} vektor kiimesi V nin bir bazi ise {Py, P;,
..., P, } kiimesine A afin uzayinin bir afin gatis1 denir [31].

Teorem 2.1. A, V vektor uzayi ile birlesen 72-boyutlu bir afin uzay olsun. A da belli bir P, € A
noktasi tespit edildiginde baslangi¢ noktasi P, olan bir afin ¢at1 vardir [34].

Tanim 2.3. V, 3(= R, C) cismi lizerinde vektor uzayi, A, V vektor uzay ile birlesen 7-boyutlu bir
afin uzay ve S={Py, Py, ..., B,} kiimesi de A da bir afin ¢gat1 olsun. x;: A - J fonksiyonu 1< 4 <
n igin PyP =37, a; PyP; ve P - x;(P) = a;, a; € T, olmak tizere (x1(P), x5(P), ..., x,(P)) sirali
n-lisine P noktasinin S = {P,, Py, ... ,P,} afin ¢atisina gore afin koordinatlari, her bir x;(P) ye P
noktasinin 4-yinci afin koordinati, x; fonksiyonuna da A da S afin ¢atisina gore 4-yinci afin
koordinat fonksiyonu denir. Ayrica PyP vektoriine ise P noktasinin baslangi¢ noktasi P, olan S afin
catisina gore konum (yer) vektorii denir [34].

Tanim 2.4. A, V vektor uzayi ile birlesen 72-boyutlu bir afin uzay olsun. Eger V vektor uzay1 bir i¢
carpim uzay1 ise A afin uzayma bir Oklit Uzay: denir. Bu uzayda klasik i¢c ¢arpim ve norm
fonksiyonlari sirasiyla g(,) ve ||-|| sembolleri ile gosterilecektir [34].

Tanim 2.5. Py, Py, ... , P, € A igin {PyP;, PyP,, ... , PyP,} sistemi V vektor uzaynin bir
ortonormal bazi ise {Py, Py, ... , B,} sistemi A igin bir Oklid ¢atist adim alir [34].

Tamm 2.6. A n-boyutlu Oklit uzay1 ve S = {P,, Py, ... , P,} afin catis1 verilsin. {PyP;: 4 =1, ...
,n} sistemi V de ortonormal baz ise S afin catisina bir dik ¢ati ve karsilik gelen afin koordinat
sistemine dik koordinat sistemi denir. Ayrica bu sistemin fonksiyonlarina da Oklit koordinat
fonksiyonlar: denir [34].

Tamm 2.7. R™ ve R™ sirasiyla n — ve m — boyutlu iki reel vektoér uzayr ve U € R", V € R™

olsun. f:U >V, pw f(p) = (i), fL(P), -, fm(p)) vektor degerli fonksiyonu igin eger



fi, f2, - » fm reel degerli fonksiyonlarin tamami her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise o
zaman f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon adi verilir [31].

Tamm 2.8. I € R, I = (a, b) bir acik alt aralik olmak {izere,

r:I->RY terl)=00), 0, ..., n@1)

diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu durumda r(I) ¢ R" alt kiimesine diizgiin bir egri (veya parametrik
bir egri) denir. Ayrica I alt kiimesine egrinin parametre araligi ve t € I reel sayisina da egrinin
parametresi denir [31].

Tanim 2.9. R™ de bir parametrik egri r(i) olsun. Eger parametre araligindaki her bir & degeri i¢in
r'(@) # 0 ise egriye diizenli (regiiler) egri ad1 verilir. Gene parametre araligindaki her bir deger
icin || ' (@) Il =1, ise r(i) egrisine birim hizli egri denir ve bu durumda & parametresine de egrinin
yay parametresi adi verilir [31].

Tamm 2.10. 7 : (a, b)) > R"ve q : (¢, 4) » R™ egrilerii¢ging = r o hve Vc < u < d igin h'(u)>
0 olacak sekilde h : (c,d) — (a, b) diizgiin fonksiyonu varsa q egrisine r nin yoén koruyan bir
yeniden parametrizasyonu denir. Benzer sekilde, ¢ = roh ve Vc < u < d igin h'(u)< 0 olacak
sekilde h : (c,d) — (a,b) diizgiin fonksiyonu varsa q ya r nin yéniinii degistiren bir yeniden
parametrizasyonu adi verilir. Bu durumda h fonksiyonuna da, sirasiyla, pozitif ya da negatif
parametre degisimi (parametre degisim fonksiyonu) denir [31].

Tanmm 2.11. R™ de bir parametrik egri r(&i) ve parametre araligi I olsun. a, b € I olmak iizere a

dan b ye yay uzunlugu diye egrinin r(a) ve r(b) noktalar1 arasindaki egri boyunca uzakliga karsilik
tutulan [” I/ (®)ll dt, t € I reel sayisima denir [31].

Teorem 2.2. R™ de her diizenli egri kendi yay parametresi cinsinden ifade edilebilir [31].

Tanim 2.12. R™ de bir parametrik egri r(t) olsun. r(t) nin tiirev vektorlerinden lineer bagimsiz
olanlaria Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu uygulanmasi ile elde edilen baz vektorlerine
Frenet-Serret vektorleri denir. Eger bu vektorler {V1 Froees ka},k <mn,ise i = (V';,Viz1), 1 <

i < k, fonksiyonuna i —yinci Frenet egriligi ad1 verilir.

2.2. Kaesirli Tiirevler

Tanmm 2.13. Gama fonksiyonu, n nin pozitif degerleri i¢in Euler integrali olarak adlandirilan

[oe]

rn) = f x"le ¥ dx
0

ile tanimlanir [12].
Tamm 2.14. a € (0,1) olmak iizere bir f(t) fonksiyonunun a —mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali



P f(x)
IFf) = F(a)j t—x)@ dx

0

ile tanimlanir [12].
Tamim 2.15. f(t) fonksiyonu, [a, t] kapali arahiginda siirekli ve integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. a« € (0,1) vet > 0 olmak tizere, bir f(t) fonksiyonunun a—inci mertebeden Riemann-

Liouville kesirli tiirevi

o dg 1 d fx)
th(t)—a(ltl f®)-ma f e

0

seklinde tanimlanir [12].

Tamm 2.16. « € (0,1) ve t > 0 olmak iizere bir f fonksiyonunun @ —inci mertebeden Caputo

kesirli tiirev yaklagimi
t

wern _—a(df\_ 1 d[ [ df(x)/dx
Dif(t) =1 <E>—ma jwdx
0
ile tanimlidir [12].

Ornek 2.1. f(x) = x fonksiyonunun % mertebeden kesirli tiirevini Caputo kesirli tlirevi ile

hesaplayalim. O halde a = % oldugundan n = 1 olur ve Caputo formiiliinde a = 0 i¢in integral

alirsak;

X

of 1] 1
t* = 4t
r(z)) «-o2

0

u? = x — t doniisiimii yapilirsa;

X
1 qu
=——| —au
s u
0
0 Vx
! JZd 1]2(1 (Vr—0)
= —— u=— u=— —
Vr T Vr
Vx 0
2
Vr
elde edilir.



3. EGRILERIN Es AFiN OZELLIKLERI

3.1. Diizlem Egrileri

Bu alt bolimde R? diizleminde bir egri icin es afin yay parametresi ve egrilik gibi
degismezler tanimlanacaktir.
Tamm 3. 1. R? diizleminde diizgiin bir parametrik egri

rl cR->R? t e r() = (x(b),y())

t . _d . _d? .. < -
(©) ve ¥ == ve # == olmak iizere eger her t € [ igin

. X
olsun. Matris formunda r(t) = [y(t) = T

det(r (t),7(t)) # 0 ise r(t) egrisine dejenere olmayan bir egri denir. Boyle bir egri i¢in, ty € I
olmak iizere

1
o(t) = ffo det(r (w), #(w))3 du (3.1)

seklinde tanimli ¢: I — R fonksiyonuna es afin yay uzunlugu fonksiyonu denir [2].

Uyan 3. 1. o degiskenine gore tiirevler tire isareti ile gosterilmek tizere zincir kurali geregince

, . dt

r'=7r—,
do

v (dt)z . 4%
" \de) T a0
oldugundan

TN A ..
det(r',r'") = (E) det(r,1) (3.2)
yazilir. Diger yandan (3.1) esitliginde Analizin Temel Teoremi geregince t degiskenine gore tiirev
3

alindiginda det (7 (t),#(t)) = (%) bulunur. Bu ifade (3.2) esitliginde yerine yazildiginda her

o € I igin det(r',r'") = 1 elde edilir ve bu nedenle o parametresine es afin yay parametresi denir
[2].

Tamim 3. 2. R? diizleminde (o) parametrik egrisi dejenere olmayan ve es afin yay parametresi ile
ifade edilmis olsun. {r, ', "'} g¢liisiine es afin Frenet ¢atist ad1 verilir [2].

Uyar 3. 2.

1. Dejenere olmayan bir egri daima es afin yay parametresi ile ifade edilebilir.
det(r’(a),r”(cr)) =1 sarti geometriksel olarak egri boyunca r'(c) ve r'" (o) lizerine
kurulan paralelkenarin birim alana sahip olmasi demektir. r'(¢) ve r''(o) vektor alanlari
Oklit diferansiyel geometrisinde bir egrinin ‘tegeti’ ve ‘normali’ kavramlarinin es afin
karsihiklaridir ve r'(0) = T,(0) ve r''(a) = N, (o) ile gosterilir. N,(o) vektor alanina

Blaschke normali de denilmektedir (bakiniz [2]). SL(2,R) = {4 € R?*2:detA = 1}



olmak iizere (o) egrisi icin agik¢a [T, N,]T € SL(2,R), burada T ile bir matrisin devrigi
ifade edilmektedir.
r(t), t € I, dejenere olmayan bir parametrik egri olsun. Asagidaki gibi bir geometrik
yorum ifade edilir: Kabul edelim ki her t € I i¢in det(¥ (t),#(t)) > 0 olsun. Dolayisiyla
yeterince kiigiik bir § i¢in Taylor a¢ilimi geregince r(t + &) — r(t) = 67 (t) + %6 27 () +
yazilabilir. Kalan terimler ihmal edilerek det(r (t),r(t+6) — r(t)) =
%62det(f (t),#(t)) > 0olur. Bu ise r(t) ile r(t + &) noktalarin1 birlestiren kirigin r(t)
noktasinda ¢izilen tegetin yalnizca bir tarafinda yani, egrinin r(t) civarindaki tiim noktalari
r(t) deki tegetin bir tarafinda yatmast anlamina gelir. Bu ise egrinin bir biikiim noktasina

sahip olmamasi demektir.

Tamm 3. 3. 7(0) ile R? de es afin yay parametreli bir egri gosterilsin. Bu durumda

kq(0) = det(r”(a),r”’(a))
ifadesine r (o) nin es afin egrilik fonksiyonu adi verilir [2].

Uyan 3. 3. R? de r(0) es afin yay parametreli bir egri olmak {izere
det(r’(a),r"(a)) L |

esitliginde tiirev alinirsa

det(r”(a),r”(o)) + det(r’(a),r”’(a)) =0

ya da

det(r’(a),r”’(a)) =0

elde edilirkibur'(o) ver

"""(0) vektor alanlarinin lineer bagimli olmasi demektir. Diizgiin bir f (o)

fonksiyonu i¢in """ (¢) = f(0)r'(0) denilsin. Diger yandan

Kqa(0) = det(r”(a),r”’(a)) = —f(a)det(r’(a),r”(a)) =—f(0)

olup

r'"" (o) + Kk (o)r'(6) =0 (3.3)

vektor diferansiyel denklemi elde edilir.

Ayrica es afin Frenet denklemleri
r'(0) = To(0),

Ta(0) = Ny (0),

Ng(0) = —Kq(0)T,(0)

ve matris formunda

r'(0) 0 1 071]7r)
T,(o) =[0 0 1||T.(0)
Ng (o) 0 —Kxq O0l[{N,(0)
ifade edilir.
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Onerme 3. 1. Es afin yay parametresi ve egrilik R? nin bir es afin doniisiimii altinda degismez
kalirlar. Yani eger (o), o es afin yay parametreli bir egri ve F ile R? nin bir es afin doniisiimiinii
gostermek tizere, (o) = F(r(0)) egrisi de g es afin yay parametresine sahiptir. Ayrica 7 nin es
afin egriligi ile r nin egriligi aymdir [2].

Asagida ifade edilen edilecek olan sonug Oklit diizlemindeki egriler i¢in Temel Teoremin es
afin karsiligidir.
Teorem 3. 1. Bir [ aralig1 tizerinde, bir diizgiin k, = Kk, (o) fonksiyonu verilsin. Bu durumda o y1
es afin yay parametresi ve k, fonksiyonunu da es afin egrilik kabul eden bir diizlem egrisi
mevcuttur. Ustelik diizlemin bir es afin déniisiimiine gore bir tektir. [2]

Es afin egriligi onceden tayin edilen diizlem egrilerini elde etmenin bir yolu (3.3) vektor
diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinden gegmektedir. Daha agik bir sekilde k,(0) = 4, 1 E R,

olmak iizere A sabitinin durumuna gore 2 durum mevcuttur (bakiniz [2]):

2 ...
Durum 1: A = 0 ise diizlemin uygun es afin doniistimlerine gore Kartezyen formda y = g gibi bir

parabol elde edilir.

Durum 2: A # 0 ise diizlemin uygun es afin doniisiimlerine gore Kartezyen formda Ax? + 12y? =
1 gibi bir egri elde edilir. A > 0 ise bu egri bir elips, aksi durumda bir hiperboldiir.

Teorem 3. 2. Sabit es afin egriligine sahip bir diizlem egrisi bir kuadratiktir [2].

Tamim 3. 4. Es afin doniisiimlerin 1-parametreli grubu altinda bir noktanin yoriingesi olan diizlem
egrilerine homojendir denir [2].

Uyan 3. 4. Bir homojen egri {izerinde iki nokta p ve q olsun. Bu egri p Yi q ya gotiiren bir es afin
doniisiim ile ¢izilebilir. Eg afin egrilik bir es afin degismez oldugundan bu homojen egri ¢izilirken
her noktasinda es afin egrilik degismez kalmak zorundadir. Dolayisiyla her homojen egri sabit es

afin egrilige sahiptir. Tersine sabit es afin egrilikli bir dejenere olmayan egri homojendir.  Simdi

yukarida ifade edilen kuadratik egrilerin aslinda birer yoriinge egrisi oldugu ifade edilsin: Ilk olarak

z—z + 2’—2 = 1 elipsi ele alinsin. Bunun es afin egriligi (ab)_§ dir. Buelips aslinda § = % olmak iizere
cost — dsint

A = [ %sint cost ]

ile verilen es afin doniisimlerin 1-parametreli grubu altinda (a,0) noktasinin ydriingesidir.
Gergekten de

1cost — dsint ] ay _ [ac?st]

gsint cost 0 gsmt
dir. Daha sonra Z—z - Z—; = 1 hiperbolii ele alinsin. Es afin egriligi —(ab)_g dir. Bu hiperbol aslinda

(a, 0) noktasinin,
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cosht osinht
=11
A() [gsinht cosht]

ile verilen es afin doniisiimlerin 1-parametreli grubu altinda (a, 0) noktasinin yoriingesidir, yani

[cosht 65inht] [a] _ [acosht
b

% sinht cosht bsinht

dir. y = %xz paraboliiniin es afin egriligi sifirdir. Bu parabol
1 0 ¢

A =|t 1 St?
0 0 1

ile verilen es afin doniisiimlerin 1-parametreli grubu altinda (0,0) noktasinin yoriingesine kargilik

gelmektedir. Gergekten de
t
O] e
0=z
L Bt
dir.

Boylece asagidaki ifade edilebilir:

1 0 t
t 1 2

2
00 1
.

Teorem 3. 3. Dejenere olmayan bir egrinin sabit es afin egrilige sahip olmasi i¢in bu egrinin es afin

dontisiimlerin 1-parametreli grubu altinda bir noktanin yoriingesi olmasi gerek ve yeterdir [2].
Ornek 3. 1. Z +2; = 1 elipsinin egriligi asagidaki gibi elde edilebilir: r(t) = (acost, bsint)
icin 7(t) = (—asint, bcost), ¥#*(t) = (—acost, —bsint) ve det(f(t),i"(t)) = ab dir. Es afin yay
uzunluk fonksiyonu

t 1 1
o(t) = Jo (ab)3dt = (ab)3 t

1
ve yay parametresi cinsinden, t = (ab) 3 g,
1 1
r(o) = <acos ((ab) 30),bsin ((ab) 30))
olur. Buna gore es afin egrilik

Kq(o) = det(r”(a),r”’(a)) = (ab)_é

2 2 2
elde edilir. Benzer sekilde fl— — i_ = 1 hiperbolii igin k,(0) = —(ab) " oldugu gdsterilebilir.

3.2. Uzay Egrileri

Bu alt béliimde R3 uzayinda bir parametrik egri icin es afin degismezler tanimlanacaktir.
Tamim 3. 5. R3 uzayinda diizgiin bir parametrik egri

ril cR->R?, t o 1) = (x(t), (), 2(t))
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x(t)

: . dr ..  d?r

olsun. Matris formunda r(t) = |y(t)| ve 7 = =03
z(t)

icin det(r (t),#(t),7(t)) # 0ise r(t) egrisine dejenere olmayan bir egri denir. Boyle bir egri igin,

.. dd .. <
ver = d—tz olmak tizere eger her t € |

to € I olmak tizere
o(t) = J} det(F (w), #(w), (1)) du (3.4)

seklinde tanimli o: I — R fonksiyonuna es afin yay uzunlugu fonksiyonu denir [8].
Uyari 3. 5. o degiskenine gore tiirev tire isareti ile gosterilmek tlizere Uyar1 3.1 dekine benzer bir
yolla

3
det(r',r",r'"") = (Z—Z) det(r,#,7) (3.5

bulunur. Diger yandan (3.4) esitliginde Analizin Temel Teoremi geregince t degiskenine gore tiirev

6
alindiginda det (7 (t), 7(t),7(t)) = (%) olur ve dolayisiyla her o € I igin det(r',v",r"") =1

elde edilir. Bu nedenle o parametresine es afin yay parametresi denir.
Tamm 3. 6. R® uzayinda r (o) parametrik egrisi es afin yay parametresi ile ifade edilmis olsun.
r'(0) = T,(0), r'""(0) = Ny(0) ve r'""(0) = B,(0) olmak iizere {r(o),T,(0),N,(0),B,(0)}
dortliisiine es afin Frenet ¢atist ad verilir [8].
Burada r (o) egrisi igin agik¢a [T, N, B,]T € SL(3,R) dir.
Tamm 3. 7. (o) ile R3 de es afin yay parametreli bir egri gsterilsin. Bu durumda es afin Frenet
denklemleri
r'(0) = T, (0),
Ta(0) = Ny (0),
Nq(0) = B, (0),
By (0) = —kq(0)Ty(0) — 74(0)Ng (0)
ve matris formunda

r'(0) 0 1 0 0 r(o)
Ti(0)| [0 o 1 0 |7
Ny(@)| [0 O 0 —kq(0) || N, (0)

Bi(0)l [0 —k, —74(0) 0 1B,
ifade edilir. Burada ki
ky(0) = —det (r”(a), r"’(a),r(4)(0))
Ve
1,(0) = det (r’(a),r”’(cr),r(4)(c7))
ifadelerine (o) nin es afin egrilik fonksiyoniar: adi verilir [8].
Buna gore R3 uzaymda r (o) parametrik egrisi igin

Kq(0)Ta(0) + 74(0)Ng(0) + By(a) = 0

13



oldugundan

Ko ()1 (0) + 14(0)r" () + 1@ (6) = 0

vektor diferansiyel denklemi her o icin saglanir. Bu denklem degisken katsayili, lineer ve
homojendir. Eger k, (o) ve t,(0) fonksiyonlar: sabit se¢ilip ilgili diferansiyel denklem ¢oziiliirse
asagidaki sonug ifade edilir. Bu sonu¢ R3 uzayinda sabit es afin egriliklere sahip parametrik egriler
icin bir siniflandirmadir.

Teorem 3. 4. Sabit es afin egriliklerine sahip dejenere olmayan bir r(o) parametrik egrisi

asagidakilerden birine es afin anlamda kongriienttir ([7]):

o? o3
Lr(0) =(0,—,—
r(o) (0 > 6)

-2
2.r(0) = ec",ce“,—e i ,
18c¢>

3.7(0) =131 (—T(ll/za,sin (12/20) ,COS (T;/ZO'))

—2c,0

4.r(o) = <

,e1%sin(c30), ecl"cos(c3a)),

5.7(0) = -1t <—(—Ta)%0', sinh ((—Ta)%d) ,cosh ((—Ta)%O')),

e~2c10

6.7(0) = <

,eC30"eC40' .
C2

Teorem 3.4 aslinda Teorem 3.2 nin 3-boyutlu duruma bir genellemesidir.
Teorem 3. 5. Dejenere olmayan iki parametrik egrinin ayni es afin egriliklerine sahip olmasi i¢in

bu egrilerin es afin anlamda kongriient olmas1 gerek ve yeterdir [8].
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4. KESIRLI MERTEBEDEN DEGiISMEZLER

4.1. Oklitsel Degismezler
R? uzayinda a > 0 olmak iizere r: (0,a) — R?, i — r(iL), bir diizgiin parametrik egri ve
Oklitsel anlamda yay parametresi olsun, yani her i igin ”2—;” = 1dir. (DFr)(3) ile r(it) egrisinin

0 < a < 1 mertebeden Caputo tiirevi gosterilsin. (1.2) ile verilen sadelestirme formiiliintin r (i)

vektor degerli fonksiyonuna uygulanmasindan

a N _ aﬁl—a ﬂ
(Dﬁr)(u) - F(Z—a) dii (41)
olur. Dikkat edilirse (DFr)(it) ve % tirev vektorleri lineer bagimlidir ve ayni yonlidiir.

yl-a
I(DEr) (@) = 1‘“1 (th_a) olup (DFr) (@) birim vektor degildir. Dolayistyla eger (1.2) tiirev formiilii

kullanilacaksa yeni bir ‘yay parametresi’ ne ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamm 4.1. 7: (0,0) — R?, il & r(ii), Oklitsel anlamda yay paramtresi ile verilen bir egri olsun.
Buna gore

1

w: (0,6) > (0,6), &> u(@) = (1" (4.2)

seklinde tanimlanan u fonksiyonuna a —mertebeden Oklitsel yay uzunluk fonksiyonu adi verilir
[20].

Uyari 4.1. (4.2) ile verilen u diizgiin bir fonksiyondur. Ayrica

1

)“alTT“ >0 (4.3)

du 1 ( a?
r2—a)

dii ~ «a
oldugundan u(#) fonksiyonu bileske islemine gore ters fonksiyona sahiptir ve dolayisiyla i
parametresi de aslinda u nin diizgiin bir fonksiyonudur. Bir baska deyimle (4.2) ile verilen u(i)
fonksiyonu bir diffeomorfizm (diizgiin terse sahip olan diizgiin fonksiyon) olup diizgiin bir
parametre degisimidir. O halde bu yeni u parametresi ile r: (0,8) - R?, u - r(u) egrisi i¢in
(Dir)(w) = o dr

'2—a)du
ya da zincir kurali sayesinde

(Dyr)(w) =

aul~?® dr dil
r(2—a) dii du’

(4.4)

Diger yandan (4.2) esitliginden & = "—2

du a

olup (4.4) geregince

i _re-a) g1 (4.5)

(D& () = 2= (W) (4.6)



bulunur ve ||(D&r)(w)|| = 1 dir. Bdylece (4.2) ile verilen u parametresine @ —mertebeden Oklitsel
yay parametresi adi verilir (bakiniz [20]). (4.6) ifadesi sayesinde, r parametrik egrisinin (4.1)
sadelestirme formiilii ve (4.2) ile verilen kesirli mertebeden Oklitsel yay parametresi kullanilarak
elde edilen tiirev vektoriiniin, klasik anlamda elde edilen birim teget vektori ile ayni oldugu
gozlemlenmektedir. Dolayisiyla bu iki yaklasimla elde edilecek Frenet catilari aynidir. Ayrica (4.6)
esitliginde zincir kural1 gozetilerek u parametresine gore tiirev alinirsa

d(Dgr) dud*r
du  dudii?
ya da (4.5) ten

d(D§r) F(2 a) ue- 1d r
du (u) a

z (W) (4.7)

bulunur. Buna gore (4.6) ve (4.7) den parametreden bagimsiz olarak

d(D& re- d re - d’r d
det( ( ur),D3r>=det< ( ” a)u i r>=gu“‘1det<fr _r)

du du2 di a dii?’ di

yazilir. Bu esitlikten, eger bir noktada — Ve Vektor alanlar1 lineer bagimh (bagimsiz) ise o
zaman karsilik gelen noktada % ve D{fr Vektor alanlariin da lineer bagimli (bagimsiz) olacagi

anlamina gelir.

Tamm 4.2. 7: (0,8) - R?, u ~ r(u), a —mertebeden Oklitsel yay paramtresi ile verilen bir egri
olsun. {r(u), Tr(uw), Ny (u)} Frenet catis1 ve g(,) Oklitsel i¢ ¢arpim olmak iizere

dT,
{d}(u)_ < f Nf) (u)

ile tamml1 kg }(u) fonksiyonuna r(u) nin a —mertebeden Frenet egriligi adi verilir. @ = 1 igin

{1} = Ky klasik Frenet egriligidir [20].

Teorem 4.1.7: (0,0) » R?, u ~ r(u), @ —mertebeden Oklitsel yay paramtresi ile verilen bir egri

olsun. K{a} Ve Ky sirastyla a —mertebeden ve klasik Frenet egrilikleri olmak iizere
'2—a
K}“}(u) = fe-a )u“‘lkf (u)
a
dir [20].

Ornek 4.1.7:(0,2m) » R?, @i o r(il) = <pcos( ) psin (;)) ile verilen orijin merkezlip > 0

yarigapli S gemberi goz dniine alinsin. Burada & Oklitsel yay parametresidir ve (4.2) geregince @i =

y u® oldugundan

r(u) = <pcos (% u“) , pSin (% u“))

parametrizasyonu S ¢cemberinin @ —mertebeden Oklitsel yay parametresi ile ifade edilmis halidir.
(4.1) sadelestirme formiilii g6z 6niinde bulunduruldugunda

16



aul~® dr (T2 -a) r2-a)
Tr(uw) = (DFT)(u) = TC—odi (—sm (—u“) ,COS (Tu“»

ve birim normal vektor alani

Ne(u) = <—cos (%u“) ,—sin <% u“))

elde edilir. Tanim 4.2 den

r2—a a1

pa

dT,
K@) =g (d—J. Nf) @ =

rc-a —
( )ua 1

1 . _
- Kr agiktir. p = > olmak flizere a =

olur. Kp(u) = % oldugundan K}{ca} (u) =
0.5,0.7,0.9,1 degerleri igin K}{ca} (u) fonksiyonun grafigi Sekil 4.1 deki gibi resmedilebilir.
K
30¢
28}
26}
24t
2.2}

2.0

u

115 2:0 2:5 3:0
. {a} _2M2-a) 41 . i _ .. . _ ..
Sekil 4.1. cf (w) = ——u"hue [1,3], fonksiyonunun; a = 0.5 i¢in mavi, @ = 0.7 i¢in

turuncu, ¢ = 0.9 igin yesil ve @ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri
Sekil 4.1 den goriildiigii iizere @ degerleri 1 e yaklastikga K]{ca}(u) fonksiyonunun k¢ (u) nin

grafigine yaklagmaktadir. Asagida bir diizlem egrisini « —mertebeden egriligi cinsinden insa etmek
icin bir metot verilmistir (bakiniz [23]): @« —mertebeden egriligi K]Ea} (u) olan bir parametrik egri,

diizlemin bir Oklitsel déniisiimiine gore
FrQ—-a)/(“ _ v
r(u) = — f t% 1cos€(u)dt,f t* sind(t)dt
a o o

seklinde ifade edilir ve burada 8(w) = [ k! (t)dt dir.
Yukarida ifade edilen bu yaklagim 3-boyutlu duruma da genellestirilmistir.

Tamm 4.3.7:(0,6) - R3, u » r(u), a —mertebeden Oklitsel yay parametresi ile verilen bir egri
ve {r (W), Tr(w), N (u), By (u)} Frenet cgatis1 olmak lizere

dT,
W =g (d—J. Nf) @)
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ve
dN
7w =g (d—uf, Bf> W

ile taniml K/ }(u) ve T }(u) fonksiyonlarina r(u) nin a —mertebeden Frenet egriligi ve

burulmasi ad1 verilir. @ = 1 igin K]{c V= Kp Ve T;l} = 7 klasik Frenet egriligi ve burulmasidir [23].

Ayrica K}a}(u) ve T;a} (u) fonksiyonlar: Oklitsel doniisiimler altinda degismezdir (bakimz
[23]). Bir uzay egrisini K}“}(u) ve T}“}(s) cinsinden inga etme yolu [23] numarali ¢alismada ifade

edilmistir. K]{c“] (u) ve T]{ra}(u) fonksiyonlari ile klasik egriler arasindaki iliski asagidaki sonug ile
ifade edilir:

Teorem4.2.7:(0,a) - R3, u - r(u), a —mertebeden Oklitsel yay paramtresi ile verilen bir egri

olsun. K{a} Ve Ky sirastyla a —mertebeden ve klasik Frenet egrilikleri olmak iizere
r2—a) ,_
i @) = =——u g ()
dir. Ayrica 7 9 ve 77 sirastyla @ —mertebeden ve klasik Frenet burulmasi olmak iizere
r2—-a) _
W) = ——— "7 (s)
dir [23].

4.2. Es Afin Degismezler

R? diizleminde dejenere olmayan diizgiin bir parametrik egri

r:lcR->R% t o) = (x(),y(®))

olsun.a: I - Rilea(t) = f det (dr d’ r) du olacak sekilde es afin yay uzunlugu fonksiyonu ve

dr d?r

{T,, N4, k,} ile r(o) nin es afin Frenet elemanlar1 gosterilsin, burada T, = o Na=—=VeK, =

det (No, 2) dir.
0 <a <1 olmak iizere (1.2) ile verilen sadelestirme formiili r(c) vektor degerli

fonksiyonuna uygulanirsa

DFT)(0) = 15 _@Z_; (4.8)

yazilir. Buna gore agagidaki kavramlar ifade edilir.

Tamim 4.4. R? diizleminde (o) ile es afin yay uzunluga sahip bir parametrik egri gosterilsin. 0 <

a<1 ve
3
g
2a+1 a )E]zaﬂ

p(a) = [ D)
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olmak {lizere

3

s:I > R, 0 s(0) =p(a)oza+t (4.9
fonksiyonuna r nin a —mertebeden es afin yay uzunlugu fonksiyonu denir. Ayrica egri boyunca
T, (s) = (DET)(s)

ve

d(D&r)
s (s)

ile taniml1 vektor alanlarina @ —mertebeden es afin teget Ve normal vektor alani adi verilir [24].

Uyari 4.2. (4.9) den

Nt (s) =

-2

3 a 3| 2a+1
fe=a) |

" |2a+1\T2 - a)
yada
W, 2
do _ (as'™*\3
w = (o) (4.10)

yazilabilir. Bu durumda zincir kurali ve (4.8) formiilii kullanilarak

@ (s) = (DEr(s) = as'™® drdo _ as™® daT
a W)= sTNAS "TR-a)dods T(2-a)ds ¢

ya da (4.10) den

TE(s) = () Tals) (4.10)

elde edilir. Burada Ta(s(a)) = % (o) ve Tél}(s) = T,(s) dir. (4.11) esitliginde zincir kurali goz

oniinde bulundurularak s e gore adi tiirev alinirsa

d Té“} 1— —(a+2) % 1-a -2
N (s) = —(ds )5 = B (20 1) + (2s) M) (4.12)

olur, burada Ny (s()) = <2 (o) ve N (s) = Ny(s) dir. Ayrica her s € I igin
det (L%, N = det(T,, N) = 1 (4.13)

oldugundan s parametresine @ —mertebeden es afin yay parametresi denilmektedir. Agiktir ki a =

1 oldugunda o ve s parametrelerinin ¢akigsmaktadir. (4.13) esitliginde s ¢ gore adi tlirev alinirsa

(@)
det (NS7,NI?) + det T}”,#Zcr) =0
yada
(@)
det Té“},% =0
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a(n@
olur. Gériilebilir ki T® ve %

d (NS
ds

vektor alanlari her s € [ igin lineer bagimli olmaktadir. O halde

— @@

olacak sekilde s parametresine bagl bir Kga} fonksiyonunun varligina igaret eder.
Boylece asagidaki ifade verilebilir:

Tamim 4.5. R? de 7(s) @ —mertebeden es afin yay parametresine sahip bir egri olsun. O zaman

NS)

K;“}(s) = det Né“},—(

el 1O

fonksiyonuna r nin & —mertebeden ey afin Frenet egrilik fonksiyonu adi verilir [24].
Uyan 4.3. R?de 7(s) a —mertebeden es afin yay parametresi ile verilen bir egrinin

a —mertebeden es afin Frenet denklemleri parametreden bagimsiz

(D&r) =T,

d (Z‘ia}) _ Néa}’
d (N‘ga}) _ —K({la}Téa}

ds
ve matris formunda

[ b ] o 1 o] "

d(risas|=fo o 1|7
{a}

Li (V@) jas] 10 " O] INg®

yazilir.

Teorem 4.3. R? de dejenere olmayan bir parametrik egrinin @ —mertebeden ve klasik es afin Frenet

vektorleri arasinda

1

asl—a 3
Al — [ <F(2 - “)> ) 0
[1—afas=@2\3 [ gsl-@
| 3 <r(z - a)> (r(z - a))

T
seklinde matris formunda bir iliski vardir, burada A = [Té“} Nc{l“}] ve A = [T, N7 icin A%,

1
3

.
I
|

A € SL(2,R) dir [24].

Teorem 4.2 dikkat edildiginde @ —mertebeden es afin Frenet vektorlerin klasik es afin
Frenet vektorlerden farkli oldugu ve dolayisiyla Oklitsel durumdan farkli bir sonug elde edildigi

gozlemlenebilir.
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Teorem 4.4. R? de dejenere olmayan bir parametrik egrinin @ —mertebeden ve klasik es afin

egrilikleri arasinda

1
1- +2 r2-a)\s .
K({la}(s) = 0;)5(;‘ ) 4 (asl_‘fx )3 Kq(S), seklinde
bir iliski vardir [24].

Ornek 4.2.7(s) ile R? de k,(s) = A € RKklasik es afin egrilikli kuadratik egri gosterilsin. O zaman

K({la}(s) =

1-a)(a+2) 41 (F(Z - a))%l

9s2 asl-«

(1-a)(a+2)
9s2

Ozellikle eger r(s) bir parabol ise (yani A = 0 ise) bu durumda ;cfl“}(s) = olur ve Sekil

4.2 deki gibi resmedilebilir. Eger r(s) Oklitsel manada bir birim ¢ember ise (yani A = 1 ise) 0

Zaman

KB (s) =

1-a)(a+2) N <l"(2 - a))g

9s2 asl-«

olur.
0.10+
0.08 1
0.06 -
0.04 -

0.02 -

S
15 20 25 3.0

Sekil 4.2. Kfl“}(s) = %,s € [1,3], fonksiyonunun; a@ = 0.5 igin mavi, @ = 0.7 igin turuncu, a =
0.9 i¢in yesil ve a@ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri

Asagida R? de es afin diizlem egrileri i¢in Temel Teorem’in @ —mertebeden es afin egrilik
cinsinden benzeri ifade edilecektir. Sonra @ —mertebeden sabit es afin egrilikli diizlem egrilerinin

siiflandirmalarindan bahsedilecektir.

Teorem 4.5. Bir [ araligi lizerinde diizgiin bir fonksiyon K({la} olsun. Bu durumda, R? nin bir es afin

doniisimiine gore Kc{la} fonksiyonunu « —mertebeden es afin egrilik olarak kabul eden bir tek

parametrik egri vardir [24].
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Teorem 4.6. r(s) ile R? de @ —mertebeden es afin yay uzunluguna sahip bir egri gosterilsin. Eger

r(s) a —mertebeden Kga} = c € R sabit es afin egrilige sahip ise o zaman asagidakilerden birine

es afinsel anlamda denktir ([24]):

o =220,

a a’'a+1

_ a-1
r(s) = ¥<I s% 1 cos(Ves) ds, f S_\/E sin(ﬁs)ds),c # 0,

_ a-1
r(s) = @ <j s% 1 cosh(v=cs)ds, S—sinh(\/—_cs)ds) ,c#0.

—C

Ornek 4.3. r(s) ile R? de a —mertebeden es afin yay uzunluguna sahip ve k%) = 0 bir egri

gosterilsin. Bu durumda Teorem 4.6 geregince

I2-a) <i s“+1>

r(s) = a a’'a+1

dir ve Sekil 4.3 deki gibi resmedilebilir.

y

)

o

IS

w

N

[

X
1 2 3 4 5 6

s Sa+1

. _r@2-a
Sekil 4.3. r(s) = Y (a Yt

icin yesil ve @ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri

),s € [0,3], egrisinin; @ = 0.5 i¢in mavi, « = 0.7 i¢in turuncu, a = 0.9
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5. UzAY EGRILERININ KESIiRLi MERTEBEDEN DEGISMEZLERI

R3 uzayinda dejenere olmayan diizgiin bir parametrik egri

r:(0,0) - R®, t = 7(t) = (x(8), y(©), 2(t))

1

dr d?r a3
Ui r) du olacak

olsun, burada 8 > 0 reel pozitif sabittir. : (0,0) = Rile a(t) = f de t(du i

sekilde es afin yay uzunlugu fonksiyonu ve {T,, N,, By, kg, To} ile (o) nin es afin Frenet

dr d?r d r

.t dB
elemanlar1 gosterilsin, burada T, = o N, = et By = — ve k, = —det (Na,Ba, 6“), Ty =

det (To, Bo, 22) dir.

0 < a <1 olmak tizere (1.2) ile verilen sadelestirme formiili r(o) vektor degerli

fonksiyonuna uygulamrsa

(Dg7)(0) =

yazilir. Buna gore

- dr
F(z a) do

(5.1)

Tamim 5.1. R3 uzayinda 7:(0,0) » R3, o » r(0) ile es afin yay uzunluga sahip diizgiin bir

parametrik egri gosterilsin. 0 < o < 1 ve
2

a+1 a %aﬂ
2 (F(Z—a))]

olmak lizere

pla) =

2

5:(0,0) = (0,€), 0 » s(0) = p(a)ga+t (5.2)
fonksiyonuna r nin @ —mertebeden es afin yay uzunlugu fonksiyonu adi verilir. Ayrica egri boyunca
T34 (s) = (DEr)(s), (5.3)
N (s) = L0 (), (5.4)
Bl (s) = L&D (5) (5.5)

ile tamiml1 vektor alanlarina a —mertebeden es afin teget, normal ve binormal vektor alam adi
verilir.
Onerme 5.1. R3 uzayinda r(s) ile @ —mertebeden es afin yay uzunluguna sahip diizgiin bir

parametrik egri gosterilsin. Bu durumda (5.3), (5.4) ve (5.5) ile taniml1 vektor alanlar1 ve her s igin
det (T, NS, BI) = 1 (5.6)
dir.

Ispat: (5.2) den

2 as~1-@ _71
o) =1, <r(2 — a))

ya da




-1
do _ (as'Te\z
as ()= (F(Z—a)) (5.7)

yazilabilir. Bu durumda zincir kurali ve (5.1) formiilii ve zincir kurali kullanilarak

1-a d d 1-a d
T/9(s) = (DET)(s) = —FZ‘ZS — (5o22) &) = —F‘g — (o7e) ®
yada (5.7) den
TE(s) = (=) Ta(s) (5.8)

elde edilir. Burada T, (s(a)) = % (o) ve Tél}(s) = T,(s) dir. (5.8) esitliginde zincir kurali g6z

ontinde bulundurularak s e gore adi tiirev alinirsa

{a} -1-a %
NS (s) = @ ) =55 (55=5)" Tals) + Na(s) (5.9)

olur, burada N,(s(0)) = % (o) ve NI (s) = N,(s) dir. Gene (5.9) esitliginde zincir kural gz

ontinde bulundurularak s e gore adi tiirev alinirsa

1

B (s) = d(Z—:}) ) == (E5) () Tuls) + 257 Nals) + (;“(Sz_a)f Bu(s) (5.10)

olur, burada B, (s(0)) = % (o) ve B({ll}(s) = B, (s) dir. Ayrica her s(a) igin
det(Tq, Ng, By) =1
ifadesi ile birlikte (5.8), (5.9) ve (5.10) esitlikleri ve determinant fonksiyonunun 6zellikleri goz

Ontline alinirsa

| =

-1

1-a 1-a B
det (T,l{“},Né“},Béa}) = (r?zs — a)>2 (r?zs — a)> : det(T,(s), Ny(s), Ba(s)) = 1

elde edilip ispat tamamlanir.

Uyan 5.1. Onerme 4.1 geregince det (Téa}, Néa}, B({la}) = 1 saglandigindan (5.2) ile tanimli s
parametresine a —mertebeden es afin yay parametresi denilmektedir. Agiktir ki @ = 1 oldugunda
o ve s parametreleri ¢cakismaktadir. Ayrica verilen egrinin o klasik es afin parametresi uzayin es

afin doniisiimleri altinda degismez oldugundan, (5.2) esitliginden agiktir ki s de es afin doniisiimler

altinda degismezdir. Simdi (5.6) esitliginde s e gore adi tiirev alinirsa

d (B
det (NS, NE?, B + det (1L, B{7, BL™) + det | 7L, Né“},% =0
ya da
d (B
det | T!¥, Né“},% ~0
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a(B!™
yazilir. Goriilebilir ki Téa}, Nc{la} ve % vektor alanlar1 her s € [ i¢in lineer bagimli olmaktadir.

Bu ise

d (B
(dz ) — _K(ga}T;a} _ T({la}Néa}

la} |, ({la} fonksiyonlarinin varligina isaret eder.

olacak sekilde s parametresine bagl diizgilin
Boylece asagidaki tanim verilebilir:

Tamim 5.2. R3 uzayinda r(s) ile dejenere olmayan ve diizgiin bir parametrik egri olsun. O zaman

Kg“}(s)=—det<1v{“} B, (5 ))() (5.11)
ve

{a}
rg‘”(s)=det<T{“} B, (e ))() (5.12)

seklinde tanimli fonksiyonlara r nin @ —mertebeden es afin Frenet egrilik fonksiyonlari ad1 verilir.
Tamm 5.3. R3 uzayinda r(s) ile @ —mertebeden es afin yay parametresi ile verilen bir egri

gosterilsin. @ —mertebeden es afin Frenet denklemleri parametreden bagimsiz
(D&r) = TS,
{a}
a(ra) _ N
ds o
d (NS

{a}
= B'%
ds a

d (B
(d: ) _ _K‘{la}Téa} _ T({za}Nc{la}

ve matris formunda

T
{a} 0 1 0 0
(T )/ds 0 0 1 of|T®
d(NP)jas| 7[00 0o 1|yt
{a} {a}
[ ( {KZ}) J 0 Kaa ‘[aa 0 [Béa}J

dir.

Onerme 5.2. R3 uzayinda dejenere olmayan bir parametrik egrinin @ —mertebeden ve klasik es

afin Frenet vektorleri arasinda matris formunda
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1

asl=® \2
<F(2 — a)) 0 0

1
_ > —1-

dq,{a} = 1 a( a )2 S 2 = 1 0 c}q,y
2 \FZ—a)

3 1—a?®\ [ as™ 3¢ % l-a | ast=@ \ 2z
___< 4 )(r(z-@) 2 ° <F(2—a)> ]

T
seklinde matris formunda bir iliski vardir, burada A% = [Té“} N Bé“}] ve A = [T, Ny N,]"

icin A}, A € SL(2,R) dir.
Ispat: (5.8), (5.9) ve (5.10) esitliklerinin matris formunda yazilmasi ile ispat tamamlanir.

Uyan 5.2. Onerme 5.2 geregince @ —mertebeden es afin Frenet vektorler klasik es afin Frenet

vektorlerden farklidir ve dolayisiyla Oklitsel durumdan farkli bir sonug elde edilmistir.

Teorem 5.1. R® uzayinda dejenere olmayan bir parametrik egrinin a —mertebeden es afin
egrilikleri es afin doniisiimler altinda invaryanttir. Ustelik klasik & —mertebeden ve klasik es afin

egrilikleri arasinda

-3

(B+a)(-1+a) _ 1=a N7 (1-a)F(2-a) ,_
Kfla}(s) = %s 3+ (;((Sz—a)) * ky(s) — %s“ 27,(9) (5.13)
ve

B+a)(1-a) _ asi-a\71
T({la}(s) =5 2 4 (F(Z—a)) 74(8) (5.14)

seklinde iliskiler vardir.
Ispat: Oncelikle (5.13) ve (5.14) esitliklerinin dogru oldugu gosterilsin. (5.10) esitliginde zincir
kurali ve (5.7) kullanilarak s e gore adi tiirev alinirsa

a(8s")
ds

(s) = D(s)Ta(s) + E(s)Ng(s), (5.15)

burada

1
(3 + a)(l - az) a5_5—a 2 asl—a -1
P = < 8 ) (F(z — a)> a (m) Kq(s),

B+a)(-1+a) _ ast=* \ 7
4 S 2 (m) Ta(S).

E(s) =

Diger yandan (5.9), (5.10) ve (5.15) esitlikleri (5.11) de yerine yazilirsa

k¥ (s) = —det(GT, + No, HT, + KN, + LB,, DT, + EN,)(s) (5.16)
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olur, burada

2 \TZ—-a)
1
i) = 1—a?\ [ as 37 *\2
) _< 4 )(r(z-@) '
l—a _
K(s) = 5 1
-1
asl—@ \z
L(s) = (r(z — a))

dir. Determinant fonksiyonunun 6zellikleri ve det(T,, N,, B,) = 1 kullanilarak (5.16) esitliginden

k¥ (s) = EGL - DL,
bulunur. E, D, G ve L fonksiyonlarinin degerlerinin yerine yazilmasi ile (5.13) elde edilir. Benzer

sekilde (5.8), (5.10) ve (5.15) esitlikleri (5.12) de yerine yazilirsa

1
1-a

() = det <%>2 T, HT, + KN, + LB, DT, + EN, | (s)
olur. Determinant fonksiyonunun ozellikleri ve det(T,, Ny, B;) = 1 kullanilarak (5.14) esitligi
elde edilir. Son olarak Uyar1 5.1 geregince s parametresinin es afin doniisiimler altinda degismez
kaldig1 bilinmektedir. Ustelik k,Ve T, verilen egrinin es afin degismezleri oldugundan, (5.13) ve
(5.14) esitliklerinin sag taraflarindaki ifadeler es afin doniisiimler altinda degismez kalacaktir. Bu
ise K,{la] ve T,{la} fonksiyonlarinin verilen egrinin es afin doniisimler altinda birer degismezi olacagi
anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 5.1 i¢in asagidaki sonuclar ifade edilebilir.

Sonu¢ 5.1. R3 uzayinda dejenere olmayan bir parametrik egrinin klasik es afin egrilikleri zdes

olarak sifir olsun. Bu durumda @ —mertebeden es afin egrilikler

K'Ela}(s) = (3+a)i——1ﬂf)s_3 (517)
ve
() = malﬁfz (5.18)

formundadir. Ayrica

SKEla}(S) + T({la}(s) =0 (5.19)

dir.
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Ispat: Eger klasik es afin egrilikleri 6zdes olarak sifir, yani k,(a(s)) = t4(a(s)) = 0 ise 0 zaman
(5.13) ve (5.14) esitliklerinden, sirastyla (5.17) ve (5.18) esitlikleri elde edilebilir. Ustelik (5.19)
ifadesi (5.17) ve (5.18) esitliklerinin bir sonucudur.

Sonug¢ 5.2. R3 uzayinda dejenere olmayan bir parametrik egrinin @ —mertebeden es afin egrilikleri

0zdes olarak sifir olsun. Bu durumda klasik es afin egrilikler

Kq(0) = &) (e a)_3 (5.20)
ve
74(0) = - &A1) (”T“)_3 o2 (5.21)

formundadir. Ayrica

oky(0) +1,(0)=0 (5.22)
dir.

Ispat: Eger @ —mertebeden es afin egrilikleri 6zdes olarak sifir ise 0 zaman (5.14) ten

aB+a)(-1+a) _q1_g4
ATr(2-a)

Tq(s) = (5.23)

yazilir. (5.2) esitligi burada yerine yazilirsa (5.20) elde edilir. Simdi her s i¢in K({la} (s) = 0 olmas1
ve (5.23) ifadesi (5.13) esitliginde yerine yazilirsa

B+a)(1-a?) (as‘l‘“)z
8 r-a)

Kq(s) =

bulunur. Burada (5.2) esitligi goz 6niine alindiginda (5.20) elde edilir. Ustelik (5.23) esitligi (5.21)

ve (5.22) nin bir sonucu olup ispat tamamlanur.
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6. ORNEKLER

5. Boliimde ortaya atilan fikirler ve elde edilen sonuglar bu boliimde 6rneklendirilerek
karsilik bulacaktir. Ayrica gesitli grafiklerle desteklenecektir.

Ornek 6.1. R® uzayinda asagidaki gibi bir parametrik egri verilsin.

d? o3
r(a)z( - 6) o€ (0,6),e>0,

Bu egri Sekil 6.1 deki gibi ifade edilir. Burada
2

o
dtdrdzrd3r()_107_1
¢ do’'do?’ do3 ? o 1 o]
0O 0 1

oldugundan o parametresi r(a) egrisi i¢in es afin yay parametresidir. Buna gore bu egrinin klasik

es afin vektorleri
__dr _ a2
To(0) = =) = (1,6,5)

d*r
Na(a) = F(a) = (0,1, O-)P

3

d°r
Ba(O') = F(a) = (0'0'1)
seklindedir. % = (0,0,0) oldugundan Tanmim 3.7 geregince klasik es afin egrilik fonksiyonlar

parametreden bagimsiz sifir fonksiyonlaridir, yani k, = 7, = 0. Simdi (o) parametrik egrisinin

a —mertebeden nicelikleri elde edilecektir: Bunun i¢in 0 < a < 1 olmak {izere
2

a+1 a % @+l
2 (F(Z—a)) 0‘

a —mertebeden es afin yay uzunlugu fonksiyonunu alalim. Burada agiktir ki

5:(0,0) » R, 0 » s(0) =

2 [asT'¢ 7
=11 <r(2 - a))
ve boylece 7(s) = r(a(s)) i¢in

-1 -1 3
a \z 1) 2 7 et PR
T(S) - (E (F(Z—a)) s 'E[a+1 F(Z a) ] "6 la+1 F(Z a)) sz ] ) (61)

olur. Ayrica klasik es afin vektorler s parametresi cinsinden

T (s) = 2 [as™1™@ 7 2 as~im@\7!
) ={117g (r(z - a)) "+ a)? (r(z - a)) ’
-1

2 as1-@\ 2
No(s) =1 0,1, < > ’

—_

1+a\lI'2—-a)



B,(s) = (0,0,1)
seklinde yazilir. Simdi (5.1) sadelestirme formiilii kullanilarak (6.1) esitliginde s parametresine

gore tlirev alinirsa

1 -1
1) = 2o = () s i (s ©62)
bulunur. (6.2) de s parametresine gore adi tiirev alinirsa
(@) 2 i-a L oita
N (s) = dZ_as(s) = (1_70( (r(za—a))2 52 ﬁ(;:f)z (r(za—a)) 2 ST) (6.3)
olur. Gene (6.3) de s parametresine gore adi tiirev alinirsa
1 -1
B(s) = dzé‘*} (s) = (a:_l (r(za—oc))E S0, 2(3110;) (r(za—a))TS —1;“) (6.4)

seklinde a —mertebeden es afin Frenet vektorleri bulunur. Burada determinant ozellikleri

kullanilarak

2
2 2
) s s 1+as
A 1—-«a 3+a
{a} pla} pla} _ .
det(Ta ,N; B, )(S)_(1+a)2 7S 1 Tra’ =1
a’—1 3+a
0
4 2

oldugu elde edilir ki Onerme 5.1 karsihk bulmaktadir, yani s a —mertebeden es afin yay
parametresidir. Simdi (5.8), (5.9) ve (5.10) esitliklerinin bu 6rnek nezdinde karsiliklar ifade
edilecektir. (6.2) esitligine yeniden bakilirsa agiktir ki (5.8) esitligi saglanmaktadir, yani

ol el e i
) = (%)ZTG(S) - (:(szl-:))z <1ﬁ(§zia§) e (??zi;) >

(6.3) esitligi i¢in kolayca goriiliir ki

1
la} gy = 1za (asi7\2 _
NENs) = 55 (Fomm)” Tal®) + Na(s) =

1

— —1-a\y -1-a —1-ay~1 T
e (1) w ) ) )

olup, (5.9) saglanmaktadir. Gene (6.4) esitliginden

-1

1 -1

BI(s) = - (55) (B) 7u() + 557 Na() + (20) Bals) =

_ NI - ctman -1 _ I

- (1 4“2) (:(qzia))z <1'1-|2—_a (clfzzia)) ’ ’ (1-|—2a)2 ((;(gzia)) > + 1Tas_1 <0'1'ﬁ (?Ezia)) ’ ) +
-1

(fome)” @01

oldugu goriilebilir. Yani (5.10) esitligi de saglanmaktadir. Burada Onerme 5.2 karsilik bulmustur

¢linkii bu 6nermenin hipotezi (5.8), (5.9) ve (5.10) esitliklerinin matris formunda yazilmasindan
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ibarettir. Simdi Teorem 5.1 i¢in bu 6rnek nezdinde dogrulama yapilacaktir. @ —mertebeden es afin

egrilikler i¢in

dB@ B+ a)(1 —a?) a« \z S« (B3+a)(-1+a) « \7 it
ds (S):< 8 (F(Z—a)) s 2.0 41+ a) (F(Z—a)) 7 )

hesaplansin. Buna gére Tanim 5.2 den

d (B

) = —det | N, 51, 0 ) )

11—« a % —lz—a 2 3+« a —71 1+Ta
2 (r(z _ a)) s a+1 (a+ 1)2 (r(z _ a))
= — a’—1 a % —3-a 3+ta a _T —1+a
4 (r(z _ a)) s 2 0 21+ @) (r(z _ a)) ?
B+a)(1-a?) a % —5-a B+a)(-1+a) a - -3+a
8 (r(z _ a)) iy 0 4(1 + ) (r(z _ a)) ?
_(-1+a)B+a) o3
B 4
ve
B
T({la}(s) = det Tia}, Bc{l“},% (s)
1 -1
a 2 1—Ta 2s 2 ( a )T 3+Ta
(F(Z—a)) s a+ 1 @+ 12\r2-a) °
- a’—1 a % —3-a 34+a a - -l+a
4 (r(z _ a)) s 2 0 21+ @) (r(z _ a)) ?
B+a)(1-ad); a \3 -5« B+a)(=1+a)/ a \z -3+
8 (r(z _ a)) s 2 0 4(1 + ) (r(z _ a)) ?
_(A-a)B+a)s™?
B 4

elde edilir. Buradan da goriiliir ki Teorem 5.1 de yani (5.13) ve (5.14) esitliklerinde k;, = 7, = 0

alindiginda meydana gelen sonuglar Ornek 5.1 ile o&rtiismektedir. Kéa}(s) ve Tfla}(s)

a —mertebeden es afin egrilik fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 6.2 ve Sekil 6.3 deki gibi

resmedilebilir. Burada eger a # 1 ise agiktir ki Tga}(s) + sxga}(s) = 0 dir, yani sonug 5.1 deki
iddialar burada gene karsilik bulmaktadir.
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2

Sekil 6.1. r(o) = (a,—,—) ,0 € [0.5,5], parametrik egrisi

3

g g

26

15 25 -0

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

W}ﬂsﬁ,s € [1,3], fonksiyonunun; a@ = 0.5 igin mavi, @ = 0.7 igin turuncu,

a = 0.9 i¢in yesil ve @ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri

Sekil 6.2. k¥ (s) =
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0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

S

15 2.0 25 3.0

(1-a)(3+a) 52
4
0.9 i¢in yesil ve @ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri

Sekil 6.3. 7Y (s) = ,s € [1,3], fonksiyonunun; @ = 0.5 i¢in mavi, @ = 0.7 i¢in turuncu, a =

Ornek 6.2. 0 < a < 1 olmak iizere R? uzayinda asagidaki gibi bir parametrik egri verilsin
B F(Z A CZ) <Sa Sa+1 Soc+2

r(s)

a a’a+12(a+2)

),s € (0,8),e > 0.
a nin farkli degerlerine gore bu parametrik egri Sekil 6.4 deki gibi ifade edilebilir. (5.1)

sadelestirme formiilii kullanilarak s parametresine gore tiirev alinirsa
1-a 2
as dr s
D¢r)(s) ==———=|1,5—
(DsT)(s) r2—-a)ds < 2)
bulunur. Yeniden s parametresine gore klasik tiirev alinirsa

d(Dg'r)
ds

(s) =(0,1,s)

ve

d?(D¥
%(s) =(0,0,1)

olmaktadir. Buna gore

2
s
d(D&r) d?(D&r) 1 s —
, (s) = 2

ds ds? 0 1 s

det <D§"r,
0 0 1

oldugundan s parametresi r(s) egrisi i¢cin &« —mertebeden es afin yay parametresidir.

Uyant 6.1. Burada (5.1) sadelestirme formiilii kullanilmadan klasik tiirev islemi alinirsa s

parametresinden yay parametresi olma 6zelligi elde edilemez. Gergekten de

dr r2-a satl
ds a

2
d?r F(Z—a)( a+1 >
= — Sa )

_ _ a-—-2 a—-1
dsz(s) (@ —Ds* % as* 7, 5
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3 J—
Z_SZ (S) = ¥<(Q — 1)(6! _ Z)Sa_S, a(a _ 1)5““2, a a+1 Sa_1>

2
olup
Sa—l Sa Sd+1
det (ﬂ'd_zrd_%> (s) = <M>3 (a —1)s%2 as* 1 z +21 5@
ds’ds?’ds3 a 2
(a — D(a—2)s*3 a(a—1)s*2 aaT-}-ls"“1

(T2 —-a)s*! 3
-(F=)

yazilir. Bu ifade s ve a parametrelerine bagli oldugundan es afin yay parametre Ozelligi

gostermemektedir. Bunun gergeklesmesi i¢in oncelikle (5.2) esitligindeki gibi s yerine

2

1 Ja+1
s = “TH (F (Za_a))z 0] yazilmalidir, burada ¢ egrinin klasik es afin yay parametresidir.

Ornek 6.2 ye devam edilsin: @ —mertebeden es afin Frenet vektorleri

16 = 006 = (155 )

N (s) = (0,1, 9),

d(N?)

B (s) = ———

(s) =(0,0,1)

. . a(Bg)

seklinde elde edilir. Buna gore — (s) = (0,0,0) oldugundan (5.11) ve (5.12) esitlikleri
geregince agikca Kga}(s) =0 ve T({la}(s) = 0 dir. Bir bagka deyimle r(s) parametrik egrisinin
a —mertebeden eg afin egrilik fonksiyonlar1 6zdes olarak sifirdir. Sonug 5.2 den bu egrinin klasik

es afin egrilik fonksiyonlar1 s parametresi cinsinden

aB+a)(—-1+a) J

W) ===y
ve

B+ -a?)(as™' 2
Ka(s) = 8 (r(z - a))

ya da o klasik yay parametresi cinsinden

ke(0) = B+ )1 —a®)((1+a)s)

Ve

1,(0)=—-CB+a)(1—a®)(1+a) 3072
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seklinde olur. Burada ok, (0) + 7,(0) = 0 oldugu goriilebilir. k, (o) ve 7,(0) fonksiyonlarinin

grafikleri Sekil 6.5 ve 6.6 deki gibi resmedilebilir.

N

6

s¥H1 _gieagh? £ L. . ..
),s € [0,3], fonksiyonunun; a = 0.5 i¢in mavi, & = 0.7 i¢in

s@

. _ -
Sekil 6.4. r(s) = a (a " a+1’ 2(a+2)
turuncu, ¢ = 0.9 igin yesil ve @ = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri

Ka

025+

0.20 ¢

0.15¢

0.10

0.05

ag

25 3.0

15 2.0

Sekil 6.5. k,(0) = 3 + a)(1 — a®)((1 + a)o)~3, 0 € [1,3], fonksiyonunun; a = 0.5 i¢in mavi, @ = 0.7
icin turuncu, @ = 0.9 i¢in yesil ve a = 1 i¢in kirmizi renkte ¢izilen grafikleri



Ta

-0.1¢

-0.2¢

-0.3r

—04f

-05¢

Sekil 6.6. 7,(0) = -3+ a)(1 —a®)(1 + a) 3072,0 € [1,3], fonksiyonunun; a = 0.5 i¢in mavi,

a = 0.7 i¢in turuncu, @ = 0.9 i¢in yesil ve @ = 1 i¢in kirmiz1 renkte ¢izilen grafikleri
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7. SONUC

Kesirli analiz teknikleri (6zellikle Caputo kesirli tiirev operatorii) kullanilarak egrilerin
diferansiyel geometrisi ¢alisildi. Bunu yaparken Caputo kesirli tiirev operatoriiniin dogasi geregi
bileske fonksiyonu ve Leibniz kuralina dair baz1 dezavantajlarindan 6tiirti, Giris boliimiinde ifade
edilmis olan (1.2) sadelestirme formiiliiniin kullanilmasi elzemdi. Bu sadelestirme formiilii ile
birlikte kesirli tiirevin ¢alismamizdaki etkisi kisith oldu, maalesef! Yani bu tezde elde edilen
sonuglar kesirli analiz tarafinda degil de daha ¢ok diferansiyel geometrik kisimda karsilik buldu.
Elde edilen sonuglar Diferansiyel Geometri ve Kesirli analiz pencerelerinden asagidaki gibi
yorumlanabilir:

1. (1.2) sadelestirme formiiliiniin vektdr degerli fonksiyonlara uygulanmasi ile R3 uzayinda
dejenere olmayan diizgiin bir parametrik egrinin @ —mertebeden geometrik nicelikleri
ifade edilmistir. Agik¢a @ —mertebeden es afin yay parametresi, Frenet vektorleri, Frenet
formiilleri ve egrilik fonksiyonlar1 tanimlanmigtir. Bu tanimlanan araglarin klasik olanlarla
arasindaki iliskiler analiz edilmistir. Ornekler ve ¢izilen grafikler sayesinde teorik sonuglar
detayli olarak irdelenmistir. Sunulan tez ¢alismasina [24] numarali arastirma makalesinde
ortaya atilan fikrin 3-boyutlu duruma genellestirilmisi olarak bakilabilir.

2. Kesirli analiz penceresinden (5.13) ve (5.14) esitlikleri daha yakin bir alakayr hak
etmektedir. Bu esitlikler bize bir egrinin baslangi¢c aninda ¢ok yiiksek a — mertebeden es
afin egriliklere sahip oldugunu ve zamanla bu degerlerin azaldigini ima etmektedir. Bu ise

kesirli tiirevin zamanla azalan hafiza etkisini isaret eder.



ONERILER

Bu alt boliimde {i¢ farkli arastirma problemi Onerilerinde bulunulacaktir. Problemlerin
¢Ozlimlerine dair fikirler de ifade edilecektir.
1. Problem: R? diizleminde bir parametrik egrinin a —mertebeden es afin argiimanlarinin
tanimlanmasi, yani (1.2) sadelestirme formiiliiniin uygulanmasi i¢in asagidaki gibi bir

parametreleme yapilmasi gerekmektedir ([24]):

3

2 Jza+1
_ 2a+1 a 3
$= [ 3 (r(z—a)) U] ' (7.1)
Ayrica (5.2) formiilii burada tekrardan yazilsin ve yeni bir denklem numarasi verilsin:
2
a+1l a % @t
i (F(Z—a)) G] . (7.2)

(7.1) ve (7.2) esitlikleri agik¢a birbirinden farklidir ve dolayisiyla (1.2) sadelestirme formiiliiniin
R? ve R3 uzaylarinda uygulanabilir olmasi igin farkli parametre ifadeleri kullanilmasi
gerekmektedir. Bu sayede soyle bir geometrik sorgulama yapilabilir: R™, n > 2, uzayinda (1.2)
sadelestirme formiiliinii uygulayabilecek ve n degerine bagl bir genel es afin yay parametresi
ifadesi var midir? Bu sorunun yaniti evettir ve cevabi kisaca asagidaki gibi verilebilir: R™ uzayinda

klasik es afin yay parametreli bir r(o) egrisi ve bu egrinin klasik es afin Frenet vektorleri

dr d?r ar'r _d"r

{Via:Vaa, -+ Vin-1)a Vna} 0lSUN, burada Vig = —,Vaq = ==, . Vin-1)a = gonis Voa = 5o Ve

her g igin det(Vi4, Vaq, .-, Vo) () = 1 dir. Ayrica x, y # 0 reel sabitler olmak tizere

1

1 \x
S = (; O') (73)
tanimlansin. Bunun i¢in 0 = ys* ve dolayisiyla
do _ x—1
o = Xys (7.4)

dir. Buna gore (1.2) ve (7.4) esitliklerinden ve zincir kuralindan

as'™% /drdo o«
r2-a (da ds) () = r2-a) Xy

seklinde Va{la } Vektorii tamimlansin. Sonra zincir kural kullanilarak

Vz{g}(s) — d (V{“})

V8 (s) = (DEr)(s) = S¥TV,4(s)

(s) = (= IV1a(8) + ——— ()27 Wy (),

( )

yazilir burada (...) ifadesi ile islemler igerisinde etkisi olmayacak terimler kast edilmektedir.
Devam edilirse
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d (<
i) = M(S) = (. IV1a(s) + (- )V2a(s) +

L (xy)3s3x—a—2V (S)
ds r2-oa) 3al>/r

Benzer sekilde zincir kurali gozetilerek tiirev islemine devam edilirse

{a}
(s = e ) G (s)

ds

= (Ve (S) + (Vo () + (- )V3a(s) + T

R BT ()

bulunur. Aciktir ki bu siire¢ boyle devam edildiginde

d (Ve
hi(s) = U (;:)a) (s)
= ()V1a(8) + (- )V2a(8) + =+ (- Win-1yas)

a
+ g ey G ()

elde edilir. det (Vl{;}, Vz{g Y ({f_}l) a,v,fg‘ }) = 1 olacak sekilde bir s parametresi aranmaktadir.
Buna gore determinant 6zellikleri kullanilarak
det (G0, . V{8 Vi) ()

a n n(n+1) n(n+1)x—na’ nn-1)
=<m> xy) 2z s 2 2 det(Vig,Vaa - Vo) (S)

ve dolayisiyla

{a} [ {a} {a} {a} _ a n n(n+1) nn+1) o nn-1)
det(vlj‘,vzg‘,..., (,f‘_l)a,vng)(s)—(—r(z_a)) (xy)” 2 s z M2

ili itlis1 ; : I Dy pg-nmd c .
elde edilir. Bu esitligin 1 e esit olmasini istedigimizden s 2 2 teriminin yok olmasi

gerekir ve dolayistyla

2a+n-—-1
T

ve

a n n(n+1)
(fa—m) @ * =t
esitliginden

n+1 a _%

y=2a+n—1(f‘(2—a)>

elde edilir ki bdylece istenen parametre (7.3) esitliginden

n+1
2 2a+n-1
_ [ 2a+n-1 a n+1
S_< n+1 (F(Z—a)) G) (7'5)

seklinde bulunabilir. Burada kolayca goriilebilir ki n yerine sirasiyla 2 ve 3 yazildiginda (7.1) ve
(7.2) parametreleri elde edilebilir. Boylece (7.5) ile verilen parametreleme formiilii kullanilarak
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[24] ve bu tez icerisinde ortaya atilan fikirler keyfi (sonlu) boyutlu uzaylarda uygulanabilir. Bu ise
arastirmacilar i¢in yeni ve degerli bir calisma alanin1 dogurma potansiyeline sahip bir agik
problemdir.

2. Problem: Diferansiyel Geometride en merkezi aragtirma problemlerinden biri sabit egrilikli
nesneleri bulmak ve bunlar iizerinde galismalar yapmaktir. Bu bakis agist ile R® uzayinda sabit
a —mertebeden es afin egriligine sahip bir egrinin parametrik denklemini elde etme problemi ilging
olabilir. Bu problemi ¢6zmek i¢in @ —mertebeden es afin denklemlerinden

{a}
d(B
—(di ), el + T = 0
vektor diferansiyel denklemi ele alinmalidir. Bu denklemde eger Kgx} =c€ER, T({la} =d€eRve
{a} {a} {a}
T{a} — Y N{a} — d (Ta ) — YI B{a} — d (Na ) — YII d (Ba ) — YIII
¢ ’ . ds ' ¢ ds ' ds
gosterimleri kullanilirsa
Y" +dY' +cY =0 (7.6)

seklinde 3. mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen vektor diferansiyel denklemi bulunur. Bu
diferansiyel denklemin ¢oziimlerine karsilik gelen parametrik nesneler 2. Problemin ¢dziimiini
ifade eder. (7.6) diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi

AB+dl+c=0 (7.7)

seklinde 3. dereceden cebirsel denklemle ifade edilir. (7.6) denklemini ¢ozmenin yolu (7.7) cebirsel
denkleminin ¢éziimlerinden geger.

3. Problem: Bu tez igerisinde ¢ikarim yapilabilecek bir diger yeni konu 3-boyutlu durumda Chen
egrileri ile alakalidir. 3-boyutlu Oklit uzayinda bir parametrik egri r(t), tanim araligindaki her bir
deger igin eger

r(t) € Span{T;(t), Bf (1)} (7.8)

bagmtisini saglar ise o zaman Chen egrisi (rektifiye egri) adim alir. Burada Ty ve By ile birim teget
ve binormal vektor alanlari gosterilmektedir. (t) egrisinin Frenet egrilik fonksiyonlar1 kf ve 7y ile

temsil edilsin. Chen egrilerine dair 6nemli bir karakterizasyon mevcuttur: Bir r(t) egrisinin Chen
egri olmasi igin

i

— () =pt+q

Kr

bagintisinin saglanmasi gerek ve yeterdir. Burada p # 0 ve p, g € R dir. Simdi bu karakterizasyon
Sonug 5.1 ile kiyaslansin. A¢ik bir ifade ile r(s) ile 3-boyutlu afin uzayinda @« —mertebeden es afin

yay uzunluguna sahip bir egri gosterilsin. Eger bu egri 6zdes olarak sifir olan klasik es afin
egriliklere sahip ise 0 zaman bu egrinin @ —mertebeden es afin egrilikleri

(%) (s) =-s (7.9)

seklindedir, yani Chen egri kriterini saglar (p = —1 ve g = 0). Ancak bu durumda r(s) konum
vektoriiniin
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r(s) € Span {Té“} (s), Bf;x}(s)} (7.10)

sartin1 saglayip/saglamadigini kontrol etmek bir problem olarak durmaktadir. Burada Té“} ve Bg"‘}
ile @ —mertebeden teget ve binormal vektor alanlar1 gosterilmektedir. Daha genel olarak séyle bir
soru zihinde canlanmaktadir: Eger bir egri (7.10) sartini gergeklediginde a —mertebeden es afin
egrilikleri (7.9) esitligini saglar mi? Bu sorunun cevabmin olumluw/olumsuz oldugu yazar ve
danigman tarafindan heniiz bilinmemektedir. Eger cevap olumsuzsa o zaman sdyle bir sorgulama
gerekmektedir: Bir parametrik egrinin (7.10) sartim gerceklesmesi i¢in hangi kriterleri tasimasi
gerekmektedir? Bu yeni bir arastirma problemini ortaya ¢ikarmaktadir.
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