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Amag¢: Bu calismada, Banach uzaylarinda tanimlanan zenginlestirilmis genellestirilmis
genislemeyen doniisiim smiflart igin sabit nokta teoreminin elde edilmesi, n-Banach
uzaylarinda zenginlestirilmis daraltan doniisiim siiflarinin tanitilmasi ve bu doniistim siniflari
i¢cin bazi sabit nokta sonuglarinin ispatlanmasi amaglanmastir.

Yontem: Bu calisma matematiksel ispat yontemleri kullanilarak yapilmistir.

Bulgular: Mevcut literatiirdeki bazi zenginlestirilmis daraltan donlisim smiflarin1 igeren
zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen doniisiim sinifi i¢in Krasnoselskij iterasyon
metodu kullanilarak, Banach uzaylarinda sabit nokta teoremi elde edilmistir. Ayrica bu
doniislim sinifi kullanilarak Krasnoselskij iterasyon yontemi ig¢in kararlilik sonuglari
gosterilmistir. Son olarak Banach uzaylardan daha genel olan n-Banach wuzaylarda
zenginlestirilmis  n-daraltan  doniisiim, zenginlestirilmis n-Kannan donilisim  ve
zenginlestirilmis n-Chatterjea dontisiim siniflari tanitilmistir ve Krasnoselskij iterasyon metodu
kullanilarak bazi sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Sonug: Literatiir taramasindan ve elde edilen sonuglardan hareketle bu ¢alismanin hangi
caligmalara 151k tutacagi ve neler yapilabilecegi ile ilgili baz1 6ngoriiler belirtilmistir.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

FIXED POINT THEOREMS FOR CLASSES OF ENRICHED CONTRACTION
MAPPING IN BANACH AND n -BANACH SPACES

Esra SIMSEK
Supervisor: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Purpose: In this study, it is aimed to obtain the fixed point theorem for classes of the enriched
generalized non-expansive mappings defined in Banach spaces, to introduce classes the
enriched contraction mappings in n-Banach spaces and to prove some fixed point results for
these such classes.

Method: This study has been made using mathematical proof methods.

Findings: The fixed point theorem in Banach spaces is obtained by using Krasnoselskij
iteration method for classes of the enriched generalized non-expansive mappings, which
includes some classes of enriched contraction mappings in the current literature. In addition,
stability results for Krasnoselskij iteration method are shown using this transformation class.
Finally, classes of the enriched n-contraction mappings, the enriched n-Kannan mappings and
the enriched n-Chatterjea mappings in n-Banach spaces, which are more general than Banach
spaces, are introduced and some fixed point theorems are obtained by using Krasnoselskij
iteration method.

Results: Based on the literature review and the results obtained, some predictions about which
studies this study will shed light on and what can be done are stated.

Keywords: Fixed point, Banach space, n-Banach space, Krasnoselskij iteration method,
Stability, Enriched contraction mapping
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GIRIS

Analizde bilinen en basit sabit nokta teoremi, kapali bir aralik {izerinde tanimli siirekli
bir doniigiimiin bir sabit noktasinin varligiyla ilgilidir. Bir boyutlu uzaydaki bu teoriyi {inlii
matematik¢i Luitzen Egbertus Jan Brouwer, n boyutlu uzaylara genellestirmis ve R™ de kapali
bir yuvar tizerinde tanimli siirekli bir doniisiimiin bir sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir.
Daha sonra Fonksiyonel Analiz, Kismi Diferansiyel Denklemler ve Matematiksel Fizik
alanlarindaki ¢aligmalartyla taninan Polonyalt matematik¢i Juliusz Schauder, sonlu boyutlu
uzaylardaki Brouwer’in teorisini sonsuz boyutlu uzaylara tasimis ve herhangi bir Banach
uzaymin bostan farkli kompakt konveks bir alt kiimesi {izerinde tanimlanan stirekli bir
doniisiimiin bir sabit noktasinin oldugunu ispatlamistir. Diger bir Polonyali matematikc¢i olan
Stefan Banach ise tam metrik uzaylarda sabit noktanin varligi ve tekligi ile ilgili meshur Banach
sabit nokta teoremini (biiziilme teoremi) ifade etmis ve tam metrik uzay {lizerinde tanimli her
daraltan doniisiimiin tek bir sabit noktasinin oldugunu ispatlamistir. Bu teoremi diger
teoremlerden 6nemli kilan kismi ise sadece sabit noktanin nasil bulunacagimi degil ayni
zamanda bu noktanin tekligini de ifade etmesidir. Matematigin pek ¢ok dalinda ve diger bilim
dallarinda farkli uygulamalar igeren bu teoremin, literatiirde ¢ok sayida bilim insani tarafindan
genellestirmesi ifade edilmistir. Bu genellestirmeler, bazen kismi metrik, b-metrik, D-metrik,
S-metrik, dikdortgensel metrik, G-metrik gibi metrik uzaylarin farkli genellestirmeleri olan
uzaylar iizerinde bazen de daraltan doniisiimlerin farkli genellestirmeleri olan Kannan tipi,
Chatterjea tipi, Reich tipi, Ciric tipi, Reich-Rus-Ciric tipi gibi daraltan doniisiim siniflar ile

saglanmstir.

Daraltan doniisiim sinifinin genellestirmelerinden biri 1973 yilinda asagidaki gibi ifade

edilen Hardy ve Rogers'in sabit nokta teoremidir.

(X, |I-]D) bir Banach uzay1 ve f:X — X bir doniisim olsun. Her x,y € X i¢in
Ifx = fyll < 6llx —yll + Blllx — fyll + lly — fxIl]+ yllx — fxIl + lly — fyll]

olacak sekilde 6 + 2 + 2y < 1 esitsizligini saglayan 6, 5,y negatif olmayan reel sayilarinin
oldugunu kabul edelim. O halde f, X de tek bir sabit noktaya sahiptir. Yukaridaki esitsizligi
saglayan f doniisiimiine ayrica Hardy-Rogers tipi daraltan doniisiim denir. Bu teorem,
Kannan'in (1968) sabit nokta teoremi, Reich’in (1971) sabit nokta teoremi, Chatterjea’nin
(1972) sabit nokta teoremi, Ciric'in (1973) sabit nokta teoremi ve Reich-Rus-Ciric'in sabit nokta

teoreminin bir genellemesidir.



Yukaridaki g¢alismalardan esinlenen Berinde 2018 yilinda, zenginlestirilmis kesin
pseudocontractive doniisiim kavramini tanitmistir. Ayrica bazi uygun kosullar altinda
zenginlestirilmis kesin pseudocontractive doniisiimlerin zayif ve gii¢lii yakinsama teoremlerini
ispatlamistir. Berinde 2019 yilinda ise zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim smifini

tanitmig ve Krasnoselskij iterasyonu i¢in giliclii ve zayif yakinsama teoremlerini ifade etmistir.

Berinde ve Pacurar 2020 yilinda, zenginlestirilmis daraltan donilisiim kavramini

asagidaki gibi ifade etmislerdir.
(X, 1)1 normlu uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin

lk(x = y) + fx = fyll < 6llx =yl

olacak sekilde 8 € [0,1/2) ve k € [0, o) sayilar1 var ise, f ye (k, 8)- zenginlestirilmis daraltan

doniisiim denir.

Berinde ve Pacurar, Kransnoselskij iterasyon metodunu kullanarak zenginlestirilmis
daraltan doniisiimlerin sabit noktalar1 {izerine baz1 giiglii yakinsama ile ilgili sonuglar elde
etmislerdir. Daha sonra 2020 yilinda Berinde, zenginlestirilmis genellestirilmis genigslemeyen
dontistimii ifade etmistir. 2021 de Berinde ve Pacurar zenginlestirilmis Kannan doniisiimiinii,
zenginlestirilmis  Bianchini  doniisiimiinli, zenginlestirilmis Chatterjea doniisiimiinii,
zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus doniisiimiinii ve zenginlestirilmis hemen hemen daraltan
doniisiimiinii ifade etmisler ve Banach uzaylarinda bu tiir doniisiimlerin sabit noktalarina

yaklasmak i¢in kullanilan Kransnoselskij iterasyonunun yakinsama sonuglarini gostermislerdir.

Ayrica 2021 yilinda Mondal, Garai ve Dey zenginlestirilmis <A-daraltan ve
zenginlestirilmis A’-daraltan doniistimiinii, 2021 yilinda Suantai, Chumpungam ve Sarnmeta
zayif zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim siniflarin1 tanitmislar ve bazi sabit nokta
teoremlerini ifade etmislerdir. Yine 2021 yilinda Abbas Anjum ve Berinde zenginlestirilmis

quasi-daraltan doniisiimiinii ve zayif zenginlestirilmis daraltan doniisiimiinii ifade etmislerdir.

Bunlar1 takiben 2022 yilinda Shukla ve Pant, zenginlestirilmis quasi-genislemeyen
dontistimiinli ve Suzuki-zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimiinii tanitmiglardir. Shukla ve
Pant, Banach uzaylarinda bu tiir doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagmak i¢in Kransnoselskij

iterasyonunu kullanmiglardir.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Banach uzaylarinda
tanimlanan zenginlestirilmis daraltan dontisiim siiflarinin tarihgesi ve bu doniisiim sinifi ile

ilgili yapilan ¢alismalara deginilmistir.



Ikinci béliimde, tezin olusumunu saglayan bazi énemli tanimlara ve teoremlere yer

verilmistir. Ayrica, n-normlu uzaylardaki bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde, ilk olarak doniisiimlerin sabit noktalar1 bulunurken kullanilan cesitli
iterasyon metotlar1 verilmistir. Daha sonra zenginlestirilmis daraltan doniisiim simiflarinin
tanimlar1 ve bu doniisiim smiflarinin sabit noktalarinin varligi ile ilgili baz1 6nemli teoremler
ve Ornekler verilmistir. Ayrica bir¢ok bilim dalinda 6nemli uygulamalara sahip olan kararlilik

kavrami irdelenerek bazi teoremler ve lemmalar ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak Banach uzaylarinda 2020 yilinda Deshmukh tarafindan
ifade edilen zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen doniisiim smifi i¢in bir 6rnek
verilmistir. Daha sonra Krasnoselskij iterasyonu kullanilarak bu doniisiim sinifi i¢in sabit nokta
teoremi elde edilmistir. Ayrica, bazi uygun kosullar altinda bu tiir doniisiimler i¢in
Krasnoselskij iterasyonunun kararliligi gosterilmistir. Sonrasinda n-Banach uzaylarinda
zenginlestirilmis n-daraltan, zenginlestirilmis n-Kannan, zenginlestirilmis n-Chatterjea
dontistim siniflart tanitilmis ve bazi ornekler verilmistir. Ayrica Krasnoselskij iterasyonu

kullanilarak bu tiir doniisiim siniflar1 i¢in bazi sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Son boliim olan besinci boliimde ise literatiir taramasindan ve elde edilen sonuglardan
hareketle bu calismanin hangi ¢aligmalara 151k tutacagi ve neler yapilabilecegi ile ilgili bazi

Ongoriiler belirtilmis ve okuyucular i¢in bazi problemler ifade edilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Temel Kavramlar

Tezin bu boliimiinde, tezin olusumunu saglayan bazi 6nemli tanimlara ve teoremlere yer

verilmistir.

Tamm 1 (Sabit Nokta): X # @ ve f de X lizerinde bir doniisiim olsun. x = f(x)
esitligini saglayan x € X e f nin sabit noktasi denir. f doniistimiiniin sabit noktalarinin kiimesi
F(f), Fr veya Fix(f) ile gosterilir. Bazen notasyon kullanimini basitlestirmek igin f (x) yerine

fx yazimi tercih edilir.

Ornek 1:
i) f: E, 2] - E, 2], flio £ idénﬁsﬁmﬁ icin Fix(f) = {1} dir.
(ii) f:R - R, fx = x dontisimii i¢in Fix(f) = R dir.

(iii) f: R - R, fx = x? — 2x doniisiimii i¢in Fix(f) = {0,2} dir.
(iv) f:R - R, fx = x + 5 doniigiimil i¢in Fix(f) = @ dir.

Sabit nokta teorisinde ve bu g¢aligmada yer alan bazi 6nemli doniisiim siniflart ve

bunlarla ilgili sabit nokta teoremlerine asagida yer verilmistir.

Tamm 2 (Lipschitzian Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ — X dontlisimii

her x,y € X ve 8 = 0 sabiti i¢in
d(fx,fy) < 0d(x,y) (1
esitsizligini saglyor ise, f ye Lipschitzian doniisiim denir.
Tanim 3 (Daraltan Doéniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ = X doniigiimii her
x,y €X ve 8 € [0,1) sabiti i¢in
d(fx,fy) < 0d(x,y) 2
esitsizligini sagliyor ise, f ye daraltan doniisiim denir (Banach 1922).

Teorem 1 (Banach Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olsun. f: X —
X daraltan bir doniigiim ise, f tek bir sabit noktaya sahiptir (Banach 1922).

Tamim 4 (Kesin Pseudocontractive Doniisiim): (X, ||-||) normlu uzay, C de bu uzayn

bostan farkli alt kiimesi olsun. f: C — C doniisiimii her x,y € C ve k < 1 sayis1 igin



Ifx = fyll> < llx —ylI? + kllx —y = (Fx = f)l )

esitsizligini sagliyor ise, f ye k-kesin pseudocontractive doniisiim denir (Browder and

Petryshym 1967).

Tamm 5 (Kannan Déniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X — X doniisiimii her

x,y € Xvey €[0,1/2) igin
d(fx, fy) <yld(x, fx) +d(y, fy)] (4)
esitsizligini saglyor ise, f ye Kannan doniisiim denir (Kannan 1968).

Teorem 2 (Kannan Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her

x,y € X vey € [0,1/2) sayisii¢in f: X — X doniigiimii,
d(fx,fy) <vld(x, fx) +d(y, fy)]
esitsizligini sagliyor ise, f nin tek bir sabit noktasi1 vardir (Kannan 1969).

Tanim 6 (Ciric-Reich-Rus Daraltan Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ —

X bir doniisiim olmak iizere her x, y € X i¢in

d(fx,fy) < ad(x,y) + bld(x, fx) + d(y, fy)] )

olacak sekilde a + 2b < 1 esitsizligini saglayan a, b > 0 sayilar1 var ise, f ye Ciric-Reich-Rus

daraltan doniisiim denir (Ciric 1971).

Teorem 3 (Reich Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her x, y €
Xvea+pB+y<ligin f: X — X doniisiimii,

d(fx, fy) < ad(x,y) + Bd(x, fx) + yd(y, fy)
esitsizligini sagliyor ise, f nin tek bir sabit noktas1 vardir (Reich 1971a).

Tanim 7 (Bianchini Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ - X doniisiimii

her x,y € X ve h € [0,1) sayisi i¢in
d(fx, fy) < hmax{d(x, fx),d(y, fy)} (6)
esitsizligini sagliyor ise , f ye Bianchini doniigiim denir (Biancihini 1972).

Tamm 8 (Chatterjea Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ —» X dontigimii
her x,y € X ve B € [0,1/2) sayisi i¢in

d(fx, fy) < Bld(x, fy) + d(y, fx)] (7

esitsizligini saglyor ise, f ye Chatterjea donilisiim denir (Chatterjea 1972).



Teorem 4 (Chatterjea Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her
x,y € X ve B €[0,1/2) sayisi i¢in f: X — X doniisiimii,
d(fx, fy) < Bld(x, fy) + d(y, fx)]
esitsizligini sagliyor ise, f nin bir tek sabit noktas1 vardir (Chatterjea 1972).

Tamm 9 (Quasi Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay ve C, X in bos olmayan

bir alt kiimesi olsun. p € F(f) # @ ve her x € C igin f: C — C doniisiimii,

Ifx—pll < llx —pll ®)
esitsizligini sagliyor ise, f ye quasi-genislemeyen doniisiim denir (Petryshyn and Williamson

1973).

Genislemeyen bir doniisiim F (f) # @ olmas1 durumunda, quasi-genislemeyendir. Fakat

bunun tersi dogru degildir.
Tammm 10 (Hardy-Rogers Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve f: X — X bir
doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

d(fx, fy) < ad(x,y) + Bld(x, fy) + d(y, f0)] + yld(x, fx) + d(y, fy)] ©)

olacak sekilde a + 2 + 2y < 1 esitsizligini saglayan «a, 8, y negatif olmayan reel sayilar var

ise, f ye Hardy-Rogers doniisiim denir (Hardy and Rogers 1973).

Teorem 5 (Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay ve
f: X — X bir doniigiim olsun. Her x,y € X i¢in

d(fx, fy) < ad(x,y) + Bld(x, fy) + d(y, f)] + y[d(x, fx) + d(y, fy)]

olacak sekilde 8 + 2 + 2y < 1 esitsizligini saglayan 8, B, y negatif olmayan reel sayilar var
ise f dontlisiimii, X de tek bir sabit noktaya sahiptir (Hardy and Rogers 1973).

Teorem 6 (Ciric Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her x,y €
Xvea+pB+y+6+n<liginf:X — X donisimil,

d(fx,fy) < ad(x,y) + pd(x, fx) + yd(y, fy) + 6d(x, fy) +nd(y, fx)
esitsizligini sagliyor ise, f bir tek sabit noktaya sahiptir denir (Ciric 1974).

Tamm 11 (Zayif Daraltan): X bir Banach uzay, C de bu uzaym kapali ve konveks bir
alt kiimesi olsun. ¢: [0, ) — [0, ) siirekli ve azalmayan fonksiyon olmak tizere ¢p(0) = 0,

tliT ¢(t) = o ve herx,y € Ci¢in f: C - C doniisimi

Ifx = fyll < llx = yll + ¢Cllx = ylD



esitsizligini sagliyor ise, f doniisiimiine zayif daraltan doniisiim denir (Alber and Delabriere

1997).

Tamim 12 (Quasi Daraltan Doniisiim): (X, ||-]]) normlu uzay ve C de bu uzayin bos

olmayan konveks bir alt kiimesi olsun. Her x,y € C i¢in f:C — C donlsimi,

Ifx = fyll < e max{llx = yll, llx = fxll, lly = fyll. llx = fyll. lly = fxII}

0 < ¢ < 1 sabiti i¢in bu esitsizligi sagliyor ise, f ye quasi-daraltan doniisiim denir (Rhoades

and Soltuz 2003).

Tanim 13 (Hemen Hemen Daraltan Doéniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. f: X’ —

X dontigiimi her x,y € X, § € (0,1) ve L = 0 sayilar1 igin

d(fx, fy) < 6d(x,y) + Ld(y, fx)

esitsizligini sagliyor ise, f donilisiimiine hemen hemen (6, L)-daraltan doniisiim denir (Berinde

2004).

Teorem 7: (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her x,y € X igin f: X — X doniisiimii,

hemen hemen (&, L)-daraltan doniisiim ise,

(i) Fix(f) = 0,

(i) Keyfi x, € X baslangi¢ noktasi i¢in Picard iterasyonu {x, }p—o, p € Fix(f) ye
yakinsar.

(i)n=20,12,..vei =1,23,.. i¢in

d(Xnsiz1,1) <~ d G, Xnos)
dir (Berinde 2004).
Teorem 8: (X, d) bir tam metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X
i¢in
d(fx, fy) <éd(x,y) + Ld(x, fx)

olacak sekilde § € (0,1) ve L > 0 sayilar1 var ise agsagidaki sartlar saglanir.

(i) Fix(f) = {p},
(ii) Keyfi x, € X baslangi¢ noktasi i¢in Picard iterasyonu {x, }n—, p ye gl¢lii yakinsar,
(i)n=20,1,2,..vei =123, ... icin
6i
d(Xpyi-1,0) < 18 d(Xp, Xp-1)

dir.



(iv) Picard iterasyonunun yakinsama orani, d(x,,p) < 6d(x,—_1,x) seklindedir (Berinde

2004).

Tanim 14 (Genislemeyen Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢in
f: X — X dontigimii,

d(fx,fy) < d(x,y) (10)
esitsizligini sagliyor ise, f ye genislemeyen doniisiim denir (Berinde 2007).

Teorem 9: C, diizgiin konveks bir Banach uzayinin sinirl, kapalt ve konveks bir alt
kiimesive f : C — C genislemeyen bir doniisiim olsun. O halde f doniisiimii bir sabit noktaya

sahiptir (Berinde 2007).
Ornek 2: X = [0,2],d(x,y) = |[x —y| ve f: X = X, fx = 2 — x olsun.

d(fx,fy)=12—-x-2+y|l=ly—x|=lx-yl=d(x,y)

oldugundan her x,y € X i¢in d(fx, fy) < d(x,y) sart1 saglanir. Buradan f nin genislemeyen

bir doniisiim oldugu goriiliir. Fakat bu f doniisiimii daraltan ve kesin daraltan doniisiim degildir.

Tamim 15 (Suzuki Tipi Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiim): (O, ||-||) bir
Banach uzay1 ve C de bu uzayin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. f: C — € doniisiimii, her

x,y € C igin

%le —f@I < llx =yl iken [I[f (x) = FDIl < [lx =yl

sartin1 saghyor ise, f doniisiimiine Suzuki tipi genellestirilmis genislemeyen doniisiim denir

(Suzuki 2008).

n-Normlu Uzaylardaki Baz1 Tamim ve Teoremler

Bu béliimde ilk olarak “2-Normlu Uzaylarda Yakinsaklik” ve ‘‘2-Banach Uzaylar1’’
kavramlar1 verilmistir. Daha sonrasinda 2-normlu uzaylar ve 2-Banach uzaylardan daha genel

olan “n-Normlu Uzaylarda Yakinsaklik” ve “n-Banach Uzaylar1” kavramlar1 tanitilmistir.

Tanim 16 (2-Normlu Uzay): X, 2 < d < oo boyutlu bir reel vektor uzay: olsun. X

tizerinde ||-,+||: X X X — R fonksiyonu

() |lx,¥|l = 0 & x ve y lineer bagimlidir,

(i) [l y1l = lly, xll,
(iii) llax, y|l = |alllx, yll, @ € R,

(i) I,y + zll < llx, vl + Iy, zIl,



sartlarin1 sagliyor ise, ||-|| fonksiyonuna X de (veya X tizerinde) 2-norm, (X, ||--|]) ikilisine

de 2- normlu uzay denir (Gunawan and Mashadi 2001).

Tamim 17 (2-Normlu Uzaylarda Yakinsakhk): Her y € X icin 7&1_{1;10 lx, —x, ¥l =0
ise, X deki bir {x,} dizisi x degerine yakinsaktir denir. Yani il—{?o X, = x dir (Gunawan and
Mashadi 2001).

Tanim 18 (2-Normlu Uzaylarda Cauchy Dizisi): (X, ||-;'||) 2-normlu uzay olsun. Her
y € X igin bu uzaydaki {x,,} dizisi

lim ”xn - Xm, y” =0
mmn—oo

sartin1 sagliyor ise, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir (Freese 2001).

Tamim 19 (Tam 2-Normlu Uzay): (X, ||-||) 2-normlu uzay olsun. X deki her {x,}
Cauchy dizisi yakinsak ise, (X, ||-||]) 2-normlu uzayma tam 2-normlu uzay denir (Freese

2001).

2 < d < o olan 2-normlu uzaylar i¢in {u4, ..., u4} bir baz olsun. Tanimlanan bu baz ile
asagida, Gunawan ve Mashadi tarafindan 2-normlu uzaylardaki yakinsaklik kavrami i¢in bazi

teoremler verilmistir.

Teorem 10: X deki bir {x,, } dizisinin X deki bir x elemanina yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter kosul her i = 1,...,d i¢in Tlll—l;rolo |x, — x,u;|]| =0 olmasidir (Gunawan and Mashadi
2001).
Teorem 11: X deki bir {x,} dizisinin, bir x elemanina yakinsak olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul il—{?o max{||x, — x,u;||:i = 1, ...,d} = 0 olmasidir (Gunawan and Mashadi 2001).
Tanim 20: C, (X, ||-,+|]) lineer 2-normlu uzaymin bir alt kiimesi olsun. C nin kapanis1
C = {x € X; x,, - x olacak sekilde C de {x,} dizisi vardir.}
seklindedir. C = C ise C ye dizisel kapali kiime denir. (Harikrishnan and Ravindran 2011).

Tamm 21: (X, ||-;]|) lineer 2-normlu uzay olsun. B, X in bos olmayan bir alt kiimesi
olmak tizere, her x € B i¢in ||x, u|| < M olacak sekilde M > 0 sayisi1 var ise B ye u-sinirli denir.

Her u € B i¢in B u-smirli ise, B ye sinirli kiime denir (Harikrishnan and Ravindran 2011).

Harikrishnan ve Ravindran 2011 yilinda 2-normlu uzaylarda daraltan doniisiim

kavramini asagidaki gibi tanitmigslardir.



Tanmm 22: (X, ||-,||) 2-normlu uzay olsun. f: X’ = X doniisiimii her x,y,z € X ve k €
[0,1) igin
Ifx—fyzll < kllx =,z
esitsizligini sagliyor ise, f ye daraltan doniisiim denir (Harikrishnan and Ravindran 2011).

2011 yilinda Harikrishnan ve Ravindran, 2-normlu uzaylarin kapali ve sinirlt bir alt

kiimesinde daraltan doniisiimlerin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu kanitlamiglardir.

Teorem 12: (X, ||-,/]|) tam 2-normlu uzay olsun. C, X in bostan farkli kapali ve siirlt

bir alt kiimesi olmak iizere her x,y,z € X ve a € [0, %) sabiti i¢in f: C — C doniistimii,

Ifx = fy.zll < alllx = fx,zI + ly = fy, zIl]

esitsizligini sagliyor ise, f doniisiimii C de tek bir sabit noktaya sahiptir (Kir and Kiziltung
2013).

Teorem 13: (X, ||-;]|) tam 2-normlu uzay olsun. C, X in bostan farkli kapali ve smirl

bir alt kiimesi olmak {izere her x,y,z € X ve § € [0, %) sabiti i¢in f: C — C doniisiimii,

Ifx = fy, zll < Blllx = fy, zll + lly — fx, zll]

esitsizligini sagliyor ise, f doniisiimii C de tek bir sabit noktaya sahiptir (Kir and Kiziltung
2013).

Asagida n- normlu uzayin tanimi ve yakinsaklik kavrami verilmistir. 2001 yilinda
Gunawan ve Mashadi, n = 2 i¢in her n-normlu uzayin bir (n — 1)-normlu uzay oldugunu
kanmitlamiglardir. Ayrica, belirli kosullar altinda, (n — 1)-normunun n-normdan elde
edilebilecegini gostermislerdir. Boylece n-normlu uzayda elde edilen yakinsakligin ve tamligin

(n — 1)-normlu uzaydaki yakinsaklik ve tamliga esdeger oldugu gosterilmistir.

Tamm 23 (n —Normlu Uzay): n € N ve X, n < d olan d boyutlu reel bir vektor uzay

olmak tizere reel degerli bir ||+, ..., ||: X™ — R fonksiyonu

(1) lxq, oo, x0ll = 0 & x4, ..., x,, vektorlerinin lineer bagimli olmasidir,
(i1) ||x4, -, x5 || degeri her hangi bir permiitasyon altinda degismez,
(iii) |laxy, ..., xp || = |@lllxq, ..., x| (keyfi @ € R igin),
(V) [|x1 + %0, oo 20 || < Mg, weos 20l + |21 wons X |5
sartlarim1 sagliyor ise, ||, ...,|| fonksiyonuna X te (veya X iizerinde) n-norm, (X, |-, ...,"||)

ikilisine de n-normlu uzay denir (Gunawan and Masladi 2001).

Ornek 3: Asagidaki Oklid #n-normu ile X = R™ olsun:
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”xll x2r ey xn”E =

2

xll “en xln
det{ : ™
Xpn1 o Xnn

burada her i = 1,2, ...,n i¢in x; = (X1, ..., Xin) € R™ dir. Boylece (R", ||xy, x5, ..., X5 llg) n-

normlu uzaydir (Dutta 2010).

n-normlu (X, ||*, ...,*||) uzayinda {ay, ..., a,,} bir lineer bagimsiz kiimesini alalim. X1

lizerinde tanimlanan ||, ...,*|| o, fonksiyonu,

11, o) Xpllo == max{||xq, ..., xp_q, a;ll:i =1, ...,1n},

ile tanimlanir. Bu tanimlanan ||+, ...,*|| . norma goére asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 14: X iizerinde |-, ...,"|| - fonksiyonu bir (n — 1)-norm tanimlar (Gunawan and
Mashadi 2001).

Sonug 1: Her v = 1,...,n — 1 i¢in her n-normlu uzay bir (n — r)-normlu uzaydir. Ozel

olarak, her n-normlu uzay bir normlu uzaydir (Gunawan and Mashadi 2001).

Genelde 1 < p < oo olmak iizere

n b
”xl' ey xn—l“p = {Z”xll ey xn—l,ai”p}
i=1

fonksiyonu ayn1 zamanda X iizerinde bir (n — 1)-norm tanimlar. Bu (n — 1)-normlar n tane
a, ..., a vektorlerinin ayni kiimesini kullanmamiz kosuluyla ||+, ..., || o normuna denktir. Baz1
durumlarda, eger n vektorlerin farkli kiimeleri kullanilirsa (n — 1)-norma denk olmasi

miimkiin olmayabilir.
Simdi de n-norm kavrami i¢in standart durumu ele alalim. X uzay1 d > n boyutlu bir
reel i¢ ¢arpim uzayi olsun. X deki standart n-norm

1
<x11x1) (xlfxn) 2
”xlr ---;xn”S = : )
<xnl xl) o (xnl xn)

seklinde tanimlanmistir. Burada X = R" ise, bu n-norm Oklid n-norm ile tamamen aynidir

(Gunawan and Mashadi 2001).

Simdi verilen yukaridaki norma gore geometrik yapiy1 verelim. Ustte verdigimiz n-

norm,

1
(i) n = 1ig¢in, [|x4||s = {x1, x1)2 adi normu, yani x; in uzunlugunu,

11



1
(ii) n = 2 igin, [lxg, %2 |5 = {llx1 I3, 122115 — (x4, x2)?}2 standart 2-normu, yani x; ve x,
tarafindan gerilen paralelkenarin alanini,
(iii) n = 3 i¢in ||xq, x5, X3|ls = x4, X5, X3]|g normunu, yani x,, x, ve x5 tarafindan

gerilen Sekil 1°deki paralelyiiziin hacmini

Sekil 1. Paralel yiiziin hacmi

verir. Genelde, ||x4, ..., x,||s, X deki x4, ..., x;, ler tarafindan gerilen n-boyutlu paralelyiiziin

hacmini belirtir.

Simdi {ey,...,e,}, X tlizerinde bir ortogonal kiime olsun. O halde, Teorem 14

ifadesinden
121, oes X1l = max{||xq, ..., Xp_1, €ills = 1, ..., n}
fonksiyonu X {izerinde (n — 1)-norm tanimlar. Bu norma gore, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 15: Bir X standart n-norm iizerinde {eq,...e,} bazina gore tanimlanan
|4, ..., ”[lc (n — 1)-normu standart ||+, ...,*||s, (n — 1)-normuna denktir. Yani her x4, ... x,,_; €
X i¢in

%1, coes Xn—1lloo < %1, oo, Xnoalls < Vg, o, Xnqlloo

dur (Gunawan and Mashadi 2001).

Simdi sonlu boyutlu durum i¢in n-norm kavraminm inceleyelim. (X, ||, ...,||) sonlu
boyutlu n-normlu uzaylar i¢in n-normdan bir (n — 1)-normun elde edilmesini hatirlayalim. X'
de n <m < d olacak sekilde bir linecer bagimsiz {ay, ..., a,,} kiimesi alalim. {a, ..., a;,}

ifadesine gore,

11, ooy X1l == max{||xq, ..., xp_q,a;ll : i =1,...,m}

12



ile X™ 1 {izerinde ||, ...,"|| fonksiyonu tanimlanir.

Bu sebeple, Teorem 14 ten, ||, ..., || fonksiyonu X iizerinde bir (n — 1)-norm
tanimlar.
Tamm 24: (i) (X, ||, ...,’||) n-normlu uzay olsun. {x,}, X de bir dizi olmak {izere her

75,13, ..., Ty € X i¢in
lim||x, —x,15,13 ..,5,]| =0
n—-oo
olacak sekilde X de x elemani var ise, {x,} dizisi x e yakinsaktir denir (Gunawan and Mashadi
2001).
(i1) (X, I+, ...,*]l) n-normlu uzay olsun. {x,,}, X de bir dizi olmak tizere her 1y, 73, ..., 1, €
X igin
hm ”xn —Xm 12,713, ---:rn” =0
n—-oo
ise, {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir (Gunawan and Mashadi 2001).

(iii) (2, ||, ..., ’|l) n-normlu uzay olsun. Her Cauchy dizisi X in bir elemanina yakinsak
ise, n-normlu uzaya tam denir. Tam bir n-normlu uzay X e ise n-Banach uzay denir (Gunawan

and Mashadi 2001).

Tamm 25: (X, ||+, ...,7||) lineer n-normlu uzay ve B, X in bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Her u € B i¢in ||u. Xy, ..., X, || < M olacak sekilde M > 0 sayisi1 var ise, B ye u-sinirh
denir. Tiim u € B i¢in, B u-smirliysa, B ye sinirli kiime denir (Sukaesih, Gunawan and Neswan

2015).

Teorem 16: (X, ||, ...,7||) bir n-normlu uzay olsun. X deki bir {x;} dizisinin X deki x

elemanina yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul ’lim llxx — x, %1, o, Xn—2llo = 0 olmasidir
(Dutta 2010).

Son zamanlarda, baz1 yazarlar n-normlu uzayda n-daraltan doniistimiinii, n-Chatterjea
doniisiimiinii ve n-Kannan doniisiimiinii asagidaki gibi tanitmislardir. Ayn1 zamanda n-Banach

uzayinda bu tiir doniisiimler i¢in bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamislardir.

Tamim 26 (n-Daraltan Doniisiim): (i) (X, ||+, ..., ||) n-normlu uzay olsun. f: X - X

doniistimii her 15,73, ..., 1, X,y € X ve 8 € [0,1) i¢in
lfx = fy,1ro,13 ., |l S Ollx —y, 15,73, ..., 1|l
esitligini sagliyor ise, f ye n-daraltan denir.
(i1) Eger her 1y, 13, ..., 15, X, ¥ € X igin

13



lfx = fy,rors, ol S llx —y,19, 73, ., 10l
esitsizligi saglaniyor ise, f ye n-genislemeyen doniisiim denir (Meng and Song 2017).
Tamim 27 (n-Chatterjea Doniisiim): (X, ||+, ...,||) n-normlu uzay olsun. f: X - X
doniistimii her 15,73, ..., 1, X,y € X ve B € [0,1/2) igin
Ifx = fy, 12,13 .l < Blllx = fy,ro,rs, sl + Iy = f, 1o, 13, 0]
esitligini sagliyor ise, f ye n- Chatterjea doniisiim denir (Lazam and Abed 2020).
Tamim 28 (n-Kannan Doéniisiim): (X, ||, ...,]|) n-normlu uzay olsun. f: X - X
doniistimii her 15,713, ..., 1, X,y € X ve y € [0,1/2) igin
Ifx = fy, 12,15 o mll S vllix = fo, o, s, ol + ly = fy 12,13, 1, ]
esitligini saghyor ise, f ye n-Kannan doniisiim denir (Lazam and Abed 2020).

Teorem 17: (X, ||, ... ||) n-Banach uzay ve C, X in bostan farkli kapali ve M ye gore
siirl bir alt kiimesi olsun. f: C = C bir donlisiim olmak tizere her 1,13, ..., 1, X, ¥ € X igin f
doniisiimii M ye gore daraltan doniisiim ise, f nin C de tek bir sabit noktasi vardir (Sukaesih,

Gunawan and Neswan 2015).

Teorem 18: (X, ||+, ...,||) n-Banach uzay ve C, X in bostan farkli kapali ve smirli bir

alt kiimesi olmak tizere f: C — C bir doniisiim olsun. (Bu doniisiime n-Zamfirescu Doniligiim
denilir.) 8 € [0,1),y € [O, %) vef € [O, %) olan reel sayilar ve her x, y € C i¢in asagidakilerden
en az biri dogru ise, f Picard operatordiir (Lazam and Abed 2020).

z) Ifx = fy, 1o, 13, o, 0l S Ollx —y, 19,73, ., 1l

z) Ifx = fy.rors ol Svlllx — fx, g, 13, o mll + ly = fyro, 1, il

z3) lfx = fy,rors, s all < Blllx = fyro, s, o mll + ly = f2, 15,75, 0, mal]-

Ornek 4: n = 1 icin basit bir 6rnek alalim. X = Rve f:C - C,

_ 0, X € (—o0,2]
fx) = {—1/2, x> 2

dontigiimii siireklidir (Lazam and Abed 2020).

(1) Teorem 18 de y = 1/5 igin f Picard operatordiir.
(i1) f, 1-genigslemeyendir (x = 2 ve y = 9/4 alindiginda bunu gostermek kolaydir).
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MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde tezin temel kisimlarinin olusturulmasinda kullanilacak olan tanim ve

teoremler verilmistir.

Tanmim 29 (Picard iterasyon metodu): (X, d) bir metrik uzay, C, X in bostan farkl bir

alt kiimesi ve f: C — C bir doniisiim olsun. x, € X olmak {izere Picard iterasyonu
Xpn = fXn_1=f"x9, n=1,2, ... (11)
seklinde tanimlanir (Picard 1890).
Ornek 5: X = [2,3] kiimesini alalim. Her x € [2,3] icin f:[2,3] - [2,3] doniisiimii,
fx =5 — x seklinde tanimlansin. Burada f genislemeyen bir doniisimdiir ve F(f) = {g} dir.

Herhangi bir xy = u # gnoktam icin Picard iterasyonu (11),
X1 =fxo=5—-u
X, =fx; = f?x=u

x3=fx2=f2x1=f3x0=5—u
xn=fxn_1=f2xn_2=-"=fx0

dir. Yani (5,5-u,55—u,..) dizisine karsilik gelir. Bu dizi u ig icin yakinsak

olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamaz. Dolayisiyla istenilen

sabit noktay1 bulmak icin diger iterasyon metodlarini1 géz dniine almak gerekir.

Tamim 30 (Mann iterasyon metodu): C, H Hilbert uzaymnm kapali konveks bir

altkiimesi ve f: C — C bir doniisiim olsun. x, € H i¢gin Mann iterasyonu,
Xpt1 = AnXxn + (1 —ap)fx, (12)
seklinde tanimlanir (Mann 1953). Burada {a,,} dizisi [0,1] araliginda bulunmaktadir.

1979 yilinda Reich, X in Frechet tiirevlenebilir normlu diizglin konveks bir Banach
uzay1 oldugunu ve Y.,_;(1 — a,) = o sarti saglandiginda (12) deki dizinin f nin sabit

noktasina zayif bir sekilde yakinsadigini1 gdstermistir.
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Tamm 31 (Krasnoselskij iterasyon metodu): (N, ||-||) bir normlu uzay ve f: N - N

bir doniisiim olsun. x, € N ve A € [0,1] i¢in Krasnoselskij iterasyonu,
Xni1 = (1 —Dxy + Afx,, n =012, ... (13)

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon A = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir (Krasnoselskij

1955).

Tamm 32 (Modifiye Krasnoselskii-Mann Iterasyon Metodu): H, Hilbert uzay ve
f:H — H lineer olmayan bir doniisiim olsun. [0,1] araligindaki {a,} ve {B,} dizilerini ele

alalim. x, € H ig¢in olusturulan modifiye Krasnoselskii-Mann iterasyon metodu {x,,},

{ Yn = (1 - an)xn;
Xn+1 = (1- ﬂﬁn)yn + UBnf Yn

seklinde tanimlanir (Yao, Zhou and Liou 2009).

Hilbert uzaylarinda tanimlanan genislemeyen doniisiim smiflar1 i¢in bu iterasyon

yonteminin gii¢lii yakinsak oldugu asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 19: H, Hilbert uzay ve f: X — X sabit noktalar kiimesi bostan farkli olan
genislemeyen bir dontisiim olsun. [0,1] araliginda iki reel dizi olan, {&,,} ve {B,} i¢in asagidaki

sartlarin saglandigini varsayalim.
(1) lim a,, = 0,
n—-oo
(i) Xnzo tn = 0,

(iii) B, € [a, b] < (0,1).

Boylece x, € H ve u € (0,1] igin olusturulan modifiye Krasnoselskii-Mann iterasyonu {x,,},

{ Yn = (1 - an)xn;
Xpp1 = (1 — ﬂﬁn)yn + UBnfYn,

f nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Yao, Zhou and Liou 2009).

Zenginlestirilmis Doniisiimlerin Tanim ve Baz1 Ozellikleri

Bu baglik altinda zenginlestirilmis doniisiim siniflarinin tanimlaria ve bazi sabit nokta

teoremlerine yer verilmistir.

Tanmim 33 (Zenginlestirilmis Kesin Pseudocontractive Doniisiim): (X, ||-||) bir lineer

normlu uzay ve f:X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

kG = ¥) + fx — fyll? < (k + D?lx — ylI* + bllx =y — (fx — f)I?
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olacak sekilde k € [0,0) ve b <1 sayillari var ise, f ye =zenginlestirilmis kesin
pseudocontractive dontisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k, b)- zenginlestirilmis

kesin pseudocontractive doniisiim de denebilir (Berinde 2018).

Ornek 6: (i) Tamim 33 te k = 0 alindiginda kesin pseudocontractive doniisiim elde
edilir. Buradan herhangi bir kesin pseudocontractive doniisiimiin (0, b)-zenginlestirilmis kesin

pseudocontractive doniisiim oldugu sonucuna varilir.

(i) Herhangi bir k-zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim, her b < 1 igin (k, b)-
zenginlestirilmis kesin pseudocontractive doniisiimdiir (Berinde 2018).

Tanim 34 (Yari-Kompakt): C, H Hilbert uzaymin bir alt kiimesi ve f:C — H bir
dontisiim olsun. {u,}, H de smurh bir dizi ve {fu, — u,} gii¢li yakinsak olsun. {u,} dizisinin

{un k} alt dizisi giiclii yakinsak ise, f doniisiimiine yari-kompakt denir (Petryshyn 1966).

Teorem 20: C, H Hilbert uzayinin kapali, konveks ve sinirl bir alt kiimesi olsun. f: C —
C (k, b)-zenginlestirilmis kesin pseudocontractive ve yari-kompakt doniisiimiinii alalim. O
halde f nin sabit noktalar kiimesi Fix(f) bostan farkli bir kiimedir. Her x, € C baslangig

noktasi ve 0 < A < 1 — k olacak sekilde 4 sabit sayisi i¢in olusturulan Krasnoselskij iterasyonu
{xn}n=0

Xn+1 = (1= Dxn + Af %y
f nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Berinde 2018).

Teorem 21: C, H Hilbert uzaymin kapali, konveks ve sinirli bir alt kiimesi olsun. f: C —
C (k, b)-zenginlestirilmis kesin pseudocontractive doniisiimiinii ele alalim. O halde f nin sabit
noktalar kiimesi Fix(f) bostan farkli bir kiimedir. Her x, € C baslangi¢ noktasi ve 0 < 1 <

1 — k olacak sekilde A sabit sayisi igin olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }5—o,
Xpp1 = (1= Dxp + Af xp
f nin sabit noktasina zay1f bir sekilde yakinsar (Berinde 2018).

Teorem 22: C, H Hilbert uzaymin kapali, konveks ve sinirli bir alt kiimesi olsun. f: C —
C (k, b)-zenginlestirilmis kesin pseudocontractive doniigiimiinii ele alalm. O halde Fix(f) #

@ dir. Her x, € X baslangi¢ noktasi ve k < a, < 1 olacak sekilde {a,,} kontrol dizisi
D @ =0 —a) =
n=0

sartin1 saglasin. Bu durumda baz1 A € (0,1) igin Krasnoselskij-Mann iterasyonu {x;, };=o,
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Xny1 = (1= dap)x, + Aanfx,
f nin sabit noktasina zay1f bir sekilde yakinsar (Berinde 2018).

Tamim 35 (Zenginlestirilmis Genislemeyen Doniisiim): (X, ||:]]) bir lineer normlu

uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

lk(x =y) + fx = fyll < (k + Dllx =yl (14)

olacak sekilde k € [0, o) sayis1 var ise, f ye zenginlestirilmis genislemeyen dontisiim denir.
Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye k-zenginlestirilmis genislemeyen doniisim de denilir

(Berinde 2019a).

Tanim 35 te k = 0 alindiginda genislemeyen doniisiim elde edilir. Buradan herhangi
bir genislemeyen doniisiimiin zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim oldugu sonucuna

varilir.

Genislemeyen doniigiimler gibi herhangi bir zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim

sinifi da stlireklidir (Berinde 2019a).
Ornek 7: X: E, 2] ve f: X —» X bir donlisim olsun. Her x € X i¢in fx = i
doniigiimiinii alalim.

(1) f donilistimii L = 4 Lipschitz sabitine sahiptir. Fakat f genigslemeyen doniisiim degildir.
(i) f, 3/2-zenginlestirilmis genislemeyen doniistimdiir.

(i) Fix(f) = {1} dir. Fakat f quasi-genislemeyen degildir (Berinde 2019a).
Coziim: (i) Farz edelim ki f genislemeyen doniisiim olsun. O halde her x,y € X igin

Ifx —fyl < |x—yl

sart1 saglanmalidir. Fakat x = 1 ve y = 1/2 i¢in 1 < 1/2 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Yani f

genislemeyen doniisiim degildir.

(i1) Zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimii (14) gdz oniine alindiginda
k=) + =Y < kot DIx -y |k 1| =yl < (k+ Dlx -yl
—_— —_—— — —_— @ _——] —_— —_—
x=y) o] s x—y xyxy_( x -y
olur ve her x,y € X igin
k== <k+1
xy
elde edilir. Bu esitsizlik herhangi bir k > 3/2 icin saglanir. Dolayisiyla f, 3/2-

zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimdiir.
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(ii1) Farz edelim ki f quasi-genislemeyen doniisiim olsun. O halde her x € X i¢in
1
|— — 1| <|x-1|
X
olur. Esitsizlikte x = 1/2 alindiginda 1 < 1/2 elde edilir bu ise bir ¢eliskidir. Yani f quasi-
genislemeyen degildir.

Teorem 23: C, H Hilbert uzayinin kapali, konveks ve sinirl bir alt kiimesi olsun. f: C —
C k-zenginlestirilmis genislemeyen ve yari-kompakt doniisiimiinii alalim. O halde f nin sabit
noktalar kiimesi Fix(f) bostan farkli konveks bir kiimedir. Her x, € X baslangi¢ noktasi igin

olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }n—o,
Xny1 = (1= Dxp + Af xy
f nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Berinde 2019a).

Teorem 24: C, H Hilbert uzayimin kapali, konveks ve sinirli bir alt kiimesi olsun. f: C —
C k-zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimii olmak tizere Fix(f) = {p} olarak ele alalim.

Her x, € C baslangi¢ noktasi igin olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x; }y=o,
Xny1 = (1= Dxp + Af xp
f nin sabit noktasi olan p ye zayif bir sekilde yakinsar (Berinde 2019a).

Teorem 24 te Fix(f) = {p} sarti, asagidaki daha genel sonucu elde etmek igin
kaldirilabilir.

Teorem 25: C, H Hilbert uzaymin kapali, konveks ve sinirli bir alt kiimesi olsun. f: C —
C k-zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimiinii ele alalim. Her x, € C baslangi¢c noktasi i¢in

olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x; }y=o,
Xne1 = (1= Dxp + Af xp
f nin sabit noktasina zay1f bir sekilde yakinsar (Berinde 2019a).

Teorem 26: H, Hilbert uzay ve f: X — X sabit noktalar kiimesi bostan farkli olan
zenginlestirilmis genislemeyen bir déntisiim olsun. [0,1] araliginda iki reel dizi olan, {a,} ve

{B} i¢in asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.
(1) lim a,, =0,
n—-oo

(i) Xn=o @n = 0,

(iii) B, € [a, b] < (0,1).

Boylece x, € H ve u € (0,1] i¢in olusturulan modifiye Krasnoselskii-Mann iterasyonu {x,},
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{ Yn = (1 - an)xn;
Xn+1 = (1- ﬂﬁn)yn + UBnf Yn

f nin sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Berinde 2022).

Tanim 36 (Zenginlestirilmis Genellestirilmis Genislemeyen Do6niisiim): X' Banach
uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve k € [0, o0) i¢in

Ik +D(x = y) +y = fyll

e =)+ fx = Fyl <0G+ Dl =1+ B | 16 16— 0 ol

+yllix = fxll + lly = £yl (15)

sartin1 saglayan 6 + 2f8 + 2y < 1 olacak sekilde 8,8,y € [0,1] reel sayilar1 var ise, f

doniigiimiine zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen doniisiim denir (Deshmukh 2020).

Sonug¢ 2: (i) Denklem (15) te k = 0 alindiginda Hardy-Rogers doniisiimii elde edilir.
Yani (0,6,(,y) sabitleri i¢in herhangi zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen

doniisiim, Hardy-Rogers doniigiime indirgenir.

(i1)) Denklem (15) te f =y =0 alindifinda zenginlestirilmis genellestirilmis
genislemeyen doniisiim Tanim 35 deki zenginlestirilmis genislemeyen doniisiime indirgenir.

(iii)) Denklem (15) te B =60 =0 alndiginda zenginlestirilmis genellestirilmis
genislemeyen donlisiim Tanim 44 deki zenginlestirilmis Kannan doniisiime indirgenir.

(iv) Denklem (15) te 8 =y =0 alindiginda zenginlestirilmis genellestirilmis
genislemeyen dontlisiim Tanim 47 deki zenginlestirilmis Chatterjea dontistime indirgenir.

Tamim 37 (Zenginlestirilmis Daraltan Doniisiim): (X, ||-||) bir lineer normlu uzay ve

f:X — X bir donilisiim olsun. Her x,y € X i¢in

lk(x =y) + fx = fyll < 6llx =yl (16)

olacak sekilde 6 € [0,k + 1) ve k € [0, 00) sayilar1 var ise, f ye zenginlestirilmis daraltan
doniisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k, 8)- zenginlestirilmis daraltan doniisiim

de denilir (Berinde and Pacurar 2020).

Ornek 8: (i) Tamim 37 de k = 0 alindiginda daraltan doniisiim elde edilir. Buradan
herhangi bir daraltan doniistimiin (0, 8)-zenginlestirilmis daraltan doniisiim oldugu sonucuna

varilir.

(i) X =[0,1] veherx € X i¢in f: X = X, fx = 1 — x seklinde tanimlanan doniisiimii
alalim. f, genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat f daraltan bir doniisiim degildir. Ciinkii her

x,y € X vec €[0,1)igin

20



Ix —yl < clx -yl
olup herhangi x # y i¢in 1 < ¢ < 1 olur ve bu bir ¢eligkidir. Denklem (16) da 8 € [0,k + 1)
ve k € [0, 00) olarak alindiginda
|(k = D(x =y)| < 6lx -yl

elde edilir. Burada her x,y € [0,1] i¢gin 0 < k <1 ve 8 = 1 — k secildiginde bu esitsizlik
saglanir. Yani her k € (0,1) igin f doniisimi (k,1 — k)-zenginlestirilmis daraltan
dontistimdiir. Fix(f) = {1/2} dir (Berinde and Pacurar 2020).

Sonug¢ 3: Ornek (8) (ii) deki f i¢in, Picard iterasyonu yani x,,,; = 1 — x,, dizisi, f nin
tek bir sabit noktast olan % hari¢ herhangi bir x; a yakinsamaz. Bu sebeple zenginlestirilmis
daraltan doniistimlerin giliglii yakinsama teoremleri i¢in Krasnoselskij iterasyon yontemi

kullanilmustir.

Teorem 27: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X — X zenginlestirilmis daraltan dontigiim

olsun. Her x,y € X i¢in
(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in
Xn+1 = (1 = Dxn + Af %y
seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }5—o, P ye giiclii yakinsar.

(ii)n=20,12,..vei =1,23,.. i¢in

6i
|xpnsi-1 — Pl < —lxn — 204l
1-8

dir. Burada § = % dir (Berinde and Pacurar 2020).

Sonu¢ 4: (i) Teorem 27 de k = 0 alindiginda Banach uzaylarinda klasik Banach

daraltan sabit nokta teoremi elde edilir.

(i) Zenginlestirilmis Kannan donilisiim siifi Berinde ve Pacurar (2019a) tarafindan
tanitilmis ve incelenmistir. Ornek (ii) deki f doniisiimii ayn1 anda zenginlestirilmis Kannan
doniisiimii ve zenginlestirilmis daraltan doniisiimii olmasina ragmen, zenginlestirilmis Kannan
dontistimler ile zenginlestirilmis daraltan doniisiim siniflarinin birbirlerinden bagimsiz oldugu
kolayca goriilebilir. Ciinkii Rhodes (1977), Kannan daraltan doniisiim sinifinin Banach daraltan

doniisiim siifindan bagimsiz oldugunu gostermistir.
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Sonug 5: (X, ||*|]) bir Banach uzay, r > 0, B = B(x,,7):{x € X : ||x — x|l <7} ve
f:B = X, (k, 0)-zenginlestirilmis daraltan doniisiim olsun. Eger |[fxo, — xo|| < (k +1 — 0)r
ise, f nin sabit noktas1 vardir (Berinde and Pacurar 2020).

Teorem 28: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. N pozitif bir
tam say1 olacak sekilde fV, (k, 8)-zenginlestirilmis daraltan doniisiimiinii ele alalim. O halde

her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p}
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in,
Xpe1 = (1= Dx, + Afon

seklinde olusturulan iterasyon metodu p ye yakinsar (Berinde and Pacurar 2020).
Tamim 38 (Zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus Daraltan Doniisiim): (X, ||-||) lineer
normlu uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

lk(x = y) + fx = fyll < allx = yll + b(llx — fxI[ + lly = fyID

olacak sekilde a + 2b < 1 esitsizligini saglayan a,b > 0 ve k € [0, o) sayilar1 var ise, f ye
(k, a, b)-zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus daraltan doniisiim denir (Berinde and Pacurar

2021a).

Sonu¢ 6: (i) Tanim 38 de b =0 alindiginda zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus

doniigiim, Tanim 37 deki zenginlestirilmis daraltan doniistime indirgenir.

(i) Tanim 38 de a = 0 alindiginda zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus doniigiim Tanim

44°teki zenginlestirilmis Kannan doniisiime indirgenir.

Teorem 29: (X, ||.||) bir Banach uzay ve f: X — X (k, a, b)-zenginlestirilmis Ciric-

Reich-Rus doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in,
X1 = (1= Dxp + Af xp

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }5—o, p ye giiclii bir sekilde yakinsar.

(i)n=20,12,..vei =123, ..1¢in

61'
lxntio1 — Pll < — x5 — x4l
1-68

dir. Burada § = % dir (Berinde and Pacurar 2021a).
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Sonug¢ 7: Teorem 29 da, sirasiyla b = 0 ve a = 0 alindiginda Teorem 27 ve Teorem

35 elde edilir.

Tanim 39 (Genellestirilmis Zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus Daraltan Doniisiim):

(X, ||*]D lineer normlu uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin,

lkCx = y) + fx = fyll < aCe, »)llx = yll + b0, ) (lx = fx|l + lly = fylD

olacak sekilde k € [0, ), supx‘yex(a(x, ¥)+2b(x,¥)) =0 <1 ve ab:X% - [0,0)
negatif olmayan fonksiyonlari var ise, f ye genellestirilmis (k, a, b)-zenginlestirilmis Ciric-
Reich-Rus daraltan doniisiim denir (Berinde and Pacurar 2021a).

Asagidaki teorem, Teorem 29 un genellestirilmis halidir.

Teorem 30: (X, ||||) bir Banach uzay ve f:X — X genellestirilmis (k,a, b)-

zenginlestirilmis Ciric-Reich-Rus doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p} dir.
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in,
X1 = (1= Dxp + Af x

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }5—o, p ye giiclii bir sekilde yakinsar.

(i)n=20,12,..vei =1,2,3,.. i¢in

61'
IXp4i-1 —pll < % 2, — xn1ll
dir. Burada § = % dir (Berinde and Pacurar 2021a).
Tamim 40 (Zenginlestirilmis Quasi-Daraltan Doéniisiim): (X, ||-||) normlu uzay ve

f: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

Ik + DG = Ml = fxll, lly = fyll, }
lk(x —y) +x = fyll. Ik(y —x) + y — fxl

sartin1 saglayan k € [0, ) ve ¢ € [0,1) sayilari var ise, f doniisiimiine zenginlestirilmis (k, c)-

lkCx —y) + fx — fyll < cmax{

quasi-daraltan doniistim denir (Abbas, Anjum and Berinde 2021).

Ornek 9: (i) Tamm 40 da k = 0 alindifinda quasi-daraltan doniisiim elde edilir.
Buradan herhangi bir quasi-daraltan doniisiimiin (0, ¢)-zenginlestirilmis quasi-daraltan
doniisiim oldugu sonucuna varilir.

(i) X =[0,1] ve x € X i¢in f: X = X, fx = 1 — x seklinde tanimlanan doniisiimii

alalim. f, quasi-daraltan bir doniisiim degildir. Ciinkii her x,y € X ve ¢ € [0,1) i¢in

x =yl < cmax{|x —y|,|2x —1|,|2y = 1|, |y +x — 1], |x +y — 1| }
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olupburadax = 0vey = 1li¢in 1 < ¢ < 1 olur ve bu bir ¢eligkidir. Diger yandan f doniistimii
her x,y € [0,1] ve k = 1 i¢in zenginlestirilmis quasi-daraltan doniisiimdiir (Abbas, Anjum and

Berinde 2021).

Tamim 41 (f;-Orbital Banach Uzayn): (X, ||]|) normlu uzay ve f:X — X bir

doniisiim olsun. Her x € X ve A € X i¢in
o(f,x,n) ={x, fx, .., f"x}
O(f,x,) = {x, fx, f*x, ...}

olsun. Bazi x € X i¢in O(f, x, ) i¢inde bulunan her Cauchy dizisi X de yakinsak ise, (2, ||-]])

normlu uzayma f;-orbital Banach uzay1 denir (Ciric 1974).

Teorem 31: (X, ||*]|) normlu uzay ve f: X — X (k, ¢)-zenginlestirilmis quasi-daraltan
doniisiim olsun. O halde f doniisiimii, p € X olmak iizere tek bir sabit noktaya sahiptir. Ayrica
X in  fj-orbital Banach wuzayr olmasi kosuluyla, herhangi x, € X i¢in

Xn+1 = (1 — A)xn—l + Afxn—l

seklinde olusturulan iterasyon yontemi {x,}n—o, p ye yakinsar. Burada 1 = ﬁ dir (Abbas,

Anjum and Berinde 2021).

Tamim 42 (Zayif Zenginlestirilmis Daraltan): (X, ||-||) normlu uzay ve f: X — X bir

doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in
Ilk(x —y) + fx = fyll < (k + D(lx = yll = ¢llx = ¥I))

¢, (0, ) tizerinde pozitif taniml olacak sekilde ¢: [0, ) — [0, c0) déniisiimii ve k € [0, )
sayis1 var ise, f donistimiine (k, ¢p)-zenginlestirilmis zayif daraltan doniisiim denir (Abbas,
Anjum and Berinde 2021).

Teorem 32: (X, ||*]]) bir Banach uzay ve f: X — X (k, ¢)-zenginlestirilmis zayif
daraltan donilisiim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyor ise, f doniisimii X de tek bir sabit

noktaya sahiptir (Abbas, Anjum and Berinde 2021).

(1) ¢ stirekli ve azalmayandir

(if) lim ¢(t) = oo.

Tamim 43 (Zenginlestirilmis Hemen Hemen Daraltan Doniisiim): (X, [|-]]) lineer
normlu uzay ve f: X’ = X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in
lkCe —y) + fx — fyll < Ollx — yll + LilkCx — ) + fx — fyll
sartint saglayan k € [0,00), 8 € (0,k+ 1) ve L >0 sayilarn var ise, f doniigiimiine

zenginlestirilmis hemen hemen (k, 8, L)-daraltan doniisiim denir (Berinde and Pacurar 2021b).
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Sonugc 8: (i) Tanim 43 te k = 0 ve 8 = § alindiginda hemen hemen daraltan doniisiim
elde edilir. Buradan herhangi bir hemen hemen daraltan doniisiimiin (0, §, L)-zenginlestirilmis

hemen hemen daraltan doniisiim oldugu sonucuna varilir.

(i) Herhangi (k,8)-zenginlestirilmis daraltan doniisiim, (k, 6, 0)-zenginlestirilmis
hemen hemen daraltan doniisiimdyir.

(ii1)) Herhangi (k,y)-zenginlestirilmis Kannan doniisiim, zenginlestirilmis hemen

hemen (k, X , 2—y)-daraltandlr.
1-y 1-y

(iv) Herhangi (k, B)-zenginlestirilmis Chatterjea donilisiim, zenginlestirilmis hemen
B 2B

hemen (k, rary E)-daraltandlr (Berinde and Pacurar 2021b).

Teorem 33: (X, ||-|) bir Banach uzay ve f:X — X genellestirilmis (k,8,L)-

zenginlestirilmis hemen hemen daraltan doniistim olsun. Her x, y € X i¢in

(i) Fix(f) = 0,
(i1) Herhangi x, € X baslangi¢ noktasi i¢in,
X1 = (1= Dxp + Af %y

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}n—o, P € Fix(f) ye glgli bir sekilde

yakinsar.

(ii)n =0,1,2, .. ve i = 1,2,3, ... i¢in

6i
IXn+i-1 =PIl < = l1Xn — X5l
dir. Burada § = % dir (Berinde and Pacurar 2021b).

Ornek 10: X = [0,5] ve f:2 > X,

fx

seklinde tanimlanan doniistimiinii alalim. Buradan Fix(f) = {%, 1} olup asagidakiler saglanir
(Berinde and Pacurar 2021b).

(1) Her 68 € (0,2) igin f doniisiimii (1, 8, 3)-zenginlestirilmis hemen hemen daraltan
doniistimdiir.

(i1) f doniisiimii hemen hemen daraltan degildir.

(i) f, zenginlestirilmis daraltan, zenginlestirilmis Kannan veya zenginlestirilmis
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Chatterjea doniisiimii degildir.

(iv) f donilisiimi, ne genislemeyendir nede quasi genislemeyendir.

(v) f doniisiimii zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim degildir.

Teorem 34: (X, ||-]]) bir Banach uzay ve f: X — X (k, 0, L)-zenginlestirilmis hemen
hemen daraltan doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in
lfx = fyll < 81llx — yIl + Lqllx — fxl

olacak sekilde §; € (0,1) ve L; = 0 sayilar1 var ise bu durumda

(i) Fix(f) = {p},

(i1) Herhangi x, € X baslangic noktasi i¢in,

X1 = (1= Dxp + Af xp

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5—o, p ye giiclii bir sekilde yakinsar.

(iii)n =0,1,2, ... ve i = 1,2,3, ... i¢in

6i
lxn+i—1 — Pl < —lxn — x4l
1-8

dir. Burada § = _bd dir.
k+1

(iv) Krasnoselskij iterasyonun yakinsama orani ||x,, — p|| < &||x,,—1 — p|| seklindedir
(Berinde and Pacurar 2021b).

Tamim 44 (Zenginlestirilmis Kannan Doéniisiim): (JC, ||-]|) bir lineer normlu uzay ve

f: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

lk(x =y) + fx = fyll < vlllx = fxll + lly = fyll] (17)

olacak sekilde y € [0,1/2) ve k € [0,) sayilar1 var ise, f ye zenginlestirilmis Kannan
doniisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k, y)-zenginlestirilmis Kannan doniisiimii

de denilir (Berinde and Pacurar 2021c).

Ornek 11: (i) Tanim 44 te k = 0 alindiginda Kannan doniisiimii elde edilir. Buradan
herhangi bir Kannan doniistimiiniin (0, y)-zenginlestirilmis Kannan doniisiim oldugu sonucuna
varilir.

(i) X =10,1] ve her x € X i¢in f: X - X, fx=1-—x seklinde tanimlanan
doniigiimii alalim. f, genislemeyen bir donilisiimdiir; fakat Kannan doniisiim degildir. Clinki

her x,y € X vey € [0,1/2) i¢in

|x =yl < vyll2x — 1] + |2y — 1]],

26



olup burada x =1/2 ve y =1 i¢in 1 < 2y < 1 olur ve bu bir ¢eliskidir. Zenginlestirilmis
Kannan dontistimii dikkate alindiginda
|(k — D(x — )| <yll2x — 1] + |2y — 1]

elde edilir. Herhangi y € [0,1/2) i¢in 2y = |k — 1| seg¢ildiginde 2|x —y| < |2x — 1| +
|2y — 1| olur. Bu da k < 1 i¢in miimkiin oldugundan k = 1 — 2y > 0 dir. Boylece f herhangi
bir y € [0,1/2) i¢in (1 — 2y, y)-zenginlestirilmis Kannan doniisimidir. Fix(f) = {1/2} dir
(Berinde and Pacurar 2021c).

Ornek 11 (ii) deki f i¢in, x,,; = 1 — x,, dizisi, f nin tek bir sabit noktas1 olan % harig
herhangi bir x4 a yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu f doniisiimiiniin sabit noktasina
yakinsamaz (Berinde and Pacurar 2021c). Bu ise asagidaki zenginlestirilmis Kannan

dontistimler i¢in olusturulan giiclii yakinsama teoreminin ispatinda Krasnoselskij iterasyon

metodu gibi daha ayrintili olan sabit nokta iterasyon metoduna ihtiya¢ oldugunu gosterir.

Teorem 35: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X — X (k,y)-zenginlestirilmis Kannan

dontisiim olsun. Her x, y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in
Xni1 = (1= Dx, + Af xy

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5,—o, p ye giiclii bir sekilde yakinsar.
(i) n=0,1,2,..vei =1,2,3, ... i¢in
St
Ixn+i-1 =PIl < 5 1% = X5l

dir. Burada § = 1}_/—]/ dir (Berinde and Pacurar 2021c¢).

Sonug¢ 9: (i) Herhangi bir Kannan doniisiimiin, kesin quasi-daraltan oldugu Berinde

(2007a) tarafindan gosterilmistir. Yani her x,y € X ve p € Fix(f) i¢in

llfx —pll < allx —pll

dir. Ote yandan Ornek 11 (ii) deki f kesin quasi-daraltan degildir. Dolayisiyla, zenginlestirilmis
Kannan doniisiim sinifi, kesin quasi-daraltan doniisiim sinifindan daha genis bir doniisiim

smifidir.

(i1) Teorem 35 te k = 0 alindiginda Banach uzaylarda Kannan (1968) tarafindan elde

edilen klasik Kannan sabit nokta teoremi elde edilir.
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Tanim 45 (Zenginlestirilmis Bianchini Doniisiim): (X, ||]|) bir lineer normlu uzay ve

f:X = X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin

lk(x =) + fx + fyll < hmax{llx — fx|, lly = fyll}

olacak sekilde h € [0,1) ve k € [0,0) sayilar1 var ise, f ye zenginlestirilmis Bianchini
doniisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k, h)-zenginlestirilmis Bianchini doniisiim

de denebilir (Berinde and Pacurar 2021c).

Ornek 12: (i) Tanim 45 te k = 0 alindiginda Bianchini déniisiim elde edilir. Buradan
herhangi bir Bianchini doniisiimiin (0, h)-zenginlestirilmis Bianchini doniisiim oldugu

sonucuna varilir.

(i) Herhangi bir (k,y)-zenginlestirilmis Kannan doniisimi, u + v < 2max{u, v}
esitsizligi agisindan h = 2y olan bir (k, h)-zenginlestirilmis Bianchini doniisiimiidiir. Bu,
Omek 11 (ii) de verilen genislemeyen doniisiimiin herhangi bir y € (0,1/2) igin
(2(1 — y), 2y)-zenginlestirilmis Bianchini dontisimii oldugu anlamina gelir. Bu doniisiim
simift icin Picard iterasyon metodu yakinsak olmak zorunda degildir. Dolayisiyla,
zenginlestirilmis Bianchini doniisiim simifinin yakinsakligi i¢in Krasnoselskij iterasyon

metoduna ihtiya¢ duyulmustur (Berinde and Pacurar 2021c).

Teorem 36: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X — X, (k, h)-zenginlestirilmis Bianchini

dontisiim olsun. Her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her xo, € X baslangi¢ noktasi i¢in
X1 = (1= Dxp + Af xp

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5—q, p ye giglii yakinsar.
(i)n=20,12,..ve i =1,2,3,..i¢in
hi
IxXpti-1 —pll < P ll2¢n, — 21l
dir (Berinde and Pacurar 2021¢).

Tamim 46 (Zayif Zenginlestirilmis Genislemeyen Doniisiim): C, (X, ||.|]) normlu
uzayinin bostan farklr alt kiimesi ve f: C — X bir doniisiim olsun. Her x,y € C ve a € [a, 1)
i¢in
(1—-a)(k+ 1)x, ||

G =)+ Fx = £y < G+ Dlx =Y+ L e+ Fy (o 1)y
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olacak sekilde a € (0,1) ve k, L > 0 sayilar1 var ise, f ye zayif zenginlestirilmis genislemeyen
doniisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek icin f ye (k, L)-zayif zenginlestirilmis genislemeyen
dontisiim de denebilir (Suantai, Chumpungam and Sarnmeta 2021).

Eger f: C — C zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim ise, her x € X i¢in f, (k, 0)-
zayif zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimdiir.

Asagidaki Ornekte f doniisimii (k,L)- zayif zenginlestirilmis genislemeyen bir

doniistimdiir. Fakat zenginlestirilmis genislemeyen bir doniisiim degildir.

Ornek 13: C = E,\/E] C Rveherx,y € Ciginf:C - C,

1 1
ol xelzv
4, x€(V2,4]

seklinde tanimlanan doniisiimii alalim. f, zenginlestirilmis genislemeyen degildir; fakat % icin

(16,200)-zayi1f zenginlestirilmis genislemeyen doniisiimdiir.
Coziim: 1. Durum: x,y € (v/2,4] oldugu aciktir.

2. Durum: x,y € E, \/E] ve x < y olsun. Boylece

1 1 x+y
|16(x—y)+x—2—? = |x—y||16—x2—yz
< 16|x —y|,
1-a)(17);
<17|x—y|+L

+a (16x + xiZ) — 17y ,
olur. Burada a € [%, 1] dir.
3. Durum: x € E, \/E] ve y € (V/2,4] olsun. O halde asagidaki esitsizlikler elde edilir.
|(1 —a)(17) (1) + a<16x + i) — 17y| >2 - L 0,
2 x? 2

|(1 —a)(17) (%) +a(16y +4) — 17x| > 1.

Burada o € [%, 1] dir.
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Her x € E,\/E] ve y € (v/2,4] icin |16(x —-y)+ xiz — 4| < 100 oldugundan, her a €

1 1 1
|16(x —y)+ Z 4| <17|x —y| + 200 |(1 —a)(17) <§> +a (16x + x_z) — 17y|
ve
1 1
|16(y —x) +4— x—2| < 17|y — x| + 200 |(1 —0)(17) (E) +a(16y +4) — 17x|

olur. Boylece f, (16,200)- zayif zenginlestirilmis genislemeyen donisiimdiir. Simdi f nin
zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim olmadigin1 gosterelim. x = V2 ve y = 3 alindiginda
her k > 0 i¢in

k(V2-3)+2-4|=k(3-V2)+2> (k+1)(3-V2)
elde edilir. Yani f, zenginlestirilmis genislemeyen donilisiim degildir (Suantai, Chumpungam

and Sarnmeta 2021).

Teorem 37: C, (X, ||]]) bir Banach uzaymin bos olmayan kompakt konveks bir alt
kiimesi ve f: C = C bir donlisiim olsun. Eger f, x, € C ye gore (b, L)-zay1f zenginlestirilmis
genislemeyen doniisiim ise, f nin C de sabit noktasi vardir (Suantai, Chumpungam and

Sarnmeta 2021).

Tamim 47 (Zenginlestirilmis Chatterjea Doniisiim): (X, ||-]]) bir lineer normlu uzay

ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

10+ DG =) +y = £
MG =)+ fx = YIS B| Ly Dy — o) 12— 75 (18)

olacak sekilde f € [0,1/2) ve k € [0, ) sayilar1 var ise, f ye zenginlestirilmis Chatterjea
dontisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k,)-zenginlestirilmis Chatterjea

dontigiimii de denilir (Berinde and Pacurar 2021d).

Ornek 14: Tiim Banach daraltan doniisiimlerde daralma sabiti 6 < gve tiim Kannan ve

Chatterjea daraltan doniisiimlerinde daralma sabitini y < % olarak alindiginda, k = 0 igin (18)

esitsizligi saglanir.
Gergekten de (2) esitsizliginde 6 < é olarak alindiginda

d(fx,fy) < 0ld(x, fy) + d(fy, fx) + d(fx, y)]

olur ve gerekli diizenlemeler ile
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0
A(Fx, fy) < =5 [d(x ) + d(Fx, )]
elde edilir. Burada 6 < goldugundan % < % olur. Yani 8 < % sabiti i¢in her daraltan doniisiim
(0, B)-zenginlestirilmis Chatterjea doniisimdiir.
Benzer sekilde (4) esitsizliginde y < % olarak alindiginda

14
1-2y

d(fx, fy) < [d(x, fy) + d(fx,¥)]

elde edilir. Burada y < % oldugundan 1_]/—2]/ < % olur. Yani y <% sabiti i¢in her Kannan ve

Chatterjea daraltan doniisim (0, §)-zenginlestirilmis Chatterjea doniisiimdiir (Berinde and

Pacurar 2021d).

Ornek 15: (i) Tanim 47 de k = 0 alindiginda Chatterjea doniisiim elde edilir. Buradan
herhangi bir Chatterjea doniisiimiin (0, 8)-zenginlestirilmis Chatterjea doniisiim oldugu

sonucuna varilir.

(i) X =[0,1] ve her x,y € X icin f: X - X, fx =1—x seklinde tanimlanan
doniisiimii alalim. f, genislemeyen bir doniistimdiir; fakat Chatterjea doniisiim degildir. Cilinkii
her x,y € X ve B € [0,1/2) i¢in

lx =yl <2Blx+y—1]

olup x =0 ve y =1 i¢in bu bir c¢eliskidir. Zenginlestirilmis Chatterjea doniisiimii dikkate

alindiginda

k — (k- —
=G - <8 ey (19)
elde edilir. (19) esitsizligini elde etmek i¢in

2klx =yl = [[(k + Dx = (k =Dy - 1] = [(k + Dy — (k = Dx - 1]|

<|(k+Dx—(k—1Dy—-1|+|(k+ 1Dy —(k—1x—1|

esitsizligi goz oniine alindiginda belirli bir § € [0,1/2) i¢in % < [ dir. Burada tek olasilik
k <1 oldugundan g = % ve k = ﬁ olur. Boylece f herhangi bir g € [0,1/2) i¢in

(ﬁ, ﬁ)-zenginlestirilmis Chatterjea doniisimdir. Fix(f) = {1/2} dir (Berinde and Pacurar

2021d).
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Ornek 15 (ii) deki f igin, x,.; = 1 — x,, dizisi, f nin tek bir sabit noktas1 olan % harig
herhangi bir x, a yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu f doniisiimiiniin sabit noktasina
yakinsamaz. Dolayisiyla 2019 yilinda Berinde ve Pacurar zenginlestirilmis Chatterjea

dontistimler i¢in olusturulan giiclii yakinsama teoreminin ispatinda Krasnoselskij iterasyon

metodunu kullanmislardir.

Teorem 38: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X — X (k, B)-zenginlestirilmis Chatterjea

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her x, € X baslangic¢ noktasi i¢in
Xnt1 = (1= Dxn + Af xp

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5—¢, P ye gilicli yakinsar.

(ii)n =0,1,2, .. ve i = 1,2,3, ... icin

6i
lxn+i—1 — Pl < —llxn — x4l
1-8

dir. Burada § = 1% dir (Berinde and Pacurar 2021d).

Sonug 10: (i) Herhangi bir Chatterjea doniisiimiin, kesin quasi-daraltan oldugu Berinde

(2007b) tarafindan gosterilmistir. Yani her x,y € X ve p € Fix(f) i¢in

Ilfx —pll < 6lx —pll

dir. Diger yandan Ornek 15 (ii) deki f kesin quasi-daraltan degildir. Dolayisiyla,
zenginlestirilmis Chatterjea doniisiim sinifi, kesin quasi-daraltan doniisiim sinifindan daha

genis bir doniisiim siifidir.

(i1) Teorem 38 de k = 0 alindiginda Banach uzaylarda klasik Chatterjea sabit nokta

teoremi elde edilir.
Tamim 48 (Zenginlestirilmis Chatterjea Tipi Doniisiim): (X, ||-||) bir lineer normlu
uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

Ik +Dx—y)+y —fylll}

e =)+ £ = ol < ey L 30 L

(20)

olacak sekilde h € [0,1) ve k € [0, o) sayilari var ise, f ye zenginlestirilmis Chatterjea tipi
doniisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in f ye (k, h)-zenginlestirilmis Chatterjea tipi

dontigiimii de denilir (Berinde and Pacurar 2021d).
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Ornek 16: (i) Tamm 48 de k = 0 alindiginda Chatterjea tipi doniisiim elde edilir.
Buradan herhangi bir Chatterjea tipi dontigiimiin (0, h)-zenginlestirilmis Chatterjea tipi

dontisiim oldugu sonucuna varilir.

(ii) Herhangi bir (k, 8)-zenginlestirilmis Chatterjea doniisimi, u + v < max{u, v}
esitsizligi agisindan h = 2 olan bir (k, h)-zenginlestirilmis Chatterjea tipi donilistimdiir. Bu,
Omek 15 (ii) de verilen genislemeyen doniisiimiin herhangi bir B € (0,1/2) igin
(2(1 = B), 23)-zenginlestirilmis Chatterjea tipi doniisiim oldugu anlamina gelir. Bu doniisiim
icin Picard iterasyon metodu yakinsak degildir. Bu nedenle zenginlestirilmis Chatterjea tipi
doniisiimler i¢in olusturulan yakinsama teoreminin ispatinda Krasnoselskij iterasyon metodu

kullanilir (Berinde and Pacurar 2021d).

Teorem 39: (X, ||-||) bir Banach uzay ve f: X - X (k, h)-zenginlestirilmis Chatterjea

tipi doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) = {p},
(i1) Her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in
Xp+1 = (1= Dxy + Afxy

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5—¢, P ye yakinsar (Berinde and Pacurar

2021d).

Zenginlestirilmis A daraltan ve zenginlestirilmis A’ daraltan donilisiim siniflarini
tanitmak igin, Mondal, Garai ve Dey asagidaki kosullar1 saglayan l: R3 —» R, doniisiimiinii
tanimlamislardir.

(A4) L stireklidir,

(Ay)Herr,s € R, icinr < I(s,7,s) veyar < I(r,s,s) olacak sekilde r < ks olan k € [0,1)
vardir.

(A7) 1 stireklidir,

(A}) Her r,s € R, iginr < (1, s,5) veyar < I(s, s, 1) olacak sekilde r < ks olan k € [0,1)
vardir.

(A3) Herr,s, t € R, ve A > 0igin Al(r, s, t) < I(Ar, s, At) dir,

(Ay) Egert <ty iseherr,s,t, t; € R, icin l(r,s,t) < I(r,s, ty) dir,

(As) Egerr < I(r,r,r) iser = 0 dir.

Asagida, A donlisiim sinifina ait birkag 6rnek verilmistir.

(i) 0 < @ <> olmak iizere I(r, 5,t) = a(s + t) dir.

(i1) 0 < a < 1 olmak tizere I(r, s,t) = amax{s, t} dir.
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(iii)) 0 < a < 1 olmak iizere I(r, s, t) = amax{r, s, t} dir.

(iv) 0 < ay, a5, a3 < 1ve a; + a, + az < 1 olmak tlizere [(r,s,t) = a7 + a5 + ast
dir.
Asagida, A’ doniisiim sinifina ait birkag 6rnek verilmistir.

i 0<a< %olmak tizere (1, s,t) = a(s + t) dir.

(ii) 0 < @ < 7 olmak iizere I(r, 5,t) = a(r + s +t) dir.

(iii) 0 < a < 1 olmak tizere I(r, s, t) = amax{s, t} dir (Mondal, Garai and Dey 2021).

Tamim 49 (Zenginlestirilmis A-Daraltan) (X, ||-||) bir reel Banach uzay ve f: X —
X bir dontisiim olsun. Her x,y € X (x # y ) ve k € [0, ) i¢in

ke —y) + fx = fyll < LG+ Dllx =yl 1x = fxll, lly = fyll)

olacak sekilde | € A var ise, f ye zenginlestirilmis A-daraltan doniisiim denir (Mondal, Garai

and Dey 2021).

Teorem 40: X bir Banach uzay1 ve f: X — X zenginlestirilmis A-daraltan donilisiim
olsun. O halde f tek bir sabit noktaya sahiptir. Her x, € X baslangi¢ noktasi ve 0 < 1 <1

sabiti i¢in olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,, }y=o,
Xns1 = (1 — Dxp + Af xy
f nin sabit noktasina giiclii bir sekilde yakinsar (Mondal, Garai and Dey 2021).

Tamim 50 (Zenginlestirilmis «A4'-Daraltan) (X, ||-]|) bir reel Banach uzay ve f: X —
X bir dontisiim olsun. Her x,y € X (x # y ) ve k € [0, ) i¢in

k(G —¥) + fx = fyll < I((k + Dllx = yll, 1 + D =) +y = fll,
Ik + Dy —x) +x = fx|)

olacak sekilde [ € A’ varise, f ye zenginlestirilmis A’-daraltan doniisiim denir (Mondal, Garai

and Dey 2021).

Teorem 41: X bir Banach uzay1 ve f: X’ = X zenginlestirilmis A'-daraltan doniisiim
olsun. O halde f tek bir sabit noktaya sahiptir. Her x, € X baslangi¢ noktasi ve 0 <1< 1

sabiti yardimiyla olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }n—o,
X1 = (1= Dxp + Af xp

f nin sabit noktasina giiclii bir sekilde yakinsar (Mondal, Garai and Dey 2021).
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Banach uzaylarindaki daraltan doniisiimlerin ¢cogunda, eger doniisiim Banach uzayinin
kapali bir alt kiimesi lizerinde taniml1 ise, 0 zaman doniisiimiin sabit bir noktaya sahip oldugunu
goriiyoruz. Ancak zenginlestirilmis daraltan doniisiim siniflarinda bu genellikle dogru degildir.
Daha kesin olarak, yukaridaki iki teoremde, eger f doniisiimii bir Banach uzayinin kapali bir

alt kiimesinde tanimli ise, o zaman f sabit bir noktaya sahip olmayabilir.

Tamim 51 (Zenginlestirilmis Quasi-Genislemeyen Doéniisiim): C, (X, ||']]) bir
Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve f: C — C bir doniisiim olsun. Her x € C ve
y € F(f) # 0 igin

lk(x =)+ f(x) =yl < (k + Dllx =yl

olacak sekilde k € [0, 00) sayis1 var ise, f doniligiimiine zenginlestirilmis quasi-genislemeyen

doniigiim denir (Shukla and Pant 2022).

Her quasi-genislemeyen  doniislim, 0-zenginlestirilmis  quasi-genislemeyen
doniistimdiir.

Her k-zenginlestirilmis  genislemeyen doniisiim, k-zenginlestirilmis  quasi-
genislemeyen dontlisiimdiir, ancak tersi dogru degildir (Shukla and Pant 2022).

Teorem 42: C, X diizgiin konveks Banach uzaynin bostan farkli kapali, konveks bir
altkiimesi ve f: C — C k-zenginlestirilmis quasi-genislemeyen doniigiim olsun. Hern € N ve
X, € C i¢in

Yo = (1 = Bp)xn + Bnf (xn)

1
x, =0 —-a)x, +a, [(1 —m)yn +

1

== 0o

seklinde olusturulan iterasyon yontemi {x,}, F(f) deki bir noktaya kuvvetle yakinsar. Burada

Cc

@y € (¢,d). B € (55,5=) ve ¢,d € (0,1) dir. (Shukla and Pant 2022).

Tamim 52 (Suzuki-Zenginlestirilmis Genislemeyen Déniisiim): C, (X, ||-||) bir

Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve f: C = C bir doniisiim olsun. Her x,y € C igin

2oin 1~ FO < llx = ylliken [|kCx = y) + fCO — fFOIl < (b + Dllx -yl 21

olacak sekilde k € [0, o) sayis1 var ise, f donilisiimiine Suzuki-zenginlestirilmis genislemeyen

dontisiim denir (Shukla and Pant 2022).
(21) esitsizliginde k = 0 alindiginda Suzuki genislemeyen doniisiim elde edilir.

Teorem 43: C, (X, ||*||) Banach uzaymin bos olmayan kompakt konveks bir alt kiimesi

ve f: C = C Suzuki-zenginlestirilmis genislemeyen bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in
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(i) Fix(f) # 9,
(i1) Herhangi x, € X baslangi¢ noktasi i¢in,
Xnt1 = (1= Dxn + Af xp
seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}n—o, p € Fix(f) ye giglii bir sekilde

1 1
2(k+1)’ k+1

yakinsar. Burada A € [ ) dir (Shukla and Pant 2022).

Tanim 53: (X, ||-||) Banach uzay olsun. Her y € X i¢in x # y olmak iizere
liminf||x,, — x|| < liminf]|x,, — y||
n—oo n—oo
sart1 saglayan {x,} dizisi x € X e zayif yakinsak ise, Opial kosulu saglanir (Opial 1967).

Tiim sonlu boyutlu Banach uzaylar1 ve tiim Hilbert uzaylari, Opial 6zelligini saglar

(Goebel and Kirk 1972).

Teorem 44: X, Opial 6zelligine sahip bir Banach uzay ve C, X in bostan farkli zayif
kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun. f: C — C Suzuki-zenginlestirilmis genislemeyen

doniistimiinii ele alalim. Her x,y € X i¢in

(i) Fix(f) # 0,
(i1) Herhangi x, € X baslangi¢ noktasi icin,
Xng1 = (1= Dxp + Af %y

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}p—o, P € Fix(f) ye zayif bir sekilde

yakinsar. Burada A € [; L) dir (Shukla and Pant 2022).

2(k+1)’ k+1

Sabit Nokta iterasyon Yontemlerinin Kararhihg

X bir normlu uzay ve f, X iizerinde tanimli bir doniisiim olsun. F # @ ve x, € X keyfi
bir baglangic noktasi olmak iizere, bir sabit nokta iterasyon yonteminin en genel formda x,,,1 =
g(f, x,) ile tanimlandigin1 hatirlayalim. {x,}o—y, Xn+1 = g(f,x,) den elde edilen bir dizi

olsun. Burada {x, };—, hesaplanirken genellikle asagidaki adimlar izlenir:

1. x, € X baslangic noktas1 alinir.

2. x; =9(f,x9) degeri bulunur. Bu hesaplama esnasinda meydana gelen c¢esitli
hatalardan dolay1 x; degeri tam olarak elde edilemez. x; degeri yerine bu degere yakin
olan baska bir y; degeri elde edilir, yani y; = x; dir.

3. Sonug olarak x, = g(f, x;) hesaplanirken aslinda x,, x, = g(f,y;) olarak hesaplanir
ve boylece gercek x, degeri yerine, yine bu degere yakin olan bagka bir y, degeri elde

edilir, yani y, = x, olur ve bu isleme bdylece devam edilir.
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Bu yolla, verilen iterasyon yontemi tarafindan tiretilen {x,}5-, dizisi yerine, pratik
olarak bunun bir yaklagim dizisi olan {y,, }n=, dizisini elde edilir. Verilen sabit nokta iterasyon
yonteminin kararli olarak ele alinabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her bir adimda x,, e
yeterince yakin olan y,, i¢in, {y,}n=, yaklasim dizisinin hala f nin sabit noktasina yakisak
olmasidir.

Bu temel fikirden hareketle yapilan ilk ¢alisma Urabe (1956) tarafindan sunulmustur.
Bununla birlikte, ilk olarak metrik uzaylarda Picard iterasyon yontemi i¢in kararlilik sonucu
Ostrowski (1967) tarafindan verilmis olmasma ragmen genel iterasyon yontemleri ig¢in
kararlilik kavrami resmi olarak Harder ve Hicks (1988) tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmistir:

Tamm 54: X lineer normlu uzay ve f: X’ — X bir doniisiim olsun. x,,.1 = g(f, x,,) ile
verilen iterasyon yontemi tarafindan iretilen {x,},-, dizisinin f nin bir p sabit noktasina

yakisadigini kabul edelim. {y,}n—, , X te keyfi bir dizi olsunve n = 0,1,2, ..., i¢in

€n = ”yn+1 - g(f} xn)”

olarak alalim. x,,,; = g(f, x;,) ile verilen sabit nokta iterasyon yonteminin f-kararli (veya f’

ye gore kararli) olmasi icin gerek ve yeter kosul 7111_1330 e, =0= 7111_1)120 Yn = 0 olmasidir (Harder
and Hicks 1988).
Lemma 1: Eger 0 < § < 1 olacak sekilde bir § reel sayisi, 7111_1320 €, = 0 olacak sekilde
{€)meo pozitif reel sayilarin bir dizisi ve
Upyq S Ou, + €,
esitsizligini saglayan {u, },—, pozitif sayilarin dizisi olmasi durumunda

limu, =0

n—-0oo

dir (Berinde 2002).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, calismamizda elde ettigimiz bazi O6nemli tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

Ik olarak zenginlestirilmis Kannan, zenginlestirilmis Chatterjea ve zenginlestirilmis
genislemeyen doniisiim smiflarini igeren zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen
doniisiim sinifi i¢in bir 6rnek verilmistir. Sonrasinda Banach uzaylarinda Krasnoselskij
iterasyonu kullanilarak zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen doniisiimler ig¢in
kuvvetli yakinsama teoremi elde edilmistir. Ayrica bazi uygun kosullar altinda bu tiir

dontistimler i¢in Krasnoselskij iterasyonunun kararhiligi gésterilmistir.

Son olarak n-Banach uzaylarda zenginlestirilmis n-daraltan, zenginlestirilmis n-
Kannan, zenginlestirilmis n-Chatterjea doniisiim siniflar1 tanitilmis ve Krasnoselskij iterasyonu

kullanilarak bu doniisiim siniflari i¢in kuvvetli yakinsama teoremleri ifade edilmistir.

Ornek 17: X = [0,4] U [5,6] S R olmak iizere f: X - X,

donilisiimii zenginlestirilmis  genislemeyen  doniisiim  degildir.  Fakat, (—, -,=, —)-
zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen dontistimdiir (Simsek and Yildirim 2022).
Ispat: Ispat igin ii¢ durum s6z konusudur.

1.Durum: x,y € [5,6] olsun. Boylece
lk(x = y) + fx = fyl = |5 (x = y) + fx = fy|
1 1 1
=Fe-»|=G+1)3x -y
= (k+1Dblx -yl

|(k + Dy —x) +x — fx|

< (k+18|x —y| +ﬁ[+|(k+1)(x—y)+;v—f;vl

+yllx — fx| + |y — fyll
olur.

2.Durum: x,y € [2,4] i¢in saglandig1 aciktir.
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3.Durum: x € [2,4] ve y € [5,6] olsun. Bdylece

1 X
k(e =y) + fr=fyl = ;- n -3| <2

e+ 10—yl = Jx = y] > =
x=yl=g5lk-ylzg

Ve
il — fxl +1y = ol = 7 [[x + 2]+ ]

>2(2+2+5)

23

T 12
elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerden

v = 255
et DO =20 4 %= Pyl = fxl + 1y = fyll = oo > 2

A DO =Y+ B+ D —y) +y - £ 108

oldugu goriiliir. Bu nedenle denklem (15) g6z Oniine alindiginda, f zenginlestirilmis
genellestirilmis geniglemeyen bir doniisiimdiir. Simdi, f nin zenginlestirilmis genislemeyen

doniisiim olmadigini gosterecegiz. X kiimesinde x = 4 ve y = 5 elemanlar1 alindiginda
1 4
kG=y) +fr=fyl= [z (4-5 -3

1
>|G+1) -3
= (k+Dlx -yl
elde edilir. Yani f zenginlestirilmis genislemeyen doniisiim degildir.

Teorem 45: X bir Banach uzay1 olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali konveks bir
alt kimesi ve f:C—C (k,0,pB,v)-zenginlestirilmis genellestirilmis  genislemeyen

doniigiimiinii ele alalim. O halde

(i) Fix(f) = {p} dir.
(11) Keyfi bir x, € X baslangi¢ noktasi i¢in
Xpe1 = (1= Dxy + Af xy

seklinde olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }5—o, P ye giiglii yakinsar.
(i)n=20,12,..vei =12, ..1¢in

6i
Ixn+i-1 =PIl < 7 X0 = xnall, (22)
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dir. Burada § = % dir (Simsek and Yildirim 2022).

Ispat: Herhangi bir 1 € (0,1) ve her x € X igin ortalama f , dontigimiini
) =1 =Dx+2f(x) (23)

olarak ele alalim. f, ve f doniisiimleri Fix(f;) = Fix(f) 6zelligine sahiptir. Ispat igin iki
durum s6z konusudur.

1.Durum: k > 0 oldugunu farz edelim. Bu durumda (15) denkleminde 0 < A = ﬁ <

1 olarak alindiginda,

”%(y—x) +x—fx|| +
3=y +y -1y

yllx = fxll + lly — fyll] (24)

IE=1) =92+ fx— ]| <20l -yl + 5 N

yazilir. (24) esitsizliginin her iki tarafi A ile carpildiginda

1= 6=+ f = fyll < o=yl + p [\ ) < BT TOL 4

YIIAGx = fOll + 1Ay — f)ll]

elde edilir. (23) deki esitlik dikkate alindiginda

Ifax = Aayll < Ollx = yll + Bllly — faxll + llx = faylll + vlllx = faxll + lly = favllT - (25)
oldugu goriilir. (25) esitsizligi f, nin Hardy-Rogers doniigtimii oldugunu gésterir. (13) ile (23)
g0z Oniine alindiginda,

Xn+1 = faXn
olur. Yani bu dizi f; ya bagh bir Picard iterasyonudur.
(25) esitsizliginde x = x,, ve y = x,,_; alindiginda,
faxn = faxn-all < Ollxn — xn-1ll + BllIxXn-1 = faxnll + 120 = faxn-1ll]
+yllxn — faxall + 1x0-1 — faxn-1ll]

elde edilir. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda,

”xn+1 - xn” < ellxn - xn—l” + ﬁ[”xn—l - xn+1” + ”xn - xn”]

+ V[”xn - xn+1” + ”xn—l - xn”]

Xn—1— Xpll + Xn — X +
Sgllxn_xn_lll_}_ﬁ ” n—1 n“ + [Il n n+1||

”xn - xn+1” ”xn—l - xn”

40



(1 - ﬁ - V)”xn+1 - xn” < (9 + ﬁ + )/)”xn—l - xn”

oldugu goriiliir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (1 — f — y) ile boliindiiglinde

@+p+y)
llxtn+1 — xnll < A==y lI2¢n—1 — xnll
(9+B+V)
elde edilir. Burada 8 + 28 + 2y < 1 oldugundan 0 < ———= 1 p—y = § < 1 yazildiginda,
||xn+1 - xn” < 6”xn—1 - xn”r n=1 (26)

bulunur. (26) esitsizliginden (27) ve (28) tahmini sonuglar1 yazilabilir.

n15

“xn+m - xn“ <é ”xl - xO“ nz= O,m >1 (27)

1 &m

“xn+m - xn“ S “xn xn—l“r nz Lm =>1. (28)

O halde (27) esitsizligi ile {x,} bir Cauchy dizisidir. X Banach uzay1 oldugundan

711_r)rolo Xp=p€C dir. Simdi p€C nin f, nin sabit noktasi oldugunu gosterelim.
lp = farll < llp = X1 ll + %41 = fopl
= llp = xn4all + I faxn — fapll (29)
(25) esitsizligi kullanilarak
Ifaxn = fapll < Ollxy, — pll + Blllxn — faxall + lIp = faplll + vllixn = fapll + [Ip = faxall]
oldugu goriiliir ve (29) esitsizliginde yerine yazildiginda,
lp = farll < llp = Xp4all + Bllxn = pll + Blllxy = frxall + [l = fapll]
+yllixn = farll + lip = faxalll

elde edilir. Gerekli diizenlemeler ile

lxn = pll + llp = X4
+ip = fapll

Yllxn =pll + llp = fanll + 1Ip = xpi4ll]

< lp = Xpsall + Ollxn, — pll + B +

A=-B=Vp-fairll =@+ +Pp —xp1ll + (6 + B +7) llx, —pll

(1+B+y)

gy 1P~ Xnaall + 8 12, — pll (30)

lIp = farll <

elde edilir. n — oo i¢in (30) esitsizliginde limit alindiginda, ||p — fyp|l = 0 olur. Yani f,p =
p dir. Buradan da Fix(f;) = {p} oldugu sonucuna varlir. §Simdi f, nin tek bir sabit noktasi
oldugunu kamtlayalim. Farz edelim ki f, nin p # q olmak {izere iki sabit noktasi olsun. O halde

(25) esitsizliginden
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fap — f2all < 6llp — qll + Blllq — farll + llp — f2qlll + v(llp — farll + llg — faqll]
lp —qll = 6llp —qll + Blllg — pll + [lp — qlll + ¥[llp — pll + llqg — qll]

lp —qll < (@ +2B)llp — qll

yazilabilir. Bu ise 8 + 2 # 0 oldugu i¢in bir ¢eligkidir. Yani Fix(f;) = {p} olup Fix(f) =

Fix(f;) dir. Boylece (i) sartinin ispati tamamlanmis olur.

(i1) Simdi {x,, }y= dizisinin her x, € X baslangi¢ noktasi i¢in Krasnoselskij iterasyonu

tarafindan p ye giiclii bir sekilde yakinsadigini gosterelim. Burada
IXn41 = pll < 11 = Dxy + Af %, — | €
= |l faxn — Pl
dir. (25) esitsizliginde x = x,,, y = p alindiginda,
I faxn = pll < 6l — pll + Blllp = faxull + llxn — faplll + vlllxn — faxull + llp — fapll]

llxn = pll

< 6llx, — pll + Blllp = fixall + lew —plD 7 | 0
n

elde edilir. Yani

(1 =B =lfaxn —pll = (6 + B +7) llxn —pll
dir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi (1 — 8 — y) ile boliindiiglinde

0+p+y
1-p-vy

oz — Il < (3222 Nl — pll = Slix, — (32)

olarak bulunur. (31) ve (32) esitsizlikleri birlestirildiginde

|xn+1 — pll = lf32, — 2l < Sllx, — pll (33)

elde edilir. Bu islem devam ettirildiginde

X1 — Il < 6™ lxo — I (34)

sonucuna ulasilir. Burada § < 1 oldugundan
lim [|Ix,41 — pll = 0
n—>oo

dir. Bu da {x,} dizisinin f nin tek bir sabit noktast olan p ye gii¢lii bir sekilde yakinsadigini

gosterir.

(ii1) sartinin saglandigin1 gostermek i¢in (27) ve (28) esitsizliklerinde m — oo i¢in limit

alindiginda,
611.
by = pll < 2 llxy = xoll, n21 (35)
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ve
1)
”xn - p” < 1-s ”xn - xn—1”; n=1, (36)

yazilabilir. Burada (35) ile (36) esitsizlikleri birlestirildiginde (22) esitsizligi elde edilir.

2. Durum: k = 0 durumu, k # 0 durumuna benzer sekilde yapilabilir. Burada tek fark

A = 1 olmasidir.

Simdi ise, Banach uzaylarindaki zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen

doniigiimler i¢in Krasnoselskij iterasyonunun f-kararliligini inceleyecegiz.

Teorem 46: X bir Banach uzayi, C de bu uzayin bos olmayan kapali konveks bir alt
kiimesi ve f:C — C (k,8,p,v)-zenginlestirilmis genellestirilmis genislemeyen donlisim

olsun. Ayrica x, € C ve A € [0,1] deki reel say1 olmak {izere

Xn+1 = 9(f,x0) = (1 — Dxn + Af xy,
olarak verilen Krasnoselskij iterasyonunu alalim. Eger # < A ise Krasnoselskij iterasyonu f -
kararlidir (Simsek and Yildirim 2022).

Ispat: Teorem 45 ten f3p = p olacak sekilde f nin tek bir sabit noktaya sahip oldugunu

biliyoruz. {y,}n=o € C ve

€En = “yn+1 - (1 - A)yn - Afyn”; n=0

olsun. lim €, = 0 oldugunu varsayarak lim y,, = p oldugunu gosterelim. O halde
n—->oo

n—co

Yn+1 =PIl < lIyner = (1= Dy = Af yll + 11 = Dy + Af yn = pl
= €n + (1 =Dy + Af yn — (1 =2 + Dl
=€n + (1 =D —p) + A yn — D)
< €+ (1= Dllyn —pll + A fyn =Pl (37)
yazilir.
Herhangi bir 4 € (0,1) ve her x € X i¢in ortalama f; doniistimiinii
[0 =0 —=Dx+Af(x)
ele alalim. Teorem 45 ten f,, Hardy-Rogers doniisiimdiir. O halde
Ifavn —pll = 11 = Dyn — Af yn — pll
= Alfyn —pll = (@ = Dllyn =l
yazilir. Yukaridaki esitsizlikten
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Mlfyn = pll < l1fayn — Il + (1 = Dllyn = pli (38)
elde edilir. (37) ile (38) esitsizlikleri birlestirildiginde
I¥n+1 —pll < €+ (1 = Dllyn — pll + Al fyn — pll
< €n+ (1= Dllyn —pll + 1ayn —pll + A = Dllyn — 2l
< €+ 2(1 = Dllyn — pll + 8llyn — pll
= [2(0 =) + 8lllyn — pll + €.
yazilir. # < A oldugu gbz Oniine alindiginda
20-1)+6<1.
yazilabilir. Lemma 1 den

lim ||y, —pll =0,
n—oo

dir. Yani
lim y, = p
n-oo
dir.
Tanmim 55 (Zenginlestirilmis n-Daraltan Doniisiim): (X, ||, ..., ||) bir n-normlu uzay

olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve f:C — C bir donilisiim
olmak iizereher 0 <a <k + 1ve 0 < k < oo i¢in
kG =y) + fx = fy, 113, o mll S allx =y, 1,73, 0, 7l (39)

sartin1 saglayan 1,,73,...,7,, X,y € C sayilar1 var ise, f doniisiimiine zenginlestirilmis n-
daraltan donilisiim denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in (k, a)- zenginlestirilmis n-daraltan
dontisiim de denilebilir. (39) esitsizliginde k = 0 alindiginda n-daraltan doniisiim sinifin1 elde

ederiz (Simsek and Yildirim 2021).

Ornek 18: X = [0,1] ve her x € X i¢in f: X = X, fx = 1 — x seklinde tanimlanan

doniisiimii alalim. Bu durumda

d(fx, fy, 15,13, ., ) = |x =y, 15,15, 0, 1| =d(x,y,75,73, .., 1)

oldugundan her x,y € X igin d(fx, fy, 15,73, ....,1) < d(X,y,75,73,...,1;,) sartt saglanmig
olur. Dolayisiyla f, n-geniglemeyen bir doniisiimdiir. Fakat f, n-daraltan bir doniisiim degildir.

Ciinkii her x,y € X ve a € [0,1) igin

x =y, 15,15, 0, | S alx —y, 1,15, 0,1,
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olup bu bir ¢eligkidir. Denklem (39) da a € [0,k + 1) ve k € [0, o) olarak alindiginda

|(k —D(x —y), 15,13, .., Tyl S alx —y, 15,13, ..., 1]

elde edilir. Burada her x,y € [0,1] i¢in 0 < k <1 ve a =1 — k secildiginde bu esitsizlik
saglanir. Yani her k € (0,1) icin f donlisiimii, (k,1 — k)-zenginlestirilmis n-daraltan
dontistimdiir (Simsek and Yildirim 2021).

Sonu¢ 11: Her n-daraltan doniisiim, zenginlestirilmis n-daraltan doniisiimdiir. Fakat

bunun tersi her zaman dogru degildir.

Teorem 47: (X, ||, ... *||) bir n-Banach uzayi olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali

konveks bir alt kiimesi ve f: C — C zenginlestirilmis n-daraltan doniisiim olsun. O halde

(i) Fix(f) = {p} dir.
(i1) Keyfi bir x5 € C baslangic noktas1 igin
Xn+1 = (1= Dxp + Af xp (40)
seklinde olusturulan olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x;, }n=o, p ye gi¢lii yakinsar.
(ii)n=20,12,..vei =12, ..i¢in

6i
”xn+i—1 — P13, '"'rn” < m ”xn —Xn-1,12,13, ---;Tn”; (41)

dir. Burada § = ﬁ dir (Simsek and Yildirim 2021).

Ispat: Herhangi bir A € (0,1) igin ortalama f; déniisiimiinii

() =1 =Dx+2f(x) (42)

olarak ele alalim. f; ve f doniisiimleri Fix(f;) = Fix(f) 6zelligine sahiptir. Ispat icin iki

durum s6z konusudur.

1.Durum: k > 0 oldugunu farz edelim. Bu durumda (39) denkleminde 0 < A = ﬁ <

1 olarak alindiginda,

1
||(z — 1) xX—=y)+ fx—fy, 1,13, .., || < allx —y, 1,15, .., 1l

oldugu goriiliir.  Yukaridaki esitsizligin  her iki tarafi A ile c¢arpildiginda
(A =D& =y) +AFx = fy) 1213l S Aallx =y, 12,73, .m0l

olur. Bu son esitsizlikte, § € (0,1) olmak lizere § = Aa alindiginda,

”f‘l(x) - f;l()’): 2,73, ---:rn” < 6”x — Y, 1,713, ---;rn” (43)
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(43) esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik f; nin n-daraltan doniistimii oldugunu gosterir. (40)

ile (42) goz Oniine alindiginda,
Xn+1 = faXn
elde edilir. Yani bu dizi f; ya bagl bir Picard iterasyonudur.
(43) esitsizliginde x = x,, ve y = x,,_4 alindiginda,
Ifaxn — faxn-1, 12,13, o, Tall < 6l — X1, 72,73, 0, Tl
lxns1 = %n, 12,73, s Tl < 6l — X521, 72,73, o, a0l (44)

bulunur. (44) esitsizliginden (45) ve (46) tahmini sonuglar1 yazilabilir.

(a-8m
1-6

“xn+m — X T2, 13, ""rn” <" “xl — X0, 12,13, ...,Tn” (45)

ve
(1-8™)
1-8

”xn+m — X 12,13, "-'rn“ < 5 “xn — Xn-1,12,13, ---rrn“- (46)

O halde (45) esitsizligi ile {x,, } bir Cauchy dizisidir. Boylece

p = lim x, 47)

n—->oo

ve C, n-Banach uzay1 oldugundan p € C dir. Simdi p € C nin f; nin sabit noktasi oldugunu

gosterelim. Burada
lp — fap, 12,13, s Tl S Nlp = Xpi1, 72, 13, e, Tl + i — a0, 120 73, o Tl
=lp — Xn41, 7273, o Tl + | faxn = fap, 12013, - T (48)
(43) esitsizligi kullanildiginda
Ifaxn — fars 2o 130 s Tl S 6l — D, 12,75, 0, 1l
oldugu goriiliir. Buradan (48) esitsizligi diizenlendiginde
lp = far. o ras s ll S Nl = Xng1 120130 s il + 8l — 1,75, T (49)

elde edilir. n - oo igin (49) esitsizliginde limit alindiginda, ||p — fap, 72,73, ..., || = 0 olur.
Yani p = f;p dir. Buradan da p = Fix(f;) oldugu sonucuna varilir. Simdi p nin f; nin tek bir
sabit noktas1 oldugunu ispat edelim. Farz edelim ki f3 nin p # q olmak iizere iki sabit noktasi

olsun. O halde (43) esitsizliginden

1fap = fad, 72073, s Tl < 6llp = G, 72,73, -, 0l

yazilir ve gerekli islemler yapildiginda

0<|lp—qrr3 ..l <6llp—q, 1213, ., 1l
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<llp—q, 173 ... 1l

elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Yani Fix(f;) = {p} olup Fix(f) = Fix(f;) = {p} dir. Boylece

(1) sartinin ispat1 tamamlanmais olur.

(ii) {x,,}, (40) daki gibi Krasnoselskij iterasyonu olsun. (47) esitligi {x,,} dizisinin f nin
tek bir sabit noktasi olan p ye giiclii bir sekilde yakinsadigini gosterir.

(ii1) sartinin saglandigini gostermek i¢in (45) ve (46) esitsizliklerinde m — oo i¢in limit

alindiginda
sn
”xn — D17, T3, "'rrn” < m ”xl — X0, 12,73, ...,T'n” (50)
Ve
1)
”xn — D7, T3, "'rrn” < m ”xn — Xn-1,12,T13, ---rrn” (51)

yazilabilir. (50) ve (51) esitsizlikleri birlestirildiginde (41) esitsizligi elde edilir.
2.Durum: k = 0 durumu k # 0 durumuna benzer sekilde yapilabilir tek fark A = 1 dir.

Tanim 56 (Zenginlestirilmis n-Chatterjea Doniisiim): (X, ||, ...,’]|) bir n-normlu
uzay olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve f: C — C bir doniisiim
olmak tizere her 0 < b < 1/2ve 0 < k < o i¢in

Ik +Dx=y)+y = fy.r273 . 1l

k(x—y)+ fx—fyr,r .. <b
e =)+ fx = fy,mams ol S B| LG 1y ) 45— fr g1y ol

(52)

sartin1 saglayan 1,,73,...,7,, X,y € C sayilar1 var ise, f doniisiimiine zenginlestirilmis n-
Chatterjea dontisimi denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in (k, b)- zenginlestirilmis n-
Chatterjea doniisiim de denebilir. (52) esitsizliginde k = 0 alindiginda n-Chatterjea donilisiim
siifini elde ederiz (Simsek and Yildirim 2021).

Ornek 19: X = [0,1] ve her x € X icin f: X - X, fx = 1 — x seklinde tanimlanan
doniisiimii alalim. f, n-Chatterjea doniisiim degildir. Clinkii her x,y € X ve b € [0,1/2) igin

x =y, 15,75, e, | SD[Ix =1+ y, 15,15, ., 1| F |y =1+ x,15,13, ..., 1]
=2blx+y—1,15,13, .., 1] (53)

olup x = 0 ve y = 1 icin bu bir geligkidir. Zenginlestirilmis n-Chatterjea doniisiimii dikkate

alindiginda

I(k + 1)x - (k - 1)}’ - 1)r2)r3l ---;rnl

+|(k + 1)y - (k - 1)x - 1: TZJ r3r ---:rnl (54)

I(k - 1)(x - }’)'7'2;7'3; ---:rnl <b
elde edilir. (54) esitsizligini elde etmek i¢in
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[(k + 1)x - (k - 1)}’ - 1) TZJ r3r ---;rn]

2k|x =y, 1y, o] = [k + 1Dy — (k= Dx — 1,715,715, .., 7]

S<|k+Dx—(k—1Dy—1,15,13,..., 1]
+|(k+1Dy—(k—Dx—1,1y,13,..., 1|
esitsizligi dikkate alindiginda belirli bir b € [0,1/2) igin % < b dir. Burada tek olasilik k <
C .o 1-k 1 o (Y
1 oldugu i¢in b = o Ve k= — dir. Boylece f herhangi bir b € [0,1/2) igin (b+2,b)
zenginlestirilmis n-Chatterjea dontisiimdiir. Fix(f) = {1/2} dir (Simsek and Yildirim 2021).

Sonu¢ 12: Her n-Chatterjea doniisiim, zenginlestirilmis n-Chatterjea doniistimdiir.

Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.

Teorem 48: (X, ||+, ..., ||) bir n-Banach uzayi olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali

konveks bir alt kiimesi ve f: C — C zenginlestirilmis n-Chatterjea doniistimii olsun. O halde

(i) Fix(f) = {p} dir.
(i1) Keyfi bir x5 € C baslangic noktas1 igin
Xn+1 = (1 W A)xn 45 lfxn (55)

seklinde olusturulan olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x, }n=o, p ye gii¢lii yakinsar.
(i)n=20,12,..vei =1,2,.. i¢cin
IXnti-1 = 072,73, e, Tl < % I, — xp—1, 72,73, o, T, (56)
dir. Burada § = % dir (Simsek and Yildirim 2021).
Ispat: Herhangi bir A € (0,1) igin ortalama f; déniisiimiinii

i) =1 = Dx +Af (x) (57)

olarak ele alalim. f; ve f doniisiimleri Fix(f;) = Fix(f) o6zelligine sahiptir. Ispat igin iki

durum s6z konusudur.

1.Durum: k > 0 oldugunu farz edelim. Bu durumda (52) denkleminde 0 < A = ﬁ <

1 olarak alindiginda,

1
||z(x_)/) +y—fyx7”2;7"3,...,7”n
<b

= 1
+ ||Z(y—X) +x—fx,15,13,..., Ty,

1
||<Z_ 1) +fx_fy'rz,r3,...,rn,

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her tarafi A ile ¢arpildiginda,

48



1L =2+ AFx = fy)r ot el < b N0 74 AQ = F) 72T

olur ve gerekli diizenlemeler ile

Tl
HI = x) + Ax = fx), 72,73, -

o Tl

1/20) = i), 12,13, s Tl < blllx = fay, 12,75, s 1l + My = fax, 12,73, 0, 1]

(58)

esitsizligi elde edilir. (58) esitsizligi f; nin n-Chatterjea doniisiimii oldugunu gosterir. (55) ve

(57) g6z ontline alindiginda,
Xn+1 = faXn
oldugu goriiliir. Yani bu dizi f; ya bagl bir Picard iterasyonudur.
(58) esitsizliginde x = x,, ve y = x,,_; alindiginda,

”xn - f;lxn—lx rerS’l ---;rn” +
“xn—l 4 flxni T, 713, ""Tn”

Ifaxn — faxn-1, 12,73, . ull < b
”xn+1 — Xn, 12,73, "-:rn” < b[”xn — X 12,73, ---:rn” + ”xn—l —Xn+1, 72,73,
olur ve gerekli diizenlemeler yapildiginda,

|xn+1 — Xn, 72, 735 e, Tl S B[lIxp—1 = X0, 72, 735 o, Tl + N2y, — X1, 72,73,

b
“xn+1 — X, 12,13, "'rrn“ < E ”xn—l — X 12,13, ""rn”

elde edilir. Burada 0 < b < 1/2 oldugundan 0 < § = % < 1 yazildiginda
”xn+1 — X 12,13, ey rn” < 5”xn—1 — X 12,13, rrn”

bulunur. (59) esitsizliginden (60) ve (61) tahmini sonuglar1 yazilabilir.

1-6™
-5 llx1 = x0, 72,73, o, T2 |l

”xn+m —Xn, 12,13, ...,7"n|| < on
ve

1-6™
1-6

|Xnsm = X, T2y T3y e, TRl <6 | — Xp-1,72,73, 0, Tl -
O halde (60) esitsizligi ile {x,,} bir Cauchy dizisidir. Boylece

p = lim x,

n—->0oo

s T[]

s T[]

(59)

(60)

(61)

(62)

ve C, n-Banach uzay1 oldugundan p € C dir. Simdi p € C nin f) nin sabit noktas1 oldugunu

gosterelim.

”p - f/lp' 2,13, ...,Tn” < ”p — Xn+1, 72,73, ---'Tn“ + “xn+1 - f/lp' 2,13, ...,Tn“

=“p —Xn+1, 72,13, ...,Tn” + ”f/lxn - flpi 2,713, ""Tn“

49

(63)



(58) esitsizligi kullanildiginda

Ifaxn — fap, 72730 o, Tl < Dlllxn = a0, 72015 s Tl + I = faxn, 12,73, 1 il
bulunur ve bdylece (63) ten,
1 =D)llp = fap, 12,73, -, Tl £ (L + DD — Xp41, 72,73, o, Tl +

bllxy, — p, 12,73, ..., Tl
1+b
lp = fap, 12,73, s il < - lp — Xps1, 72,73, o, Tl + Sl — 0,72, 73, o, 10 (64)

elde edilir. n = oo igin (64) esitsizliginde limit alindiginda, ||p — fap, 72,73, ..., || = 0 olur.
Yani p = f;p dir. Buradan da p = Fix(f;) oldugunu sonucuna varilir. Simdi p nin f; nin tek
bir sabit noktasi oldugunu ispat edelim. Farz edelim ki f; ninp # q olmak iizere iki sabit
noktasi olsun. O halde (58) esitsizliginden
Ifap = faq, 72,73, s Rl S Blllp = 20, 72,73, s Tl + 1lg = fap, 72,73, 0, 0]
lp — @, 72,73, ...l < 2bllp — q, 72,73, ..., 0|
dir. Bu bir geliskidir. Yani Fix(f;) = {p} olup Fix(f) = Fix(f}) = {p} dir. Boylece (i)

sartinin ispat1 tamamlanmis olur.

(i1) {x,}, (55) deki gibi Krasnoselskij iterasyonu olsun. (62) esitligi {x,} dizisinin f nin
tek bir sabit noktasi olan p ye giiclii bir sekilde yakinsadigini gosterir.
(111) sartinin saglandigin1 gostermek i¢in (60) ve (61) esitsizliklerinde m — oo i¢in limit

alindiginda,

677.
”xn — D17, T3, ...,T'n” < 1-8 ”xl — X0, 12,73, ...,T'n“ (65)
Ve

5
”xn — D12, 13, ., rn” < B ”xn —Xn-1,712,13, .1, rn” (66)
yazilabilir. (65) ve (66) esitsizlikleri birlestirildiginde (56) esitsizligi elde edilir.
2.Durum: k = 0 durumu k # 0 durumuna benzer sekilde yapilabilir tek fark A = 1 dir.

Tamim 57 (Zenginlestirilmis n-Kannan Déniisiim): (X, ||, ...,’||) bir n-normlu uzay
olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve f: C — C bir donilisiim
olmak lizere her 0 < ¢ < 1/2ve 0 < k < o i¢in

X = fx,72,73, 0, Tl

67
Y = F3, 7273 s Tl 67

l|k(x —y) + fx — fy, 12,73, .., Thll| < ¢
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sartin1 saglayan 1,,73,...,7,, X,y € C sayilar1 var ise, f doniisiimiine zenginlestirilmis n-
Kannan doniisiimii denir. Ayrica sabitleri belirtmek i¢in (k, c)-zenginlestirilmis n-Kannan
doniisiim de denebilir. (67) denkleminde k = 0 alindiginda n-Kannan doniisiim sinifin1 elde

edilir (Simsek and Yildirim 2021).

Ornek 20: X =[0,1] veherx € X icin f:X = X, fx = 1 — x seklinde tanimlanan
donigiimii alalim. f, n-genislemeyen bir doniisiimdiir; fakat n-Kannan doniisiim degildir.

Ciinkii her x,y € X ve ¢ € [0,1/2) igin
lx —y, 15,73, e, | S cl|2x — 1,15, 13, o, 1| + 12y — 1,175,735, .0, 1],

olup burada x = 1/2 ve y = 1 i¢in 1 < 2¢ < 1 olur ve bu bir ¢eligkidir. Zenginlestirilmis n-

Kannan dontistimii (67) dikkate alindiginda
|(k —1D)(x —y), 15,13, ., 1| S c[|2x — 1,15, 15, 0, 1| + 12y — 1,15, 73, ..., 13, ]

elde edilir. Herhangi c € [0,1/2) igin 2¢ = |k — 1| segildiginde 2|x — y,15,73, ..., 1| <
[2x — 1,715,713, ..., 1| + 12y — 1,1y, 73, ..., 1, | olur. Buda k < 1 i¢in miimkiin oldugundan k =
1—2c > 0 dir. Boylece f herhangi bir ¢ € [0,1/2) i¢in (1 — 2c, ¢)-zenginlestirilmis n-
Kannan dontigimiidir. Fix( f) = {1/2} dir.

Sonuc¢ 13: Her n-Kannan doniisiim, zenginlestirilmis n-Kannan doniistimdiir. Fakat

bunun tersi her zaman dogru degildir.

Teorem 49: (X, ||, ... *||) bir n-Banach uzayi olsun. C de bu uzayin bos olmayan kapali

konveks bir alt kiimesi ve f: C — C zenginlestirilmis n-Kannan doniisiimii olsun. O halde

(i) Fix(f) = {p} dir.
(i1) Keyfi bir x, € C baslangi¢ noktast i¢in
Xny1 = (1= Dxp + Af xp (68)

seklinde olusturulan olusturulan Krasnoselskij iterasyonu {x,}5,, p ye gii¢clii yakinsar.
(ii)n=20,12,..vei =1,2,.. igin
[Xpsici — 212 T3 e, Tl < % |xn = Xp_1, 12,73, o, T, (69)
dir. Burada § = i dir (Simsek and Yildirim 2021).
Ispat: Herhangi bir A € (0,1) igin ortalama f; déniisiimiinii

filx) =1 =Dx +Af (x) (70)

olarak ele alalim. f; ve f doniisiimleri Fix(f;) = Fix(f) 6zelligine sahiptir. Ispat icin iki

durum s6z konusudur.
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1.Durum: k > 0 oldugunu farz edelim. Bu durumda (67) denkleminde 0 < A = ﬁ <

1 olarak alindiginda,

c [le — fx, 15,13, o, T | +
- ly = fy, 12,73, .,

1
||(i_ 1) (x _y) +fx _fy;rz,rg, I
oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her tarafi A ile ¢arpildiginda,

”f‘l(x) - f;l()’): 2,73, ...,T'n” < C[”x - ﬁxr 12,713, ---:rn” + ”y - ﬁy! 2,713, "'lrn”] (71)

esitsizligi elde edilir. (71) esitsizligi f; nin n-Kannan doniisiimii oldugunu gosterir. (68) ve (70)

ifadeleri géz Oniine alindiginda,
Xn+1 = faXn
elde edilir. Yani bu dizi f; ya bagl bir Picard iterasyonudur.
(71) esitsizliginde x = x,, ve y = x,,_; alindiginda,

”xn - flanTZ'r& ---'Tn“ +

Xn — faXn—1,12,13, ..., 1 Sc[
”f/l n fl n—1,72,73y ==y n“ ||xn_1_ﬁxn_1’r2,r3’ ...,T'n”

olur ve gerekli diizenlemeler yapildiginda,

”xn+1 — X 12,13, ""rn” < C[”xn — Xn+1, 172,73, ""rn” + ”xn—l — X 12,13, ""rn”]

c
1Xps1 — Xy 12, T3 v, T ] < ¢ 1xp—1 — X0, 12, T35 oo, Tl
elde edilir. Burada 0 < ¢ < 1/2 oldugundan 0 < 6 = i < 1 yazildiginda,

xps1 — X0, 72,73, o, Tl < 6llxp—1 — X0, 12,73, o, 1| (72)

bulunur. (72) esitsizliginden (73) ve (74) tahmini sonuglar1 yazilabilir.

1-6™
X sm — Xy 20 T3, v, T |l < 6™ — lx1 — X0, 75,73, -, |l (73)
ve
1-86™m
“xn+m — X T2, 13, ""rn” < 5? ”xn — Xn-1,T273, ...,Tn”. (74)

O halde (73) esitsizligi ile {x,} bir Cauchy dizisidir. C, n-Banach uzay1 oldugundan

p € C = lim x, (75)
n—->oo
dir. Simdi p € C nin f; nin sabit noktasi oldugunu gosterelim. Buradan

lp = oo, 12, 130 e, Tl S 1P — X1, 72,73, o, Tl + X401 — fap, 12073, o 10

= ”xn+1 — D12, 13, ---:rn” + ”fxn - flpl 2,73, "-rrn” (76)
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yazilir. (71) esitsizligi kullanildiginda
Wfaxn = fap 12,730 s Tl S clllxn = foaxn, 12,73, sl + llp = fau 12,735, 1]
oldugu goriiliir. Bu son esitsizlik ile (76) esitsizligi gbz 6niine alindiginda

”xn —Xn+1, 12,13, ---;rn” +

- 19,13, o, Tnll < ||X — D, 19,13, ... || + C
”p f;[p: 213 ) n” ” n+1 p: 213 ) n” Ilp_flp'TZ’r?)' ...,rn”

olur ve gerekli diizenlemeler ile

1
Ip = 30,7272 Tl S T s = DT oy all +
5”xn+1 — X 12,13, ---;rn” (77)

elde edilir. n - oo igin (77) esitsizliginde limit alindiginda, ||p — fap, 72,73, ..., || = 0 olur.
Yanip = f3p dir. Buradan da p = Fix(f;) oldugu sonucuna varilir. Simdi p nin f; nin tek sabit
noktasi oldugunu ispat edelim. Farz edelim ki f; nin p # q olmak iizere iki sabit noktasi olsun.

O halde (71) esitsizliginden
Ifap = fads 12,13, s Tl < clllp = faps 12, 130 Tl + Mg = fo4, 72073, e, 7]
0<|lp—gq,7y13 ...,1] <c.0

dir. Bu bir geliskidir. Yani Fix(f;) = {p} olup Fix(f) = Fix(f;) = {p} dir. Boylece (i)

sartinin ispat1 tamamlanmis olur.

(ii) {x,,}, (68) deki gibi Krasnoselskij iterasyonu olsun. (75) esitligi {x,,} dizisinin f nin
tek bir sabit noktasi olan p ye giiclii bir sekilde yakinsadigini gosterir.

(111) sartinin saglandigin1 gostermek i¢in (73) ve (74) esitsizliklerinde m — oo i¢in limit

alindiginda,
SN
”xn - p: rerS’l ...,rn” S E ”xl - xOl rerS’l ---rrn” (78)
Ve
S5
”xn — P, 7"2T3, ...,Tn“ < B ”xn —Xn-1,T2,73, ...,Tn” (79)

elde edilir. (78) ve (79) esitsizlikleri birlestirilerek (69) esitsizligi bulunur.

2.Durum: k = 0 durumu k # 0 durumuna benzer sekilde yapilabilir tek fark A = 1 dir.
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda, ilk olarak zenginlestirilmis genellestirilmis geniglemeyen doniisiim

simiflar1 i¢in Banach uzaylarinda Krasnoselskij iterasyon metodu kullanilarak sabit nokta

teoremi elde edilmistir. Daha sonra bu tiir donilisiim siniflar1 i¢in Krasnoselskij iterasyon

yonteminin kararliligi gosterilmistir. Son olarak n-Banach uzaylarinda, zenginlestirilmis n-

daraltan doniisiim, zenginlestirilmis n-Kannan donilisim ve zenginlestirilmis n-Chatterjea

dontlisiim siniflariin tanimlar1 verilmis ve Krasnoselskij iterasyon metodunun bu doniisiim

smiflarinin sabit noktasina yakinsamastyla ilgili bazi sabit nokta teoremleri ispatlanmistir

1)

2)

3)

4)

Bu tez ¢alismasindan hareketle okuyucular i¢in asagidaki oneriler listelenmistir:

Bu tezde gecen Krasnoselskij iterasyon metodu yerine literatiirde var olan Mann
iterasyon, Ishikawa iterasyon, Noor iterasyon, S-iterasyon, vb. metotlarinin yakinsamasi
ile ilgili sabit nokta teoremleri olusturulabilir ve ispatlarina bakilabilir. Ayrica bu
iterasyon metotlarinin tezde gegcen doniisiim siniflar1 i¢in kararliliklart incelenebilir.
Banach wuzaylarinda ve n-Banach uzaylarinda zenginlestirilmis daraltan veya
zenginlestirilmis n-daraltan dontistimleri i¢in ifade edilecek olan iterasyon metotlarinin
yakinsama hizlari mukayese edilebilir ve bunlar niimerik 6rneklerle desteklenebilir.
Banach uzaylarinda ve n-Banach uzaylarinda ¢ok degerli zenginlestirilmis doniisiim
siniflarinin tanimlar1 yapilarak, bunlar i¢in sabit nokta sonuglar1 arastirilabilir.
Zenginlestirilmis doniisiim smiflarinin farkli uzaylarda ve farkli dontistim siniflar ile

kombinasyonu olusturularak sabit nokta teoremleri ve uygulamalari lizerine ¢aligilabilir.
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