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ÖZET 

SÜPER UZAYDA KUATERNİYONLAR 
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RÜŞDÜ ORHAN 
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MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

(TEZ DANIŞMANI: PROF. DR. CANSEL AYCAN) 

 

DENİZLİ, KASIM – 2022 

 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde kuaterniyonlar ile ilgili 

tanımlara, temel teoremlere ve kuaterniyon matrisi ile ilgili bilgilere yer 

verilmiştir.  

İkinci bölümde ise süper uzay ile ilgili tanım, teorem ve özelliklere yer 

verilmiştir. Süper sayılar, süper vektör uzayı ve süper reel sayılar hakkında bilgi 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise kuaterniyonlar ve süper uzay incelenmiş ve 

kuaterniyonları süper uzayda tanımlayarak, süper kuaterniyonu ve kuaterniyon 

matrisini, süper uzayda tanımlayarak, süper kuaterniyon matrisini tanımladık.  

Kuaterniyon matrisinin toplama ve skaler ile çarpmasını süper uzayda tanımlayıp 

gösterdik. 

ANAHTAR KELİMELER: SÜPER UZAY, SÜPER SAYI, SÜPER 

KUATERNİYON 
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ABSTRACT 

SUPER SPACE QUATERNİONS 

MSC THESIS 

RÜŞDÜ ORHAN 

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATİCS 

 

(SUPERVISOR: PROF. DR. CANSEL AYCAN ) 

 

DENİZLİ, NOVEMBER 2022 

 

This thesis consists of three parts. In the first chapter, definitions of 

quaternions, basic theorems and information about quaternion matrix are given. 

            

            In the second part, definitions, theorems and properties related to 

superspace are given. Information about super numbers, super vector space and 

super real numbers are given. 

 

          In the third chapter, quaternions and superspace were examined and we 

defined the superquaternion matrix by defining the quaternions in superspace, 

defining the superquaternion and quaternion matrix in superspace. We have 

described and demonstrated the multiplication of the quaternion matrix by 

addition and scalar in superspace. 

KEYWORDS: SUPER SPACE, SUPER NUMBER, SUPER 

QUATERNİONS 
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1.         GİRİŞ 

   Bu bölümde kuaterniyonların tarihçesi, temel tanım ve özellikleri, teoremler ve ispatlar 

verilecektir. 

1.1         Kuaterniyonun  Tarihçesi  

  Matematikçiler 19. Yüzyılda karmaşık sayıları da dahil ederek üç boyutlu sayılar sistemi 

kurmaya çalıştılar. Hamilton 16 Ekim 1843 Pazartesi günü kraliyet ailesinin bir konsey 

toplantısına başkanlık yapmak için kraliyet kanalı boyunca eşiyle birlikte yürürken bu 

sorunun çözümü aklına geldi. Bunun sonucunda matematikteki en ünlü vandalizm eylemini 

gerçekleştirdi. O esnada Hamilton Brougham Köprüsünün üzerindeydi. Kalemini çıkardı ve 

oradaki taşa aklına gelen formülü yazdı. Yazdığı formül şu şekilde; 

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1 

  Hamilton üç rakamlı koordinatlar için matematiksel olarak geçerli kural bulmanın imkansız 

olduğunu ancak bunun dört rakamla çalışmasını sağlayabileceğini fark etmiştir. Buluşunu 

kuaterniyonlar  (dördeyle)  olarak adlandırdı.  

  Modern cebirdeki en önemli gelişmelerden biri 1843’de kuaterniyonların keşfi ile yaşandı. 

William Hamilton’un akademiye birkaç hafta sonra Kasım 1843’de sunduğu teoride 

kuaterniyonlar terimi belirli bir dörtlü ifadeyi adlandırmak için kullandı. Hamilton karmaşık 

sayıları 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 biçiminde genelleştirmiştir.  

  Kuaterniyonlar cismi "𝐻 " ile gösterilir. "𝐻" üzerinde kuaterniyonların çarpma işlemi 

aşağıdaki gibidir.  
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Tablo1( Kuaterniyon Çarpım Tablosu) 

   Bu çarpımı daha kısa olarak,  

  𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1 , 𝑖𝑗𝑘 = −1                                                                   (1.1) 

biçiminde verebiliriz. Çarpım tablosunda da görüldüğü gibi kuaterniyonlar cismi çarpma 

işlemi altında değişmeli değildir. Yani 

 𝑖𝑗 = 𝑘 , 𝑗𝑖 = −𝑘  ve  𝑗𝑘 = 𝑖 , 𝑘𝑗 = −𝑖  

olduğundan açıkça görülüyor:  𝑗𝑘 ≠ 𝑘𝑗 dir. 

   Şimdi aşağıdaki sunacağımız temel kavramları ifade edelim. 

1.2    Temel Kavramlar   

  Tanım 1.2.1: Bir 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 kuaterniyonu için 𝑎, 𝑞’nun reel veya skaler kısmı 

ve 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 imajıner kısmı veya vektörel kısmı denir ( Parker 2009). 

  Tanım 1.2.2: Herhangi bir 𝑞 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ve  𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 

kuaterniyonlarını alalım. 

                  (𝑝 + 𝑞) = (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 + 𝑑2)𝑘  

 kuaterniyon toplamı alındığında;  

                          𝑅𝑒(𝑝 + 𝑞) = 𝑎1 + 𝑎2,  

                          𝑅𝑒(𝑝 + 𝑞) = 𝑅𝑒(𝑝) + 𝑅𝑒(𝑞)  

x 1   i j k 

1 1 i j k 

i i -1 k -j 

j j -k -1 İ 

k k J -i -1 
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olur. Benzer şekilde;  

                         𝐼𝑚(𝑝 + 𝑞) = 𝐼𝑚(𝑝) + 𝐼𝑚(𝑞)  

olduğu kolayca görülür ( Vicci 2001).  

  Tanım 1.2.3: Herhangi bir 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 kuaterniyonu ve ∀𝛼 ∈ ℝ için bir skaler ile 

bir kuaterniyonun çarpım işlemi; 

                                      𝛼𝑞 = 𝛼(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘) 

                                = 𝛼𝑎 + 𝛼𝑏𝑖 + 𝛼𝑐𝑗 + 𝛼𝑑𝑘  

veya 

                                     𝛼𝑞 =  𝛼𝑅𝑒(𝑞) +  𝛼𝐼𝑚(𝑞)  

biçiminde tanımlanır. Ayrıca 𝛼𝑞 = 𝑞𝛼 dır ( Hacısalihoğlu 1983). 

  Tanım 1.2.4 (Kuaterniyon modülü): Bir 𝑞 ∈ 𝐻 kuaterniyonun modülü |𝑞| = √𝑞. 𝑞̅ 

biçiminde tanımlanır. Buna göre  𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 için:  

                                   |𝑞|2 = 𝑞. 𝑞̅                                                                                                   

                                                = (𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘). (𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘)                                                                                                                                                

                                                =  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + (𝑏𝑎 − 𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 + 𝑑𝑐)𝑖      

                                                +(𝑎𝑐 − 𝑐𝑎 + 𝑏𝑑 − 𝑑𝑏)𝑗 + (−𝑎𝑑 + 𝑑𝑎 − 𝑏𝑐 + 𝑐𝑏)𝑘                                                                                                                                    

                                                = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2    

olduğundan;   

                                         |𝑞| = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2  

elde edilir ( Parker 2009). 
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 Tanım 1.2.5 (Kuaterniyonda diklik ve paralellik): Herhangi bir 𝑝 ve 𝑞 kuaterniyonlarının 

vektörel kısımları olan 𝐼𝑚(𝑝) =
𝑝−𝑝̅

2
 ve 𝐼𝑚(𝑞) =

𝑞−𝑞̅

2
 birbirine paralel (yani                                   

𝑠 = 𝐼𝑚(𝑝). 𝐼𝑚(𝑞) iken 𝑠 − 𝑠̅ = 0 ) ise 𝑝 ve 𝑞 kuaterniyonlarına  ‘‘paralel’’ denir. 𝑝//𝑞 ile 

gösterilir. Toplamları yani 𝑠 + 𝑠̅ = 0 ise bu kuaterniyonlara ‘‘diktir’’ denir ( Vicci 2001). 

  Tanım 1.2.6 (Kuaterniyonun tersi) : Bir 𝑞 ∈ 𝐻 kuaterniyonun tersi 𝑞−1 ile gösterilir. Buna 

göre  |𝑞|2 = 𝑞. 𝑞̅ olduğundan  𝑞−1 =
𝑞̅

|𝑞|2
 olur. Yani kompleks sayılarda olduğu gibi 𝑞, 𝑝 ∈ 𝐻 

için (𝑞. 𝑝)−1 = 𝑞−1. 𝑝−1 dir. Gerçekten;   

(𝑞. 𝑝)−1 =
𝑞𝑝̅̅ ̅

|𝑞𝑝|2
 

                       =
𝑞𝑝̅̅ ̅

|𝑞|2. |𝑝|2
 

     =
𝑞̅.𝑝̅

|𝑞|2.|𝑝|2
 

       =
𝑞̅

|𝑞|2
.
𝑝̅

|𝑝|2
 

         = 𝑞−1. 𝑝−1 

bulunur ( Richart 1990). 

  Tanım 1.2.7: Herhangi 𝑝 ve 𝑞 kuaterniyonlarının reel kısmı 𝑅𝑒(𝑝) ve 𝑅𝑒(𝑞) olmak üzere 

eğer  

                                                              𝑝 = 𝑅𝑒(𝑝)  ve  𝑞 = 𝑅𝑒(𝑞) ise;     

                                                          𝑝. 𝑞 = 𝑅𝑒(𝑝). 𝑅𝑒(𝑞) 

                                                                 = 𝑅𝑒(𝑞). 𝑅𝑒(𝑝) 

                                                                 = 𝑞. 𝑝   

dir ( Vicci 2001). 
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  Tanım 1.2.8 (Kuaterniyonda benzerlik): Herhangi 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐻 olsun. Eğer 𝑟𝑞 = 𝑟𝑝 , 𝑟 ≠ 0 

olacak biçimde bir 𝑟 ∈ 𝐻 varsa  𝑝 ve 𝑞 benzerdir (Parker 2008; Ünal 2011). 

  Tanım 1.2.9: Herhangi bir 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐻  için kuaterniyon çarpımı; 

                                       𝑝 =  𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ;       𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 ∈ ℝ     

                                       𝑞 =  𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 ;     𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2 ∈ ℝ  

                                   𝑝. 𝑞 = 𝑎1𝑎2 − (𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑑1𝑑2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑐1𝑑2 − 𝑑1𝑐2)𝑖 

                                          +(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2 + 𝑑1𝑏2 − 𝑏1𝑑2)𝑗 + (𝑎1𝑑2 + 𝑎2𝑑1 + 𝑏1𝑐1 − 𝑐1𝑏2)𝑘  

                        pq = R(p). Re(q)− < Im(p), Im(q) > +Re(p). Im(q)         

                                               +Im(p). Re(q) + Im(p)^Im(q) 

biçiminde tanımlanır. Burada <> ve ^  işlemleri sırasıyla ℝ3 deki iç ve vektörel çarpımlardır. 

Buradan; 

                            Re(pq) = Re(p)Re(q)−< Im(p), Im(q) > 

 ve                                    

                           𝐼𝑚(𝑝𝑞) = 𝑅𝑒(𝑝)𝐼𝑚(𝑞) + 𝑅𝑒(𝑞)𝐼𝑚(𝑝) + 𝐼𝑚(𝑝)^𝐼𝑚(𝑞)   

olduğu kolayca görülür (Ünal 2011).      

                                                                                                                                      

1.3 Kuaterniyon  Çarpımının  Özellikleri  

  Özellik 1.3.1: İki kuaterniyon çarpımı yine bir kuaterniyondur. 

İspat: 

                                      𝑝 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1  ve  𝑞 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘   
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herhangi 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐻 için;   

𝑝. 𝑞 = 𝑎1𝑎2 − (𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑑1𝑑2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑐1𝑑2 − 𝑑1𝑐2)𝑖 

              +(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2 + 𝑑1𝑏2 − 𝑏1𝑑2)𝑗 + (𝑎1𝑑2 + 𝑎2𝑑1 + 𝑏1𝑐2 − 𝑐1𝑏2)𝑘                  

                     𝑝. 𝑞 =  𝑎3 + 𝑏3𝑖 + 𝑐3𝑗 + 𝑑3𝑘  ;       𝑎3, 𝑏3, 𝑐3, 𝑑3 ∈ ℝ 

  

   Özellik 1.3.2: Kuaterniyon çarpımı birleşmelidir. 

(𝑝. 𝑞). 𝑟 = 𝑝. (𝑞. 𝑟) 

     İspat: 

                                              𝑝 =  𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ;       𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 ∈ ℝ   

                                         𝑞 =  𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 ;     𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2 ∈ ℝ                   

                                         𝑟 =  𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 ;     𝑎4, 𝑏4, 𝑐4, 𝑑4 ∈ ℝ 

                              (𝑝. 𝑞). 𝑟 = (𝑎3 + 𝑏3𝑖 +  𝑐3𝑗 + 𝑑3𝑘). (𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 ) 

                                            = (𝑎3𝑎4 − (𝑏3𝑏4 + 𝑐3𝑐4 + 𝑑3𝑑4) 

                                            +(𝑎3𝑏4 + 𝑏3𝑎4 + 𝑐3𝑑4 − 𝑑3𝑐4)𝑖 

                                            +(𝑎3𝑐4 + 𝑐3𝑎4 + 𝑑3𝑎4 − 𝑎3𝑑4)𝑗 

                                            +(𝑎3𝑑4 + 𝑎4𝑑3 − 𝑐3𝑏4 + 𝑐4𝑏3)𝑘 

                                 (𝑝𝑞)𝑟 = 𝑎5 + 𝑏5𝑖 + 𝑐5𝑗 + 𝑑5𝑘 ;  𝑎5, 𝑏5, 𝑐5, 𝑑5 ∈ ℝ                      

diğer taraf da benzer şekilde ispatlanır. Yani  (𝑝. 𝑞). 𝑟 = 𝑝. (𝑞. 𝑟) dır (Ünal 2011). 
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Özellik 1.3.3: Kuaterniyon çarpımı soldan ve sağdan dağılımlıdır. 

İspat:                  𝑝. (𝑞 + 𝑟) = 𝑝. 𝑞 + 𝑝𝑟 ,    (𝑝 + 𝑞). 𝑟 = 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 

                                          𝑝 =  𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ;       𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1 ∈ ℝ 

                                          𝑞 =  𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 ;     𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2 ∈ ℝ 

                                          𝑟 =  𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 ;     𝑎4, 𝑏4, 𝑐4, 𝑑4 ∈ ℝ   

                              𝑝(𝑞 + 𝑟) = (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘). ((𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘 )                 

                                                   +(𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 ))   

                                   𝑞 + 𝑝 = (𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘) + (𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘)  

                                             = (𝑎2 + 𝑎4) + (𝑏2 + 𝑏4)𝑖 + (𝑐2 + 𝑐4)𝑗 + (𝑑2 + 𝑑4)𝑘   

                                   𝑞 + 𝑟 = 𝑎6 + 𝑏6𝑖 +  𝑐6𝑗 + 𝑑6𝑘 ;     𝑎6, 𝑏6, 𝑐6, 𝑑6 ∈ ℝ    

                              𝑝(𝑞 + 𝑟) = (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘). (𝑎6 + 𝑏6𝑖 +  𝑐6𝑗 + 𝑑6𝑘 ) 

                                              = (𝑎1𝑎6 − (𝑏1𝑏6 + 𝑐1𝑐6 + 𝑑1𝑑6)                                                                                               

                                                    + (𝑎1𝑏6 + 𝑏1𝑎6 + 𝑐1𝑑6 − 𝑑1𝑐6)𝑖                                                  

                                                    + (𝑎1𝑐6 + 𝑐1𝑎6 + 𝑑1𝑎6 − 𝑎1𝑑6)𝑗                                                            

                                                    +(𝑎1𝑑6 + 𝑎6𝑑1 − 𝑐1𝑏6 + 𝑐6𝑏1)𝑘                                                                 

                                  𝑝(𝑞 + 𝑟) = 𝑎7 + 𝑏7𝑖 +  𝑐7𝑗 + 𝑑7𝑘 ;      𝑎7, 𝑏7, 𝑐7, 𝑑7 ∈ ℝ                       (1.2)          

                                   𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 = (𝑎3 + 𝑏3𝑖 + 𝑐3𝑗 + 𝑑3𝑘)                                                                       

                                                   +((𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ). (𝑎4 + 𝑏4𝑖 + 𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 )) 

                                        𝑝𝑟 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘  ). (𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘 )                     

                                                   =  𝑎1𝑎4 − (𝑏1𝑏4 + 𝑐1𝑐4 + 𝑑1𝑑4)                                          

                                                   + (𝑎1𝑏4 + 𝑏1𝑎4 + 𝑐1𝑑4 − 𝑑1𝑐4)𝑖                                              

                                                   + (𝑎1𝑐4 + 𝑐1𝑎4 + 𝑑1𝑎4 − 𝑎1𝑑4)𝑗                                           

                                                   +(𝑎1𝑑4 + 𝑎4𝑑1 − 𝑐1𝑏4 + 𝑐4𝑏1)𝑘                                                    

                                             𝑝𝑟 = 𝑎8 + 𝑏8𝑖 +  𝑐8𝑗 + 𝑑8𝑘 ;      𝑎8, 𝑏8, 𝑐8, 𝑑8 ∈ ℝ 

                              𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 = (𝑎3 + 𝑏3𝑖 + 𝑐3𝑗 + 𝑑3𝑘) + (𝑎8 + 𝑏8𝑖 +  𝑐8𝑗 + 𝑑8𝑘)  
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                                            = (𝑎3 + 𝑎8) + (𝑏3 + 𝑏8)𝑖 + (𝑐3 + 𝑐8)𝑗 + (𝑑3 + 𝑑8)𝑘                              

                                 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 = 𝑎9 + 𝑏9𝑖 +  𝑐9𝑗 + 𝑑9𝑘 ;      𝑎9, 𝑏9, 𝑐9, 𝑑9 ∈ ℝ                        (1.3)         

denklem 1.2 ve denklem 1.3 ten eşitlik sağlanmış olur. Yani;                                                        

                               𝑝(𝑞 + 𝑟) = 𝑝𝑞 + 𝑝𝑟 

dir.  Şimdi diğer tarafın ispatına bakalım.                                                                                          

                               (𝑝 + 𝑞)𝑟 = 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 

                                𝑝 + 𝑞 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖 +  𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘) + (𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘)   

                                          = (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑗 + (𝑑1 + 𝑑2)𝑘                         

                                    𝑝 + 𝑞 = 𝑎10 + 𝑏10𝑖 +  𝑐10𝑗 + 𝑑10𝑘 ;     𝑎10, 𝑏10, 𝑐10, 𝑑10 ∈ ℝ                              

                             (𝑝 + 𝑞)𝑟 = (𝑎10 + 𝑏10𝑖 + 𝑐10𝑗 + 𝑑10𝑘 ). (𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘)                      

                                               =  𝑎10𝑎4 − (𝑏10𝑏4 + 𝑐10𝑐4 + 𝑑10𝑑4)                                                

                                               + (𝑎10𝑏4 + 𝑏10𝑎4 + 𝑐10𝑑4 − 𝑑10𝑐4)𝑖                                     

                                               + (𝑎10𝑐4 + 𝑐10𝑎4 + 𝑑10𝑎4 − 𝑎10𝑑4)𝑗                                                 

                                               + (𝑎10𝑑4 + 𝑎4𝑑10 − 𝑐10𝑏4 + 𝑐4𝑏10)𝑘   

                          (𝑝 + 𝑞)𝑟 = 𝑎11 + 𝑏11𝑖 +  𝑐11𝑗 + 𝑑11𝑘 ;     𝑎11, 𝑏11, 𝑐11, 𝑑11 ∈ ℝ              (1.4)                 

                                         𝑞𝑟 = (𝑎2 + 𝑏2𝑖 +  𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘). (𝑎4 + 𝑏4𝑖 +  𝑐4𝑗 + 𝑑4𝑘)                             

                                              =  𝑎2𝑎4 − (𝑏2𝑏4 + 𝑐2𝑐4 + 𝑑2𝑑4)                                           

                                              + (𝑎2𝑏4 + 𝑏2𝑎4 + 𝑐2𝑑4 − 𝑑2𝑐4)𝑖                                                      

                                              + (𝑎2𝑐4 + 𝑐2𝑎4 + 𝑑2𝑎4 − 𝑎2𝑑4)𝑗                                           

                                              + (𝑎2𝑑4 + 𝑎4𝑑2 − 𝑐2𝑏4 + 𝑐4𝑏2)𝑘      

                                   𝑞𝑟 = 𝑎12 + 𝑏12𝑖 +  𝑐12𝑗 + 𝑑12𝑘 ;      𝑎12, 𝑏12, 𝑐12, 𝑑12 ∈ ℝ    

                          𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 = (𝑎8 + 𝑏8𝑖 +  𝑐8𝑗 + 𝑑8𝑘) + (𝑎12 + 𝑏12𝑖 +  𝑐12𝑗 + 𝑑12𝑘 )  

                                        = (𝑎8 + 𝑎12) + (𝑏8 + 𝑏12)𝑖 + (𝑐8 + 𝑐12)𝑗 + (𝑑8 + 𝑑12)𝑘  

                         𝑝𝑟 + 𝑞𝑟 = 𝑎13 + 𝑏13𝑖 +  𝑐13𝑗 + 𝑑13𝑘 ;      𝑎13, 𝑏13, 𝑐13, 𝑑13 ∈ 𝑅                 (1.5) 

denklem 1.4 ve denklem 1.5 ten ispatımız tamamlanmış olur. Yani;                                                    

                              (𝑝 + 𝑞)𝑟 = 𝑝𝑟 + 𝑞𝑟   
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dır. Buradan  kuaterniyon çarpımının soldan ve sağdan dağılımı ispatlanmıştır. 

  Özellik 1.3.4: Kuaterniyon çarpımı değişmeli değildir (Ünal 2011). 

İspat: "Tablo 1" de gösterildiği üzere 𝑖𝑗 ≠ 𝑗𝑖 olduğundan, değişmeli olmadığı görülür. 

  Teorem1.1: Herhangi bir 𝑞, 𝑝, 𝑟 ∈ 𝐻 alalım. Aşağıdaki özellikler sağlanır. 

    1. 𝑞̅. 𝑞 = 𝑞. 𝑞̅   yani  |q| = |𝑞̅| dir. 

    2. |. | = 𝐻 üzerinde bir normdur. Yani; 

         i.|𝑞| = 0 <=> 𝑞 = 0    

        ii. |𝑞 + 𝑝| ≤ |𝑞| + |𝑝| 

       iii. |𝑞𝑝| ≤ |𝑝𝑞| = |𝑝|. |𝑞| 

    3. |𝑞|2 + |𝑝|2 =
1

2
(|𝑞 + 𝑝|2 + |𝑞 − 𝑝|2) ( Ünal, 2011). 

       İspat 1:              𝑞. 𝑞̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘). (𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘) = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 

                                  𝑞̅. 𝑞 = (𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘). (𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘) = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 

buradan;                                                                                                                                                

                                       𝑞̅. 𝑞 = 𝑞. 𝑞̅    

 olduğundan; 

                                   |𝑞| = √𝑞. 𝑞̅   

                                   |𝑞̅| = √𝑞̅. 𝑞   

buradan |𝑞| = |𝑞̅| dir ( Ünal 2011). 
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 2 .i.                         |𝑞| = 0 <=> √𝑞. 𝑞̅ = 0   

                                          |𝑞| = 0 <=> √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 0  

                                          |𝑞| = 0 <=> 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 0  

                                     |𝑞| = 0 <=> 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0                                                            

                                          |𝑞| = 0 <=> 𝑞 = 0                                                                               

olur.  

    ii.  |𝑞 + 𝑝| = √(𝑎1 + 𝑎2)2 + (𝑏1 + 𝑏2)2 + (𝑐1 + 𝑐2)2 + (𝑑1 + 𝑑2)2                      

                                                                   = (𝑎1 + 𝑎2)
2  ≤  𝑎1

2 + 𝑎2
2 

olduğundan; 

                                            ≤ √𝑎12 + 𝑏1
2 + 𝑐12 + 𝑑1

2 +√𝑎22 + 𝑏2
2 + 𝑐22 + 𝑑2

2
 

                                            ≤ |𝑞| + |𝑝|     

   iii.                           |𝑞. 𝑝| = √(𝑞𝑝)(𝑞𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ =  √𝑞. |𝑝|2𝑞̅ =  √|𝑞|2. |𝑝|2 = |𝑞|2. |𝑝|2 

                                    |𝑝𝑞| =  √(𝑝𝑞)(𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ =  √𝑝. |𝑞|2𝑝̅ =  √|𝑝|2. |𝑞|2 = |𝑝|2. |𝑞|2 

( Ünal 2011). 

     3)                     |𝑞 + 𝑝|2 = (𝑞 + 𝑝). (𝑞 + 𝑝)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                                            = (𝑞 + 𝑝). (𝑞̅ + 𝑝̅)                                                                                                             

                                                  = 𝑞. 𝑞̅ + 𝑞. 𝑝̅ + 𝑝. 𝑞̅ + 𝑝. 𝑝̅   

                                            = |𝑞| + 𝑞. 𝑞̅ + 𝑝. 𝑞̅ + |𝑝 |        

                             |𝑞 − 𝑝|2 = (𝑞 − 𝑝). (𝑞 − 𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)                                                                                               

                                                 = (𝑞 − 𝑝). (𝑞̅ − 𝑝̅)                                                                                   
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                                                 =   𝑞. 𝑞̅ − 𝑞. 𝑝̅ − 𝑝. 𝑞̅ − 𝑝. 𝑝̅                                                                                  

                                                 = |𝑞| − 𝑞. 𝑝̅ − 𝑝. 𝑞̅ − |𝑝| 

         |𝑞 + 𝑝|2 + |𝑞 − 𝑝|2 = (|𝑞|2 + 𝑞. 𝑝̅ + 𝑝. 𝑞̅ + |𝑝|2) + (|𝑝|2 − 𝑞𝑝̅ − 𝑝𝑞̅ + |𝑞|2)       

                                                = (|𝑞|2 + |𝑝|2) + (|𝑝|2 + |𝑞|2)                                                                                                    

                                                = 2. |𝑝|2 + 2. |𝑞|2                                                                                                 

                                                = 2(|𝑝|2 + |𝑞|2)                                                                                                                

                          |𝑞|2 + |𝑝|2 =
1

2
(|𝑞 + 𝑝|2 + |𝑞 − 𝑝|2)  (Ünal, 2011).                                           

1.4       Kuaterniyonların Matris Gösterimi  

  Bu bölümde kuaterniyon bileşenli matrisleri ele alacağız, yanı sıra değişmeli olmayan 

kuaterniyonların lineer cebirde sunulan temel matris özelliklerini ve metotlarını nasıl 

etkilediğini ele alacağız. Daha karmaşık matrisler düşünüldüğünde, kuaterniyonik matrislerle 

işlem yapmak faydalıdır. Bu sayede daha yüksek boyutlu matrisleri içeren hesaplamaları 

yapmaktan kaçınabiliriz. 𝐻 kuaterniyon halkasının  𝐻1 = {𝑎01 + 𝑎1𝑖; 𝑎0, 𝑎1 ∈ ℝ, 𝑖
2 = −1} 

alt kümesini alalım.  

           {𝐻1,⊕,ℝ,+, . ,⊙} sisteminin bir cebir olduğunu kolayca gösterebiliriz. Herhangi 

(𝑎01 + 𝑎1𝑖) ∈ 𝐻1 kuaterniyonu (𝑎 + 𝑏𝑖) ∈ ℂ kompleks sayısına eşlersek bu eşlemeye göre 

𝐻1 in ℂ ye izomorf olduğunu söyleyebiliriz.  

       𝐻, bir cebire sahip olan bir alt cisim kapsadığı için kompleks sayılar cismi üzerinde bir 

vektör uzaydır. Buna göre 𝑞 ∈ 𝐻 ve 𝑥 = (𝑎 + 𝑖𝑏) ∈ ℂ  için   𝑞𝑥  çarpımı 𝑞𝑥 = 𝑞(𝑎 + 𝑖𝑏) ∈ 𝐻  

kuaterniyonuna karşılık gelir. Burada;                                     

                i)  (𝑞1 + 𝑞2)𝑥 = 𝑞1𝑥 + 𝑞2𝑥  

               ii) 𝑞(𝑥1 + 𝑥2) = 𝑞𝑥1 + 𝑞𝑥2 

              iii)      𝑞(𝑥1𝑥2) = (𝑞𝑥1)𝑥2 = 𝑥1(𝑞𝑥2) 

              iv)  𝑞(1 + 0𝑖) = 𝑞 
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özellikleri sağlanır. Böylece 𝐻 kümesi ℂ kompleks sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı 

olur ( burada 𝑞 nun 𝑥 ile soldan çarpımı esas alınmıştır). Kompleks sayılar cismi üzerinde 

herhangi bir 𝑞 kuaterniyonunun ifadesi;                                                                                         

                                             𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 

                                           = 𝑎 + 𝑏𝑖 + (𝑐 + 𝑑𝑖)𝑗;                                                                          

                                           𝑎1 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑎2 = 𝑐 + 𝑑𝑖 

                                               = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 

veya                                                                                                                                                    

                                             𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2̅̅ ̅𝑗 

                                        𝑞 = 1(𝑎 + 𝑏𝑖) + 𝑗(𝑐 + 𝑑𝑖)  

şeklinde yazılabilir. Buradan 𝐻 nın ℂ üzerinde 2-boyutlu olduğu sonucuna varılır. Yani 𝐻 nın 

bir bazı {1, 𝑗} olur. 𝐻 nın matris gösterimini elde etmek için, 

                                  𝑇:𝐻 → 𝐻𝑜𝑚(𝐻,𝐻) 

                                             𝑞 → 𝑇𝑞  

dönüşümünü ∀𝑞 ∈ 𝐻 için;                                                                  

                                𝑇𝑞: 𝐻 → 𝐻,  𝑞
′ → 𝑇𝑞(𝑞

′) = 𝑞′𝑞  

şeklinde tanımlayalım. Bu dönüşüm lineerdir ve 𝐻𝑜𝑚(𝐻,𝐻) = {𝑇𝑞: 𝑞 ∈ 𝐻} kümesi ℂ 

üzerinde bir vektör uzayıdır. Böylece her bir 𝑇𝑞 lineer dönüşümüne ℂ de 2𝑥2 tipinde bir 

matris karşılık gelir. Herhangi bir 𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 ∈ 𝐻 için;  

𝑇𝑞(1) = 1𝑞 = 1(𝑎1 + 𝑎2𝑗) = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 

                                            𝑇𝑞(𝑗) = jq = j(𝑎1 + 𝑎2𝑗) = 𝑗𝑎1 + 𝑗𝑎2𝑗 = −𝑎2̅̅ ̅ + 𝑎1̅̅ ̅𝑗 

olduğunda {1, 𝑗} bazına göre 𝑇𝑞 lineer dönüşümünün matrisi  𝐴 = [
𝑎1 𝑎2
−𝑎̅2 𝑎̅1

] bulunur. 2x2 

tipindeki kompleks elemanlı matrislerin halkası 𝑀2(ℂ)  olmak üzere                                       
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𝐻′ = {(
𝑎1 𝑎2
−𝑎̅2 𝑎̅1

) ; 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℂ}  matrislerinin kümesi 𝑀2(ℂ) nin işlemleri altında bir alt 

halkadır. 

𝜇: 𝑞 = 𝑎1 + 𝑎2𝑗 ∈ 𝐻 → 𝑇𝑞 = 𝑞
′ = (

𝑎1 𝑎2
−𝑎̅2 𝑎̅1

) ∈ 𝐻′ 

dönüşümü 1: 1 ve her iki kümedeki işlemleri korunduğundan 𝐻 ile 𝐻′ izomorfdur        

(Şimşek 2020). 

1.5           Kuaterniyon Matrislerde Toplama Ve Skaler İle Çarpma 

  Tanım 1.5.1: 𝐴 ve 𝐵 aynı tipten iki kuaterniyon matris olsun, yani aynı sayıda satır ve 

kolona sahip, 2 × 2 matrisleri olsun; 

                                       𝐴 = (
𝑎1 𝑎2
−𝑎2̅̅ ̅ 𝑎1̅̅ ̅

)    ve     𝐵 =  (
𝑎3 𝑎4
−𝑎4̅̅ ̅ 𝑎3̅̅ ̅

)     

𝐴 ve 𝐵’nin toplamı, 𝐴 + 𝐵 yazılır ve karşılıklı elemanların toplamıyla oluşan matristir: 

                               𝐴 + 𝐵 = (
𝑎1 𝑎2
−𝑎2̅̅ ̅ 𝑎1̅̅ ̅

) + (
𝑎3 𝑎4
−𝑎4̅̅ ̅ 𝑎3̅̅ ̅

) = (
𝑎1 + 𝑎3 𝑎2 + 𝑎4

−𝑎2̅̅ ̅ + (−𝑎4̅̅ ̅) 𝑎1̅̅ ̅ + 𝑎3̅̅ ̅
)    

  𝐴 matrisinin bir 𝑘  skaleri ile çarpımı,  𝑘; 𝐴 veya   𝑘𝐴 yazılır ve A’nın her bir elemanının k 

ile çarpılmasıyla elde edilen matristir:                                                                                      

                                        𝑘𝐴 = 𝑘 (
𝑎1 𝑎2
−𝑎2̅̅ ̅ 𝑎1̅̅ ̅

) = (
𝑘𝑎1 𝑘𝑎2
−𝑘𝑎2̅̅ ̅ 𝑘𝑎1̅̅ ̅

)  

  𝐴 + 𝐵 ve  𝑘𝐴  matrislerinin de 2 × 2 tipinde matrisler olduğunu söyleyebiliriz                        

( Hacısalihoğlu 1990). 
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2.  SÜPER UZAY 

   Bu bölümde; Süper Uzay kavramını tanımlayacağız, bu konuyla ilgili temel tanımlar, 

özellikler, teoremler ve ispatları sunacağız.  

      2.1       Süper Uzayın Tarihçesi  

  Süper simetri parçacık fiziğinde uzay-zaman simetrisinin karşılığıdır ve iki temel 

parçacıktan oluşur. Bunlar açısal momentumu olan bozonlar ve yarı değerli açısal 

momentumu olan fermiyonlardır (Quevedo 2010). Süper simetri klasik ve kuantum fiziği 

arasında oluşturduğu simetriden dolayı bugün bildiğimiz hiçbir simetriye benzemez. Genel 

olarak, istenilen birçok matematiksel özelliklerin sağlaması ve yüksek enerjilerde hassas 

davranışların garantiye alınması hususunda,  teorik problemlerin çözümlerine olanak 

sağlamıştır.  

  Süper manifold, anti-değişmeli koordinat kavramının içermesiyle klasik manifoldtan daha 

geniş bir yapıya sahiptir. Süper manifold çalışmaları; geometriden, analizden, cebir ve 

topolojiden oluşan matematiksel düşünceleri, tanımları ve yapıları içerir.  Bu yüzden teorik 

Fizik ve Matematik problemlerini çözmek için daha güçlü bir yere sahiptir. Anti-değişmeli 

değerlerin bulunduğu çalışmalarda, birkaç sene öncesinde fizikte süper simetri kavramının 

gelişmesiyle süper sıfatı ön plana çıkmış ve süper matematikte yaygın olarak kullanılmaya 

başlanmıştır. Anti değişmeli yapılar, diferansiyel formlar, lie cebirinde dış cebir kavramı, 

Weil model gibi geometri ve cebirin birçok alanında görülmektedir. 

  Süper kullanımı, ilk Cartan tanımı olan Grassmann cebiri üzerinde Clifford cebirinde 

karşımıza çıkar. Uzun bir zaman sonrasında da konneksiyonlarda anti değişmeli fermiyon 

ilişkileri ile tekrar gündeme gelir.  

    Süper geometride, süper manifold yapısına götüren iki yol vardır; birincisi süper manifold, 

süper uzayda, Grassmann cebirinin çift ve tek değerli lokal koordinatlardan oluşan yapıdır. 

İkincisi, bir manifold üzerindeki fonksiyon demetlerinden oluşur. 
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        2.2      Süper Uzay 

  Bu kısımda süper uzay olarak adlandırılan 𝑍2- Gradded vektör uzayı ve 𝑍2- Gradded cebiri 

verilmiştir. 

 Tanım 2.2.1: 𝑉 bir vektör uzay olsun. 𝑉0 ve 𝑉1  lineer alt uzay olmak üzere V= 𝑉0  ⊕ 𝑉1   

oluyorsa 𝑉 vektör uzayına 𝑍2- Gradded vektör uzayı denir (Leites 1980).  

  Tanım 2.2.2: 𝑉 bir 𝑍2- Gradded vektör uzayı olsun. 𝑉, 𝑉𝑖𝑉𝑗 ⊂ 𝑉𝑖+𝑗(𝑚𝑜𝑑2) olacak biçimde bir 

cebir ise  𝑉’ ye   𝑍2- Gradded cebiri denir (Tozok 2017).  

  Örnek 2.2.1: 𝑉 bir vektör uzayı V= 𝑉0  ⊕ 𝑉1   olmak üzere, 

                                    𝐸𝑛𝑑(𝑉) = {𝑠|𝑠: 𝑉
𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟
→    𝑉}                                                              (2.1) 

kümesi için  𝐸𝑛𝑑(𝑉),  

(𝐸𝑛𝑑(𝑉))0 = {𝑠0|𝑠0(𝑣İ) ∈ 𝑉İ; 𝑖 = 0,1} 

                                                               = {𝑠0|𝑠0(𝑣0) ∈ 𝑉0;  𝑠0(𝑣1) ∈ 𝑉1}                           (2.2)  

    (𝐸𝑛𝑑(𝑉))1 = {𝑠1|𝑠1(𝑣İ) ∈ 𝑉İ+1(𝑚𝑜𝑑2)}  

                                                               = {𝑠1|𝑠1(𝑣0) ∈ 𝑉1; 𝑠1(𝑣1) ∈ 𝑉0}                           (2.3)   

biçimde çift ve tek kısım olarak yazılır.   

                                                      𝐸𝑛𝑑(𝑉) = (𝐸𝑛𝑑(𝑉))0⊕ (𝐸𝑛𝑑(𝑉))1                                   (2.4)  

𝑍2- Gradded vektör uzayıdır. 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝑉) olsun. Bu durumda 𝑓: 𝑉
𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟
→   𝑉 dir. 𝑉,                  

𝑍2- Gradded vektör uzayı olduğundan 𝛼 = 𝛼0 + 𝛼1 olacak biçimde 𝛼0 ∈ 𝑉0  ve 𝛼1 ∈ 𝑉1 

vardır. 𝑓 lineer olduğundan, 

                                                     𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛼0 + 𝛼1) = 𝑓(𝛼0) + 𝑓(𝛼1)                           (2.5) 
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dir.  

 

𝑓(𝛼0) = (𝑓(𝛼0 )) 0 + (𝑓(𝛼0))1 = 𝑠0(𝛼0) + 𝑠1(𝛼0) 

                                 𝑓(𝛼1) = (𝑓(𝛼1 )) 0 + (𝑓(𝛼1))1 = 𝑠0(𝛼1) + 𝑠1(𝛼1)                         (2.6)  

olduğundan,   

                                   𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛼0 + 𝛼1)  

                                            = 𝑓(𝛼0) + 𝑓(𝛼1)   

               = (𝑓(𝛼0))0 + (𝑓(𝛼0))1 + (𝑓(𝛼1))0 + (𝑓(𝛼1))1   

                                            = 𝑠0(𝛼0) + 𝑠1(𝛼0) + 𝑠0(𝛼1) + 𝑠1(𝛼1)                                                                                                   

                                                  = 𝑠0(𝛼0 + 𝛼1) + 𝑠1(𝛼0 + 𝛼1)                                                               

                                                  = 𝑠0(𝛼) + 𝑠1(𝛼)                                                                                   

                                                  = (𝑠0 + 𝑠1)(𝛼)     

bulunur. ∀𝛼 için doğru olduğundan,                                                                                                 

                                              𝑓 = 𝑠0 + 𝑠1     

olur. O halde 𝐸𝑛𝑑(𝑉), 𝑍2 − Gradded vektör uzayıdır (Uğurlu 1987).   

         2.3      Süper Sayılar                                                                                             

 Bir cebir için  {𝜀𝑎 |𝑎 =  1, … ,𝑁}  üreteçlerinin cümlesi, ∀𝑎, 𝑏 için; 

                                    𝜀𝑎𝜀𝑏 = −𝜀𝑏𝜀𝑎                                                                                   (2.7) 

                                   (ε𝑎)2 = 0                                                                                            (2.8) 

antikomütatif  özelliğe sahip ise bununla ilgili cebir Grassmann cebiri olarak adlandırılır ve 

^𝑁 ile gösterilir.   
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   N sonlu olduğu zaman sonlu elemana sahip 𝜀 = {𝜀1, … , 𝜀 𝑁 } cümlesi göz önüne alındığında 

^𝑁 nin  2𝑁 tane baz elemanına sahip olduğu görülür.  

                            ∑ (𝑁
𝑘
)𝑁

𝑘=0 = 2𝑁     

olduğundan 𝑏𝑜𝑦^𝑁 = 2
𝑁 dir. 𝑁 sonlu için {1, 𝜀𝑎 , 𝜀𝑎𝜀𝑏 , ⋯ } cümlesindeki baz elemanlarının 

çarpımındaki indisler farklı olacağından bu cümle ^∞  için bir bazdır  (DeWitt 1984). 

  Tanım 2.3.1(Süper sayı):^∞ un her bir elemanına süper sayı denir. 𝑍 ∈ ^∞ süper sayısı 

 𝜀𝑎 gerenleri ve ℂ kompleks sayıları yardımıyla, 

                                       𝑍 = ∑
1

𝑛!
𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0                                                          (2.9)

                                          

                                            𝑍 =
1

0!
𝑐0 + ∑

1

𝑛!
∞
𝑛=1 𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1 

şeklinde yazılabilir.   𝑍 = 𝑍𝐵 + 𝑧𝑆 olarak yazılmak istenirse; 

                                     𝑍𝐵 =
1

0!
𝑐0                                                                                        (2.10) 

                                      𝑍𝑆 = ∑
1

𝑛!
𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=1                                                       (2.11) 

şeklindedir. 𝑍 süper sayısı için,  𝑍𝐵 body kısım, 𝑍𝑆 soul kısım olarak adlandırılır (Cartier 

2002). 

Özellik 2.1: Eğer N sonlu ise 𝑍𝑠 daima nilpotenttir (Cartier 2002).  

İspat: 𝑍𝑆 nin  nilpotent olması için  (𝑍𝑆)
𝑛+1 = 0  olmalıdır. 

                              (𝑍𝑆)
𝑛+1 = (∑

1

𝑛!
∞
𝑛=1 𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1)𝑁+1          

                                                  = ∑ 𝐹(𝑛)∞
𝑛=1 . 𝐺(𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛)(𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1)𝑛   

dir. Burada 𝜀𝑎𝑁+1𝜀𝑎𝑁⋯𝜀𝑎1 çarpımındaki 𝜀𝑎𝑁+1 elemanı, 𝜀𝑎𝑁⋯𝜀𝑎1 elemanlarından biri 

olmak zorundadır. Bu durum (𝑁 + 1)- li çarpan her bir  terimde geleceğinden  (𝑍𝑆)
𝑛+1 = 0 

bulunur. 
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  Bir sonraki teoremde gerekli olan 𝑍−1 ifadesinin tersi, 

                                    𝑍−1 = 𝑍𝐵
−1∑ (−

𝑍𝑠

𝑍𝐵
)𝑛∞

𝑛=0        (2.6)  

dir. 

 Teorem 2.1: Bir süper sayı tersinirdir <=> 𝑍𝐵 ≠ 0   (DeWitti 1984). 

 İspat:  Bilindiği üzere bir süper sayının tersinir olması için 𝑍. 𝑍−1 = 1 olmalıdır. 

  Gereklilik: Bir süper sayı tersinir olsun. Yani 𝑍. 𝑍−1 = 1 olsun. Dolayısıyla;           

                                   𝑍. 𝑍−1 = (𝑍𝐵 + 𝑍𝑠)𝑍𝐵
−1∑ (−

𝑍𝑆

𝑍𝐵
)𝑛∞

𝑛=0                                                            

                                                = (𝑍𝐵 + 𝑍𝑠)𝑍𝐵
−1(1 −

𝑍𝑆

𝑍𝐵
+
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 −⋯) 

                            = (1 −
𝑍𝑆
𝑍𝐵
+
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 −⋯) + (

𝑍𝑆
𝑍𝐵
−
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 +

𝑍𝑆
3

𝑍𝐵
3 −⋯) = 1 

kabulümüzden dolayı yukarıdaki eşitliğin var olması için 𝑍𝐵 ≠ 0 olmalıdır.  

  Yeterlilik:   𝑍𝐵 ≠ 0 olsun. Bir süper sayının tersinir olduğunu gösterelim. Buna göre 

                                𝑍. 𝑍−1 = 1  

olduğunu göstermek yeterlidir. Özellik 2.1 in ve 𝑍𝐵 ≠ 0 durumunun kullanılmasıyla;       

                                     𝑍. 𝑍−1 = (𝑍𝐵 + 𝑍𝑠)𝑍𝐵
−1∑ (−

𝑍𝑆

𝑍𝐵
)𝑛∞

𝑛=0  

                                            = (𝑍𝐵 + 𝑍𝑠)𝑍𝐵
−1(1 −

𝑍𝑆

𝑍𝐵
+
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 −⋯)                                                 

                                                 = (1 −
𝑍𝑆

𝑍𝐵
+
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 −⋯) + (

𝑍𝑆

𝑍𝐵
−
𝑍𝑆
2

𝑍𝐵
2 +

𝑍𝑆
3

𝑍𝐵
3 −⋯) = 1 

sonucuna ulaşılır.  İspat tamamlanmış olur. 

  Özellik 2.2:    𝑓   fonksiyonunun   𝑍𝐵 noktasındaki Taylor açılımı,                                                              

                                    𝑓(𝑍) = 𝑓(𝑍𝐵) + 𝑓
′(𝑍𝐵). (𝑍 − 𝑍𝑆) +

1

2!
𝑓′′(𝑍𝐵)(𝑍 − 𝑍𝑆)

2 

                                        +⋯+
1

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑍𝐵)(𝑍 − 𝑍𝑆)

𝑛 +⋯   
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şeklinde ifade edilir (Caston ve Fioresi 2007, Rogers 2007, Sardanashvily 2008, Balduzzi 

Dottorato di ricerca XXI ciclo).  

   Diğer taraftan herhangi 𝑍 süper sayısı                                                                                                        

                                           𝑍 = ∑
1

𝑛!
𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛𝜀

𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0  

şeklinde ifade edilmiştir. 𝑛 nin tek veya çift olma durumuna göre 𝑍 süper sayısı                 

                                           𝑍 =
1

0!
𝑐0 + ∑

1

(2𝑛)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑛𝜀

𝑎2𝑛⋯𝜀𝑎2∞
𝑛=1  

                                         + ∑
1

(2𝑛+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎2𝑛+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0                                        (2.12) 

toplam biçiminde ifade edilir.  

                                      𝑈 = 𝑍𝐵 + ∑
1

2𝑛!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑛𝜀

𝑎2𝑛⋯𝜀𝑎2∞
𝑛=1                                          (2.13) 

                                      𝑉 =  ∑
1

(2𝑛+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎2𝑛+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0                                       (2.14) 

şeklinde yazıldığında çift sayı indislilere çift süper sayı, tek sayı indislilere tek süper sayı 

denir (Cartier 2002). 

  Tanım 2.3.2 (c-sayılar ve a-sayılar): Komütatif olan çift süper sayılara c-sayıları (𝐶𝑐) ile 

gösterilir. Anti-komütatif olan tek sayılara a-sayılar (𝐶𝑎) denir. (DeWitt 1984). 

   Özellik 2.3: a-sayılar body kısım içermediği için, tersinir değildir  (DeWitt 1984).  

 İspat: Teorem 2.1 de açıktır. 

 Özellik 2.4: İki a-sayısının veya iki c-sayısının çarpımı bir c-sayısıdır (DeWitt 1984).   

Gerçekten;                                                                                                                                       

𝑍  ve 𝑍′ iki a-sayı olsun. Buna göre,                                                      

                                             𝑍 = ∑
1

(2𝑛+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎2𝑛+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0                                                      

ve                                 

                                      𝑍′ = ∑
1

(2𝑚+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑚+1𝜀

𝑎2𝑚+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑚=0    
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olmak üzere,  

                                                        𝑍𝑍′ =

∑
1

(2𝑛+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎2𝑛+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0  ∑

1

(2𝑚+1)!
𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑚+1𝜀

𝑎2𝑚+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑚=0                            

                                 = ∑ ∑
1

(2𝑚+1)!

1

(2𝑛+1)!
∞
𝑛=0

∞
𝑚=0 𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑚+1𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎1⋯𝑎2𝑚+1𝜀𝑎1⋯𝑎2𝑛+1  

burada parite kavramı dikkate alınarak işlem yapılır. İşlem çarpma işlemi olup parite kavramı 

göz önüne alınırsa sonucun,                                                                                     

    𝑍𝑍′ =∑
1

(2𝑘)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑘𝜀

𝑎2𝑘⋯𝜀𝑎1

∞

𝑘=0

 

şeklinde bir c-sayı olduğu görülür (analiz ederken tek parite =1 ve çift parite = 0 olduğu göz 

önüne alınır. Bu durumda; tek parite + çift parite = tek parite, tek parite + tek parite = çift 

parite, çift parite + çift parite = çift parite eşitlikleri yardımıyla sonuca ulaşır). 

  Benzer şekilde iki c-sayının çarpımı da gösterilebilir. Bu durumda  𝑍 ve 𝑍′ iki c-sayı olsun. 

Buna göre; 

                                       𝑍 = ∑
1

(2𝑛)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑛𝜀

𝑎2𝑛⋯𝜀𝑎2∞
𝑛=0   

ve 

                                     𝑍′ = ∑
1

(2𝑚)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑚𝜀

𝑎2𝑚⋯𝜀𝑎2∞
𝑚=0    

olmak üzere; 

                                   𝑍𝑍′ = ∑
1

(2𝑛)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑛𝜀

𝑎2𝑛⋯𝜀𝑎2∞
𝑛=0 ∑

1

(2𝑚)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑚𝜀

𝑎2𝑚⋯𝜀𝑎2∞
𝑚=0  

                                          = ∑ ∑
1

(2𝑚)!

1

(2𝑛)!
∞
𝑛=0

∞
𝑚=0 𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑚𝑐𝑎1⋯𝑎2𝑛𝜀

𝑎1⋯𝑎2𝑚𝜀𝑎1⋯𝑎2𝑛 

                                          = ∑
1

(2𝑘)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑘𝜀

𝑎2𝑘⋯𝜀𝑎2∞
𝑘=0     

 sonucu elde edilir. 
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  Özellik 2.5:  Bir a-sayı ve bir c-sayının çarpımı bir a-sayıdır (DeWitt 1984).                   

Gerçekten; 

                                       𝑍 = ∑
1

(2𝑛+1)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑛+1𝜀

𝑎2𝑛+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=0   

ve   

                                      𝑍′ = ∑
1

(2𝑚)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑚𝜀

𝑎2𝑚⋯𝜀𝑎2∞
𝑚=0  

olmak üzere yukarıda bahsedildiği gibi parite kavramı göz önüne alındığında,  

                                   𝑍𝑍′ = ∑
1

(2𝑘+1)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑘+1𝜀

𝑎2𝑘+1⋯𝜀𝑎1∞
𝑘=0    

sonucuna ulaşılır. 

  Özellik 2.6: a-sayıların karesi sıfırdır  (DeWitt 1984).  

                                    𝑍′ = ∑
1

(2𝑚+1)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑚+1𝜀

𝑎2𝑚+1⋯𝜀𝑎2∞
𝑚=0   

olmak üzere, 

                               (𝑍′)2 = (∑
1

(2𝑚+1)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑚+1𝜀

𝑎2𝑚+1⋯𝜀𝑎2∞
𝑚=0 )2 = 0  

çünkü (𝜀𝑎)2 = 0 dır. 

          2.4       Süper Sayıların  Süper Analitik  Fonksiyonu 

  c ve a sayı fonksiyonlarının analitik teorisi sırasıyla 𝐶𝑐 ve 𝐶𝑎 dan ⋀𝑁 analitik dönüşüm inşa 

edilir. Bunlar;    𝑓1: 𝐶𝑎 → ⋀𝑁   ve     𝑓2: 𝐶𝑐 → ⋀𝑁   şeklinde gösterilir. 
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Tanım 2.4.1:    f: 𝐶𝑎 → ⋀𝑁  olmak üzere;  

                                𝑑𝑓(𝑣) = 𝑑𝑣 [
𝑑

𝑑𝑣
𝑓(𝑣)] 

                                           = [𝑓(𝑣)
𝑑

𝑑𝑣
] 𝑑𝑣                                                                          (2.15) 

dır. 𝑣 ye bağlı olan  
𝑑

𝑑𝑣
𝑓(𝑣) ve 𝑓(𝑣)

𝑑

𝑑𝑣
  katsayılarına sırasıyla 𝑓 nin sol türevi ve sağ türevi 

denir (DeWitt 1984). 

  Yukarıdaki eşitliğin genel çözümü  𝑓 = 𝑎 + 𝑏𝑣    şeklindedir. Eğer                                                

                                            𝑏 = 𝑏𝑒 + 𝑏𝑜  

şeklinde tek ve çift kısımdan oluşuyorsa; 

                                 𝑓(𝑣) =
𝑑

𝑑𝑣
= 𝑏𝑒 + 𝑏𝑜   

ve  

                                 𝑓(𝑣) =
𝑑

𝑑𝑣
= 𝑏𝑒 − 𝑏𝑜                                                                          (2.16)     

olur  (DeWitt 1984).       

  Özellik 2.7: Eğer 𝑓 nin görüntü kümesi 𝐶𝑐 de ve a çift, b tek ise; 

                             
𝑑

𝑑𝑣
𝑓(𝑣) = −𝑓(𝑣)

𝑑

𝑑𝑣
                                                                                (2.17)  

dir (DeWitt 1984).   

  Çünkü ∀𝑣 ∈ 𝐶𝑎 için 𝑓(𝑣) ∈ 𝐶𝑐  olacağından 𝑎, 𝑏𝑣 ∈ 𝐶𝑐 olmalıdır. Buna göre 𝑎 ∈ 𝐶𝑐 ve 𝑏𝑣 ∈

𝐶𝑐  olur ve dolayısıyla 𝑏 ∈ 𝐶𝑎 olur. 

  Özellik 2.8: Eğer 𝑓 nin görüntü kümesi 𝐶𝑎 de ve a tek, b çift ise,  

                             
𝑑

𝑑𝑣
𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑣)

𝑑

𝑑𝑣
                                                                                   (2.18)    



23 

 

dir (DeWitt 1984).   

  Çünkü  ∀𝑣 ∈ 𝐶𝑎 için 𝑓(𝑣) ∈ 𝐶𝑎 olacağından  𝑎, 𝑏𝑣 ∈ 𝐶𝑎 olmalıdır. Buna göre, 𝑎 ∈ 𝐶𝑎 ve 

𝑏𝑣 ∈ 𝐶𝑎 olur ve dolayısıyla 𝑏 ∈ 𝐶𝑎   olur.  

Tanım 2.4.2: Benzer şekilde 𝑓: 𝐶𝑐 → ⋀∞  için:                                                                          

                                   𝑑𝑓(𝑢) = 𝑑𝑢 [
𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢)] = [𝑓(𝑢)

𝑑

𝑑𝑢
] 𝑑𝑢 

olur. 𝑑𝑢 bir c-sayı olduğundan,  

𝑑

𝑑𝑢
𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑢)

𝑑

𝑑𝑢
                                                                                                               (2.19) 

eşitliği vardır (DeWitt 1984).   

   Özellik 2.9: 𝑓  fonksiyonunun görüntü kümesi 𝐶𝑐 de ise, 𝑛 tek iken   𝑓𝑎1⋯𝑎𝑛 = 0 dır 

(Uğurlu 1987). 

  Özellik 2.10:  𝑓  nin görüntü kümesi  𝐶𝑎 da ise 𝑛 çift iken   𝑓𝑎1⋯𝑎𝑛 = 0 dır (Uğurlu 1987).    

        2.5.       Reel Süper Sayılar  

  Tanım 2.5.1: (Kompleks eşlenik) Reel süper sayıları ifade etmek için kompleks konjuge 

(eşlenik) kurallarına ihtiyaç vardır. Kompleks konjuge operatörü " ( )∗ " olmak üzere,  

                          (𝑍 + 𝑍′)∗ = (𝑍)∗ + (𝑍′)∗                                                                        (2.20)  

                               (𝑍𝑍′)∗ = (𝑍)∗(𝑍′)∗                                                                             (2.21)  

eşitliği vardır (DeWitt 1984).   

  𝐶𝑐 cümlesindeki bütün reel elemanların cümlesi  𝑅𝑐, 𝐶𝑎 cümlesindeki bütün reel elemanların 

cümlesi 𝑅𝑎 ile gösterilir. Burada,                                                                              

                                           𝑅𝑐 = {𝑧 ∈ 𝐶𝑐: 𝑧
∗ = 𝑧} 

                                      𝑅𝑎 = {𝑧 ∈ 𝐶𝑎: 𝑧
∗ = −𝑧}         
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şeklindedir. 𝑧∗ ın pozitif ve negatif olma durumu c-sayı ve a-sayısının parity kavramı ile 

ilgilidir.( −1𝑝(𝑧)  ile gösterilir.)  ^∞ un bazlar için, 

                                  (𝜀𝑎)∗ = 𝜀𝑎  

                     (𝜀𝑎𝜀𝑏⋯𝜀𝑐)∗ = 𝜀𝑐𝜀𝑏⋯𝜀𝑎        

  Tanım 2.5.2: Bir 𝑍 süper sayısı için  𝑍∗ = 𝑍 ise 𝑍 süper sayısına reel,  𝑍∗ = −𝑍  ise  𝑍 

süper sayısına imajiner denir. (DeWitt 1984). 

  Özellik 2.11:  𝜀𝑎1⋯𝜀𝑎𝑛   baz elemanları  
𝑛(𝑛−1)

2
  tek iken imajinerdir,  

𝑛(𝑛−1)

2
 çift iken reeldir 

(DeWitt 1984). 

Gerçekten, 

                     (𝜀𝑎𝜀𝑏⋯𝜀𝑐)∗ = 𝜀𝑎𝜀𝑏⋯𝜀𝑐  

ve 

                                  𝜀𝑎𝜀𝑏 = −𝜀𝑏𝜀𝑎   

özelliklerinden,  

 
𝑛(𝑛−1)

2
    tek iken anti-komütatif tanımından, 

                      (𝜀𝑎1⋯𝜀𝑎𝑛)∗ = −𝜀𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1  

 
𝑛(𝑛−1)

2
   çift iken komütatif tanımından, 

                      (𝜀𝑎1⋯𝜀𝑎𝑛)∗ = 𝜀𝑎𝑛⋯𝜀𝑎1   

 olur. 

  Sonuç 2.1: 𝑍𝑆 = ∑
1

(𝑛)!
𝑐𝑎2⋯𝑎2𝑘𝜀

𝑎2𝑘⋯𝜀𝑎1∞
𝑛=1  olmak üzere, 

                  𝑍𝑠 𝑅𝑒𝑒𝑙𝑑𝑖𝑟 <=> {
𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛              𝑟𝑒𝑒𝑙 𝑣𝑒 

𝑛(𝑛−1)

2
 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑘𝑒𝑛

𝑐𝑎1⋯𝑎𝑛  𝑖𝑚𝑎𝑗𝑖𝑛𝑒𝑟  𝑣𝑒   
𝑛(𝑛−1)

2
 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑘𝑒𝑛

                          (2.22) 
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(DeWitt 1984).  

   

Tanım 2.5.3: Z ∈ ^∞ herhangi bir süper sayı olsun.  

                    𝑍 𝑅𝑒𝑒𝑙𝑑𝑖𝑟 <=>  𝑍𝐵 ve  𝑍𝑆 𝑅𝑒𝑒𝑙𝑑𝑖𝑟 

 (Şimşek 2021). 

  Tanım 2.5.4: C𝒄 cümlesindeki bütün reel elemanların cümlesi 𝑅𝑐, 𝐶𝑎 cümlesindeki bütün 

reel elemanların cümlesi 𝑅𝑎 ile gösterilir (DeWitt 1984).  

          2.6        Süper Vektör Uzayı  

  Elemanları süper vektörler olan 𝐺 kümesi üzerinde + iç işlemi, . dış işlemi ve ∗ kompleks 

konjuge işlemi tanımlansın. Bu durumda  𝑋, 𝑌 ∈ 𝐺    𝛼, 𝛽 ∈ ^∞ olmak üzere ve  

                                           𝛼𝐿: 𝐺 → 𝐺,         𝛼𝐿(𝑋) = 𝛼𝑋                                                            

                                                 𝛼𝑅: 𝐺 → 𝐺,        𝛼𝑅(𝑋) = 𝑋𝛼 

işlemleri için; 

1) 𝑋 + 𝑌 = 𝑌 + 𝑋 

2) 𝑋 + (𝑌 + 𝑍) = (𝑋 + 𝑌) + 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 + 𝑍  

3) 0 ∈ 𝐺  olmak üzere   𝑋 + 0 = 0 + 𝑋 = 𝑋  

4) −𝑋 + 𝑋 = 0 

5)    (𝛼 + 𝛽)𝑋 = 𝛼𝑋 + 𝛽𝑋       𝑋(𝛼 + 𝛽) = 𝑋𝛼 + 𝑋𝛽    1𝑋 = 𝑋1 = 𝑋                       

   𝛼(𝑋 + 𝑌) = 𝛼𝑋 + 𝛼𝑌          (𝑋 + 𝑌)𝛼 = 𝑋𝛼 + 𝑌𝛼       0𝑋 = 𝑋0 = 0 

            (𝛼𝛽)𝑋 = 𝛼(𝛽𝑋) = 𝛼𝛽𝑋          𝑋(𝛼𝛽) = (𝑋𝛼)𝛽 = 𝑋𝛼𝛽    𝛼0 = 0𝛼 = 0 

 

6)     (𝛼𝑋)𝛽 = 𝛼(𝛽𝑋) = 𝛼𝛽𝑋  

Eğer, 𝛼 ∈ 𝐶𝑐 ise, 
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              𝛼𝑋 = 𝑋𝛼   𝛼 ∈ 𝐶𝑎  ise 𝑋 = 𝑢 + 𝑣  için 𝛼𝑢 = 𝑢𝛼  ve 𝛼𝑣 = −𝑣𝛼  

7)          𝑋∗∗ = 𝑋                                                                                                                  

(𝑋 + 𝑌)∗ = 𝑋∗ + 𝑌∗ 

  (𝛼𝑋)∗ = (𝑋)∗(𝛼)∗ ve   (𝑋𝛼)∗ = (𝛼)∗(𝑋)∗                                                      

şartları sağlanıyorsa 𝐺 bir süper vektör uzayıdır (Yagil 1988).  

  Tanım 2.6.1:  X = u(çift) + v(tek) süper vektörü olmak üzere eğer, 𝑢 = 0 ise, 𝑋, bir a-tip 

süper vektördür, 𝑣 = 0 ise, 𝑋, bir c-tip süper vektördür (DeWitt 1984). 

    Tanım 2.6.2: a-tip ve c-tip olan süper vektöre pure süper vektör denir ve  

                                     𝛼𝑋 = (−1)𝛼𝑋𝑋𝛼 

eşitliği vardır (DeWitt 1984). 

  Tanım 2.6.3: Bir 𝑍 süpervektörü için, 𝑍∗ = 𝑍 ise reel süper vektör, 𝑍∗ = −𝑍 ise imajiner 

süper vektördür  (DeWitt 1984).  

Özellik 2.12: 𝑍 kompleks süper vektör olsun. Bu durumda, 

                                        𝑋 =
1

2
(𝑍 + 𝑍∗) = 𝑋∗                                                                           

                                              Y =
1

2
𝑖(𝑍 − 𝑍∗) = 𝑌∗ 

olmak üzere 𝑍 = 𝑋 + 𝑌𝑖  şeklinde yazılır (DeWitt 1984). 

 Gerçekten; 

                                        𝑍 = 𝑋 + 𝑖𝑌  

ve 

                                      𝑍∗ = 𝑋 − 𝑖𝑌 = 𝑋∗ + 𝑖𝑌∗   

olsun.                                                                                                                                                  

                                             X =
(𝑍+𝑍∗)

2
= 𝑋∗ 
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       Y =
(𝑍 − 𝑍∗)

2
= −𝑌∗⟹−𝑌 =

(𝑍 − 𝑍∗)

2
𝑖 = 𝑌∗ 

olur. 

Özellik 2.13: 

 1) bir reel c-sayısı ile bir reel süper vektörün çarpımı bir reel süper vektördür (DeWitt 1984).  

2) bir reel a-sayısı ile bir reel c-tip süper vektörün çarpımı bir reel a-tip süper vektördür 

(DeWitt 1984).  

3)  bir reel a-sayısı ile bir reel a-tip süper vektörün çarpımı bir imajiner c-tip süper vektördür   

( DeWitt 1984).  

   Tanım 2.6.4 ( İç Çarpım): Herhangi iki 𝑋  ve 𝑌  süper vektörünün çift ve tek kısımdan 

oluştuğunu dikkate alırsak,  

                                      𝑋 = 𝑋𝑖,𝑗𝑒 𝑒𝑖,𝑗𝑒 + 𝑋𝑗𝑜𝑒𝑗𝑜     (𝑋 =  𝑋𝑖𝑒𝑖 + 𝑋𝑗𝑒𝑒𝑗𝑒 + 𝑋𝑗𝑜𝑒𝑗𝑜) 

                                       𝑌 =  𝑌𝑖,𝑗𝑒𝑒𝑖,𝑗𝑒 + 𝑌𝑗𝑜𝑒𝑗𝑜        (𝑌 = 𝑌𝑖𝑒𝑖 + 𝑌𝑗𝑒𝑒𝑗𝑒 + 𝑌𝑗𝑜𝑒𝑗𝑜)  

şeklinde ifade edebiliriz. Buna göre, 

                            < 𝑋, 𝑌 >=  𝑋𝑖,𝑗𝑒𝑌𝑖,𝑗𝑒 − 𝑋𝑗𝑜𝑌𝑗𝑜                         ( 2.23)                                           

                                                =  𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝑋𝑗𝑒𝑌𝑗𝑒 − 𝑋𝑗𝑜𝑌𝑗𝑜 

olur. Burada,                                                                                                                          

                                     𝛿𝑝1,𝑝2 = {

1, 𝑝1 = 𝑝2 = ç𝑖𝑓𝑡
0, 𝑝1 ≠ 𝑝2             
−1, 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑡𝑒𝑘

            ( Şimşek 2021) 

  Tanım 2.6.5 ( Süper determinant veya Berezinian ): Matematik ve teorik Fizikte 

Berezinian, süper matrislerin determinant alma yolunda bir genelleştirmedir. Herhangi iki 𝑋 

ve 𝑌 süper matris olmak üzere,                                                                                                     

                             𝐵𝑒𝑟(𝑋𝑌) = 𝐵𝑒𝑟(𝑋)𝐵𝑒𝑟(𝑌) 
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olur. Ayrıca herhangi bir 𝑋 süper matrisi                                                                                            

                                          𝑋 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] 

olsun. (  A ve D çift ) bu durumda,  

                           𝐵𝑒𝑟(𝑋) = det(𝐴) 𝑑𝑒𝑡(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1                                                    (2.24) 

  şeklinde tanımlanır  (Poncin 2012; Berezin 1987). 
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3.          SÜPER KUATERNİYONLAR  

  Bu bölümde bir önceki bölümlerde bahsettiğimiz tanım, teorem ve özelliklerden 

yararlanarak süper kuaterniyon ve süper kuaterniyon matrisini tanımlayacağız. 

  Tanım 3.1.1: Bir süper kuaterniyonun süper cebirsel ifadesi; 

                                      𝑞∗ = {1𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑠0}                                           (3.1) 

burada  ℝ∗ süper reel uzaydır,   𝑞𝑏𝑠, 𝑞𝑏 , 𝑞𝑠𝑒 , 𝑞𝑠0 ∈  ℝ
∗  ve  𝑒𝑏 , 𝑒𝑠𝑒 , 𝑒𝑠0 birim vektörler, 

{ 1, 𝑒𝑏 , 𝑒𝑠𝑒 , 𝑒𝑠0}  bir süper bazdır,  

                                𝐻∗ = {𝑞∗ = 1𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑠0  ,   𝑞𝑏𝑠, 𝑞𝑏 , 𝑞𝑠𝑒 , 𝑞𝑠0 ∈  ℝ
∗}  (3.2) 

anti değişmeli ve aşağıdaki koşullara sahip olan bir süper cebirdir (Aycan; Şimşek  2018). 

                                   𝑒𝑏𝑒𝑏 = 𝑒𝑠0𝑒𝑠0 = 𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 = 𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 = 0                                                                      

                                         𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝜖𝑖𝑗𝑘
∗𝑒𝑘                                                                                    (3.3)   

(3.2) den  𝑒𝑖𝑒𝑖 = 0, 𝑖 = 𝑏, 𝑠𝑒 , 𝑠0 çünkü denklem (2.7) ve (2.8)  den dolayı 𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝜖𝑖𝑗𝑘
∗𝑒𝑘 

denerken, özellik 2.4 ve özellik 2.5 den şekil 1 ve pariteye dikkat etmeliyiz. 

  

 

 

                                 𝑒𝑏                                             𝑒𝑠𝑒                                           𝑒𝑠0 

 

                                                           

 

                                                                                Şekil 1 

 

 

(+) 

(+) (+) 

(-) (-) 

(-) 
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örneğin; 

                      𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 = −𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 = 𝑒𝑠0     ( burada özellik 2.6, şekil 1 ve özellik 2.4’den 

yararlandık.)  

biz bu şartları; 

         1. 𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 sırasının işareti olan 𝑏 → 𝑠𝑒  pozitiftir. ( şekil 1) 

      2. 𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 çarpımı iki sayıya sahiptir ve iki c sayısının çarpımı bir c sayısına eşittir             

(özellik 2.4). bu nedenle bu sonucun c-sayısı "0" dır, dolayısıyla bu çarpmanın işareti 

pozitiftir (Aycan; Şimşek 2018). 

      3. Bütün bu denklemler yukarıdaki koşullarda olduğu gibi şu şekilde yazabiliriz;                

                                  𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 = −𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 = 𝑒𝑠0 

                                 𝑒𝑏𝑒𝑠0 = −𝑒𝑠0𝑒𝑏  =  −𝑒𝑠𝑒                                                                           

                                 𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 = −𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 = −𝑒𝑏 

 sonuç olarak, 

𝜖𝑖𝑗𝑘
∗ = {

1, 𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑠𝑒𝑠0, 𝑠0𝑠𝑒𝑏, 𝑠0𝑏𝑠𝑒
−1, 𝑖𝑗𝑘 = 𝑠𝑒𝑏𝑠0, 𝑠𝑒𝑠0𝑏, 𝑏𝑠0𝑠𝑒

          0, 𝑖𝑗𝑘 = ℎ𝑒𝑟ℎ𝑎𝑛𝑔𝑖 𝑖𝑘𝑖 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠 𝑎𝑦𝑛𝚤𝑑𝚤𝑟.
 

𝑞∗ ∈ 𝐻∗ ile ifade edilir. 

                                                                          𝑞∗ = 𝑆𝑞
∗ + 𝑉𝑞

∗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                                                                      (3.3) 

    Tanım 2.2.1 ve denklem (2.12) den c parametreleri karmaşık sayının elemanıdır. c’nin 

karmaşık parametrelerinin soul kısmı ve body kısmı reel ve kompleks kısımlarla aşağıdaki 

gibi tanımlayabiliriz; 

𝑐0 = (𝑐0
∗, 𝑐0

∗∗) 

𝑐2𝑛 = (𝑐2𝑛
∗, 𝑐2𝑛

∗∗) 

                                                                        𝑐2𝑛+1 = ( 𝑐2𝑛+1
∗, 𝑐2𝑛+1

∗∗)                                                      (3.4) 

böylece,  𝑞𝑏𝑠, 𝑞𝑏 , 𝑞𝑠𝑒 , 𝑞𝑠0 ∈  ℝ
∗ şeklinde tanımlayabiliriz; 
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                                                                             𝑞𝑏𝑠 = 𝑐0
∗ + 𝑐2𝑛

∗ + 𝑐2𝑛+1
∗                                                         

                                                                                 𝑞𝑏 = 𝑐0
∗∗                                                                                          

                                                                                𝑞𝑠𝑒 = 𝑐2𝑛
∗∗ 

                                                                              𝑞𝑠0 = 𝑐2𝑛+1
∗∗                                                                       (3.5) 

dir. Buna göre denklem 3.5 i, denklem 3.3 te yerine koyalım;  

                                      𝑞∗ = 𝑆𝑞
∗ + 𝑉𝑞

∗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

                                      𝑞∗ = (𝑐0
∗ + 𝑐2𝑛

∗ + 𝑐2𝑛+1
∗) + (𝑐0

∗∗)𝑒𝑏 + (𝑐2𝑛
∗∗)𝑒𝑠𝑒 + (𝑐2𝑛+1

∗∗)𝑒𝑠0             (3.6) 

Bunun sonucunda süper kuaterniyon çarpım tablosunu şu şekilde tanımlayabiliriz:  

 1 𝒆𝒃 𝒆𝒔𝒆 𝒆𝒔𝟎 

1 1 eb ese es0 

𝐞𝐛 eb 0 −es0 −ese 

𝐞𝐬𝐞  ese es0   0 −eb 

𝐞𝐬𝟎  es0 ese eb   0 

                                                      

                                                   Tablo 2 (Süper Kuaterniyon Çarpım Tablosu) 

 

                        3.1.          Süper Kuaterniyon Çarpımının Özellikleri 

  Özellik 3.1.1: İki süper kuaterniyonun çarpımı yine bir süper kuaterniyondur. 

İspat:   𝑞∗ = 1𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0 ve  𝑝∗ = 1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0 

𝑞∗, 𝑝∗ ∈ 𝐻∗   iki süper kuaterniyon çarpının yine bir süper kuaterniyon olduğunu gösterelim: 

                      𝑞∗𝑝∗ = (1𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0)( 1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0)       

                                 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠1 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠02𝑒𝑠0   

+ 𝑞𝑏1𝑒𝑏𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏𝑞𝑠02𝑒𝑠0 

                                + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒𝑞𝑠02𝑒𝑠0 

                                + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0  𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0𝑞𝑠02𝑒𝑠0        

                                 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠1 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠02𝑒𝑠0 

+ 𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠2𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏2𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠02𝑒𝑏𝑒𝑠0 



32 

 

                                + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏2𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠02𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 

                                + 𝑞𝑠01  𝑞𝑏𝑠2𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏2𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠02𝑒𝑠0𝑒𝑠0           

                                 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠2 + (𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏2 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠2 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠02 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒2)𝑒𝑏                 

                                 + (𝑞𝑏𝑠1  𝑞𝑠𝑒2 − 𝑞𝑏1𝑞𝑠02 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏2) 𝑒𝑠𝑒                                

                                 + (𝑞𝑠01  𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠02 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏2 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒2)𝑒𝑠0 

                      𝑞∗𝑝∗ = 𝑞𝑏𝑠3 + 𝑞𝑏3𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒3𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠03𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠3 , 𝑞𝑏3 , 𝑞𝑠𝑒3 , 𝑞𝑠03 ∈ ℝ
∗               ( 3.7) 

  Özellik 3.1.2: Süper kuaterniyon çarpımı birleşmelidir.  

İspat:              𝑞∗ = 1𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0      𝑞𝑏𝑠1 , 𝑞𝑏1 , 𝑞𝑠𝑒1 , 𝑞𝑠01 ∈ ℝ
∗ 

                        𝑝∗ = 1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠2 , 𝑞𝑏2 , 𝑞𝑠𝑒2 , 𝑞𝑠𝑒2 ∈ ℝ
∗  

                         𝑟∗ = 1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠4 , 𝑞𝑏4 , 𝑞𝑠𝑒4 , 𝑞𝑠𝑒4 ∈ ℝ
∗                                                          

             (𝑝∗𝑞∗)𝑟∗ = 𝑝∗(𝑞∗𝑟∗)  

şimdi yukarıdaki eşitliği gösterelim; 

             𝑝∗𝑞∗ = (1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0)(1𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0) 

                              = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠01𝑒𝑠0                               

                               +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏1𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠01𝑒𝑏𝑒𝑠0 

                              +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏1𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠01𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 

                              +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏1𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠01𝑒𝑠0𝑒𝑠0                                       

                               = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠01𝑒𝑠0                          

                               +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏10 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠01(−𝑒𝑠𝑒) 

                               +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏1(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒10 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠01(−𝑒𝑏)                                       

                               +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠1𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠010 

                              = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠1 + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏1 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠1 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒1)𝑒𝑏               

                               +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒1 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏1)𝑒𝑠𝑒                                            

                               +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒1 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏1 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠1)𝑒𝑠0                                                 
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                       𝑞𝑏𝑠5 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠1                                                                                                                 

                        𝑞𝑏5 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏1 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠1 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒1                                                         

                       𝑞𝑠𝑒5 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒1 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏1                                                     

                       𝑞𝑠05 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠01 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒1 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏1 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠1                                                   

                      𝑝∗𝑞∗ = 𝑞𝑏𝑠5 + 𝑞𝑏5𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒5𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠05𝑒𝑠0        𝑞𝑏𝑠5 , 𝑞𝑏5 , 𝑞𝑠𝑒5 , 𝑞𝑠05 ∈ ℝ
∗              (3.8) 

              (𝑝∗𝑞∗)𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠5 + 𝑞𝑏5𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒5𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠05𝑒𝑠0)(𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0 )           

                                = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠04𝑒𝑠0                            

                                +𝑞𝑏5𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏5𝑞𝑏4𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠04𝑒𝑏𝑒𝑠0 

                               +𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠04𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 

                              +𝑞𝑠05𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏4𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠04𝑒𝑠0𝑒𝑠0                                 

                               = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠04𝑒𝑠0                        

                               +𝑞𝑏5𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏5𝑞𝑏40 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠04(−𝑒𝑠𝑒)                              

                               +𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏4(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠𝑒40 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠04(−𝑒𝑏)              

                               +𝑞𝑠05𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠040                                                 

                               = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏𝑠4 + (𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏5𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠𝑒4)𝑒𝑏              

                               +(𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏4)𝑒𝑠𝑒                                   

                               +(𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏𝑠4)𝑒𝑠0                                                    

                        𝑞𝑏𝑠6 = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏𝑠4                                                                                                                   

                         𝑞𝑏6 = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏5𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠05𝑞𝑠𝑒4                                                         

                        𝑞𝑠𝑒6 = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏4                                                          

                        𝑞𝑠06 = 𝑞𝑏𝑠5𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏5𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒5𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠05𝑞𝑏𝑠4             

              (𝑝∗𝑞∗)𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠6 + 𝑞𝑏6𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒6𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠06𝑒𝑠0  ;   𝑞𝑏𝑠6 , 𝑞𝑏6 , 𝑞𝑠𝑒6 , 𝑞𝑠06 ∈ ℝ
∗               (3.9)                          

diğer taraf  ise; 

                   𝑞∗𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0)(𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0)    

                             = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠𝑒4  𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠04𝑒𝑠0                              

                            +𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏4𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠04𝑒𝑏𝑒𝑠0                 
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                            +𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠04𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0                                         

                            +𝑞𝑠01𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏4𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠04𝑒𝑠0𝑒𝑠0                              

                            = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠04𝑒𝑠0                             

                            +𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏40 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠04(−𝑒𝑠𝑒)                        

                            +𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏4(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠𝑒40 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠04(−𝑒𝑏)         

                            +𝑞𝑠01𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠040                                                   

                            = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠4 + (𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒4) 𝑒𝑏              

                            +(𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏4)𝑒𝑠𝑒                                            

                            +(𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏𝑠4)𝑒𝑠0                                               

                   𝑞𝑏𝑠7 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏𝑠4                                                                                                                       

                     𝑞𝑏7 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏1𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠01𝑞𝑠𝑒4  

                   𝑞𝑠𝑒7 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏4                                                             

                   𝑞𝑠07 = 𝑞𝑏𝑠1𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏1𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒1𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠01𝑞𝑏𝑠4                                                             

                  𝑞∗𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏7𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠07𝑒𝑠0     𝑞𝑏𝑠7 , 𝑞𝑏7 , 𝑞𝑠𝑒7 , 𝑞𝑠07 ∈ ℝ
∗                (3.10) 

𝑝∗(𝑞∗𝑟∗) = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0)(𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏7𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠07𝑒𝑠0)   

                  = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏7𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠07𝑒𝑠0                                         

                  +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏7𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠07𝑒𝑏𝑒𝑠0                        

                  +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏7𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠07𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0                               

                  +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏7𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠07𝑒𝑠0𝑒𝑠0                                                 

                  = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏7𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠07𝑒𝑠0                                             

                  +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏70 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠07(−𝑒𝑠𝑒)                                          

                  +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏7(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒70 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠07(−𝑒𝑏)                       

                  +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠7𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠070                                                             

                  = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠7 + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏7 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠7 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒7)𝑒𝑏                             

                  +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒7 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏7)𝑒𝑠𝑒                                               

                  +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒7 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏7 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠7)𝑒𝑠0                                                                   

           𝑞𝑏𝑠8 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠7                                                                                                                                           

            𝑞𝑏8 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏7 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠7 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒7                                                                          



35 

 

           𝑞𝑠𝑒8 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒7 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏7                                                                       

           𝑞𝑠08 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠07 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒7 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏7 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠7                                                                                        

 𝑝∗(𝑞∗𝑟∗) =  𝑞𝑏𝑠8 + 𝑞𝑏8𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒8𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠08𝑒𝑠0 ,            𝑞𝑏𝑠8 , 𝑞𝑏8 , 𝑞𝑠𝑒8 , 𝑞𝑠08 ∈ ℝ
∗         (3.11)                                                      

3.9 = 3.11   olduğundan ispatımız tamamlanmış olur.    

Özellik 3.1.3: Süper kuaterniyon çarpımı sağdan ve soldan dağılmalıdır.     

 İspat:      𝑝∗(𝑞∗ + 𝑟∗) = 𝑝∗𝑞∗ + 𝑝∗𝑟∗ ve (𝑝∗ + 𝑞∗)𝑟∗ = 𝑝∗𝑟∗ + 𝑞∗𝑟∗ olduğunu göstereceğiz, 

                  𝑞∗ = 1𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0      𝑞𝑏𝑠1 , 𝑞𝑏1 , 𝑞𝑠𝑒1 , 𝑞𝑠01 ∈ ℝ
∗  

                  𝑝∗ = 1𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠2 , 𝑞𝑏2 , 𝑞𝑠𝑒2 , 𝑞𝑠𝑒2 ∈ ℝ
∗                            

                     𝑟∗ = 1𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠4 , 𝑞𝑏4 , 𝑞𝑠𝑒4 , 𝑞𝑠04 ∈ ℝ
∗            

şeklinde tanımlansın.                                                                                                          

   𝑝∗(𝑞∗ + 𝑟∗) = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0)((𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0)           

                          +(𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0)) 

         𝑞∗ + 𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0) + (𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0) 

         𝑞∗ + 𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏𝑠4) + (𝑞𝑏1 + 𝑞𝑏4)𝑒𝑏 + (𝑞𝑠𝑒1 + 𝑞𝑠𝑒4) 𝑒𝑠𝑒 + (𝑞𝑠01 + 𝑞𝑠04)𝑒𝑠0   

        𝑞∗ + 𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑏9𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠09𝑒𝑠0;   𝑞𝑏𝑠9 , 𝑞𝑏9 , 𝑞𝑠𝑒9 , 𝑞𝑠09  ∈ ℝ
∗   

 𝑝∗(𝑞∗ + 𝑟∗) = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0) . (𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑏9𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠09𝑒𝑠0)       

                        = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏9𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠09𝑒𝑠0                                                 

                         +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏9𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠09𝑒𝑏𝑒𝑠0                

                         +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏9𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠09𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0                         

                         +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏9𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠09𝑒𝑠0𝑒𝑠0                            

                        = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏9𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠09𝑒𝑠0                                 

                        +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏90 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠09(−𝑒𝑠𝑒)                                 

                        +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏9(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒90 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠09(−𝑒𝑏)               

                        +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠9𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏9𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒9𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠090                                                        

                        = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠9 + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏9 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠9 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒9)𝑒𝑏                                  
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                        +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒9 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏9)𝑒𝑠𝑒                                      

                        +(𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒9 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏9 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠9)𝑒𝑠0                                                                    

              𝑞𝑏𝑠10 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠9                                                                                                                       

               𝑞𝑏10 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏9 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠9 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒9       

            𝑞𝑠𝑒10 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒9 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠9 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏9                                                         

              𝑞𝑠010 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠09 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒9 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏9 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠9                                                                                                                       

 𝑝∗(𝑞∗ + 𝑟∗) = 𝑞𝑏𝑠10𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏10𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒10𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠010𝑒𝑠0      𝑞𝑏𝑠10 , 𝑞𝑏10 , 𝑞𝑠𝑒10 , 𝑞𝑠010 ∈ ℝ
∗ (3.12)                                       

 𝑝∗𝑞∗ + 𝑝∗𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0) 

                     + ((𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0) . (𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0))              

              𝑝∗𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0) . (𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0     )                                    

                       = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠04𝑒𝑠0                                   

                       +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏4𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠04𝑒𝑏𝑒𝑠0                         

                       +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠04𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0                          

                       +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏4𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠04𝑒𝑠0𝑒𝑠0                                  

                       = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠04𝑒𝑠0                              

                       +𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏40 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠04𝑒𝑏(−𝑒𝑠𝑒)                    

                       +𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏4(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠𝑒40 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠04(−𝑒𝑏)                         

                       +𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠040                                              

                       = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠4 + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒4)𝑒𝑏                         

                       + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏4) 𝑒𝑠𝑒                                                       

                       + (𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠4) 𝑒𝑠0                                                        

             𝑞𝑏𝑠11 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏𝑠4                                                                                                                        

              𝑞𝑏11 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏2𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠02𝑞𝑠𝑒4       

            𝑞𝑠𝑒11 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏4                                                                          

             𝑞𝑠011 = 𝑞𝑏𝑠2𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏2𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒2𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠02𝑞𝑏𝑠4                                                            

             𝑝∗𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠11 + 𝑞𝑏11𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒11𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠011𝑒𝑠0      𝑞𝑏𝑠11 , 𝑞𝑏11 , 𝑞𝑠𝑒11 , 𝑞𝑠011 ∈ ℝ
∗         (3.13)                                   
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𝑝∗𝑞∗ + 𝑝∗𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠5 + 𝑞𝑏5𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒5𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠05𝑒𝑠0) + (𝑞𝑏𝑠11 + 𝑞𝑏11𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒11𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠011𝑒𝑠0)                       

                        = (𝑞𝑏𝑠5 + 𝑞𝑏𝑠11) + (𝑞𝑏5 + 𝑞𝑏11)𝑒𝑏 + (𝑞𝑠𝑒5 + 𝑞𝑠𝑒11)𝑒𝑠𝑒 + (𝑞𝑠05 + 𝑞𝑠011)𝑒𝑠0               

              𝑞𝑏𝑠12 = 𝑞𝑏𝑠5 + 𝑞𝑏𝑠11                                                                                                               

               𝑞𝑏12 = 𝑞𝑏5 + 𝑞𝑏11                                                                                        

              𝑞𝑠𝑒12 = 𝑞𝑠𝑒5 + 𝑞𝑠𝑒11                                                                                        

              𝑞𝑠012 = 𝑞𝑠05 + 𝑞𝑠011                                                                                  

𝑝∗𝑞∗ + 𝑝∗𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠12 + 𝑞𝑏12𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒12𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠012𝑒𝑠0    𝑞𝑏𝑠12 , 𝑞𝑏12 , 𝑞𝑠𝑒12 , 𝑞𝑠012  ∈ ℝ
∗   (3.14)                          

 𝑝∗(𝑞∗ + 𝑟∗) = 𝑝∗𝑞∗ + 𝑝∗𝑟∗    

burada (3.12) ve  (3.14) den eşitlik görülür. Diğer taraftan ise, 

 (𝑝∗ + 𝑞∗)𝑟∗ = 𝑝∗𝑟∗ + 𝑞∗𝑟∗    

olduğunu gösterelim. 

 𝑝∗ + 𝑞∗ = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏2𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒2𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠02𝑒𝑠0) + (𝑞𝑏𝑠1 + 𝑞𝑏1𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒1𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠01𝑒𝑠0  ) 

                     = (𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏𝑠1) + (𝑞𝑏2 + 𝑞𝑏1)𝑒𝑏 + (𝑞𝑠𝑒2 + 𝑞𝑠𝑒1) 𝑒𝑠𝑒 + (𝑞𝑠02 + 𝑞𝑠01)𝑒𝑠0 

           𝑞𝑏𝑠13 = 𝑞𝑏𝑠2 + 𝑞𝑏𝑠1  

            𝑞𝑏13 = 𝑞𝑏2 + 𝑞𝑏1  

            𝑞𝑠𝑒13 = 𝑞𝑠𝑒2 + 𝑞𝑠𝑒1     

            𝑞𝑠013 = 𝑞𝑠02 + 𝑞𝑠01     

       𝑝∗ + 𝑞∗ = 𝑞𝑏𝑠13 + 𝑞𝑏13𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒13𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠013𝑒𝑠0        𝑞𝑏𝑠13 , 𝑞𝑏13 , 𝑞𝑠𝑒13 , 𝑞𝑠013 ∈ ℝ
∗    (3.15)             

(𝑝∗ + 𝑞∗)𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠13 + 𝑞𝑏13𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒13𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠013𝑒𝑠0  ) . (𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠04𝑒𝑠0)  

                    = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠04𝑒𝑠0       

                    +𝑞𝑏13𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏13𝑞𝑏4𝑒𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑏13𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏13𝑞𝑠04𝑒𝑏𝑒𝑠0   

                    +𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠04𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 
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                    +𝑞𝑠013𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏4𝑒𝑠0𝑒𝑏 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠04𝑒𝑠0𝑒𝑠0 

                    = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠04𝑒𝑠0      

                    +𝑞𝑏13𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑏 + 𝑞𝑏13𝑞𝑏40 + 𝑞𝑏13𝑞𝑠𝑒4(𝑒𝑠0) + 𝑞𝑏13𝑞𝑠04(−𝑒𝑠𝑒)  

                    +𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏4(−𝑒𝑠0) + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠𝑒40 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠04(−𝑒𝑏)   

                    +𝑞𝑠013𝑞𝑏𝑠4𝑒𝑠0 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏4𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠𝑒4𝑒𝑏 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠040     

                    = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏𝑠4 + (𝑞𝑏𝑠9𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏13𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠𝑒4)𝑒𝑏     

                    +(𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏4)𝑒𝑠𝑒  

                    +(𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏13𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏𝑠4)𝑒𝑠0   

           𝑞𝑏𝑠14 = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏𝑠4    

            𝑞𝑏14 = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑏4 + 𝑞𝑏13𝑞𝑏𝑠4 − 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠013𝑞𝑠𝑒4      

           𝑞𝑠𝑒14 = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑏13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏𝑠4 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏4  

           𝑞𝑠014 = 𝑞𝑏𝑠13𝑞𝑠04 + 𝑞𝑏13𝑞𝑠𝑒4 − 𝑞𝑠𝑒13𝑞𝑏4 + 𝑞𝑠013𝑞𝑏𝑠4   

(𝑝∗ + 𝑞∗)𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠14 + 𝑞𝑏14𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒14𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠014𝑒𝑠0       𝑞𝑏𝑠14 , 𝑞𝑏14 , 𝑞𝑠𝑒14 , 𝑞𝑠014 ∈ ℝ
∗      (3.16)            

 (3.13) ve (3.10) daki değerleri burada kullanalım;   

𝑝∗𝑟∗ + 𝑞∗𝑟∗ = (𝑞𝑏𝑠11 + 𝑞𝑏11𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒11𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠011𝑒𝑠0) + (𝑞𝑏𝑠7 + 𝑞𝑏7𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒7𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠07𝑒𝑠0)    

                       = (𝑞𝑏𝑠11 + 𝑞𝑏𝑠7) + (𝑞𝑏11 + 𝑞𝑏7)𝑒𝑏 + (𝑞𝑠𝑒11 + 𝑞𝑠𝑒7) 𝑒𝑠𝑒 + (𝑞𝑠011 + 𝑞𝑠07)𝑒𝑠0          

            𝑞𝑏𝑠15 = 𝑞𝑏𝑠11 + 𝑞𝑏𝑠7  

              𝑞𝑏15 = 𝑞𝑏11 + 𝑞𝑏7       

             𝑞𝑠𝑒15 = 𝑞𝑠𝑒11 + 𝑞𝑠𝑒7              

             𝑞𝑠015 = 𝑞𝑠011 + 𝑞𝑠07                                                                                                               

𝑝∗𝑟∗ + 𝑞∗𝑟∗ = 𝑞𝑏𝑠15 + 𝑞𝑏15𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒15𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠015𝑒𝑠0    𝑞𝑏𝑠15 , 𝑞𝑏15 , 𝑞𝑠𝑒15 , 𝑞𝑠015 ∈ ℝ
∗          (3.17)           
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(3.16) ve (3.17) den aşağıdaki eşitlik sağlanır, 

(𝑝∗ + 𝑞∗)𝑟∗ = 𝑝∗𝑟∗ + 𝑞∗𝑟∗    

sağdan ve soldan dağılma özelliğini sağladığı için süper kuaterniyonu dağılmalıdır.                

Özellik 3.1.4: Süper kuaterniyon çarpımı değişmeli değildir.  

İspat: Tablo 2 de gösterildiği üzere, 𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠0 ≠ 𝑒𝑠0𝑒𝑠𝑒 olduğundan değişmeli olmadığı görülür. 

          3.2.          Süper Kuaterniyon Cebiri                                                                                        

       𝐻∗ = {𝑞∗ = 𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑠0 ,    𝑞𝑏𝑠, 𝑞𝑏 , 𝑞𝑠𝑒 , 𝑞𝑠0 ∈ ℝ
∗} 

(𝐻∗,⊕,ℝ∗, +, . ,⊙) cebir olduğunu söyleyebilmemiz için aşağıdaki sartları sağlaması gerekir. 

1. İki süper kuaterniyonun çarpımı yine bir süper kuaterniyondur. 

İspat: Bunun ispatını özellik 3.1.1  de gösterdik. 

2. Süper kuaterniyon çarpımı  bileşimlidir. 

İspat: Bunun ispatı özellik 3.1.2 de gösterdik. 

3. Süper kuaterniyon çarpımı soldan ve sağdan dağılımlıdır. 

İspat: Bunun ispatı özellik 3.1.3 te gösterdik. 

4. Süper kuaterniyon çarpımı değişmeli değildir. 

İspat: Tablo 2 de gösterildiği gibi  𝑒𝑏𝑒𝑠𝑒 ≠ 𝑒𝑠𝑒𝑒𝑏  olduğundan değişme özelliğine sahip 

değildir. 

    Dolayısıyla  {𝐻∗,⊕,ℝ∗, +, . ,⊙}  sistemi bir cebirdir. Fakat değişmeli değildir. Bu cebire 

süper reel kuaterniyon cebiri denir.  
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         3.3            Süper Kuaterniyon Matrisi  

  1. Bölümde temel kavramları göstermiştik, bu bölümde bir süper kuaterniyon matrisini 

tanımlayacağız.  

                 𝑞∗ = 𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑠0                                                                                        

                       = (𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏) + (𝑞𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑏)𝑒𝑠𝑒   

                 𝑎1 = 𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏   ve   𝑎2 = 𝑞𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑏      𝑞∗ = 𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒  ∈ 𝐻
∗ 

bu kabule göre;                                                                                                                                                                                                                    

                  𝑞∗ = 𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒   

veya                                                                                                                                                                                                                                                                                         

                  𝑞∗ = 𝑎1 + 𝑎2̅̅ ̅𝑒𝑠𝑒     

yazabiliriz. 

                 𝑞∗ = 1(𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏) + (𝑞𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑏)𝑒𝑠𝑒    

olup burada  {1, 𝑒𝑠𝑒}  baz olur.  

  𝐻∗ ın matris gösterimi elde etmek için;   

𝑇: 𝐻∗ → 𝐻𝑜𝑚(𝐻∗, 𝐻∗) 

                                                                     𝑞∗ → 𝑇 𝑞∗    

  Süper uzayda bu dönüşüm daha açık olarak,                                                                                        

                                                             𝑇 𝑞∗: 𝐻
∗ → 𝐻∗   

                                                           𝑞∗′ = 𝑇 𝑞∗(𝑞
∗′) = (𝑞∗)′𝑞∗  

şeklinde ifade edilir.  

  𝐻𝑜𝑚(𝐻∗, 𝐻∗) = {𝑇 𝑞∗: 𝑞
∗ ∈ 𝐻∗}  kümesi  𝐻∗ üzerinde bir süper vektör uzaydır. Böylece her 

bir   𝑇 𝑞∗  lineer dönüşümüne  𝐻∗ da 2x2 tipinde bir matris karşılık gelir. Herhangi bir     

    𝑞∗ = 𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒 ∈ 𝐻
∗ için; 
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          𝑇𝑞∗(1) = 1𝑞
∗ = 1(𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒) = 𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒                                                                            

       𝑇𝑞∗(𝑒𝑠𝑒) = 𝑒𝑠𝑒(𝑎1 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒) = 𝑎1𝑒𝑠𝑒 + 𝑎2𝑒𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 = 𝑎1𝑒𝑠𝑒 + 𝑎20 = 𝑎1𝑒𝑠𝑒  

olduğuna göre bir süper matris kısaca aşağıdaki biçimde ifade edilir, 

                                                𝐴∗ = (
𝑎1 𝑎2
0 𝑎1̅̅ ̅

) . 

         3.4.           Süper Kuaterniyon Matrisinde Toplama Ve Skaler İle Çarpma  

  Tanım 3.4.1: 𝐴∗ ve 𝐵∗ aynı tipte iki süper kuaterniyon matrisi olsun, yani aynı sayıda satır 

ve kolona sahip, 2 × 2 matrisleri olsun. 

               𝐴∗ = (
𝑎1 𝑎2
0 𝑎1̅̅ ̅

)  ve  𝐵∗ = (
𝑎3 𝑎4
0 𝑎3̅̅ ̅

)    

  𝐴∗ ve 𝐵∗ toplamı 𝐴∗ + 𝐵∗  yazılır veya karşılıklı elemanların toplamıyla oluşan matristir:           

     𝐴∗ + 𝐵∗ = (
𝑎1 𝑎2
0 𝑎1̅̅ ̅

) + (
𝑎3 𝑎4
0 𝑎3̅̅ ̅

) = (
𝑎1 + 𝑎3 𝑎2 + 𝑎4
0 𝑎1̅̅ ̅ + 𝑎3̅̅ ̅

)     

  𝐴∗  matrisi bir 𝑘 skaleri ile çarpımı, 𝑘; 𝐴∗  veya 𝑘𝐴∗ yazılır 𝐴∗  ın her bir elemanının 𝑘 ile 

çarpılmasıyla elde edilen matristir:   

            𝑘𝐴∗ = 𝑘 (
𝑎1 𝑎2
0 𝑎1̅̅ ̅

) = (
𝑘𝑎1 𝑘𝑎2
𝑘0 𝑘𝑎1̅̅ ̅

) = (
𝑘𝑎1 𝑘𝑎2
0 𝑘𝑎1̅̅ ̅

)   

𝐴∗ + 𝐵∗  ve  𝑘𝐴∗ matrislerinin de 2 × 2 tipindeki matrisler olduğunu söyleyebilir. 
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4.           SONUÇ VE DEĞERLENDİRME 

  Bu tez çalışmasında öncelikle reel uzayda kuaterniyonlar ve uygulamaları üzerine yapılan 

çalışmalar dikkate alınarak süper uzayda kuaterniyonlar tanımlanmış, bazı geometrik 

özellikler incelenmiştir. Yanısıra, süper kuaterniyon yapısı ile kuaterniyon matrisleri 

tanımlanmış  ve matrisler üzerinde temel işlemler incelenmiştir. 

   𝑍2 dereceli cebir özelliklerini kullanarak süper sayılar yardımıyla, süper uzaydaki 

kuaterniyonları oluşturduk. Süper kuaterniyonu     𝑞∗ = 𝑞𝑏𝑠 + 𝑞𝑏𝑒𝑏 + 𝑞𝑠𝑒𝑒𝑠𝑒 + 𝑞𝑠0𝑒𝑠0 

şeklinde,  𝑞𝑏𝑠, 𝑞𝑏 , 𝑞𝑠𝑒 , 𝑞𝑠0 ∈ ℝ
∗ reel süper sayıları ve { 1, 𝑒𝑏 , 𝑒𝑠𝑒 , 𝑒𝑠0}  bazı ile tanımlanır. Bu 

tanımlamada özellik 2.4 ve özellik 2.5 de ifade edilen  a- sayısı ve c-sayısı olarak tanımlanan 

süper sayıların özellikleri kullanılmıştır. Bu çalışmadan  aşağıdaki sonuçlar çıkarılabilir: 

 Süper uzadaki kuaterniyonlar, süper sayılar yardımıyla geliştirilebilir. 

 Kuaterniyonlar gerçel ve karmaşık sayılar gibi bir sayı sistemi gibi gösterilebilir. 

Gerçel sayıların bir bileşeni karmaşık sayıların iki bileşeni varken kuaterniyonların 

dört bileşeni vardır.  

 Bir kuaterniyon, ∀𝑞 ∈ 𝐻 ,     𝑞 = 𝑆𝑞 + 𝑉𝑞⃗⃗  ⃗  olarak tanımlandığında, burada 𝑆𝑞 skaler 

kısım 𝑉𝑞⃗⃗  ⃗ da vektörel kısımdır. Buna göre süper kuaterniyon için de ∀𝑞∗ ∈ 𝐻∗  ve 𝑞∗ =

𝑆𝑞
∗ + 𝑉𝑞

∗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ olarak benzer biçimde skaler ve vektörel kısımlar  gösterilebilir. 

 Süper kuaterniyon çarpımını tablo 2 de ifade edildiği gibi  oluşturulmuştur. 

  Diğer taraftan, hem küresel hemde yerel simetri ilkeleri, modern parçacık fiziğinin temel bir 

özelliğidir. Süper uzay, süper simetri sergileyen bir teorinin koordinat uzayıdır.  Süper uzay 

çalışmaları,  geometri, analiz, cebir ve topolojide  yer bulmaktadır.  

  Geometride kuaterniyonlar 3- boyutlu mekanikte kinematik sistemlerde kullanılır.  

Ayrıca belli bir eksen etrafında dönen koordinat sistemlerinin olduğu problemlerde 

kullanılır. Dolayısıyla dönüşüm yapmak için euler açıları yerine  kuaterniyonlar 

kullanılabilir. Süper uzay ve süper simetri çalışmaları ise, evrenin yapısını çözümünde 

sıkça kullan kavramlardır. Sonuç olarak süper kuaterniyon çalışmasının da 

bahsettiğimiz bu sebeplerden dolayı, ileride önemli bir yere sahip olacağını 

düşünmekteyiz. 
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