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Bu tez {i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kuaterniyonlar ile ilgili
tanimlara, temel teoremlere ve kuaterniyon matrisi ile ilgili bilgilere yer
verilmigtir.

Ikinci boliimde ise siiper uzay ile ilgili tanim, teorem ve ozelliklere yer
verilmistir. Siiper sayilar, siiper vektor uzay ve siiper reel sayilar hakkinda bilgi
verilmistir.

Uciincii  béliimde ise kuaterniyonlar ve siiper uzay incelenmis ve
kuaterniyonlan siiper uzayda tanimlayarak, siiper kuaterniyonu ve kuaterniyon
matrisini, sliper uzayda tanimlayarak, siiper kuaterniyon matrisini tanimladik.
Kuaterniyon matrisinin toplama ve skaler ile ¢arpmasini siiper uzayda tanimlayip
gosterdik.
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ABSTRACT

SUPER SPACE QUATERNIONS
MSC THESIS
RUSDU ORHAN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. CANSEL AYCAN)
DENIZLi, NOVEMBER 2022

This thesis consists of three parts. In the first chapter, definitions of
quaternions, basic theorems and information about quaternion matrix are given.

In the second part, definitions, theorems and properties related to
superspace are given. Information about super numbers, super vector space and
super real numbers are given.

In the third chapter, quaternions and superspace were examined and we
defined the superquaternion matrix by defining the quaternions in superspace,
defining the superquaternion and quaternion matrix in superspace. We have
described and demonstrated the multiplication of the quaternion matrix by
addition and scalar in superspace.

KEYWORDS: SUPER SPACE, SUPER NUMBER, SUPER
QUATERNIONS
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1. GIRIS

Bu bélimde kuaterniyonlarin tarihgesi, temel tanim ve ozellikleri, teoremler ve ispatlar

verilecektir.

1.1 Kuaterniyonun Tarihcesi

Matematikeiler 19. Yiizyilda karmasik sayilar1 da dahil ederek {i¢ boyutlu sayilar sistemi
kurmaya c¢alistilar. Hamilton 16 Ekim 1843 Pazartesi ginu kraliyet ailesinin bir konsey
toplantisina bagkanlik yapmak i¢in kraliyet kanali boyunca esiyle birlikte yiirlirken bu
sorunun ¢éziimii aklina geldi. Bunun sonucunda matematikteki en {inlii vandalizm eylemini
gerceklestirdi. O esnada Hamilton Brougham Kopriisiiniin lizerindeydi. Kalemini ¢ikard: ve

oradaki tasa aklina gelen formiilii yazdi. Yazdig: formiil su sekilde;
i2=j2=k*=ijk=-1

Hamilton ii¢ rakamli koordinatlar i¢cin matematiksel olarak gecerli kural bulmanin imkansiz
oldugunu ancak bunun dort rakamla calismasini saglayabilecegini fark etmistir. Bulusunu

kuaterniyonlar (dordeyle) olarak adlandirdi.

Modern cebirdeki en 6nemli gelismelerden biri 1843°de kuaterniyonlarin kesfi ile yasandi.
William Hamilton’un akademiye birka¢ hafta sonra Kasim 1843’de sundugu teoride
kuaterniyonlar terimi belirli bir dortlii ifadeyi adlandirmak i¢in kullandi. Hamilton karmasik

sayilart ¢ = a + bi + ¢j + dk bi¢ciminde genellestirmistir.

Kuaterniyonlar cismi "H " ile gosterilir. "H" {izerinde kuaterniyonlarin ¢arpma islemi

asagidaki gibidir.
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Tablo1( Kuaterniyon Carpim Tablosu)
Bu ¢arpimi1 daha kisa olarak,
i2=j2=k?=-1,ijk=-1 (1.2)

bigiminde verebiliriz. Carpim tablosunda da goriildiigii gibi kuaterniyonlar cismi ¢arpma

islemi altinda degigmeli degildir. Yani
ij=k,ji=—k ve jk=1i,kj=—i
oldugundan agik¢a goriiliiyor: jk # kj dir.

Simdi agagidaki sunacagimiz temel kavramlari ifade edelim.

1.2 Temel Kavramlar

Tammm 1.2.1: Bir ¢ = a + bi + ¢j + dk kuaterniyonu i¢in a, g’nun reel veya skaler kismi

ve bi + cj + dk imajiner kismi1 veya vektorel kismi denir ( Parker 2009).

Tanim 1.2.2: Herhangl blr q=a, + bll + Clj + dlk ve P =a; + bzl + C2j + dzk

kuaterniyonlarini alalim.
@+ q) = (ay+az) + (by + by)i + (c1 + c3)j + (dy + dr)k
kuaterniyon toplami alindiginda;
Re(p +q) = a1 + ay,

Re(p + q) = Re(p) + Re(q)



olur. Benzer sekilde;
Im(p + q) = Im(p) + Im(q)
oldugu kolayca gorulur ( Vicci 2001).

Tanim 1.2.3: Herhangi bir ¢ = a + bi + ¢j + dk kuaterniyonu ve Va € R igin bir skaler ile

bir kuaterniyonun ¢arpim islemi;
aq = a(a + bi + ¢j + dk)
= aa + abi + acj + adk
veya
aq = aRe(q) + alm(q)

bi¢iminde tanimlanir. Ayrica aq = qa dir ( Hacisalihoglu 1983).

Tamm 1.2.4 (Kuaterniyon moduli): Bir g € H kuaterniyonun moduli |g| = /q.q

bi¢iminde tanimlanir. Buna gére q = a + bi + ¢j + dk igin:

lq|> = q.q
= (a+ bi+cj+dk).(a—bi—cj—dk)
= a?+b%?+c?+d?*+ (ba—ab —cd + dc)i
+(ac —ca+ bd —db)j + (—ad + da — bc + cb)k
=a®+b%+c* +d*

oldugundan;

lg| = Va2 + b2 + c? + d?

elde edilir ( Parker 2009).



Tamm 1.2.5 (Kuaterniyonda diklik ve paralellik): Herhangi bir p ve g kuaterniyonlarinin

Q|

vektdrel kisimlart  olan Im(p)z%ﬁ ve Im(q)zq% birbirine paralel  (yani

s = Im(p).Im(q) iken s —5 =0 ise p ve q kuaterniyonlarina ‘‘paralel’’ denir. p//q ile

gosterilir. Toplamlar1 yani s + § = 0 ise bu kuaterniyonlara “diktir’” denir ( Vicci 2001).

Tamim 1.2.6 (Kuaterniyonun tersi) : Bir g € H kuaterniyonun tersi g~ 1 ile gosterilir. Buna

— a4
lq|?

icin (q.p)"! = q~1.p~1 dir. Gergekten;

gore |g|?> = q.q oldugundan q~?! olur. Yani kompleks sayilarda oldugu gibi q,p € H

L _ P
(a-p) lgp|?

_ @
lq|2. Ip|?

"~ lql2Ipl?

bulunur ( Richart 1990).

Tanim 1.2.7: Herhangi p ve g kuaterniyonlarinin reel kismi1 Re(p) ve Re(q) olmak Uzere

eger
p = Re(p) ve q = Re(q) ise;
p.q = Re(p).Re(q)
= Re(q).Re(p)

=4q.p

dir ( Vicci 2001).



Tamm 1.2.8 (Kuaterniyonda benzerlik): Herhangi p,q € H olsun. Eger rq =rp,r # 0
olacak bigimde bir r € H varsa p ve q benzerdir (Parker 2008; Unal 2011).

Tamm 1.2.9: Herhangi bir p,q € H igin kuaterniyon garpimi;
p=a,+bi+cj+dik; ayb,c,di ER
q= a,+byi+ c;j+dyk; aybycyd, ER
p.q = a;a, — (byb, + cic, + dqdy) + (a1by + bia, + c1d, — dqcy)i
+(a,c, + c1a; + dib, — bidy)j + (a1d, + ay,dy + bycy — c1by)k

pq = R(p).Re(q)— < Im(p),Im(q) > +Re(p).Im(q)
+Im(p).Re(q) + Im(p)*Im(q)

biciminde tanimlanir. Burada <> ve ” islemleri sirasiyla R3 deki i¢ ve vektdrel carpimlardir.

Buradan;

Re(pq) = Re(p)Re(q)—< Im(p),Im(q) >

ve

Im(pq) = Re(p)Im(q) + Re(q)Im(p) + Im(p)"Im(q)

oldugu kolayca gériiliir (Unal 2011).

1.3 Kuaterniyon Carpimmmn Ozellikleri
Ozellik 1.3.1: Iki kuaterniyon garpimi yine bir kuaterniyondur.
Ispat:

p=a,+bii+cyj+dy ve q =a,+ byi+cyj+dyk



herhangi p,q € H icin;
p.q = aya, — (byb, + cic, + dqidy) + (a1b, + bya, + ¢;d, — dqcy)i

+(a1C2 + Cla’Z + dle - ble)] + (a1d2 + a2d1 + b1C2 - Clbz)k
pP-q = a3+b3i+C3j+d3k ; a3,b3,C3,d3ER

Ozellik 1.3.2: Kuaterniyon carpimi birlesmelidir.
(p.q).r =p.(q.7)
Ispat:

p=a,+byi+cyj+dik; aybcq,di ER

q = a,+byi+ cj +dyk; aybycyd; ER

T= a4+ byl + cyf +dyk; ay, by c4,dys ER

(p.q).r = (az + b3i + c3j +dsk).(a, + byi+ c4f +dyuk)
= (azas — (b3by + c3¢4 + d3d,)
+(aszby + bya, + c3d, — dscy)i
+(asc, + cza4 +dza, —azd,)j
+(azd, + a,ds — c3by + cubs)k
(pq)r = as + bgi + csj + dsk; as, bs, cs5,ds € R

diger taraf da benzer sekilde ispatlanir. Yani (p.q).7 = p.(q.r) dir (Unal 2011).



Ozellik 1.3.3: Kuaterniyon ¢arpimi soldan ve sagdan dagilimlidr.

Ispat: p.(q+r)=p.q+pr, (p+q).r=pr+qr
p=a,+bi+cj+dik; ayb,c,di ER
q= a, +byi+ cj+dyk; ayb,c,d, ER
= a4+ byl + cyj +dyk; a4 by cy,dy ER

p(q + T) = (a1 + bll + C]j + dlk) ((az + bzl + Czj + dzk)
+(ay + byl + cyj +dyk))

q+p=C(ay,+byi+ cyj +dyk)+ (ag + byi + c4f +dsk)
=(ay+ay)+ (b, +by)i+ (c; +cy)j+ (dy +dy)k
q+1r=a¢+bgi + cgj +dgk; ag bg o, dg €ER
p(q+ 1) =(a, + byi+ cyj +dik).(ag + bgi + c¢j + dgk)

= (a1a¢ — (b1bg + ¢1¢6 + d1dg)

+ (a1bg + biag + c1dg — dycg)i

+ (ai¢6 + crag + diag — a,dg)j

+(a,dg + agdy — c1bg + coby)k
p(q+r)=a;+bs;i+ c;j+d;k; a;by;cyd; ER
pq + pr = (az + bzi + c3j + dzk)

+((ay + byi+cyj +dik ). (ay + byi + cuj +dyuk))

pr =(a; + bii +cyj+dik ).(a, + byi+ cuj +duk)
= aya4 — (by1by + c1¢4 + dydy)
+ (a1by + biay + c1dy — dqicy)i
+ (ayc4 + cra, + diay — a1dy)j
+(ady + a,dy — c1by + c4by)k
pr = ag + bgi + cgj +dgk; ag bg,cg,dg €R

rq + pr = (ag + bgl + C3j + d3k) + (as + bgl + Csj + dgk)

(1.2)



= (a3 + ag) + (b3 + bg)l + (C3 + C8)j + (d3 + dg)k
pq+pr=a9+b9i+ C9j+d9k; ag,bg,C(),dgER
denklem 1.2 ve denklem 1.3 ten esitlik saglanmis olur. Yani;

p(q+71)=pq+pr

dir. Simdi diger tarafin ispatina bakalim.

(p+qr=pr+qr
p+q=(a1+bll+ C1j+d1k)+(a2+b2i+ C2j+d2k)

= (a; +ay) + (by + by)i+ (c; + c3)j + (dy + dy)k
p+q=ay+bioi+ c1of +diok; aig,b10,¢10,d1o ER
(p + @)r = (a10 + b1gi + c1of + diok ). (ay + byi + c4f + dyk)
= a30a4 — (b1obs + C10C4 + d1ods)
+ (a10by + b1oay + c10dy — diCq)i
+ (a10¢4 + C10a4 + dioas — a10d4)j

+ (a10ds + asdyg — c10bs + c4byo)k

P+ @Qr=ay +byyi+ c1yj +disk; a1, b1g,619,d11 ER
qr = (ay + byi + cyj + dyk). (ay + bai + cof + dok)
= aa4 — (byby + c2¢4 + dpd,y)
+ (ayby + bya, + cydy — dycy)i
+ (aycy + a4 + dya, — aydy,)j
+ (a,d, + asd, — cyby + c4by)k

qr = @13 + bipl + C15j +digk; a1, b15,¢12,d12 ER
pr + qr = (ag + bgi + cgj + dgk) + (a5 + byyi + cq5j + di2k)
= (ag + as2) + (bg + b12)i + (cg + c12)j + (dg + dyi2)k

pr+qr = a3+ bizi+ c13j +dizk;  ag3,b13,¢13,d13 ER

denklem 1.4 ve denklem 1.5 ten ispatimiz tamamlanmis olur. Yani;

(p+q)r =pr+aqr

(1.3)

(1.4)

(1.5)



dir. Buradan kuaterniyon ¢carpiminin soldan ve sagdan dagilimi ispatlanmustir.
Ozellik 1.3.4: Kuaterniyon carpimi degismeli degildir (Unal 2011).
Ispat: "Tablo 1" de gosterildigi iizere ij # ji oldugundan, degismeli olmadig1 goriiliir.
Teoreml.1: Herhangi bir g, p,r € H alalim. Asagidaki 6zellikler saglanir.
1.4.9 = q.q yani |[q| = |q]| dir.
2. |.| = H Uzerinde bir normdur. Yani;
i.lgl =0 <=>q=0
ii. g +pl < lql + |pl
iii. [gp| < Ipql = Ipl-1ql
3.1q1% + IpI? = 3(Iq + pI* + |q — pI?) (Unal, 2011).
Ispat 1: q.q = (a + bi +cj +dk).(a — bi — ¢j — dk) = a? + b? + c? + d?

g.q = (a — bi — ¢j — dk).(a — bi — ¢j — dk) = a* + b* + c? + d?

buradan;
q-9=4.9
oldugundan;
lql =/q.q
31 =Vq.q

buradan |g| = |g| dir ( Unal 2011).



2 .. gl =0 <=>,/q.q =0

lgl =0<=>+Va?2+b2+c24+d?=0
lgl =0<=> a’+b*+c*+d*=0

lgl=0<=>a=b=c=d=0
lgl=0<=>4g=0

olur.
i lq +pl = (ar + az)? + (by + by)? + (1 + €)% + (dy + d)?
= (a; + a3)? < a;? + a,?
oldugundan;
< \/alz + b2 +c2+d,” +\/az2 + by 4 c,% + dy?
< lql + Ip|
i lg.-p1 =V (ap)(ap) = Va.IpI?7 = VlIal%Ipl? = lq|*|p|?
Ipal = V) ) = \p.191?5 = JIpI%191* = Ip|* |q/?
( Unal 2011).
3) lg+pl*=(q+p).(q+p)

=(@+p).(@+p)
=q.9q+q.p+p.q+pp

=lql+q.q+p.q+Ip|

lg —pl*> =(q—p).-(@T—Dp)
=(@-p).-(@—p)

10



= q.9—q.p—p.q—p.p
=lql—q.p—p.q - Ip|

lg+pl?+1qg—pI>=Uql*+q.p+p.9 + IpI*) + (p|* — qp — g + |q|*)

= (lq1* + IpI®) + (IpI* + 1q1?)
= 2.|p|* + 2.1q/*
= 2(Ipl* + 1q/?)
191 + IpI? =5 (g + pI? + lg — pI?) (Unal, 2012).

1.4  Kuaterniyonlarin Matris Gosterimi

Bu bolimde kuaterniyon bilesenli matrisleri ele alacagiz, yani sira degismeli olmayan
kuaterniyonlarin lineer cebirde sunulan temel matris Ozelliklerini ve metotlarin1 nasil
etkiledigini ele alacagiz. Daha karmasik matrisler diistintildiigiinde, kuaterniyonik matrislerle
islem yapmak faydalidir. Bu sayede daha yiliksek boyutlu matrisleri iceren hesaplamalar
yapmaktan kagmabiliriz. H kuaterniyon halkasmin H; = {ay1 + a,i; ay,a; € R,i? = —1}

alt kiimesini alalim.

{H,®, R, +,.,0O} sisteminin bir cebir oldugunu kolayca gosterebiliriz. Herhangi
(agl + a4i) € H; kuaterniyonu (a + bi) € C kompleks sayisina eslersek bu eslemeye gore

H, in C ye izomorf oldugunu soyleyebiliriz.

H, bir cebire sahip olan bir alt cisim kapsadigi i¢in kompleks sayilar cismi iizerinde bir
vektor uzaydir. Buna gore ¢ € H ve x = (a + ib) € C igin qx carpimi qx = q(a + ib) € H

kuaterniyonuna karsilik gelir. Burada;
) (g1 +q2)x = q1x + qox
i) q(x; +x2) = qx; + qx;

i) q(rix2) = (gqx1)x; = x1(qx2)

iv) g(1+0i) =gq

11



ozellikleri saglanir. Boylece H kiimesi C kompleks sayilar cismi {izerinde bir vektor uzay1
olur ( burada g nun x ile soldan ¢arpimi esas alinmistir). Kompleks sayilar cismi {izerinde
herhangi bir g kuaterniyonunun ifadesi;

q=a+bi+cj+dk

=a+ bi + (c + di)j;

a, =a+bi,a, =c+di
=a1+a2j

veya

q=a;+ayj
q = 1(a + bi) + j(c + di)

seklinde yazilabilir. Buradan H nin C tzerinde 2-boyutlu oldugu sonucuna vartlir. Yani H nin

bir bazi {1, j} olur. H nin matris gosterimini elde etmek igin,

T:H - Hom(H,H)

q—-T,

donligiimiinii Vq € H igin;
TqtH - H, q' > T4(q") =q'q

seklinde tanimlayalim. Bu doniisiim lineerdir ve Hom(H,H) = {T,:q € H} kimesi C
lizerinde bir vektdr uzayidir. Béylece her bir T, lineer doniisiimiine C de 2x2 tipinde bir

matris karsilik gelir. Herhangi bir ¢ = a; + a,j € H igin;
T,(1) =1q = 1(ay + azj) = a; + ayj
T,() =jq =jlas + azj) = jas + jayj = —a; + a;j

a, a
oldugunda {1, j} bazina gore T, lineer doniisiimiiniin matrisi A = [_ 6—12 C_li] bulunur. 2x2

tipindeki kompleks elemanli matrislerin halkast M, (C) olmak tzere

12



a a
H = {(_52 aj); a,,a, € C} matrislerinin kiimesi M, (C) nin islemleri altinda bir alt

halkadir.

. / a, a; p
pgq=a,+ajeH->T,=q = (—dz dl)EH

donistimii 1:1 ve her iki kiimedeki islemleri korundugundan H ile H' izomorfdur
(Simsek 2020).

1.5 Kuaterniyon Matrislerde Toplama Ve Skaler ile Carpma

Tanmm 1.5.1: A ve B aym tipten iki kuaterniyon matris olsun, yani ayni sayida satir ve

kolona sahip, 2 x 2 matrisleri olsun;

(a1 ap (A3 Q4
A= (_a_z a_l) ve B = (—a_4 a_3)
A ve B’nin toplami, A + B yazilir ve karsilikli elemanlarin toplamiyla olugsan matristir:

A+B=(a1 az) (a3 a4)=< a, +az a2+a4>

—a; a;) \~a4 az —@; +(—a@) a;+az

A matrisinin bir k skaleri ile ¢garpim1, k; A veya kA yazilir ve A’nin her bir elemaninin k

ile ¢arpilmasiyla elde edilen matristir:
kA =k( . az) _ ( ka ka2>

-a; &) T \~ka; kag

A+ B ve kA matrislerinin de 2 x 2 tipinde matrisler oldugunu sdyleyebiliriz
( Hacisalihoglu 1990).
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2. SUPER UZAY

Bu bélimde; Siiper Uzay kavramini tanimlayacagiz, bu konuyla ilgili temel tanimlar,

ozellikler, teoremler ve ispatlar1 sunacagiz.

2.1 Siiper Uzayin Tarihcgesi

Sliper simetri pargacik fiziginde uzay-zaman simetrisinin karsihgidir ve iki temel
parcaciktan olusur. Bunlar agisal momentumu olan bozonlar ve yar1 degerli agisal
momentumu olan fermiyonlardir (Quevedo 2010). Siiper simetri klasik ve kuantum fizigi
arasinda olusturdugu simetriden dolay1 bugiin bildigimiz hi¢bir simetriye benzemez. Genel
olarak, istenilen bircok matematiksel Ozelliklerin saglamasi ve yiiksek enerjilerde hassas
davraniglarin garantiye alinmas: hususunda, teorik problemlerin ¢oziimlerine olanak

saglamistir.

Stper manifold, anti-degismeli koordinat kavraminin igermesiyle klasik manifoldtan daha
genis bir yapiya sahiptir. Siiper manifold calismalari; geometriden, analizden, cebir ve
topolojiden olusan matematiksel diisiinceleri, tanimlar1 ve yapilar igerir. Bu yiizden teorik
Fizik ve Matematik problemlerini ¢6zmek icin daha gucli bir yere sahiptir. Anti-degismeli
degerlerin bulundugu calismalarda, birka¢ sene Oncesinde fizikte siiper simetri kavraminin
gelismesiyle siiper sifatt 6n plana ¢ikmis ve siiper matematikte yaygin olarak kullanilmaya
baslanmistir. Anti degismeli yapilar, diferansiyel formlar, lie cebirinde dis cebir kavramai,

Weil model gibi geometri ve cebirin birgok alaninda goriilmektedir.

Stiper kullanimi, ilk Cartan tanimi olan Grassmann cebiri ilizerinde Clifford cebirinde
karsimiza ¢ikar. Uzun bir zaman sonrasinda da konneksiyonlarda anti degismeli fermiyon

iliskileri ile tekrar giindeme gelir.

Siiper geometride, sliper manifold yapisina gotiiren iki yol vardir; birincisi siiper manifold,
sliper uzayda, Grassmann cebirinin ¢ift ve tek degerli lokal koordinatlardan olusan yapidir.

Ikincisi, bir manifold iizerindeki fonksiyon demetlerinden olusur.
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2.2 Super Uzay

Bu kisimda siiper uzay olarak adlandirilan Z,- Gradded vektor uzayi ve Z,- Gradded cebiri

verilmistir.

Tamm 2.2.1: V bir vektor uzay olsun. V, ve V; lineer alt uzay olmak tzere V=V, @ V;

oluyorsa V vektor uzayma Z,- Gradded vektor uzay1 denir (Leites 1980).

Tamim 2.2.2: V bir Z,- Gradded vektdr uzayi olsun. V, V;V; © Vi, iamoaz) Olacak bicimde bir

cebirise V’ye Z,- Gradded cebiri denir (Tozok 2017).

Ornek 2.2.1: V bir vektdr uzay1 V="V, @ V; olmak iizere,

lineer

End(V) = {s|s:V — V}
kiimesi icin End(V),
(End(V))o = {solso(v1) € Vi;i = 0,1}
= {Solso(vo) € Vo; so(v1) € V1}
(End(V))1 = {s1|s1(vi) € Vi;,1(mod2)}
= {s1l51(vo) € V1; s1(v1) € Vp}
bicimde cift ve tek kisim olarak yazilir.

End(V) = (End(V)), ® (End(V)),

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

i
Z,- Gradded vektor uzayidir. f € End(V) olsun. Bu durumda f:VLeeTV dir. V,

Z,- Gradded vektor uzayr oldugundan a = a, + a; olacak bicimde «a, € V,

vardir. f lineer oldugundan,

f(@) = flap+a1) = f(ao) + f(a1)

15

ve a; EV;

(2.5)



dir.

flao) = (f(@p)) o + (f(@o))1 = So(@o) + s1(a)
fla) = (f(a1)) o+ (f(@1))1 = so(a1) + s1(a1) (2.6)
oldugundan,
f(@) = f(ag+ ai)
= f(ao) + f(a1)
= (f(@0))o + (f(@p))1 + (f(@1))o + (f(@1))1

= so(ao) + s1(ap) + so(ay) + s1(ay)
= so(@g + ay) + s1(ap + ay)

= so(a) + s1(a)

= (so + 51)(a)

bulunur. Ve i¢in dogru oldugundan,
f=5s0+s1

olur. O halde End(V), Z, — Gradded vektor uzayidir (Ugurlu 1987).

2.3  Siiper Sayilar
Bir cebiricin {e* |a = 1, ..., N} Ureteclerinin cimlesi, Va, b i¢in;
e (2.7)
(g2 =0 (2.8)
antikomiitatif 6zellige sahip ise bununla ilgili cebir Grassmann cebiri olarak adlandirilir ve

Ay ile gosterilir.
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N sonlu oldugu zaman sonlu elemana sahip ¢ = {, ..., eV } ciimlesi gdz oniine alindiginda

Ay nin 2V tane baz elemanina sahip oldugu goruldr.
211¥=0(1;Z) =2"

oldugundan boy”y = 2V dir. N sonlu igin {1, % &%?,---} climlesindeki baz elemanlarinin

carpimindaki indisler farkli olacagindan bu climle », i¢in bir bazdir (DeWitt 1984).

Tamm 2.3.1(SUper say1):*,, un her bir elemanina siiper say1 denir. Z € ", siiper sayisi

&% gerenleri ve C kompleks sayilart yardimiyla,

o 1
Z = 2n=05ca1~~an8an gt (2.9)

_1 o 1 a a
Z = ¢ +Zn=1aca1...ans n... gt

seklinde yazilabilir. Z = Zp + zg olarak yazilmak istenirse;

1

ZB = aCO (210)
Zs = Z;’{;l%cal...ansan gt (2.11)

seklindedir. Z siiper sayisi igin, Zg body kisim, Zs soul kisim olarak adlandirilir (Cartier
2002).

Ozellik 2.1: Eger N sonlu ise Z, daima nilpotenttir (Cartier 2002).

Ispat: Zg nin nilpotent olmasi igin (Zg)"** = 0 olmahdur.

1
(Zs)n+1 — (Z;}:lacalwangan ga1)N+1

=Yn=1F().G(cq,..q,) (€4 -+ £P1)

dir. Burada &N+1gN ... %1 carpimindaki €N+t elemani, € --- g% ¢lemanlarindan biri
olmak zorundadir. Bu durum (N + 1)- li garpan her bir terimde geleceginden (Zg)"*! =0

bulunur.
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Bir sonraki teoremde gerekli olan Z~1 ifadesinin tersi,
Z7 = 2y B (=" (26)
dir.
Teorem 2.1: Bir siiper say1 tersinirdir <=> Zp # 0 (DeWitti 1984).

Ispat: Bilindigi iizere bir siiper sayinin tersinir olmasi i¢in Z.Z~* = 1 olmalidur.

Gereklilik: Bir siiper say1 tersinir olsun. Yani Z.Z~! = 1 olsun. Dolayisiyla;

_ -1 voo Z
Z.270 = (Zp + Z)Zp " Ynoo(— D"

kabuliimiizden dolay1 yukaridaki esitligin var olmasi i¢in Zg # 0 olmalidir.
Yeterlilik: Zz # 0 olsun. Bir siiper sayinin tersinir oldugunu gosterelim. Buna gore
Z.Z71=1

oldugunu gostermek yeterlidir. Ozellik 2.1 in ve Zp # 0 durumunun kullanilmasiyla;

- - . V4
Z.270 = (Zp + Z)Zp " Ynzo(— )"

:(1_ﬁ+Z_SZ_...)+(ﬁ_ZLZ+ZLZ_...):1
Zp Zp Zp Zp Zp

sonucuna ulasilir. Ispat tamamlanmus olur.
Ozellik 2.2: f fonksiyonunun Zg noktasindaki Taylor agilimu,

f2) = f(Zp) + [ (Z5). (Z = Zs) + 5 " (Zp) (Z — Zs)*

4+t %f(n)(ZB)(Z — Z)M + -
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seklinde ifade edilir (Caston ve Fioresi 2007, Rogers 2007, Sardanashvily 2008, Balduzzi

Dottorato di ricerca XXI ciclo).

Diger taraftan herhangi Z siiper sayisi

an ., a

1
_ oo
Z = 2n=oaca1~~an8 g

seklinde ifade edilmistir. n nin tek veya c¢ift olma durumuna gore Z siiper sayisi

1 o0 1 a a
—_ = JE—— 2N oo 2
Z=5co+ 2n—1(2 5 Cazeazn€ €

o] 1 a a
+ Zn=0mca1ma2n+15 2n+1 ... g (2.12)

toplam biciminde ifade edilir.

U= Zgz + Z;’fﬂﬁcazmazneazn e g2 (2.13)

o 1
a—r .o Ca, 0, 2R ™1 (2.14)

seklinde yazildiginda ¢ift say1 indislilere ¢ift siiper sayi, tek sayi indislilere tek siiper sayi

denir (Cartier 2002).

Tanim 2.3.2 (c-sayilar ve a-sayilar): Komiitatif olan cift siiper sayilara c-sayilar1 (C.) ile

gosterilir. Anti-komiitatif olan tek sayilara a-sayilar (C,) denir. (DeWitt 1984).
Ozellik 2.3: a-sayilar body kisim icermedigi icin, tersinir degildir (DeWitt 1984).
Ispat: Teorem 2.1 de aciktir.

Ozellik 2.4: iki a-say1siin veya iki c-sayisinin ¢arpimui bir c-sayisidir (DeWitt 1984).
Gergekten;

Z ve Z' iki a-say1 olsun. Buna gore,

1

=y __ - A2n+1 ... cQ1
Z Zn=0(2n+1)!ca1...a2n+le €

ve

1
I _ oo
- Zm:O 2m+1)! Cay-azmss

Z

glam+1 ... g1
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olmak Uzere,

77" =

1

I —C .
n=0 (2p41)1 ¢ "A2n+1

A2n+1 ... c1 c -
£ £ Zm=0(2m+1)!ca1~-~a2m+1

A2m+1 ... c1
& &

1 1
_ oo o)
- Zm:O 271:0 (2m+1)! (2n+1)! Cay-azmer Caraznes

g1 Az2m+1 g1 A2nt1

burada parite kavrami dikkate alinarak islem yapilir. Islem ¢arpma islemi olup parite kavrami

g0z Oniine alinirsa sonucun,

- 1
=) iy Coaaak €™ €™
k=0

seklinde bir c-say1 oldugu goriiliir (analiz ederken tek parite =1 ve ¢ift parite = 0 oldugu goz
Ontine alinir. Bu durumda; tek parite + cift parite = tek parite, tek parite + tek parite = ¢ift

parite, ¢ift parite + cift parite = ¢ift parite esitlikleri yardimiyla sonuca ulasir).

Benzer sekilde iki c-sayinin ¢arpimi da gosterilebilir. Bu durumda Z ve Z' iki c-say1 olsun.

Buna gore;
Z = 2?{’:0;% ooy, ETIM e g92
(2n)! "%27Azn
ve
2’ = Yt o Capapy £ £
olmak Uzere;

I V' 1 arn a; oo 1 azm az
Z7' = Zn=0(2n)!caz--~a2n€ € Zm=o(2m)!ca2~-~a2m5 €

1 1

— co co A1 Qym A1 02
D=0 2n=0 @) @ S azmCar-aam€ £

1

_ oo a a
= Zkzomcazmazkg 2k ... g2

sonucu elde edilir.
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Ozellik 2.5: Bir a-say1 ve bir c-saymin ¢arpimi bir a-sayidir (DeWitt 1984).

Gergekten;

1

- Yo - An+1 ... cQ1
Z 2n=0(2n+1)!ca2...a2n+le €

ve

1

I'=—§y®© __ -~ azm ... gQ2
Z'=Ymr_0o i Cazazm€ €

olmak {izere yukarida bahsedildigi gibi parite kavrami goz oniine alindiginda,

1

=N © A2k+1 ... gQ1
Z7" = Yo D) Sz o € €

sonucuna ulagilir.

Ozellik 2.6: a-sayilarin karesi sifirdir (DeWitt 1984).

1
/I __ oo
- Zm:O 2m+1)! Cay-azmss

Z

g2m+1 ... g2

olmak Uzere,
1

(ZI)2 = (Z;;?L=O_(2m+1)| Caz...a2m+1ga2m+1 oo gaZ)z = O

clnki (£%)? = 0 dir.
2.4 Siiper Sayilarin Siiper Analitik Fonksiyonu

¢ ve a say1 fonksiyonlarinin analitik teorisi sirasiyla C,. ve C, dan Ay analitik doniisiim insa

edilir. Bunlar; f;:C, = Ay ve f,:C. = Ay seklinde gosterilir.
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Tanmm 2.4.1: f: C, —» Ay olmak Ulzere;
df ) = dv |3 f )]
=|fw <] dv (2.15)

dir. v ye bagl olan % f(w) ve f(v) % katsayilarina sirastyla f nin sol tiirevi ve sag tiirevi

denir (DeWitt 1984).

Yukaridaki esitligin genel ¢oziimii f = a + bv  seklindedir. Eger
b =b, + b,

seklinde tek ve cift kisimdan olusuyorsa;
d
f(v):E:be'i'bo
Ve
d
fw) = v be — b, (2.16)
olur (DeWitt 1984).
Ozellik 2.7: Eger f nin gorintl kiimesi C.. de ve a ¢ift, b tek ise;
d d
Liw) =-fw= (217)
dir (DeWitt 1984).

Clnku Vv € C, icin f(v) € C. olacagindan a, bv € C, olmalidir. Buna gore a € C. ve bv €

C. olur ve dolayisiyla b € C, olur.

Ozellik 2.8: Eger f nin goriinti kiimesi C,, de ve a tek, b cift ise,
d d
S =fw)— (2.18)
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dir (DeWitt 1984).

Glnkiu Vv € C, icin f(v) € C, olacagindan a,bv € C, olmalidir. Buna gére, a € C, ve

bv € C, olur ve dolayisiyla b € C, olur.

Tanim 2.4.2: Benzer sekilde f: C. = A, igin:
df () = du[ - f@)| = [ 7| du

olur. du bir c-say1 oldugundan,

d d
W =fwy (2.19)
esitligi vardir (DeWitt 1984).

Ozellik 2.9: f fonksiyonunun goriinti kiimesi C, de ise, n tek iken f, ., =0 dir
(Ugurlu 1987).

Ozellik 2.10: f nin goriintl kiimesi C, da ise n ciftiken f; ..., = 0 dir (Ugurlu 1987).

2.5.  Reel Siiper Sayilar

Tanm 2.5.1: (Kompleks eslenik) Reel siiper sayilari ifade etmek i¢in kompleks konjuge

(eslenik) kurallarina ihtiyag¢ vardir. Kompleks konjuge operatorii * ( )* " olmak Uzere,
Z+ZY = @)+ (2.20)
Zz'y = @2) ') (2.21)
esitligi vardir (DeWitt 1984).

C. cimlesindeki biitiin reel elemanlarin ciimlesi R., C, ciimlesindeki biitiin reel elemanlarin
cumlesi R, ile gosterilir. Burada,
R.={z€C(C.z" =z}

R,={z€C(Cy:z" = —2z}
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seklindedir. z* n pozitif ve negatif olma durumu c-say1 ve a-sayisinin parity kavrami ile

ilgilidir.(—17® ile gosterilir.) *., un bazlar icin,
(") =¢
(gagb SC)* — gcgb . g@

Tamm 2.5.2: Bir Z siiper sayisi1 igin Z* = Z ise Z siiper sayisina reel, Z* = —Z ise Z

sliper sayisina imajiner denir. (DeWitt 1984).

Ozellik 2.11; &% --- g% baz elemanlari @ tek iken imajinerdir, n("z_l) cift iken reeldir
(DeWitt 1984).
Gergekten,

ve

gagb — _gb

£
Ozelliklerinden,

2D tek iken anti-komiitatif tanimindan,

(gal ces gan)* — _gan cee gal

n(n-1) cift iken komiitatif tanimindan,

(Eal oo ga‘n)* e ga‘n ces gal
olur.

1 ..
Sonug 2.1: Zg = Z??=1@Caz-~-azk5a2k -+ g% olmak Uzere,

Cay-ap reel ve @ cift iken

Zs Reeldir <=> (1)

(2.22)
tek iken

Ca,--a, IMajiner ve
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(DeWitt 1984).

Tamm 2.5.3: Z € *,, herhangi bir stiper say1 olsun.

Z Reeldir <=> Zy ve Zg Reeldir

(Simsek 2021).

Tamm 2.5.4: C, climlesindeki biitiin reel elemanlarin climlesi R, C, climlesindeki bitln

reel elemanlarin climlesi R, ile gosterilir (DeWitt 1984).

2.6 Siiper Vektor Uzayi

Elemanlar siiper vektorler olan G kiimesi Uzerinde + i¢ islemi, . dis islemi ve * kompleks

konjuge islemi tanimlansin. Bu durumda X,Y € ¢ «,f € ", olmak Uzere ve

a.:G - G, a,(X) = aX
aR:G_)G, aR(X)=Xa

islemleri i¢in;

1) X+Y=Y+X

2) X+ Y +2)=X+VN+Z=X+Y+Z

3) 0€G olmakizere X+0=0+X=X

4) -X+X=0

5 (@a+p)X=aX+BX X@+p)=Xa+XB 1X=X1=X
aX+Y)=aX+aY X+Y)a=Xa+Ya 0X=X0=0

(aB)X = a(BX) = aBX X(@@aB)=Xa)B =XaB a0 =0a=0

6)  (aX)B = a(BX) = apX

Eger, a € C, ise,
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aX=Xa a€C,iseX=u+v iginau = ua ve av = —va

7) X" =X
X+Y) ' =X"+Y"

(aX)" = (X)"(@)"ve (Xa)" = (a)"(X)
sartlar1 saglaniyorsa G bir siiper vektor uzayidir (Yagil 1988).

Tamm 2.6.1: X = u(cift) + v(tek) stiper vektorii olmak tizere eger, u = 0 ise, X, bir a-tip

stper vektordar, v = 0 ise, X, bir c-tip stuiper vektordir (DeWitt 1984).
Tamm 2.6.2: a-tip ve c-tip olan siiper vekttre pure stiper vektor denir ve
aX = (—1)**Xa
esitligi vardir (DeWitt 1984).

Tamm 2.6.3: Bir Z slpervektoru igin, Z* = Z ise reel stiper vektor, Z* = —Z ise imajiner
stper vektordur (DeWitt 1984).

Ozellik 2.12: Z kompleks stiper vektor olsun. Bu durumda,

X=2(Z+2)=X"

Y=-i(Z-2z) =Y

olmak Uzere Z = X + Yi seklinde yazilir (DeWitt 1984).

Gercekten;

Z=X+1iY
ve

Z"=X—-iY =X"+iY"
olsun.

_@+zn) _
===

X X"
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_E-z)_ _e-7),

-Y"'=-Y Y*

olur.
Ozellik 2.13:

1) bir reel c-sayzsi ile bir reel siiper vektoriin ¢arpimu bir reel siiper vektordiir (DeWitt 1984).

2) bir reel a-sayisi ile bir reel c-tip siiper vektoriin ¢arpimi bir reel a-tip super vektordir
(DeWitt 1984).

3) bir reel a-sayst ile bir reel a-tip siiper vektoriin carpimi bir imajiner c-tip stiper vektordur
( DeWitt 1984).

Tamim 2.6.4 ( i¢ Carpim): Herhangi iki X ve Y siiper vektoriiniin ¢ift ve tek kisimdan

olustugunu dikkate alirsak,
X = Xijeeijet Xjo€jo X = Xie; + Xjc€je + Xjo€j5)
Y=Y eeijet Yioejo (Y =Ye;+Yeee+Y5e)
seklinde ifade edebiliriz. Buna gore,

< X,Y >= Xi,jeYi,je - )(jOY}O ( 223)

= XY, + X,V

jeYie = Xjolj

Jo~jo

olur. Burada,

1, p1 = p; = ¢ift

8p,p, =10, P1 #D2 ( Simsek 2021)

-1, py = p, = tek
Tamm 2.6.5 ( SUper determinant veya Berezinian ): Matematik ve teorik Fizikte
Berezinian, sliper matrislerin determinant alma yolunda bir genellestirmedir. Herhangi iki X
ve Y super matris olmak Uzere,
Ber(XY) = Ber(X)Ber(Y)
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olur. Ayrica herhangi bir X stper matrisi
A B ]

Xz[c D

olsun. ( A ve D ¢ift ) bu durumda,
Ber(X) = det(A) det(D — CA™'B)™?!

seklinde tanimlanir (Poncin 2012; Berezin 1987).
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3. SUPER KUATERNIYONLAR

Bu bolimde bir oOnceki boliimlerde bahsettigimiz tanim, teorem ve Ozelliklerden

yararlanarak siiper kuaterniyon ve siiper kuaterniyon matrisini tanimlayacagiz.

Tamm 3.1.1: Bir super kuaterniyonun super cebirsel ifadesi;
q" ={1qps + qpep + qs,6s, t QSOeso} (3.1)

burada R" siiper reel uzaydir, qps,qp,4s,,qs, € R* Ve ey, s, €5, birim vektorler,

{1, ep, e, €5} bir siiper bazdrr,
H* ={q" = 1qps + qvep + 45,65, + dsy€s,» Abs» Abs Gs,» s, € R} (3.2)
anti degismeli ve agsagidaki kosullara sahip olan bir siiper cebirdir (Aycan; Simsek 2018).

epep = €s,8s5, = 5,65, = epes s =0

eiej = Gijk*ek (33)

(3.2) den e;e; = 0,1 = b, s, 50 ¢linkl denklem (2.7) ve (2.8) den dolay1 e;e; = €;j "¢y

denerken, 6zellik 2.4 ve 6zellik 2.5 den sekil 1 ve pariteye dikkat etmeliyiz.

(+)

Sekil 1
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ornegin;
epes, = —es ep = es, (burada ozellik 2.6, sekil 1 ve 6zellik 2.4’den

yararlandik.)
biz bu sartlari;

1. epe;, sirasinin igareti olan b — s, pozitiftir. ( sekil 1)

2. epes, carpimi iki saylya sahiptir ve iki ¢ sayisinin garpimi bir ¢ sayisina esittir
(6zellik 2.4). bu nedenle bu sonucun c-sayist "0" dir, dolayistyla bu ¢arpmanin isareti

pozitiftir (Aycan; Simsek 2018).

3. Biitiin bu denklemler yukaridaki kosullarda oldugu gibi su sekilde yazabiliriz;

€pes, = —€5,6p = €,
€p€s, = —€5,6p = —€,
€5,8s, = —€s5,€s5, = —€p

sonug olarak,
1,ijk = bs,Sg,S0Seb, Sobse

—1,ijk = s,bsg, SeSob, bsgSe
0,ijk = herhangi iki indeks aynidir.

Eijk’ =
q* € H* ile ifade edilir.
=S+ (3.3)

Tanim 2.2.1 ve denklem (2.12) den c parametreleri karmasik saymin elemanidir. c¢’nin

karmasik parametrelerinin soul kismi ve body kismi reel ve kompleks kisimlarla asagidaki
gibi tanimlayabiliriz;
co = (co"¢0™)
Can = (C2n" C2n™")
(3.4)

_ * *%k
Con+1 = (Con+1 Cone1 )

boylece, qps, qp,qs,) s, € R* seklinde tanimlayabiliriz;
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_ * * *
Gps = Co + Con” + Copt1

qp = Co""
_ *%
CIse = Can
_ Kok
ds, = Can+1 (3.5)

dir. Buna goére denklem 3.5 i, denklem 3.3 te yerine koyalim;

q" = (co" + c2n™ + Conp1™) + (co™ep + (c2n)es, + (Cane1™)es, (3.6)

Bunun sonucunda siiper kuaterniyon ¢arpim tablosunu su sekilde tanimlayabiliriz:

1 ep | es, €s,
1 |1 e, | es, s,
e, | ep | O —€s, | —€s,
€. | €. |€,| O —€p
€, | €s, | €s. | ©b 0

Tablo 2 (Sliper Kuaterniyon Carpim Tablosu)

3.1. Siiper Kuaterniyon Carpiminin Ozellikleri

Ozellik 3.1.1: Iki siiper kuaterniyonun garpimi yine bir siiper kuaterniyondur.

ispat: q = 1Qb51 +qp,ep t s, Ese + 4so,6s0 VE p* = 1Qb52 +qp,ep t s, Es, + s, €so

q",p" € H® iki siiper kuaterniyon ¢arpinin yine bir siiper kuaterniyon oldugunu gosterelim:

q*p* = (1QD51 + qbleb + qse1 ese + QSoleso)( 1CIbsz + szeb + QSEZ ese + q502 eso)

= Qqps,9ps, T 9bs,9b,p T+ qbs, s, s, + Qps, 5o, Cso
+ db,€p9ps, T db,€p90,€p t qb, €bYs,,€s, + b, €pQs,, Es,
+ qse1 eseCIbsz + QSel eseQDz €p + QSel (‘:iseqse2 ese + QSel eseQSOZ eso

+ CIsol eso CIbsz + QS01 eso CIbz €p + q501 eso qSEZ ese + q501 eso QSO2 eso

= Qqps,9ps, T qbs,db,€p T qbs, s, Es. + Qps, so,Cso

+ 4v,9ps,€p t db,9v,€0€p + qb,9s,,€0€s, T Ab, s, €bEs,
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+ QSel QDSZ ese + q_sel qb2 ese €p + QSel qSEZ ese ese + QSel qs(,z ese eso

+ dsy, Abs,€s, T Asy, Ab,€50€b T sy, s, €50E5, T sy, Uso, 5050
= Qbs,qbs, + (Abs, b, + b, dbs, — s, sy, T s, Ds.,) b

+ (dbs, s, = 9b,4so, T s, Abs, T s, db,) €s,

+ (dso, bs, T Abs, sy, — Aso, qb, T b, s,,)Es,

q'P" = dps, + qvs€p + s, €5, T Aso, €50 Ubsyr Ay Gs,yr se, € R (3.7)
Ozellik 3.1.2: Siiper kuaterniyon ¢arpimi birlesmelidir.
Ispat: Q" = 1qps, + qv,ep + qs, €5, + sy, sy Dbsys Dby Dser D5, € R
P* = 1qps, + dp, s + qs,, s, + dsy,€s, Dby Aby s, Gse, € R
rt= 1Qbs4 +qp,p + s, Cse + Qso,Cs0  Absy 9byr s, s, € R*
(@ a)r" =p"(qg'r")
simdi yukaridaki esitligi gosterelim;
p*q* =3 (1qbsz g szeb il QSeZ ese s q502 eso)(1Qbsl + leeb + QSelese + qsoleso)

= Qqps,qps, T 9bs,p,€p T qbs, QSel €s, + Qps, QSol €s,

+4b,9bs,€p + db,9b,€v€p t b, s, €n€s, + Ab,As,, €pes,
+q532 QDsl ese + qsez CIbl eseeb + qsf32 QSel eseese + QSQZ QSoleseeso

+q502 QDsl eso + qSoz CIbl eso €p + q502 QSel eso ese + QSOZ QSol eso eso
= Qps,qps, T 9bs,qp,€p T Gbs, se, Cs. + Qps, 5o, €so

+qb2 qbsl eb + qbz qblo + qb2 qSe1 eSO + sz qSol (_ese)

-l'qse2 Qps, €s, + CIsez dp, (_eso) + CIseZ QSel 0+ QSeZ QSO1 (_eb)

+q502 Qbsl eso + CISOZ QDl ese + qS()z qse1 €p + QSOZ qso1 0

= Abs,qbs, T (Aps, b, + A, dbs, — As,, sy, T dso, 50, )b
+(4bs,9s,, = qb,9s0, T s, qbs, T s, b, )Es,

+(4bs, s, T b, 5., — D5, qb; T sy, qbs,)Es,
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Qpss = 4bs,9bs,

dbs = Abs,qb; T db,dbs; — se, 950, T so, dse,
Gseq = Abs,qse, ~ Ab,9so, T se,bs, T Aso,9by
Isog = Abs,qso, T Ab,qse, — s, by T dso, dbs,

P*q" = dps, + dpgep + s, s, + sy €5y Absg Abss As,yr Aso, € R (3.8)

(p*q*)r* = (QDSS + QDseb + q_sesese + qsos eso)(QDs4 + QD4eb + QSe4ese + qso4eso )
= (ps;9ps, + 4pss9p,€b + QDSSQSQ4 €s, + Abs; QS04 €s,

+4bsdvs,€p t dbsdb,€0€» t AbsQs,, €n€s, + Absds,, €nes,
+QS95 qbs4ese + qses CIb4eseeb + qses CIse4 eseese + CIses CIs04 eseeso
+q505 qu4 eso + qsos Qb4 eso €p i qsos QSe4 eso ese + q505q504_ eso eso

= Qbssqps, T AbssAp,€b T AbssUs,, €se T Abss s, Eso

b dps,ep + Absqp,0 + b, ds,, €s, T Abss,, (—€s,)

s, Abs, s, + s, b, (—Es) + ds, s, 0 + s, As,, (=€)
s, Abs,Cso T Aso, AbsCse T sy, se, @b T sy 50,0

= Qs s, T (Avssqb, T Absbs, ~ ey Uso, T Tsog Tse, )€
+(bssqse, — Avsso, + Aseg Abss + so, db,) s,

+(Abss sy, T Abss,, — Dse by T Aso, dbs,)8s,

Qbsg = 4bss9bs,
qb6 = qb55qb4 + ququ4 - qSES q504 + q505q534
qse6 = Qbss9s., — 9bs9so, + QSes 4ps, + QSOqu4

q506 = qb55q504 + qbsqge4 - qses qb4 + qSOS qu4
(P*q*)r* = qb56 + qb6€b + qse6ese + %06850 H Qbs(): qu' qseé, q506 € R* (39)

diger taraf ise;
q'r" = (qps, + qv,€p + s, €5, T s, €s5,)ps, + Ap,€p + ds,, €5, + s, E5,)
= qbs,qps, t dbs,94€p t qbs, As,, €s, T Abs, s, so
+4v,9ps,8» t qv,9p,60€p + qb,9s,,€08s, T Ab,4s,, €bEs,
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+0s,,Abs,8s, T s, Ab,€5,80 T s, s,, 85,5, T s, Uso, E5.Cso
sy, Abs,Cso T Aso, b, Cse€b T Usy., As,, €545, T sy, Uso, Es0Cso
= Qbs,9vs, T Abs,9b,€p t qbs,9s,,€s. T Abs, s, Eso
+qp,9ps,e» + qp, 9,0 + b, 9s,,€s0 t b, s, (—es,)
+ds,, Absy€se T As, Db, (—€s,) + s, G5, 0 + s, 950, (—€b)
+0s,,Abs,Cso T Aso, qbsCs, T sy, se, @b T s, s, 0
= Qbs,qbs, + (Abs,qb, T+ b, bs, — s, se, T Aso, se,) €b
+(4bs, s, = qb,9s0, T Asp, s, T Aso, b, )Es,
+(4bs, 95, T by ds,, — Dsp, Ay T s, dbs,)Es,

ps, = 4bs,9bs,

qb7 = qbslqb4 + qb1 qb54 - qsel q504 + q501q594

4se, = 9bs;19se, — 9b,1Ys,, + Qsc,9bs, + sy, 9p,
qSO7 = qb81q804 + qblqge4 - qsel Qb4 + qsol qbs4

a1 = qps, + dp,€p + G5, €5, + dsy s, Abs, Abyr s, » ds,, € R (3.10)

P (@) = (bs, + v, + ds,, €5, + ds,,€5,) (Abs, + v, €6 + s, €5, T s, Es,)
= Qbs,qbs; T Abs,9b,€p T dbs, s, s, T Abs, s, 5o
+4b,49ps,€p t qv,9p,€p€p + Ab,9s,,€0Es, T Ab,As,, €bEs,
+s,, qbs,€s, + s, qb,€5,60 T s, s, €5,Es, T s, s, €s.Cs,
+s,, dbs;Eso T s, qb,Cs50€b T sy, s, Eso€s, + sy, s, €50 Eso
= Qbs,qbs; T Abs,9b,€p T Abs, s, s, T Abs, s, 5o
+dp,qps,€p + b, qp,0 + 5,45, €s, + b, qs,,(—€s,)
+4s,, dbs,€s, + 4s,,qb,(—€s,) + 45,45, 0 + ds,,qs, (—ep)
+0s,,bs,€so T sy, qb,8s, T sy, s, @b T dsy, s, 0
= dbs,bs, T (bs,db, + db,dbs, — s,,qs,, T dso, s, )b
+(4bs,9s,, = db,9s,, T s,,dbs, T s, qb,)Es,
+(dbs,9s5, T b, s, — s, b, T As,, dbs;)es,

dpsg = 4bs,qbs,

Avs = 9bs,qp, T 9b,qbs, — Qse, QS07 + s, qse7
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qses = qb52q597 - qb2q507 + qsez qu7 + qSOZ qb7
Qo5 = 9bs,9so, T Aby9se, — se,qb; T dso,dbs,

p*(q*r*) = qb58 + qbgeb + q_sesese + q_sosesof QDss' qbg’ qsea' qsos € R (3'11)

3.9=3.11 oldugundan ispatimiz tamamlanmis olur.
Ozellik 3.1.3: Stper kuaterniyon carpimi sagdan ve soldan dagilmalidir.

Ispat:  p*(q¢"+7r) =p*q¢* +p*r*ve (p* + ¢ )r* = p*r* + q*r* oldugunu gosterecegiz,

q" = 1qps, + qp,€p + Qs €5, + Asy, €5y Absyr byr Asepr Dsy, E R

*

P* = 1qps, + dp,€p + qs,, €5, + dsy,€s,  Abs,» Abys s, ds,, € R

*

ro= 1qbs4 +qp.ep t Qs,,Cse + Qso,€s0  Absy by s, s, € R*

seklinde tanimlansin.
p*(q"+717) = (qbsz +qp,ep t s, Es, + s, eso)((qb51 + gp,ep + s, Es, + ngleSO)

+(Qbs4 + CIb4eb + qse4 ese + qso4 eso))
q* +7r = (qb51 + qbleb + QSelese + QSoleSO) + (Qbs4 + qb4eb + CIse4ese + qso4eso)

qg+rt= (Qbsl + Qbs4) + (le + Qb4)eb + (QSel + QSe4) es, T (QSOI + QS04)350

q* + r* = qug + qbgeb + qsegese + q509850; qbs9’qb9’qseg’ q509 € R*

(g +r7) = (qbsz + dp,ep t qs,, 85, T ds,, eso) -(Absy + Avsen + s, €5, + s, €5,)
= Qbs,Absy T Abs,qbo€b T Abs, s, €5, T Abs, dso, €so
+4b,9b50€p T qb,9bs €€ t Ab,4s,,€p€s, + Ab,As,, EEs,
+Gs,, QbsyCse F s, by 5080 + Use, Usoy €5, €5, T e, Uso, €540
sy, dbse€sy T Aso, Abe€5€b T Usy, Use, €50se T s, Tso, €500
= Qbs,qbsy T Abs,qbe€b t Abs, s,y €se T Abs, s, Eso
+Ab,dbs,€b + b, 050 + qb, s, €5, + Ab,qs,, (—E5,)
+ds,,dbse€s, T s, Abe (—€s,) + ds,, 5,0 + s, s, (—€p)
+0s,,qbse€so T sy, Abe€s, T Usy, se, @b T Asy, s, 0

= Qbs,qbse + (Abs, by T+ b, Absy — s, Aso, + s, Tse, ) €D

35



+(4bs,4s,, — qb, 950, T Gs,, Absy T s, bs)Es,
+(Abs, 50, T by Aspy — Dse, Abs T Aso, Absy)es,
qbslo = quZ qb59

qb]_o = quz qbg + qbz qug - qsez q509 + qSoz qSeg

Ase,, = 9bs; CIseg — (p, CIsog + se, dbs, + s, 9bs
QSolo = (ps, q509 + dp, q_seg - qsez dp, + qs(,z 4ps,

p*(q* + r*) = Qbsloqbs7 + qbloeb + qSeloeSe + qSoloeSO qbslol qblO’ qselol q5010 € R* (3'12)

pq-+pr= (Clbs4 + qp,ep t 45,65, T q504350)

+ ((QDSZ + qbz €p + QSez ese + QSOZ eso) c (qbs4 + Qb4eb + QSe4ese + QS04 eso))

prt = (qbsz + dp,ep + Gs,, s, T s, eso) : (Qbs4 + dp,ep + Gs,, Es, T sy, Eso
= Qqps,qps, T 9bs,qp,6p T qbs, QSe4 €s, + Qps, QS04 €s,
+4b,9bs,6p t db,90,€0€p + Ab,€19s,, €085, T Ab,4s,, €nEs,
s, qbs,€se + s, Ab,Cs5.€b T Gs,, se, €scse T s, so, EseCso
+qS02 Qps,Cs, T s, qb4 €50 € + so, e, €50 Cse + 5o, 50, €50 €50
= Qbs,qvs, t Abs,9b,€p t Abs,9s,, €s. T Abs, s, Eso
+qp,qps,6p + qb, 95,0 + b, 4s,, €5, T Qb2q504eb(—ese)
+4s,,dbs,8s, + 4s,, 90, (—€s,) + 4s,,4qs,,0 + ds,,qs,, (—ep)
+0sy, Abs, s, T sy, qb,85, T sy, s, €0 T sy, s,, 0
= Qbs,bs, T (Aps, b, + Ab,qbs, — s,, 5o, T D50, 90, )b
+ (qbsz se, — b, so, T se,dbs, T dso, CIb4) €s,
+ (qDSZQS04 + av,4s,, — 9s., 90, T+ QSOZQbs4) €s,

CIbsll = ququS4

qb11 = quZ qb4 + qbz qu4 - qSeZ q504 + qSOZ qSe4_

qsell = quZ qse4 - qbz q504 + qSez qu4 + qSOZ qb4
Qso,, = 9bs,9s,, + qp, Ase, — Ase, b, + sy, 9ps,

p*r* = qb511 + qb11eb + qsell eSe + q5011 eSo qbsll’ qbll' qsell’ qSoll € R* (313)
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pPq +pT= (Qbss + dpsep + qs, 5, T CIsoseso) + (Qbsll + qp, 80 + s, €5, T CIsoneso)

= (Qbss + qbsll) + (qbs + qbll)eb + (QSQS + QSell)ese + (qsos + qsoll)eso

qb512 = qus + qb511
dp,, = 9 + qb,,
QSelz = CISES + CIsell

q5012 = qSOS + qSo11

p*q* + p*r* = qb512 + qblzeb + qSelz eSe + qSOlZ eSo qbslz’ qb12’ qselzl qSOlz € R* (314)
p (@ +1) =pq +pr’

burada (3.12) ve (3.14) den esitlik goriiliir. Diger taraftan ise,
oldugunu gosterelim.

*

"+ 0" = (bs, + Qn,eb + Gs,, 5, + so, 5, ) + (Aos, + v, €5 + s, €5, + Gs,, €5, )

= (bs, + Gs,) + (@5, + @b, )ew + (as,,, + s, ) €5, + s, + s )5,

Abs,; = 9bs, T qbs,

dpys = 9p, T b,

Gsepy = s, T+ e,

Gso,, = sy, F Gso,

P*+a" = Qps,;; + v, + As, €5, T Asp €50 bsizr Abyzr Dseyyr dso,, ERT(319)

@ +q)r = (CIbslg, + dpyzep T ds,,, s, T s, s, ) (qm +dp,ep + s, €5, + qso4eso)
= Qbs,39ps, T Abs,39b,€b T Abs;3ds,, €se T Absy3so, Eso

+4p,.9ps,6p + 9b,590,€0€p t qp,,9s,,€b€s, T qb,5s,,€bEs,
4 4

+CI5913 Qbs4 ese + CIsel3 CIb4 eseeb + QSeB QSe4 eseese + q5e13 qso4 eseeso
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sy, Abs4€sy T Aso,, AbsCso€b T Asy, Use, Ese€se T sy, D50, €50C50
= Qbsy39ps, T Abs,390,€b T Abs;39s,, €se T Absy39so, Eso
+db,;dbs,€b + b5 5,0 + Ay, s, (€s)) + b, 9s,, (—€s,)
+ds,,, Abs,Cs, T s,,, b, (—€s,) * s, , 45,0 + ds,,, . qs,, (—€D)
t0s,,, Abss€so T s, Abs€s, T dsg,, D5, b T sy, 950, 0
= Qbs,3qbs, + (Abse b, T+ Aby3bs, — Asey, Dso, T dso,, 5., )b
+(dbs,39s,, — b139s0, T Aseyy Ibs, T sy, b, )Es,
+(dbs,39s0, T Abs395,, — seyy qbs T sy, Abs,)Es,
Qbsis = 9bsi39bs,
qb1s = Absy3 by T AbysQbs, — Dsey; s, T Dso,5Dse,
Dse,, = Absisse, ~ Ab139so, T Tse,3Abss T so,, b,
Dso,, = Abs13so, T Aby3Tse, — Dse,, by + Aso,, Abs,
@+ 97" = qps,, T qb,, + ds,, €5, T sy, €50 Dbsyar Dbygr Dseyy Dso,, ER™ - (3.16)
(3.13) ve (3.10) daki degerleri burada kullanalim;
D1+ @7 = (Qsyy + oyy €0 + Qo €5, + G0y, €50) + (bs, + Ay00 + s, €5, + sy 5, )
= (absy, + bs,) + (@by, + b, )es + (s, + s, ) €50 + (oo, + Gso, )65,
Abs,s = 9bs,; T Dbs,
4v,. = 9p,, T 9,
so,, = Gspyy T Gse,

q5015 = q5011 + qSO7

P+ QT = Qps,s + v+ As,, €5, sy €5y Absigr Abys sy 5o, ERT 0 (3.17)
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(3.16) ve (3.17) den asagidaki esitlik saglanr,

(p* + q*)r* = p*r* + g1

sagdan ve soldan dagilma 6zelligini sagladigi i¢in siiper kuaterniyonu dagilmalidir.
Ozellik 3.1.4: Siiper kuaterniyon garpimi degismeli degildir.

Ispat: Tablo 2 de gosterildigi iizere, €s,8s, * €s,€s, oldugundan degismeli olmadigi goriiliir.

3.2. Super Kuaterniyon Cebiri

H* =1{q" = qvs + qvep + qs,85, + dsy€sr  dbs v Gs,» s, € R’}
(H*,®,R", +,.,0) cebir oldugunu sdyleyebilmemiz i¢in asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.
1. iki siiper kuaterniyonun ¢arpimi yine bir siiper kuaterniyondur.
Ispat: Bunun ispatin1 6zellik 3.1.1 de gosterdik.
2. Siper kuaterniyon garpimi bilesimlidir.
Ispat: Bunun ispat1 6zellik 3.1.2 de gosterdik.
3. Super kuaterniyon g¢arpimi soldan ve sagdan dagilimlhdir.
Ispat: Bunun ispat1 dzellik 3.1.3 te gosterdik.
4. Super kuaterniyon ¢arpimi degismeli degildir.

Ispat: Tablo 2 de gosterildigi gibi epes, * es,ep oldugundan degisme ozelligine sahip
degildir.

Dolayisiyla {H*,@,R", +,.,0O} sistemi bir cebirdir. Fakat degismeli degildir. Bu cebire
stiper reel kuaterniyon cebiri denir.
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3.3 Super Kuaterniyon Matrisi

1. Boliimde temel kavramlari gdstermistik, bu bolimde bir siiper kuaterniyon matrisini

tanimlayacagiz.

q" = qps + qpep + 4s.8s, T qs,€s,

= (qps + qvep) + (q_se + qsoeb)ese
a1 = qps T qpep Ve a; = (s, +qs,€p g =a+ azes, € H*

bu kabule gore;

*_
q = a1+azese

veya

q" = a, + e,
yazabiliriz.
q" = 1(qps + qrep) + (gs, + ds,ep)es,
olup burada {1,es,} baz olur.
H™ 1n matris gosterimi elde etmek igin;
T:H* - Hom(H*,H")
q —>Tg
Stiper uzayda bu doniisiim daha agik olarak,
Ty:H” > H”
¢ =Tq (@) =(a)'q"
seklinde ifade edilir.

Hom(H*,H") = {T,:q" € H"} kiimesi H" {izerinde bir siiper vektor uzaydir. Boylece her
bir T+ lineer doniisiimiine H* da 2x2 tipinde bir matris karsilik gelir. Herhangi bir

q" = a; +azes, € H" igin;
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Tp(1) =1q" = 1(a, + azese) = a; + aze;,

Tq*(ese) = ese(al + azese) = ai€5, T aze5.e5, = ai65, + 2,0 = ayeg,

olduguna gore bir siiper matris kisaca asagidaki bigimde ifade edilir,

#=(o @)

34. Siiper Kuaterniyon Matrisinde Toplama Ve Skaler ile Carpma

Tanim 3.4.1: A* ve B* ayni tipte iki sliper kuaterniyon matrisi olsun, yani ayn1 sayida satir

ve kolona sahip, 2 x 2 matrisleri olsun.

a=(g @)= )

A" ve B* toplam1 A* + B* yazilir veya karsilikli elemanlarin toplamiyla olugsan matristir:
. . _ (1 QA Az a4\ (a;taz a+ta,
a+8 =(g )+ (o a—3)—( 0 a_1+a_3)

A* matrisi bir k skaleri ile carpimu, k; A* veya kA" yazilir A* m her bir elemaninin k ile

carpilmasiyla elde edilen matristir:

*x al a2 _ ka1 kaz _ ka1 kaz
kar =k (g a—l)‘(ko ka_l)_( 0 ka_1>

A* 4+ B* ve kA® matrislerinin de 2 X 2 tipindeki matrisler oldugunu sdyleyebilir.
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4, SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez ¢alismasinda oncelikle reel uzayda kuaterniyonlar ve uygulamalari tizerine yapilan
caligmalar dikkate alinarak sUper uzayda kuaterniyonlar tanimlanmis, bazi geometrik
ozellikler incelenmistir. Yanisira, slper kuaterniyon yapist ile kuaterniyon matrisleri

tanimlanmis Ve matrisler lizerinde temel islemler incelenmistir.

Z, dereceli cebir ozelliklerini kullanarak siiper sayilar yardimiyla, super uzaydaki
kuaterniyonlar1 olusturduk. Stper kuaterniyonu q" = qps + qpep + qs,€s, + qs,€s,
seklinde, qps, qp, Qs,, qs, € R* reel siiper sayilar1 ve { 1, ey, e ,e5} bazi ile tammlanir. Bu
tanimlamada 6zellik 2.4 ve 6zellik 2.5 de ifade edilen a- sayisi ve c-sayis1 olarak tanimlanan

super sayilarin 6zellikleri kullanilmistir. Bu ¢alismadan asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir:

v" Sliper uzadaki kuaterniyonlar, stiper sayilar yardimiyla gelistirilebilir.
v Kuaterniyonlar gergel ve karmasik sayilar gibi bir say1 sistemi gibi gosterilebilir.
Gergel sayilarin bir bileseni karmasik sayilarin iki bileseni varken kuaterniyonlarin

dort bileseni vardir.

—

v' Bir kuaterniyon, Vg € H, q =5,+V, olarak tanimlandiginda, burada S, skaler

kisim V(; da vektorel kisimdir. Buna gore sliper kuaterniyon icin de Vq* € H* ve q* =

—_—

Sq" + V," olarak benzer bigimde skaler ve vektorel kisimlar gosterilebilir,

v" Siiper kuaterniyon ¢arpimini tablo 2 de ifade edildigi gibi olusturulmustur.

Diger taraftan, hem kuresel hemde yerel simetri ilkeleri, modern pargacik fiziginin temel bir
Ozelligidir. Siiper uzay, siiper simetri sergileyen bir teorinin koordinat uzayidir. Super uzay

caligmalari, geometri, analiz, cebir ve topolojide yer bulmaktadir.

Geometride kuaterniyonlar 3- boyutlu mekanikte kinematik sistemlerde kullanilir.
Ayrica belli bir eksen etrafinda donen koordinat sistemlerinin oldugu problemlerde
kullanilir. Dolayisiyla dontisim yapmak i¢in euler agilar1 yerine kuaterniyonlar
kullanilabilir. Siiper uzay ve siiper simetri calismalari ise, evrenin yapisini ¢éziimiinde
sikca kullan kavramlardir. Sonug¢ olarak siiper kuaterniyon c¢alismasinin da
bahsettigimiz bu sebeplerden dolay), ileride o6nemli bir yere sahip olacagini

disinmekteyiz.
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