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KESIRSEL MERTEBEDEN BAZI TUMOR-BAGISIKLIK MATEMATIKSEL
MODELLERI VE KARARLILIK ANALIZLERI

) Ercan BALCI
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Doktora Tezi, Aralik 2022

Damisman: Prof. Dr. IThan OZTURK

OZET
Dort boliimden olusan bu tezin amaci, tam deger fonksiyonlu, conformable
kesirsel mertebeden tiimor-bagisiklik etkilesimini tanimlayan matematiksel

modellerin dinamik davranislarini incelemektir.

[lk bsliimde, kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler ve fark denklemleri ile

ilgili temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde, adi diferansiyel denklemlerle olusturulmusg bir tiimor-bagigiklik
sistemi modelinin, hem Caputo hem de conformable kesirsel mertebeden tiirev
iceren versiyonlari ele alindi. Yine tigiincti boliimde, gecikmeli adi diferansiyel
denklemlerle olusturulmus bir tiimér modelinin Caputo ve conformable
kesirsel mertebeden versiyonlar1 goz oniine alindi. Ele alman conformable
kesirsel mertebeden matematiksel modellere, tam deger fonksiyonlarinin
kullanilmasina dayali bir ayriklastirma islemi uygulanarak, iki boyutlu fark
denklem sistemleri elde edildi. Her bir sistemin pozitif denge noktalarinin
kararlilik ve catallanma analizi yapildi. Lyapunov iistellerinin hesaplanmasi ile
sistemlerde kaotik yapilarin olustugu gosterildi. Son olarak, Caputo kesirsel
mertebeden diferansiyel denklemlerle olusturulan modellerle, conformable
kesirsel mertebeden modelin ayriklastirilmasi sonucu elde edilen ayrik zamanh

modellerin dinamik davranislar: karsilastirildi.

Dordiincti bolim ise sonug ve Onerilerden olusmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tiimor modelleri, Caputo kesirsel tiirev, Conformable tiirev,
Tam deger fonksiyonlu ayriklastirma, Neimark-Sacker,
Hopf catallanmasi,  Gecikmeli kesirli diferansiyel

denklemler, Fark denklemleri.
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SOME FRACTIONAL ORDER TUMOR-IMMUNE MATHEMATICAL
MODELS AND STABILITY ANALYSIS

Ercan BALCI
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
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Supervisor: Prof. Dr. Ilhan OZTURK

ABSTRACT

The aim of this thesis, which consists of four parts, is to examine the
dynamical behavior of conformable fractional order mathematical models with

piecewise-constant arguments describing the tumor-immune interaction.

In the first chapter, basic definitions and theorems about fractional order

differential equations and difference equations are given.

In the second chapter, both Caputo and conformable fractional order versions
of a tumor-immune system model constructed with ordinary differential
equations are discussed. Also in the third part, Caputo and conformable
fractional order versions of a tumor model constructed with delayed ordinary
differential equations are considered. Two-dimensional difference equation
systems are obtained by applying a discretization process based on the use of
piecewise-constant functions to the conformable fractional order mathematical
models.  Stability and bifurcation analysis are made around the positive
equilibrium points of each system. It is shown that chaotic structures exist
in systems by calculating the Lyapunov exponents. Finally, the dynamical
behaviour of the models constructed with Caputo fractional order differential
equations and the discrete time models obtained by discretizing the conformable

fractional order model are compared.

The fourth chapter consists of conclusion and recommendations.

Keywords: Tumor models, Caputo fractional derivative, Conformable
derivative, Piecewise constant arguments, Neimark-Sacker, Hopf
bifurcation, Fractional delayed differential equations, Difference

equations.
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GIRIS
Kanser, hiicre DNA’sindaki hasarlar sonucunda, hiicrelerin kontrolsiiz veya
anormal sekilde biiyiimesi ve ¢ogalmasidir. Bu hastalik olduk¢a kompleks
bir dizi mekanizma sonrasinda ortaya c¢ikmaktadir ve gecmiste oldugu gibi
glinimiizde de en ciddi saglik sorunlarindan biridir. ~ Amerikan Kanser
Dernegine gore Amerika Birlesik Devletleri'nde her yil bir milyondan fazla
insana kanser teshisi koyulmakta ve her yil 500.000’den fazlas1 kanserden
hayatim1 kaybetmektedir. Bu hastaligin tedavisinde cerrahi, radyoterapi ve
kemoterapi gibi {i¢ geleneksel yaklasim vardir. Kanser cerrahisi en eski kanser
tedavi yontemlerinden biri olup halen daha kanseri teshis etmek ve tedavi
etmek amaciyla etkili bir sekilde kullanilan bir ameliyat yontemidir. Kanser
radyoterapisi ile kanser hiicrelerini yok etmek igin ilgili tiimor bolgesine X
1s1nlar1, gama 1sinlari, elektronlar veya protonlar gibi ytiksek enerjili parcaciklar
veya dalgalar gonderilir. ~ Radyoterapi, kansere karsi en sik kullanilan
tedavilerden biridir. Her 10 hastadan yaklasik 4'ii tedavilerinin bir parcasi olarak
radyoterapi tedavisi gormektedir. Kanser kemoterapisi, kanser hiicrelerinin
cesitli ilaclarla oldiiriilmesi fikrine dayanir. Son yillarda yukarida bahsedilen
geleneksel tedavi yontemlerine ek olarak kanser tedavisinde immiinoterapi gibi
yeni yaklagimlar da gelistirilmektedir. Immiinoterapi, dogal bagisiklik sisteminin

gliclendirilmesine dayali bir yontemdir [1,2].

Birbiri ile uyum igerisinde ¢alisan iki ayr1 bagisik yamit mekanizmas: vardir:
Dogal ve edinsel (kazanilmis) bagisik yanit. Dogal bagisik yanit elemanlars,
edinsel bagisik yanitlarin uyarilmasinda 6nemlidir. Edinsel bagisiklik sistemi
ise dogal bagisiklik yanit elemanlarmi da kullanarak dogal bagisik yamiti
kuvvetlendirir. Iki tip edinsel bagisik yanit mekanizmasi vardir. Bunlardan
ilki olan hiimoral bagisik yanit, B lenfositler tarafindan olusturulan, antikor ad:
verilen proteinlerce ortaya cikartilir ve hiicre dis1 patojenleri ortadan kaldirmada
etkilidir. Hiicresel bagisik yanit, hem bagimsiz olarak hem de tiimor hiicreleriyle
miicadele etmek i¢in T-lenfositler tarafindan ortaya cikartilir.  Sitotoksik T

hiicreler tiimor hiicrelerini yok etmekle gorevlidir. ~ Yardimc: T hiicreleri
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timor hiicrelerini 6ldiirmezler, fakat gesitli sitokinler salgilayarak sitotoksik T

hiicrelerini (CTL) aktive ederler [3].

Son yillarda bu hastaligin tedavisinde tip bilimi kadar matematik biliminin de
vazgecilmez bir ara¢ oldugu kabul edilmektedir. Matematikgiler, diferansiyel
ya da fark denklemlerini kullanarak olusturduklar1 matematiksel modeller
araciligy ile kanser kaosunu ¢ozmeye calismaktadirlar [4]. Literatiirde timor
hticreleri ile bagisiklik sistemi hiicreleri (efektor hiicreler) arasindaki rekabeti adi
diferansiyel denklemler ile tanimlayan bir¢ok matematiksel model onerilmistir
[5-10]. [5] calismasinda, Kuznetsov ve arkadaslari, asagidaki matematiksel

modeli onermistir:

E
Cil—t:s+F(E,T)—mET—dE,

Cil—f =aT(1-0bT)—nET. (1)
Burada E efektor hiicrelerini (EC), T timor hiicrelerini (TC) ve F(E,T)
fonksiyonu ise efektodr hiicrelerinin ilgili timor bolgesindeki birikimini temsil
eder. Parametrelerin biyolojik anlamlari, Tablo 2.1 ve Tablo 3.1’de verilmistir.
Galach, [11] galismasinda, birikim fonksiyonunu, F(E,T) = 6FET seklinde

varsaymis ve (1) modelini asagidaki forma indirgemistir:

dE
— =s+ o ET — dF,
a v)

burada a; = 6 — m olarak alinmistir. (2) modelinin boyutsuzlastirilmis hali

dx
— =0 +wxry — oz,
dt
3)
dy _ yy(1 = By) — zy
dt

seklinde olup, burada = ve y, EC ve TC’lerin boyutsuz yogunluklari, x = E/E,

y="T/Ty, B = bTy, n;‘jlb, o= w = ay/n, Ey ve Tj baslangi¢ kosullaridur.

s
nkoTy’
Kuznetsov ise F' fonksiyonunu

pET
r—+T

F(E,T) =
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formunda goz oniine alarak, (1) modelinin asagidaki boyutsuzlastirilmis halini

elde etmistir:

dx wry

— =0+ —>— — puxy — oz,
dy

— = 1-— — 2.

o = (L= By) —zy

Burada z ve y, EC ve TC'lerin boyutsuz yogunluklaridir, x = E/E,, y = T/T,

S5 __
nFEoTy’

kosullar1 z(0) = xy > 0 ve y(0) = yo > 0 olarak alinur.

Baz1 arastirmacilar, deneysel verilerin tiimor hiicre boliinmesi evresinde bir
gecikme zamani oldugu yoniinde sonuglar verdigini gozlemlemislerdir [11-
17]. Baker ve arkadaslari, hiicre boliinmesi evresinde gecikme zamanim goz
oniine alan matematiksel modellerin yani gecikmeli diferansiyel denklemlerle
olusturulan modellerin, klasik adi diferansiyel denklemlerle olusturulan

modellere gore daha gercekci sonuglar verebilecegini gostermistir [12].

Galach, (3) modelinin gecikme parametresi iceren versiyonunu

de _ o+ wz(t —71)y(t — 1) — Iz,

dt 5)

dy
- = vy(l — By) — zy

seklinde ele almistir.

Khajanchi ve Banerjee [18], (4) modelini gecikmeli diferansiyel denklemleri

kullanarak asagidaki gibi diizenlemistir:

dr _ by wr(t =7yt —7) .
dy

i yy(1 — By) — xy.

Son yillarda kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler bir¢ok arastirmacinin
dikkatini ¢cekmektedir. Bir¢ok biyolojik ve fiziksel olayda mevcut olan sistem
hafiza etkisi ve kalitsal oOzellikler, bu diferansiyel denklemler vasitasiyla
yansitilabilmektedir [19]. Bu o0zellik kesirsel mertebeden diferansiyel
denklemlerle olusturulan matematiksel modellerin, adi diferansiyel

denklemlerle olusturulan modellere gore daha basarii sonuglar vermesini



4

saglamaktadir [19-21]. Kesirli tiirevlerin diger bir 6nemli 6zelligi de bu
tirevlerin lokal olmamasidir. Oysaki tam say1r mertebeden tiirevler lokaldir.
Dolayisiyla, kesirli dinamik sistemlerde degiskenin durumu, sadece onun su anki
veya yakin zamandaki durumlarina degil ayn1 zamanda ge¢mis zamanlardaki
(evrimsel) durumlarma da baghdir. Yukarida bahsettigimiz 6zellikten dolay:
kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler fizik [22,23], kimya [24], tip [25],
miihendislik [26], finans [27], biyoloji [28-30] gibi bircok alanda basarili
uygulamalara sahiptir. Kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler, tiimor
ve bagisiklik hiicreleri arasindaki etkilesimleri inceleyen bazi calismalarda
da kullanilmistir [31-36]. [31] makalesinde, kesirsel mertebeden Gompertz
biiytime modelini ele alinarak, 0.68'nci mertebeden kesirsel Gompertz modelinin
deneysel veri kiimesine, tamsay1 mertebeden Gompertz modeline gore daha iyi

bir uyum sagladig1 gosterilmistir.

[34] calismasinda, (3) modelinin Caputo anlamda kesirsel mertebeden versiyonu
D%x(t) = 0 + wry — Iz,
) @)
D*y(t) = vy(1 = By) — xy
seklinde ele alinmustir. Yine (4) modelinin Caputo kesirsel mertebeden versiyonu

[35] makalesinde

Wy

Dx(t) = 0 + —— — pxy — ox,

{ ) n+y (8)
D%y(t) = vy(1 — By) — zy

seklinde g6z oniine alinmistir. (8) modelinin gecikmeli versiyonu Rihan ve

arkadaslar1 tarafindan [36]

n+ylt—7) 9)

{Dax(t) =0+ walt = Tylt—7) _ px(t — )yt —7) — ox,
D%(t) = vy(1 = By) — 2y

seklinde onerilmistir.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel mertebeden dinamik sistemler biyolojik
ve fiziksel sistemlerde varolan hafiza etkisini barindirirlar ve bu nedenle diger
kesirsel mertebeden tiirev tanimlarina gore biyolojik ve fiziksel olaylar1 daha
basarili bir sekilde modellerler. Fakat Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel

mertebeden tiirevler bazi handikaplara sahiptir. Caputo kesirsel mertebeden
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tirev sadece diferansiyellenebilir fonksiyonlar igin tanimlidir. Ayrica, her iki
tiirev de bir integral denklemi ile tanimlanir ve bu integral denkleminin ¢ekirdegi
lokal olmayip bir tekillie sahiptir. Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel
mertebeden tiirevlerde goriilen handikaplar: ortadan kaldirmak i¢in yeni kesirsel
mertebeden tiirev tanumlar1 ortaya atilmustir [37-40]. 2014 yilinda Khalil ve
arkadaslar1 conformable kesirsel tiirev adi1 altinda yeni bir kesirsel mertebeden
tirev tanimlamislardir [40]. Bu tiirev, tiirev almada bize oldukca yardima
olan carpim kurali, b6liim kurali ve zincir kurali gibi Caputo tiirevde olmayan
birtakim 6zellikleri saglamaktadir [41]. Bu tiirev kesirsel tiirev olmasa da kesirsel

bir mertebesi vardir ve klasik tam say1 mertebeden tiirevin dogal bir uzantisidur.

Literatiirde, conformable tiirevin cesitli biyolojik ve fiziksel uygulamalar:
mevcuttur [42—45]. Lojistik modelin conformable kesirsel mertebeden tiirevli

versiyonu Kartal ve Giircan tarafindan asagidaki gibi goz oniine alinmustir [46]:
ToN(t)=rN(t) (1 —aN(t) —bN(t)). (10)

Ayrica, Kaya ve Kartal, [47] calismasinda conformable kesirsel mertebeden

Toa(t) = ra(t) (1 - @) (11)
modelinin dinamik davraniglarini incelemistir. ~ Yine conformable kesirsel
mertebeden Lotka-Volterra av-avci modeli
Tarlt) = a(t) (r — kalt) — y(t)). .
Toy(t) = y(t) (=14 Bx(t))

[48] calismasinda ele alinmistir.

Kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢ogunun analitik ¢ozimii
bulunmaz. Bundan dolayi, literatiirde bu denklemlerin niimerik ¢oztimlerini
bulmak icin bir¢ok yontem gelistirilmistir. Adomian ayristirma [49], Adams
tipi predictor-corrector [50], Homotopi pertiirbasyon [51], Piecewise-constant
argument [52-54] vb. gibi metotlar bu tiir diferansiyel denklemlerin niimerik

¢ozlimlerini bulmada kullanilan metotlardan birkag tanesidir.

Tam deger fonksiyonlarina dayali ayriklastirma metodu, diferansiyel

denklemlere tam deger fonksiyonlar: katilmasi ve daha sonra bu denklemlere
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bir ayriklastirma stireci uygulanarak bir fark denklemi elde edilmesine

dayanur [55-57].

El-Raheem ve Salman [54],

T r

Doa(t) = pa([Lr) (1 _ x([fm) 150, 2(0) =g

tam deger fonksiyonlu lojistik modelin dinamik davranislarini incelemislerdir.
(10) conformable kesirsel mertebeden lojistik modelin tam deger fonksiyon iceren

hali
TEN(t) = rN (1) (1 — aN(t) — bN ([%]h))

seklinde ele alinmistir [46].

Yine (11) ve (12) conformable kesirsel mertebeden biyolojik modellerin tam deger

fonksiyonu igeren versiyonlari sirasiyla

ve

Toy(t) =
seklinde ele alinmistir [47,48].

{Ta:v(t) = (1) (r — ka(t) — y([F1]R) .
y h

Bu calismada, oncelikle Caputo kesirsel mertebeden (7) modelinin dinamik
davranislar: incelenecektir. Ardindan, (7) modelinin tam deger fonksiyonlu,
conformable kesirsel mertebeden versiyonu

T E(t) = o + wE(t)T([%]h) _SE(),

TT(t) =7T()(1 = BT(1) — E([%]h)T(t)

(13)

goz ontine alinacaktir. Burada, £(0) = Ey ve T(0) = T}, olmak tizere [t] ifadesi,
t € [0,00) igin ¢'nin tam say1 kismin1 gostermektedir, ~ > 0 ise ayriklastirma

parametresidir.

Yine (8) modelinin zaman gecikmesi eklenerek diizenlenmis hali

[} _ W_ €T —T)— 0Xx
{D ) =t = ) o (14)

Dy(t) = yy(1 — By) —x(t — 1)y



seklinde ele alinacaktir.

Simdi, (14) modeline eklenen gecikme parametrelerinin biyolojik anlamlarim
wx

n+y
gibi birikim fonksiyonu olarak adlandirilir ve tiimoriin, bagisiklik hiicrelerinin

aciklamaya calisalim. (8) modelindeki

terimi daha once de belirtildigi

cogalmasi tizerindeki uyarici etkisini temsil eder. Timor hiicrelerinin ortaya
¢ikmasma karsi bagisiklik tepkisi, uygun bagisiklik ajanlarmin ¢ogalmasini,
Ozel hiicre ve proteinlerin {iretimini baslatan sinyallerin iletilmesini gerektirir.
Bu fenomeni yansitmak i¢in, ayrik zaman gecikmesi 7, birikim fonksiyonuna
eklenmistir [11, 58, 59]. [58, 59] calismalarinda, bu ayrik zaman gecikmesi =
degiskenine degil, yalnizca y tiimor hiicreleri degiskenine eklenmistir. Zira,
bu stirecin, (2'(t)/z(t)) buiytkliigiintin birim zamandaki degisimine gore ele

alinmasi gerekir. Bu yaklasim, Hutchinson tarafindan gecikmeli lojistik modelin

tiretilmesindeki mantikla aynidir [60]. Sonug olarak, (8) sistemindeki wj_y
nry
t —
teriminin yerini, (14) sistemindeki M terimi alir.
n+y(t—r7)

Timor hiicreleri, efektor hiicreler {izerinde uyarici bir etkiye sahip olduklar:
gibi, oltimciil bir etkiye de sahiptir. Bu etki, (8) modelindeki —uzy terimiyle
temsil edilir. Yine, bu 6liimciil etki karsiliklidir. Dolayisiyla, ikinci denklemdeki
—xy terimi, efektor hiicrelerinin timor hiicrelerine karsi savunmasini temsil
eder. Bu mekanizmanin hiicre i¢indeki dinamikleri oldukca karmasiktir ve tam
olarak anlagilamamgtir. Ancak yine de bu mekanizmanin iki ana ayag1 oldugu
sOyleyenebilir: B lenfositlerinin {irettigi antikorlarin aracilik ettigi humoral
bagisiklik ve T lenfositlerinin aracilik ettigi hiicresel bagisik yant [61]. Efektor
hiicreleri, tiimoér-immiin kompleksleri olustugunda, kétii huylu tiimor bolgesi
cevresinde daha fazla efektor hiicre aktive eden ve onlar1 yok eden sitokinler
yayarlar. Ancak, bazi sitokinlerin aktarilmasi zaman aldig: icin bu anlik bir
siire¢ degildir [58]. Bundan dolayi, (8) sistemindeki zy teriminin yerine, (14)
sistemindeki gecikmeli z(t — 7)y terimi konulmustur. Bu gecikme y timor
hiicre degiskenine degil sadece = efektor hiicre degiskenine eklenmistir. Zira,
bu stireci, (v'(t)/y(t)) buytukligliniin birim zamandaki degisimine gore ele almak
gerekir. Lotka-Volterra av-avc sistemi hakkindaki [62-64] makalelelerinde,

rekabet teriminde yalnizca bir degiskene ayrik zaman gecikmesi eklenmistir. Bu



tiir ayrik zaman gecikmeleri, saf gecikmeler olarak adlandirilmistir [62].

Yukarida da bahsedildigi gibi tiimor hiicreleri, bagisiklik sistemini etkisiz hale
getirme ozelligine sahiptir. Bu mekanizma, lokal immiin baskilama, tolerans
indiiksiyonu ve T hiicre sinyallemesinde sistemik disfonksiyon gibi gesitli
siiregleri igerir. Tumor hiicreleri, bagisiklik hiicreleri tarafindan yok edilmeyi
onlemek icin farkl yollar da kullanabilir. Bu mekanizma es zamanl bir sekilde
calismaz. Bu nedenle, bu fenomeni daha iyi yansitmak icin sisteme ayrik zaman
gecikmesi 7 eklenir. Yukarida agiklanan yaklasim kullanilarak, yalnizca y timor
hticre degiskenine 7 gecikmesi eklenir ve (14) sistemindeki pzy(t — 7) terimi elde

edilir.

(14) modelinin tam deger fonksiyonlu, conformable kesirsel mertebeden

versiyonu ise

h (15)
T,T(t) = AT(t)(1 = BT(1)) - E(JH)T()

o

seklinde ele alinacaktir. Burada, F(0) = Ey ve T'(0) = T}, olarak alinir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez boyunca gerekli olacak temel tanim ve teoremler verilecektir.
Oncelikle cesitli formlardaki kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler
tanitilarak temel oOzellikleri verilecektir. ~Daha sonra, bu tiir diferansiyel
denklemlerle olusturulan dinamik sistemlerin kararlilik ve catallanma analizi
gibi dinamik ozelliklerine deginilecektir. Yine kesirsel mertebeden gecikmeli
dinamik sistemlerin bazi temel 6zelliklerinden bahsedilecektir. Son olarak, fark
denklemi ve fark denklem sistemlerinin ¢6ztim analizi, kararlilik ve catallanma

gibi dinamik 6zelliklerine yer verilecektir.
1.1. Kesirsel Mertebeden Diferansiyel Denklemler

1.1.1. Kesirsel Mertebeden Baz1 Tiirev Tanimlar: ve Ozellikleri

En sik kullanilan kesirsel tiirev tanimlarindan biri olan Riemann-Liouville

kesirsel integrali ve tiirevi asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tanim 1.1.1. [65] g : (a,00) — R stirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
g fonksiyonunun n > 0, n € R mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

1

Rale) = 5 / (o — O g(t)de (L.1)

seklinde tanimlanr.

Tanim 1.1.2. [65] g : (a,00) — R stirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

g fonksiyonunun o > 0, a € R mertebeden Riemann-Liouville kesirli ttirevi

oy L odr [t g(Q)dC
Dot = M=y ), e o 2
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olarak tanimlanmir. Burada n —1, @ min tam deger kismi olmak tizeren—1 < a < n

olup; I', Euler Gamma fonksiyonunu temsil etmektedir.

Riemann-Liouville tiirev taniminin, baslangi¢ deger problemlerine uyumsuzlugu

nedeniyle, Caputo kesirli tiirev tanimi ortaya atilmstir.

Tanim 1.1.3. [65] Reel degerli g fonksiyonunun o > 0 mertebesinden Caputo

C Mo B 1 ! g(”)(C)dC
D0 = i | Tge

seklinde tanimlanir, burada n bir tamsayidir ven — 1 < a < n.

kesirli tiirevi

Caputo kesirli tiirevin Laplace dontisiim formiilii

n—1

L{EDg(t)} = s*G(s) = ) s* """ D(0) (1.3)

k=0
seklinde olup, burada G(s) fonksiyonu ¢(¢)nin laplace dontistimiidiir ve G(s) =
Jo e *g(t)dt olarak tanimlamir. Caputo tiirevinin Laplace dontigiimii, ¢(t)
fonksiyonunun ve tiirevlerinin ¢t = 0 noktasindaki degerlerini igerir. Dolayisiyla,
g(0) degerine hareketlinin baslangi¢c durumu, ¢'(¢) degerine hizi, ¢”(t) degerine
de ivmesi gibi fiziksel yorumlar getirebilir ~Bu da sabit katsayili lineer
kesirsel mertebeden diferansiyel denklemleri, klasik formda baslangi¢ kosullar:

kullanarak ele alma agisindan oldukga faydalidir [65]. Bundan 6tiirii, uygulamal

problemlerde Caputo kesirsel tiirev tanimi daha yaygin olarak kullanilir.
Simdi, Caputo kesirsel tiirevin bazi 6zelliklerinden bahsedelim:
(i) Gosterim: n —1 < a <n,n €N, a € Rve g(t) fonksiyonu igin D*g(t) kesirsel
tiirevinin var oldugunu varsayalim. O zaman
D%g(t) = J"*D"g(t).

Yani, Caputo anlaminda «. mertebeden tiirev, n. mertebeden tiirevin ardindan,

(n — «) kat integral alinarak elde edilir.

(ii) Interpolasyon: n —1 < a < n,n € N, a € R ve g(t) fonksiyonu i¢in Dg(t)

kesirsel tiirevinin var oldugunu varsayalim. O zaman, asagidaki esitlikler
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saglanir:

lim D%(t) = g™ (t),

a—n

lim D(t) = g" (1) — g™ (0).

a—n—1

(iii) Lineerlik: n — 1 < o < n,n € N, a € R, A € C, ¢g(t) ve h(t) fonksiyonlar:
icin D%g(t) ve D*h(t) kesirsel tiirevlerin var oldugunu varsayalim. O halde,

Caputo kesirsel tiirev operatorii lineerdir, yani

D*(\g(t) + h(t)) = ADg(t) + D*h(t).

(iv) Degismeme Ozelligi: n — 1 < a < n,n € N, a € R ve g(t) fonksiyonu
icin Dg(t) kesirsel tiirevinin var oldugunu varsayalim. Caputo kesirsel tiirev

operatorii degisme 6zelligini saglamaz. Yani, genellikle

D*D™qg(t) # D™D“g(t).

Caputo kesirsel tiirev, klasik tiirevin sagladig1 bircok ozellige sahip olsa da
yukarida gordiigiimiiz degisme ozelligi gibi bircok 6zelligi de saglamaz. 2014
yilinda Khalil ve arkadaslari, [40] makalesinde, conformable kesirsel tiirev olarak
adlandirilan bir kesirsel tiirev yaklasimi ortaya koymustur. Bu kesirsel tiirev,

klasik tiirevin dogal bir uzantisi olarak asagidaki gibi tanimlanur:

Tanim 1.1.4. [40,41] 2 : [0,00) — R fonksiyonunun ¢t > 0 ve a € (0, 1] olmak

tizere a. mertebeden conformable kesirsel tiirevi

ﬂﬂm@):hmh@+fﬁﬂq—h@)

e—0 €

(1.4)

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda, a,b € [0,00) olmak tizere h : [0,00) — R

fonksiyonunun sol conformable kesirsel tiirevi

h(t +e(t —a)'=*) — h(t)

(T2h)(t) = lim - (15)
seklinde ve sag conformable kesirsel tiirevi ise
— )y
CTh () = — lim AEEO =D ) = h(H) (1.6)

e—0 g

seklinde tanimlanir.
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Simdi, conformable kesirsel tiirevin baz1 6zelliklerinden bahsedelim [41]:

() Tu(ah + g) = aTu(h) + Ta(g), Va€R,
(ii) T, (t*) = kt*—*, VkeR,
(iii) c sabit olmak tizere T,(c) =0,
(iv) Ta(gh) = gTa(h) + hTa(g),

(V) Tu(f) = Hlpete,

Simdi, conformable kesirsel tiirevin ilerleyen boliimlerde sik¢a kullanacagimiz
bir 6zelliginden bahsedecegiz. Eger h fonksiyonu klasik anlamda tiirevlenebilir

bir fonksiyon ise asagidaki esitlikler saglanir [41]:
(Tah)(t) = (t—a)' "W (t),  (QTh)(t) = (t —b)'“K'(t). (1.7)

Bu o6zellik, conformable kesirsel tiirevlerle olusturulan diferansiyel denklem
sistemlerinin, tam deger fonksiyonlarinin kullanilmasina dayali ayriklastirma

siirecinde kritik bir neme sahiptir.

1.1.2. Kesirsel Mertebeden Dinamik Sistemlerin Kararhhg:

Klasik anlamda bir diferansiyel denklem sistemi asagidaki formda ifade
edilebilir:
d

ZXW = [ X ), X(t0) = Xo.

Bu sistemin sol tarafindaki klasik mertebeden tiirev yerine kesirsel tiirev

alindiginda, kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemi elde edilir:
DgX(t) = f(t, X (1),  X(to) = Xo.

Sol tarafta Caputo kesirsel tiirev alinabilecegi gibi conformable kesirsel tiirev de
almabilir:

T§X<t) = f(th(t))7 X(tO) = Xo.

Oncelikle, sol taraftaki tiirevin Caputo baglaminda kesirsel tiirev oldugunu kabul

edelim ve Caputo baglaminda kesirsel mertebeden diferansiyel denklemleri
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ele alalim. Caputo baglaminda kesirsel diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
icin varlik ve teklik teoremlerine, [72, 73] kaynaklarindan ulasilabilir. Klasik
diferansiyel denklem sistemlerinde oldugu gibi kesirsel diferansiyel denklem
sistemlerinde de agik c¢oziimlere ulasmak genellikle miimkiin degildir. Bu
durumda niimerik yontemler kullanilarak, yaklasik ¢oziimler elde edilebilir.
Ancak, ¢oztimleri tam olarak elde etmeden de ¢oziimlerin davranislar: hakkinda
yorum yapmak miimkiindiir. Asagidaki teorem, Caputo baglaminda kesirsel

mertebeden diferansiyel denklem sistemleri igin kararlilik kosullarmi verir:

Teorem 1.1.1. [73, 74] Caputo baglaminda kesirsel mertebeden diferansiyel

denklem sistemini su formda ele alalim:
DX (t) = f(t, X(1), X(to) = Xo. (1.8)

J(X*), (1.8) sisteminin X* denge noktasinda elde edilen Jakobiyen matrisi olsun.

O halde;

(1) X* denge noktasinin yerel asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
J(X*) matrisinin tim \;, i = 1,2,...,n 6zdegerlerinin |arg(A;)| > & kogulunu

saglamasidir,

(2) X* denge noktasinin kararli olmasz igin gerek ve yeter kosul J(X*) matrisinin
tim \;, 7 = 1,2,...,n 6zdegerlerinin |arg(\;)| > % saglamasi ve |arg()\;)| =
% esitligini saglayan 6zdegerlerin ayn1 geometrik ve cebirsel katliliga sahip

olmasidar,

(3) J(X*) matrisinin baz1 \;,i = 1,2,...,n 6zdegerleri igin |arg(\;)| < % ise X*
denge noktas1 kararsizdur.

Simdi, yukaridaki kararlilik teoreminin, iki boyutlu kesirsel mertebeden

diferansiyel denklem sistemlerine indirgenmis versiyonuna bakalim.

Teorem 1.1.2. Iki boyutlu kesirsel diferansiyel denklem sistemi

Dex(t) = f(z,y),
{Day(t) = g(z,y) (1)
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Im(\)

Kararli
Bolge

> Re(\)
Kararsiz
Boélge

R

Sekil 1.1. Ozdegerlere gore kararlilik bolgeleri

seklinde tanimlanir, burada a € [0,1), 2(0) = o, y(0) = yo. E*, (1.9) sisteminin
denge noktasi ve J(£™), (1.9) sisteminin £* denge noktasinda tiiretilen Jakobiyen
matrisi olmak iizere J(E*) matrisinin p(\) = M + a1\ + ay karakteristik
polinomunu goz oniine alalim. Asagidaki kosullarin her biri, J(E*) matrisinin

A1z Ozdegerlerinin, yani karakteristik polinomun koklerinin, |arg(Ai2)] > %

sartin1 sagladigini garanti eder:

(1) a; >0, a9 >0,

(ii) a1 <0, a? —4ay <0,

tan—! ( v 4a0a%)‘ >

ay 2"

1.1.3. Kesirsel Mertebeden Dinamik Sistemlerde Hopf Catallanma Analizi

Simdi, Caputo baglaminda kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemleri
icin Hopf catallanmasi konusunu inceleyelim. x catallanma parametresi olmak

tizere, asagidaki, otonom, kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemini ele
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alalim:

DEX() = fu(X), X(0) = X, € R, (1.10)

burada o € (0, 1] ve p € R. X*, (1.10) sisteminin bir denge noktas1 olmak tizere,

(1.10) sisteminin, X* denge noktasinda lineerlestirilmis sistemi soyle verilsin:
DEX(H) = AX (1), X(0) = Xo.

burada A = %(X ), 1 <i,j < n. Ayrica, n X n boyutlu A matrisinin 6zdegerleri
A1 (pe), A2(pt), . .., An(pt) olsun ve bu dzdegerler arasinda en az bir ¢ift kompleks
eslenik 6zdeger bulunsun. Genelligi bozmadan, bu kompleks esleniklerin A; (1)

ve \2(1) oldugunu varsayalim.

Teorem 1.1.3. [75] Eger asagidaki kosullar1 saglayan kritik bir p1 = p;, degeri

varsa, (1.10) sistemi 1 = pj, noktasinda Hopf ¢atallanmasina ugrar:

(1) Ai(un) ve Az(pn) 0zdegerleri igin |arg(A;(un))| = 5 (J = 1,2),
(i) [arg(Xi(un))| = 5 (0 =3,4,...,n),

(i) LlargOy ()l #0.

w=pt

Yukaridaki teoremde, kritik ;¢ parametresi f fonksiyonunun bir parametresi
olarak ele alinarak, kritik catallanma parametresi olarak segildi. Benzer sekilde,
kesirsel mertebe « kritik parametre segilerek, a’ya bagh Hopf ¢atallanmas: da

arastirilabilir.

Teorem 1.1.1 ve Sekil 1.1’den goriilebilecegi gibi kesirsel mertebe a = 1
alindiginda, yani klasik tiirevle olusturulan diferansiyel denklem sistemlerinde,
kararliik bolgesi daha dardir. Kesirsel mertebe o« € (0,1) alindiginda ise
kararlilik bolgesi genisler. Dolayisiyla kesirsel mertebeden tiirevin, sistemi daha

kararli hale getirdigi sdylenebilir.

Hem kararlilik hem de ¢atallanma teoremlerinde goriildiigii {izere, sistemlerin
dinamik davranislar1 hakkindaki sonuglara, sistemlerin denge noktalarinda
tiretilen jakobiyen matrisinin 6zdegerlerinin incelenmesiyle ulasilir. Teorem

1.1.3 incelendiginde Hopf catallanmasi icin 6zdegerler arasinda iki kompleks
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eslenik 6zdeger olmasi ve geriye kalan 6zdegerlerin kararlilik sartini saglamasi
gerekir. Yukaridaki teoremdeki %|arg(/\j(u))||ﬂzuh # 0 sart1 transversality
sart1 olarak adlandirilir. Transversality sarti, kritik ;;, parametre degerinden
gecilirken, 6zdegerlerin argiimaninin, o degerinin iistiine ve altina gectigini

garanti eder.

1.1.4. Kesirsel Mertebeden Gecikmeli Dinamik Sistemlerin Kararhilik ve Hopf

Catallanma Analizi

Oncelikle, klasik (kesirli olmayan) gecikmeli diferansiyel denklemler icin

kararlilik sartlarini inceleyelim. Asagidaki tam say1 mertebeden, gecikmeli, lineer
2'(t) = Azx(t) + Bx(t — 1) (1.11)

diferansiyel denklem sistemini z(t) = ¢(t), —7 < t < 0 baslangi¢ kosulu ile ele

alalim, burada =z € R" olmak {izere A ve B n x n boyutlu reel matrislerdir.
Teorem 1.1.4. [78,79] (1.11) sistemine karsilik gelen karakteristik denklem
det]\[ — A —e " B] =0 (1.12)
seklinde tanimlanir. A(\) = [\] — A — =" B] diyelim. Eger
sup{Re(\) : det(A(N)) =0} <0 (1.13)

ise (1.11) sisteminin #* = 0 denge noktas: yerel asimptotik kararlidir. Eger
det(A(X)) = 0 denklemini saglayan bir ) i¢in Re(\) > 0 ise z* = 0 denge noktas1
kararsizdir. Yine det(A(\)) = 0 denkleminin basit olmayan, reel kismu sifir olan

kompleks eslenik kokii varsa, * = 0 denge noktasi kararsizdur.

Lineer olmayan sistemlerin kararlilik analizi i¢in sisteme lineerlestirme islemi
uygulanir. Ardindan, yukaridaki teoremden faydalanilir. Asagidaki gecikmeli

2(t) = F(z(t), z(t — 7)) (1.14)

diferansiyel denklem sistemini z(t) = ¢(t), —7 < t < 0 baslangic kosulu ile ele

alalim, burada F' : D x D — R" siirekli tiirevlenebilir fonksiyon ve D C R" agik
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bir kiime olsun. Eger bir z* € D i¢in F(z*,z*) = z* ise x = z* sistemin bir denge

noktasidir. (1.14) sisteminin 2* denge noktasinda lineerlestirilmis sistemi
2'(t) = Azx(t) + Bx(t — 1) (1.15)
seklindedir, burada A = F,(z*, 2*) ve B = F,(z*,2*) olur.

Simdi, gecikmeli diferansiyel denklemler i¢cin Hopf catallanmasi sartlarina

bakalim. i € R kritik ¢atallanma parametresi olmak iizere
'(t) = Fx(t),z(t = 7), p) (1.16)

gecikmeli diferansiyel denklem sistemini ele alalim. (1.16) sisteminin z* denge

noktasinda lineerlestirilmis sistemi
'(t) = A(p)z(t) + B(pw)a(t —7) (1.17)

seklinde verilsin, burada A(y) = F,(z*,2%) ve B(u) = F,(z* 2*) olarak
tanimlanir. Dolayisiyla, karakteristik denklem det[A\] — A(p) — e B(u)] = 0 olur.
Hopf catallanmasimin gerceklesmesi igin gereken sartlardan ilki, bu denklemin
karakteristik koklerinden gelir:

(H) © = 0 igin karakteristik denklemin reel kismui sifir olan bir ¢ift eslenik +iwq
(wo # 0) basit kompleks kokii vardir ve diger koklerden higbiri iw, degerinin tam
say1 kat1 degildir.

Burada basit kok kavramu ile tek katli kok kastedilmektedir. Karakteristik
denklemi h(u,\) seklinde ifade edecek olursak, (H) sartindan kismi tiirev
h(0,iwy) # 0 gelir. Kapali fonksiyon teoremi, kiigiik p'ler igin A\(0) = iw, sartini
saglayan, stirekli tiirevlenebilir A = A(p) = a(p) + iw(p) koklerinin varligini
garanti eder. Dikkat edelim ki A(0) = iw, esitligi ayn1 zamanda a(0) = 0 ve
w(0) = wp anlamma gelir. Hopf catallanmasi i¢in gereken diger varsayim,
parametresi sifirdan gecerken bu koklerin sanal ekseni enine kesmesidir. Daha
net bir ifadeyle

a'(0) #0 (1.18)

sartinin saglanmasidir ki bu kosul

Re [—} £0 (1.19)
n=0
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seklinde de ifade edilebilir ve Hopf ¢atallanmasi icin transversality sart1 olarak

adlandirilir.

Teorem 1.1.5. [78,79] (H) ve (1.19) sartlarinin saglandigini varsayalim. O halde

(1.16) sisteminde, ;1 = 0 i¢in, * denge noktasinda Hopf catallanmasi olusur.

Hopf catallanmasi igin kritik ¢atallanma parametresi olarak (1.16) sistemindeki
herhangi bir parametre segilebilecegi gibi, gecikme parametresi 7 kritik

parametre olarak segilerek, catallanma igin gerekli olan sartlar arastirilabilir.

Simdi, gecikmeli kesirsel mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin

kararlilik analizi i¢in kullanilacak olan teoreme gegelim.

Teorem 1.1.6. [80] Asagidaki gecikmeli, Caputo baglaminda kesirsel

mertebeden, lineer diferansiyel denklem sistemini ele alalim:
D*X(t) = AX(t)+ BX(t—1), X(t)=o(t), te]-70], (1.20)

burada o € (0,1], X € R", A, B € R, ve ®(t) € R}*". (1.20) sistemine karsilik

gelen karakteristik matris
A(s) =[s*T — A— Be™™]
seklinde ve karakteristik denklem
det(A(s)) =0

olarak verilir. Eger
sup{Re(s) : det(A(s)) =0} <0 (1.21)

ise (1.20) sisteminin X* = 0 denge noktas1 yerel asimptotik kararhdir.

Simdi, gecikmeli kesirsel mertebeden diferansiyel denklemler icin Hopf

catallanmasi sartlarini veren teoreme gegelim.

Teorem 1.1.7. [81,82] Asagidaki n boutlu, gecikmeli, Caputo baglaminda kesirsel

mertebeden sistemi ele alalim:
D%;(t) = fi(xy, 29, ..., xp;7), i =1,2,...,n (1.22)

burada o € (0,1] ve zaman gecikmesi 7 > 0. Asagidaki kosullarin saglanmasi

halinde, 7 = 7 igin (1.22) sistemi =* denge noktasinda Hopf ¢atallanmasi olusur:
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(i) = = 0 icin, (1.22) sisteminin z* denge noktasinda lineerlestirilmesine
karsilik gelen karakteristik matrisin s; 6zdegerleri |arg(s;)| > % esitsizligini

saglasin,

(i) 7 = 79 icin, (1.22) sisteminin z* denge noktasinda lineerlestirilmesine
karsilik gelen karakteristik denklemin reel kismu sifir olan bir ¢ift eslenik

+iwg (wp # 0) kokii olsun,

ds(T)

(iii) Transversality sart1 Re { g
.

] # 0 saglansin.
T=T0,W=wo

Bu tez calismasinin {i¢iincii boliimiinde ele alinacak olan gecikmeli, kesirsel
mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik analizinde ve Hopf
catallanmasi varligi ispatlanirken, [82, 83] calismalarindaki pratik yontemlerden

de faydalanilmaktadir.

1.2. Fark Denklemleri ve Fark Denklem Sistemleri

Fark denklemleri genellikle bir olaymn zamana bagl degisimini tasvir etmek
i¢in kullanmilir. Mesela, bir popiilasyonun ayrik jenerasyonlar: oldugunu ve bir
jenerasyonun biiyiikliigiiniin, kendinden ©nceki jenerasyonun bir fonksiyonu
oldugunu varsayalim. O halde, z(n), n. jenerasyonunun biiytikligiinii ifade

etmek {izere, karsimiza soyle bir fark denklemi ¢ikar:
z(n+1) = f(z(n)). (1.23)

Bu fark denkemi birinci mertebeden bir fark denklemidir. (n + 1). andaki
popiilasyon biiytikliigti n. andaki popiilasyon biiyiikligiine baghdir. Simdi

genel bir tanim verelim:
Tanim 1.2.1. k mertebeli bir fark denklemi su formda yazilir:
flxn+k),z(n+k—=1),...,2(n+1),2(n),n) = 0. (1.24)

Burada f fonksiyonu, z(n),...,z(n + k) ve n degiskenine bagh reel bir
fonksiyondur. Eger f fonksiyonu n degiskenine direkt olarak bagl degilse, (2)
denklemine otonom denir, aksi halde otonom olmayan fark denklemi olarak

adlandirilir.
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1.2.1. Bir Boyutta Fark Denklemlerinde Kararhlhik

Bir boyutta fark denklemleri, bircok ekonomik ve biyolojik olay: agiklamak igin
kullanilir. Aynm1 zamanda, oldukga basit goriinseler bile ¢ok cesitli dinamik
davranislar sergileyebilirler. Bu kisimda, birinci mertebeden fark denklemlerinin
coziimlerinden ve ¢oziim davraniglarindan bahsedecegiz. Oncelikli olarak, en
meshur fark denklemlerinden biri olan Malthusian popiilasyon modelinden,
ardindan lojistik fark denkleminden bahsedelim. z(n), n. andaki popiilasyon
buiytikltigli olsun. a ise popiilasyonun bir sonraki jenerasyona gecerkenki
biiyiime orani1 olsun. Popiilasyonun biiyiimesini modelleyen matematiksel
model

z(n+1)=ax(n), a>0 (1.25)

seklinde olur. z(0) = 2, basalangi¢ kosulu verilirse, iterasyon yaparak denklemin
¢ozimiiniin z(n) = a"zp oldugunu gorebiliriz. a = 1 ise popiilasyonun
biiyiikligii sabit kalir, @ < 1 ise popiilasyon zamanla tiikenir, ¢ > 1 ise
popiilasyon biuiytikliigti sinursiz bir sekilde artar. Gergek hayattaki bir¢ok
tiriin popiilasyonlara baktigimizda, bu ti¢ durumun da, popiilasyonlarin
bliyiikliigiinii tasvir etmede yetersiz kaldigmi goriiriiz. Zira, popiilasyonlar
bir yandan biiyikligiinti arttirirken, bir yandan da yetersiz kaynaklardan
dolayi, popiilasyon icinde rekabet baslar. Yetersiz kaynak ve rekabetten dolay1
popiilasonlar smirli bir biiyiikliige kadar artabilir. Bu nedenlerden dolayz,
Maltusian biiyiime modeline, —2?(n) igeren terim eklenerek, daha akilc1 ve makul

olan lojistik biiytime modeli elde edilir:

z(n+1) =azx(n) —bz*(n), a>0, b>0. (1.26)

y(n) = 2z(n) doniistimii yapilirsa;

y(n+1) = ay(n)(1 —y(n)) (1.27)

lojistik denklemi elde edilir. Bu boliim boyunca verilecek tanim ve teoremler,

lojistik denklem {izerinden irdelenecektir.

Tanim 1.2.2. f(z*) = x* esitligini saglayan z* noktasina, (1.23) fark denkleminin

denge noktas1 veya f fonksiyonunun sabit noktas1 denir.
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Tanim 1.2.3. [84] ] C R, f : I — I bir fonksiyon ve z*, f’in denge noktasi olsun.
O halde

i. Eger biitiin € > 0 igin bir ¢ > 0 vardir 6yle ki biitiin z, € I ve n € Z* igin

|zg — z*| < d iken | f"(z9) — *| < e ise z* denge noktas: yerel kararlidur.

ii. Eger bir i > 0 varsa Oyle ki |xy — 2*| < p iken lim,_,o f"(zo) = 2* ise z*

denge noktasi ¢ekicidir.

iii. Eger z* denge noktas1 hem yerel kararli hem c¢ekici ise, yerel asimptotik
kararli olarak adlandirilir. Eger (ii)’deki u = oo ise z* global asimptotik

kararlidir denir.

Simdi, denge noktalarinin kararlhilik kosullarindan bahsedecegiz. Eger | f'(z*)| #
1 ise z*’a hiperbolik denge noktasi, aksi halde hiperbolik olmayan denge noktasi

denir.

Teorem 1.2.1. [84] f, 2* noktasinda siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak

tizere; z* hiperbolik denge noktas1 olsun. O halde

1. |f'(z*)| < 1ise z* denge noktasi yerel asimptotik kararhdr,

2. |f'(z*)] > 1ise z* denge noktas1 kararsizdir.

Teorem 1.2.2. [84] f, z* noktasinda C* simifindan tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak tizere, f'(z*) = 1 olsun. O halde
i. f"(z*) # 0ise z* denge noktas1 kararsizdir. Bu durumda denge noktasina
yari-kararli denge noktasi da denir.
ii. f"(2*) =0ve f"(z*) > 0ise z* denge noktas: kararsizdur.
iii. f"(z*) =0ve f”(2*) < 0ise 2* denge noktasi yerel asimptotik kararlidur.

Tanim 1.2.4. Bir f fonksiyonunun Schwarzian tiirevi S f(z)

- ];:/g)) B ; (’}((;”)) )

Sf(x)

olarak tanimlanir.
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(d) Global asimptotik kararh x* denge noktasi

Sekil 1.2. Bir z* denge noktasi igin kararlilik durumlari [84]

Teorem 1.2.3. [84] f, z* noktasinda C* sinifindan tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak tizere, f'(z*) = —1 olsun. O halde

1. Sf(z*) < 0ise z* denge noktas: lokal asimptotik kararhdir,

2. Sf(xz*) > 01ise x* denge noktas1 kararsizdir.

Tanim 1.2.5. f: R — R olmak tizere x — f(x) fonksiyonunu ele alalim.

i. %, f fonksiyonunun tanim kiimesinden bir nokta olsun. k € Z., olmak

tizere f*(z*) = xz* ise, x*’e k periyotlu periyodik nokta veya k-periyodik

nokta denir. Ayrica, 0 < r < kigin f"(z*) # x* ise, k, *'1n minimal periyodu

olarak adlandirilir. z*, k periyotlu ise f* fonksiyonunun denge noktast olur.

ii. k,m € Zwoigin f*™(z*) = f™(x*) ise z* noktasina k periyotlu, m gecikmeli

nihai k-periyodik nokta denir.
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iii. k-periyodik z* noktasinin orbiti

olarak tanimlanir.
Tanim 1.2.6. z*, f fonksiyonunun minimal periyodu k olan periyodik noktasi
olsun.
i. z*, f* fonksiyonunun denge noktasi olarak kararl ise z* periyodik noktasi

kararhdir.

ii. 2%, f* fonksiyonunun denge noktas: olarak yerel asimptotik kararh ise z*

periyodik noktas1 asimptotik kararhdr.
iii. z*, f* fonksiyonunun denge noktasi olarak kararsiz ise z* periyodik noktasi

kararsizdir.

Simdi, z(n + 1) = f(z(n)) fark denklemini ele alalim. Bu denklemin k-periyodik

noktalarini bulmak ve kararliligini incelemek igin g = f* olmak tizere

y(n+1) = g(y(n)) (1.28)

fark denklemini incelemek gerekir. Asagidaki teorem, periyodik noktanin

kararliligini incelemek adina pratik bir yontem sunar.

Teorem 1.24. [84] O(x) = {z*, f(z*), f2(x*),..., fF"Y(2*)}, k-periyodik x*
noktasinin orbiti, f fonksiyonu z* noktasinda siirekli tiirevlenebilir fonksiyon

olsun. O halde
1. z* yerel asimptotik kararlidir eger
|F' @) FE) P ) )] < 1

2. x* kararsizdir eger

@) FENS (F2) - f )] > 1



24

1.2.2. Bir Boyutlu Fark Denklemlerinde Catallanma Analizi

z(n 4+ 1) = f(p,x(n)) fark denkleminin dinamik yapisini arastirmak igin p €
R catallanma parametresi olarak segilirek, 1-parametreli R 'den R’ye asagidaki

dontisiimii goz oniine alalim:
z— f(z,\), ze€R, pekR.

Burada, f, R x R’nin yeterince biiyiik bir agik kiimesinde C® smifindan bir

fonksiyon olmak tizere (z*, i*) noktas: f dontustiiminiin
fa®,p) =2

kosulunu saglayan bir denge noktasi olsun. Bu denge noktasi ile ilgili, iki

sorunun cevaplandirilmasi gerekir:

1. Bu denge noktasi kararli midir?

2. p'yabagh olarak kararlilik nasil degisir?

Denge noktasinin hiperbolik olmasi durumunda kararliligini Teorem 1’den
bulabiliriz. Bir boyutta, hiperbolik olmayan denge noktalar: icin 6zdegerler

asagidaki durumlardan birini saglayacak sekilde karsimiza ¢ikabilir:

L Sz ) =1

2. %(m*,,u*) =-1
Bu degerler catallanmanin olusmas: icin gerekli olan kritik degerlerdir. p
parametresinin degisimi, sistemin hem denge noktalarmi hem de kararlilik
yapisin1 degistirebilir. ;¢ parametresinin degisimine gore bir boyutta fark
denklemleri dinamiginde karsimiza 4 farkl ¢atallanma ¢ikar. ;@ parametresinin
degisimi, p parametresinin degisimine gore denge noktalarinin degisimini
inceleyecegimiz x — p diizleminde farkh faz egrilerinin ortaya ¢tkmasma neden

olur. Bu catallanma tipleri ise bu faz egrilerinin bicimlerine gore isimlendirilir.
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a) Saddle-node Catallanmasi [85]:

Bu catallanma tipinde %(a:*,,u*) = 1 olur. Oncelikli olarak (z*,y*) denge

noktasini orjine tagiyalim. Yani

g 9f _
f(0,0)=0, =-(0,0)=1

olsun. Boylece ¢ = 0, catallanma parametresi i¢in kritik deger olur. Bu
catallanmada, = — p diizleminde, denge noktalarinin tek bir egrisi vardir
ve bu egri 4 = 0 dogrusunun solunda ya da saginda bulunur (Sekil 1.3).
Oncelikle, saddle-node gatallanmasimi bir drnek iizerinden inceleyelim, ardindan

bu catallanmanin gerceklesmesi i¢in gerekli olan sartlardan bahsedelim.
v flo,p)=2+p—2°, R, peR
fonksiyonunu ele alalim. Denge noktalar:
flam) =zt+p—a=a

denkleminden z = 4,/u seklinde gelir. < 0 igin reel denge noktas: yoktur.
p = 0 igin reel denge noktalar: ortaya ¢ikar. Simdi, 4 > 0 alalm ve 2* = £,/p
denge noktalarimin kararliigini incelyelim. 9£(,/z, 1) = 1—2,/i < 1 oldugundan,
r* = /i denge noktas: yerel asimptotik kararhidir. Benzer sekilde z* = —,/1

noktasinin kararsiz oldugu gosterilebilir (Sekil 1.3).

Teorem 1.2.5. [85]

p-parametreli R "den R’ye C” (r > 2) simifindan f fonksiyonunun
x— flz,pn), zeR, peR,

(z*,p*) = (0,0) denge noktasinda, asagidaki kosullarin saglanmas: halinde

saddle-node catallanmasi olusur:

of

i f(0,0)=0,72(0,0) =1,
ii. g—i(o, 0) # 0,
Pf

iii. @(0, 0) # 0.
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b) Transkritik Catallanma [85]: Bu catallanma tipinde de saddle-node
catallanmasmda oldugu gibi 9/ (z*,*) = U'dir. (z*,u*) denge noktasmi orjine

tasidigimizi varsayalim. Yani

o0 %0 =

olsun. Boylece i = 0, catallanma igin kritik deger olur. Bu ¢atallanmada, x —
diizleminde, denge noktalarinin orjinden gegen iki egrisi vardir ve egriler u =
0 kritik degerinin her iki yaninda da bulunur (Sekil 1.4). Oncelikle, bir rnek

tizerinden, transkritik ¢atallanmay1 agiklamaya ¢alisalim.

v flo,u)=x+pr—2°, z€R, peR
fonksiyonunu ele alalim.

Fla,m) —a = pr = = a(p—a) = 0

denkleminden, denge noktalar1 z* = 0 ve z* = p seklinde elde edilir. $imdi bu

denge noktalarinin kararliligin inceleyelim. g—i(:v* = 0,4) = 1+ p oldugundan,

2* = 0 denge noktasi, ;1 < 0 icin kararli, ;> 0 i¢in kararsizdir. %(m* =l p) =

-__‘_‘-_.

Sekil 1.3. Saddle-Node Catallanmasi. Kararli denge noktalar1 diiz ¢izgi, kararsiz
denge noktalar: kesikli ¢izgi ile gosterilmistir.
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1 — poldugundan, z* = ;1 denge noktasi, 1 < 0 igin kararsiz, ;1 > 0 i¢in kararhdir
(Sekil 1.4).

Sekil 1.4. Transkritik Catallanma

Teorem 1.2.6. [85] p-parametreli R ‘den R’ye C” (r > 2) smufindan f

fonksiyonunun

r— flo,pu), z€R, peR,

(x*,u*) = (0,0) denge noktasinda, asagidaki kosullarin saglanmasi halinde

transkritik ¢atallanma olusur:

i. £(0,0)=0, %(0,0) —1,
i, g—i(o, 0) =0,
ii. %(0,0) £ 0,
iv. %(0,0) £0.

¢) Pitchfork Catallanmasi [85]:

Bu catallanma tipinde %(w*,u*) = 1, f(0,0) = 0 ve %(0,0) = 1 sartlan
aynen korunur. Yine p = 0 kritik catallanma degeridir. Bu catallanmada,
x — p diizleminde, denge noktalarmin kritik degerden gecen iki egrisi vardir,

bu egrilerden biri p = 0 kritik degerinin saginda ya da solunda kalirken, diger
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denge noktalar1 egrisi her iki tarafta da bulunur. Bir 6rnek {izerinden, pitchfork

catallanmasini inceleyelim.
v flo,p)=x+pr+2°, r€R, peR
fonksiyonunun denge noktalar:
flz,p) —z=pr+2°=z(u+2°) =0

denkleminden z* = 0 ve z* = £,/—u seklinde elde edilir. Burada, ikinci denge
noktalar1 egrisinin, sadece ;1 < 0 igin reel degerler aldigina dikkat edelim. Simdi
denge noktalarinimn kararliligmi inceleyelim. %/ (z* = 0, ) = 1 + p oldugundan,
z* = 0 denge noktas1, y < 0 i¢in kararli, 1 > 0 i¢in kararsizdir. 2 (x = /=, p) =

1 —2u = %(—\/—_/L, p) oldugundan, ¢ < 0 igin z* = :l:\/—_u denge noktalar:

kararsiz olur. O halde karsimiza, x — i diizleminde Sekil 1.5 ¢ikar.

Sekil 1.5. Pitchfork Catallanmasi. Sadece negatif ;1 degerleri igin x* = £,/—p reel
denge noktalar1 vardir ve kararsizdir. * = 0 denge noktasi, 1 < 0 igin
kararli ve i > 0 igin kararsiz olur.

Teorem 1.2.7. [85]
p-parametreli R’den R’ye C” (r > 2) sinifindan f fonksiyonunun
xﬁf@aﬂ% ZEERv MERa

dontisimiiniin  (z*, *) = (0,0) denge noktasinda, asagidaki kosullarin

saglanmasi halinde pitchfork ¢atallanmasi olusur:
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| Cof, af
i f(0,0)=0,52(0,0) = 1, ii. @(0,0) — 0,
L Of . Of
iii. @(0,0) =0, iv. axa,u(o’ 0) # 0,
Pf

or S : Lo 0*f .
Eger, @(0’0) < 0 ise supercritical pitchfork ¢atallanmasz, %(0,0) > 0 ise
subcritical pitchfork catallanmasi olarak adlandirilir.
d) Flip Catallanmasi [85]:
Bu ¢atallanma tipinde de %(w*, p*) = —l'dir. (z*,p*) denge noktasini orjine
tagidigimizi varsayalim. Yani

of
—o, 2L =1
f0.0)=0, Z(0,0)

olsun. Boylece = 0, catallanma icin kritik deger olur ve bu deger igin

2-periyotlu denge noktalar1 ortaya gikar. Bir drnek iizerinden bu ¢atallanmay:
inceleyelim.

v flo,p)=—c—pr+2°, ze€R, peR

fonksiyonunu ele alalim. Oncelikle denge noktalarini bulahm. f(z,u) — 2 =
—2r — px + 2* = x(—2 — p + 2*)’dan denge noktalarinin iki egrisi z* = 0 ve
r* = £4/2+ p olarak karsimiza ¢ikar. z* = 0 denge noktasmin kararliligini
inceleyelim. ‘3—?;(0, p) = —1—p, %(0, p) = 6 oldugundan, z* = 0 denge
noktast 4 < —2 ve p > 0 igin kararsiz, —2 < p < 0 i¢in kararh olur. z* = 0
denge noktasinin kararliligi ¢ = —2 ve p = 0 degerlerinde iki kez degismistir.
Simdi, f fonksiyonun karesini yani f’in ikinci iterasyonunu inceleyip, periyodik

noktalarin varhiginin i = 0 degerinde nasil degistigini inceleyelim.
w = fA (e, p) = @ 4 p(2 + p)r — 22 + O(4)

fonksiyonu i¢in de (z*, 1*) = (0,0) denge noktasidir ve %—Jf((), p) = 1 olur. Ayni
zamanda, f? fonksiyonunun (z*, u*) = (0,0) denge noktasinda Theorem 1.2.7'nin

sartlar1 saglanir, yani f? fonksiyonu (z*, 1*) = (0,0) denge noktasinda pitchfork
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catallanmasina ugrar. Buradan, orjinal f fonksiyonunun flip ¢atallanmasmna
ugradigini sdyleriz. Yani, kritik 1 = 0 noktasinin sagina ya da soluna gecildiginde
f* fonksiyonunun iki yeni denge noktas: ortaya ¢ikar. Bu denge noktalar1 da
f fonksiyonunun denge noktasi olmadigindan, 2-periyotlu denge noktalaridir.
Kisacast, flip catallanmast igin hiperbolik olmayan denge noktasinda 9/ (z*) = —1
olmasi ve fonksiyonun ikinci iterasyonunun da ayni hiperbolik olmayan denge

noktasinda pitchfork gatallanmasi gegirmesi gerekmektedir.

Teorem 1.2.8. [85]

p-parametreli R ‘den R’'ye C” (r > 2) smifindan f fonksiyonunun
r— flz,p, z€R, peR,

dontisimtintin  (z*, 1) = (0,0) denge noktasinda, asagidaki kosullarin

saglanmasi halinde flip ¢atallanmasi olusur:

. . Ay . O°f

i £(0,0) =0, 5-(0,0) = —1, ii. 8:Ea#((),ohéo,

[0 F 1 [af\ (82f 12N\ 1 /0%

i g3 () (5] 70 [a (5) +3 (%ﬂ o

1.2.3. Fark Denklem Sistemleri

n boyutlu, birinci mertebeden, otonom fark denklem sistemi, ¢ : R* — R"
fonksiyonu C"(r > 1) snifindan bir fonksiyon ve X € R" olmak tizere su sekilde
ifade edilebilir:

X(n+1) = g(X(n)) (1.29)

Daha genel formda yazarsak, k'nc1 mertebeden fark denklem sistemi
X(n+k)=g9g(X(n+k—-1),....,X(n),n) (1.30)

seklinde ifade edilir. ¢ fonksiyonunun n’ye bagl olmamasi halinde, sistem

otonomdur. Asagidaki iki boyutlu

{x(n +1) = az(n) + by(n),

y(n+1) = cz(n) + dy(n)
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lineer fark denklem sistemini sdyle de yazabiliriz:

Uln+1) = AU(n), (1.31)

T a b
burada U = ve A = ‘dir. O halde iterasyon uygularsak, (1.31)
Y c d

denkleminin ¢6ztimii

U(n) = A"U(0) (1.32)
seklinde elde edilir. Dolayisiyla A" matrisini hesaplamamiz sistemin
¢oztimlerinin bulmamiz igin yeterlidir. A matrisini Jordan formuna

dontstiirdiigiimiizde, A" matrisini hesaplamak kolaylasir. $imdi, ilerde de

sik¢a kullancagimiz Jordan form konusundan bahsedelim.

Tanim 1.2.7. [87] Eger terslenebilir bir P matrisi igin
P 'AP =B
ise A ile B matrisleri benzer matrislerdir denir.

Teorem 1.2.9. [87] A ve B matrisleri benzer matris olsun. O halde A ile B

matrisleri, ayni 6zdegerlere sahiptir.

Teorem 1.2.10. [87] A matrisi 2 x 2 boyutlu, reel bir matris olsun. A matrisi,

asagidaki matrislerden birine benzerdir:

A O Al a f
i) , ii) : iii).
0 A 0 A ~8 a

A matrisinin iki farkli reel 6zdegeri A\, A2 olmasi durumunda, A matrisi

A0
! 'ye benzer olur. Bu durumda A'nin iki lineer bagimsiz V3, V, 6zvektorii
0 X

A
vardir. P = (V,V5) olarak alinirsa P~'AP = ! olur. A matrisinin
0 X

tek bir A 6zdegeri olmasi durumunda ise V;, V> temel 6zvektorleri bulunur ve

Al
P = (Vi, V) olarak alinirsa P~'AP = olur. Eger A matrisinin kompleks
0 A
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eslenik A\, » = o £ i3 6zvektorleri varsa, \;’e karsilik gelen 6zvektor V = V; + iV

olmak iizere, P = (Vi, V) olarak alinirsa P~'AP = olur.

Teorem 1.2.10, A" matrisinin hesaplanmas: i¢in bize kolaylik saglar. Birinci
A0

durumdaki gibi P'AP = J = ' oldugunu varsayalim. O halde
0 X

A=PJPtve

A" = pJj'p!

AP0
0 A
; 1
olur. Ikinci durumda P~'AP = J = olursa
0 X

A" = PJP!

4 P n/\nfl .
0 A"
. a f
olur. Uciincii durumu ele alalm: P~ !AP = J = . Burada, w =
-8 «
arctan(fB/a) dersek, cos(w) = %, sin(w) = % olur. O halde J matrisini su
1 1
formda yazabiliriz:
cosw  Sinw
—sinw  cosw
Buradan
" . [ cosw  sinw
JU = [\
—SINw  Cosw
ve

A [P cosw  Stnw p-1
= M

—Stnw  Cosw

seklinde hesaplanir.
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Ornek 1.2.1.
X(n+1)=AX(n) (1.33)

-2 =5
lineer fark denklem sistemini A = ve X(0) = i¢cin ¢ozelim.
5 8 0

A matrisinin \;, = 3 seklinde tekrarli 6zdegeri vardir. A\ = 3’e karsilik gelen

ozvektorV; = | | olur. Genellestirilmis 6zvektor (A—31)V; = V) denkleminin
1

e}

0 -1
¢oztimiinden V, = ( ) seklinde alinabilir. Boylece P = ( ve
1/5 1

(S

3 1
P lAP = ) olur. (1.33) denkleminin ¢6ziimii
0 3

X(n) = A"X(0)
= PJ"P'X(0)

COEEE0
(%)

X(n+1)=AX(n) (1.34)

seklinde elde edilir.

Tanim 1.2.8.

lineer fark denklem sistemini ele alaim. X;(n) ve X3(n), (1.34) denkleminin iki
¢oztimii olsun. Eger X, (n), biitin n € Z-, i¢in X5(n)'in skaler kat1 degilse, bu iki
¢oziim lineer bagimsizdir denir ve {X;(n), X2(n)} kiimesi, temel ¢oztim kiimesi

olarak adlandirilir.

Tanim 1.2.9. {X;(n), X2(n)}, (1.34) denkleminin temel ¢6ztim kiimesi olsun. O
halde
X(n) = lel(n) + /{ZQXQ(TL), /{31, ko € R,

(1.34) denkleminin genel ¢oztimiidiir.

Temel ¢oziim kiimesinden genel ¢6ziim, Jordan form kullamilarak kolayca

bulunabilir. Simdi, Teorem 1.2.10°daki 3 durum icin ayr1 ayr1 genel ¢oziimleri
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elde edelim. Ay, Ay, A matrisinin 6zdegerleri, V;,V, karsilik gelen 6zvektorler,

P = (V4, V,) donlisiim matrisi olsun.

1. Durum

A0
PAP=J= ( ' ) oldugunu varsayalim. O zaman,
0 X

X(n)=A"X(0) = PJ"P'X(0)
A0 ky

- (‘/17‘/2) )
0 xr) \k

k
burada ( 1) = P7'X(0) olur. Buradan
ks

olur. Burada, {A\}7V1, A5V4} sistemin temel ¢oztim kiimesini olusturur.

2. Durum

Al
PAP=J = ) oldugunu varsayalim. O halde,
0 A

X(n)=A"X(0) = PJ'P'X(0)
AT A (g
= (V1,V2)
0 A" ks
= BA"Vi A+ ke (nATTIV + A™R)

olur.

3. Durum

-8 «

dersek, genel ¢oziim

P7'AP = J = (a ﬁ) oldugunu varsayalim. O halde, w = arcatan(f/a)

X(n) = A"X(0) = PJ"P~'X(0)

. [ cosnw  sinnw ky
= (1, V)M
sinnw cosnw ko

= |M|"[(k1cosnw + kysinnw)Vy

+(—kysinnw + kycosnw) Vs
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olur.

1.2.4. Fark Denklem Sistemlerinin Kararhhg:

f : R" — R" bir fonksiyon olmak tizere (1.31) sistemine karsilik gelen

X(n) = f(X(n)) (1.35)
7

doniistimiinii ele alalm. X* = | : | € R", f fonksiyonunun denge noktasi
:L.*

n

yani f(X*) = X* olsun. Bu boliimde, X* denge noktasinin kararlilik sartlarindan

bahsedecegiz.

Tanim 1.2.10. [87] X* € R", (1.35) sisteminin denge noktas1 olsun.

i. Eger buittin ¢ > 0 igin | X — X*| < ¢ iken biittin n € Z7 igin | f"(X) — X*| < ¢

olacak sekilde bir ¢ > 0 varsa X* denge noktas1 kararhdir,

ii. € > 0 olsun. | X — X*| < piken buitiin n € Z* igin | f"(X) — X*| < e olacak
sekilde bir ;o > 0 varsa X* denge noktas: ¢ekicidir. Eger i = oo ise, X*
denge noktasi global ¢gekicidir,

iii. Eger X* denge noktas1 hem kararli hem ¢ekici ise, lokal asimptotik kararli
olarak adlandirilir. Eger X* kararli ve global ¢ekici ise global asimptotik

kararh olarak adlandirilir.

Bir X* denge noktasmin kararliligini, yukaridaki tanimlar: kullanarak gostermek
pratik agidan zorluklar getirir. Onun yerine, bazi cebirsel kosullar1 kullanarak

kararlilik hakkinda bilgi sahibi olmaya calisiriz.
X(n+1)=AX(n) (1.36)

lineer fark denklem sistemini ele alalim. A, n x n boyutlu matris olsun. X* =0 =
0

, (1.36) sisteminin denge noktasi ve Aj, s, ..., \,, A'min 6zdegerleri olmak
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Sekil 1.6. Kararli X* = 0 denge noktasi [87]

tizere, spektral yaricap p(A),
p(A) = maz{|Al, o, o [An}
olarak tanimlanur.

Teorem 1.2.11. [87] (1.36) fark denklem sistemi i¢in asagidakiler dogrudur:

1. p(A) < lise, X* = 0 denge noktas: yerel asimptotik kararlidur,

2. p(A) > lise, X* = 0 denge noktas1 kararsizdur.

Teorem 1.2.11 yardimuyla, lineer fark denklem sistemlerinde, denge noktalarinin
kararlilig1 kolaylikla incelenebilir. Lineer olmayan sistemler i¢in ise lineerlestirme
metodu kullanilarak, benzer sekilde kararlilik incelemesi yapilabilir. Bir boyutlu
fark denklemleri i¢in z — f(z) fonksiyonunun z* denge noktasinin kararliligs,
|f'(z*)] < 1 olup olmadigina bakilarak incelenir. Iki boyutlu X +— f(X)
dontisiimiintin kararliligi i¢in ise f fonksiyonunun Jakabiyen matrisine bakmak
gerekir. G C R? bir agik kiime, f : G — R? fonksiyonu C" sinifindan bir fonksiyon
olmak tizere

X(n+1)=f(X(n)) (1.37)

iki boyutlu fark denklem sistemini ele alalhm. X*, f fonksiyonunun denge

noktasi yani f(X*) = X* olsun. f fonksiyonu C"' sinifina ait oldugundan 8‘9—{1, g—x];



37

f Ofe  Of2
2 8271 6%1

olmak tiizere, f fonksiyonunun X = X* denge noktasindaki Taylor a¢ilimi1

oh  Of
kismi tiirevleri vardir ve stireklidir. O halde, f = S ve Df = (6“ 89”2)

F(X)=f(X")+AX — X7) + g(X, X7), (1.38)

seklinde olur, burada

oh  Ofr
A — Df(X*) — 8.1}1 8332

Ofa  Of2
o0z o0z

g(X, X*)

X_—‘XV*| - 0. (1-39)

ve limx_.x+

X*

Biiytik O notasyonu kullanilirsa, X — X* giderken ¢(X, X*) = O(]X — X*|) olur.
f(X*) = X* esitligi kullanilarak, (1.38) esitligi yeniden yazilirsa, X — X* iken

f(X)—X"=AX-X")+0(]X — X" (1.40)
olur. Y = X — X* dontlisimii altinda Y — 0 iken (1.40) denklemi
fY +X")— X" =AY + O(]Y)) (1.41)

denklemine indirgenir. f(Y) = f(Y + X*) — X* olarak alimirsa Y — 0 iken (1.41)
denkleminden

fY) =AY +O(|Y)) (1.42)

denklemi elde edilir. Dikkat edelim ki f(X*) = X* oldugundan f(0) = f(X*) —
X* = 0olur, yani Y* = 0, f denkleminin denge noktasidir. Ayni zamanda, n — oo
iken f"(Y) — 0 olmast icin gerek ve yeter sart n — ooiken f"(X) = f"(Y+X*) —
X* olmasidir. Yani, Y* = 0 denge noktasinin f altinda yerel asimptotik kararl
olmasi icin gerek ve yeter sart X* denge noktasmin f altinda yerel asimptotik
kararli olmasidir. Y* = 0 denge noktasinin kararliligini arastirirken, kararlilik

icin 0 degerine istedigimiz kadar yaklasabilecegimizden (1.42) fonksiyonu yerine

f(Y) =AY (1.43)
fonksiyonunu incelemek yeterlidir. Ayni islemler, herhangi bir n boyutlu
denklem icin de uygulanabilir:

Teorem 1.2.12. [87] G C R" bir agik kiime f : G C R™ — R" fonksiyonu C", (r >
1) sinifindan bir fonksiyon, X* f fonksiyonunun denge noktasi ve A = D f(X*)
olsun. O halde asagidaki ifadeler dogrudur.
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1. Eger p(A) < 1ise X* lokal asimptotik kararhdir,

2. Eger p(A) > 1ise X* kararsizdur,

3. Eger p(A) = 1ise X* kararli veya kararsiz olabilir.

Bir boyutlu fark denklemlerinde oldugu gibi, p(A) # 1 ise denge noktasina

hiperbolik, aksi halde non-hiperbolik denir. ay,...,a, € R olmak tizere n.

mertebeden
PA) = A"+ A X'+ a2 NP4 ard + ag (1.44)

karakteristik polinomunu goz oniine alabm. p(\) polinomunun J\; koklerinin,
|IX\il < 1 esitsizligini saglayip saglamadigini belirten sartlar, Jury sartlari
veya Schur-Chon kriterleri olarak anilir. Fark denklem sistemlerinin
denge noktalarmnin kararliligi, Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik
denklemin bu sartlari saglayip saglamadigina bakilarak incelenebilir. Burada
n = 2 ven = 3 durumlarm ele alacagiz. Herhangi bir n i¢in Schur-Chon

kriterlerine [86] kaynagindan ulasilabilir. n = 2 i¢in karakteristik polinom
p(A) = A2+ ay X + ag (1.45)
seklindedir.

Teorem 1.2.13. [86] (Schur-Chon Kriteri, n = 2) (1.45) denkleminin koklerinin

birim ¢emberin iginde olmasi igin gerek ve yeter sart

la1] <1+ap <2

olmasidir.

n = 3 durumu igin karakteristik polinom
p(A) = A 4+ a)\? + a1\ + ag (1.46)

haline indirgenir.
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Teorem 1.2.14. [86] (Schur-Chon Kriteri, n = 3) (1.46) denkleminin koklerinin

birim ¢emberin i¢inde olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lay +aol <1+ay ve |ay—ajaol <1—ad

olmasidir.

1.2.5. Center Manifold Teoremi

Teorem 1.2.12’de goriildiigii tizere, lineerlestirme yoluyla, hiperbolik denge
noktalarinin kararlilig: hakkinda tiim bilgilere ulasilabilir. Hiperbolik olmayan
denge noktalar1 igin ise daha fazlasma ihtiya¢ vardir. Bu noktada, center
manifold teorisi devreye girer. Center manifold orjinal sistemin daha diisiik
boyutlu uzayindaki bir M, kiimesidir ve orjinal sistemin dinamiklerine, M, nin
dinamikleri tizerinde ¢alisilarak ulasilabilir.  Mesela, iki boyutlu sistemde,
hiperbolik olmayan bir denge noktasinin kararliligi, tek boyutlu bir M, center
manifoldu yardimiyla incelenir. =~ Ayni sekilde, ¢ok boyutlu sistemde, p
parametresi iizerinden catallanma analizi yapilacaksa, ¢atallanmanin oldugu
yerler, ;1 parametresine bagh olarak, denge noktalarinin hiperbolik olmadig:
yerlerdir. Bu noktalardaki catallanma analizi, daha diisiik boyutlu center

manifold yardimiyla yapilabilir.

Center manifold teorisine gegmeden 6nce, lineer olmayan bir sistemin nasil daha

basit ve anlasilir bir forma getirileceginden bahsedelim.
Tp+1 = f(xn)v r € R" (147)

lineer olmayan sistemi ele alalim. z = z* sistemin denge noktas: olsun. Oncelikle

xr = x* denge noktasini orjine tagiyalim. y = x — 2* dontisiimiinii ile
Yns1 = fly+2*)—2*, yeR" (1.48)
elde edilir. f(y + z*) fonksiyonunun = = z*’da Taylor a¢ilim1
Yntr = f(@") + Df(@")y + R(y) — 2", y cR" (1.49)
olup burada R(y) = O(|y|*)’dir. f(z*) = x* esitligi kullanilirsa

yni1 = Df(a")y + R(y), yeR" (1.50)
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elde edilir. Df(2*) = A diyerek, (1.50) sisteminin lineer kismini géz 6ntine alirsak
Yni1 = Ay,, yeR" (1.51)

yazilabilir. Burada, A matrisinin 6zdegerlerini en basta normu 1’den kiigiik

olanlar, ardindan normu 1’den biiyiik olanlar, son olarak normu 1’e esit olanlar

olmak tiizere Ai, Ay, ..., A, seklinde siralayalim. Bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler (genellesitirilmis 6zvektorler) eq, es, . . ., e, olmak tizere,
T = €1 €2 ... €n

dontisim matrisini olusturalim. (u, v, w) € R®*xR*xR° olmak tizere T'(u, v, w) =y

diyerek (1.51) sistemini 7! ile carpalim:
TﬁlynJrl = TilAyn- (152)

Gerekli ifadeler (1.52) denkleminde yerine yazilirsa

Un+1 Unp,
T-'T Unt1 | = AT Un
Wp+1 W,
ve son olarak
Up i1 A, 0 0 U,
vt | = 0 A, O Up,
Wn+1 0 0 Ac Wn

elde edilir. Burada, A, 6zdegerleri 1’den kiiciik olan s x s boyutlu matris, 4,,
ozdegerleri 1’den biiyiik olan u x u boyutlu matris, A., 6zdegerleri 1 olan ¢ x ¢
boyutlu matristir. Ayn1 doniisiimii, (1.50) sistemine uygularsak,
u— Agu + Rg(u, v, w),
v A+ Ry(u,v,w), (1.53)
w— Acw + Re(u,v,w)
doniistimleri elde edilir. Burada, R,(u, v, w), R,(u,v,w), Re(u,v,w), T"'R(y) nin

sirastyla ilk s, u ve c girdileridir.



41

r = z* denge noktasinin kararli olmas: igin p(4) < 1 olmahdir. p(A) > 1
olmasi durumunda ise denge noktas: kararsizdir. Center manifold teorisini,
kararlilik ya da kararsizligin kesin olmadigi p(A) = 1 durumunda uygulariz.
Dolayisla, A matirisinin normu 1’den biiytik olan hicbir 6zdegeri yoktur. Simdi
p(A) = 1 olacak sekilde bir sistem alalim ve sistemi yukarida yaptigimiz gibi

(1.53) formunda yazalim.
r— Az + f(z,y)

(1.54)
y = By +g(z,y),
Burada
f£(0,0) =0, ¢(0,0) =0, (1.55)
ve
Df(0,0) =0, Dg(0,0) =0 (1.56)

olur. (z,y) € R® x R*, f ve g orjinin bir komsulugunda C” (r > 2) smifindan
bir fonksiyon, A, ¢ x ¢ boyutlu, 6zdegerlerinin normu 1 olan matris, B ise s x s
boyutlu, 6zdegerlerinin normu 1’den kiigiik olan matris olsun. (1.55) sarts, (0, 0)

noktasinin denge noktasi oldugunu soyler.

Teorem 1.2.15. [88] (Center manifoldun varlig1)

(1.54) sistemi i¢in C" smifindan yerel olarak asagidaki gibi ifade edilebilen bir

center manifold vardir:
We0) = {(z,y) € R® x R*|y = h(x), |x| < 4, h(0) =0, Dh(0) = 0}. (1.57)
Ayrica W¢(0) center manifolduna kisitlanan dinamikler yerel olarak
r— Az + f(z,h(z)), x€R° (1.58)
dontistimii ile verilir.
Yukarda tanimlanan doéntisiimiin dinamik yapisi ile orjinal sistemin dinamik

yapist arasinda giiclii bir iliski vardar:

Teorem 1.2.16. [88] (Center manifold ile kararlilik) (1.58) sisteminin sifir denge
noktasi kararlh (asimptotik kararl) (kararsiz) olsun. O halde (1.54) sisteminin sifir

denge noktas1 da kararhidir (asimptotik kararlidir) (kararsizdir).



Simdi, y = h(x) fonksiyonunun nasil elde edilecegibe bakalim. y = h(z)

fonksiyonu, (1.54) sisteminde yerine yazilirsa

Tpt1 = Azx, + f(xm h(l’n)),
(1.59)
Yn+1 = Bh(xn) + g(Ina h(xn))a
sistemi elde edilir. Ayn1 zamanda
Ynt1 = h(Tpi1) = (A, + (20, h(z2))) (1.60)

oldugundan, (1.59)'nin ikinci denklemi ve (1.60) denklemi gz 6niine alinirsa
N(h(z)) = h(Az + f(z, h(x))) — Bh(z) — g(z, h(x)) = 0 (1.61)

seklinde bir esitlik elde edilir. Bu denklemi ¢oziip y = h(x) fonksiyonunu elde
etmek, en az orjinal sistemi ¢c6zmek kadar zordur. Ancak, y = h(z) fonksiyonu
tam olarak elde edilemese de bazi terimler ihmal edilerek yaklasik bir ¢dziim

bulunabilir.

Teorem 1.2.17. [88] (Yaklagik ¢6ziim) ¢ : R — R¢, C'!' simifindan bir fonksiyon
ve ¢(0) = D¢(0) = 0 olsun. Kabul edelim ki ¢ > 1 i¢in, z — 0 iken NV'(h(z)) =
O(|x]?). O halde z — 0 iken

|h(x) = ¢(x)] = O(|z["). (1.62)

Parametreye bagl ¢ok boyutlu dinamik sistemlerin ¢atallanma analizi yapilirken
de center manifold yontemiyle sistemin boyutu indirgenebilir ve boylece daha
kolay bir sekilde catallanma analizi yapilabilir. ;1 € R™ olmak tizere, asagidaki

sistemi ele alalim:

{xn+1 = AIn + f(ﬂ? Tn, yn)a (1 63)

Yn+1 = Byn + 9(/%%, yn)a

burada f ve g fonksiyonlari orjinin bir komsulugunda C" siifindan fonksiyonlar

(r > 3) olmak tizere asagidaki esitlikleri saglasin:

f(0,0,0) =0, 9(0,0,0) =0,
D£(0,0,0) =0, Dg(0,0,0) = 0.
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Oncelikli olarak (1.63) sistemine m denklem daha ekleyerek asagidaki formda

yazalim:
Tpy1 = A:CTL + f(/’l’7 Tn, yn)7

fint1 = fin, (1.64)

Ynt1 = Byn + g(t, T, ).

Bu durumda center manifold su formda olur:
Me = {(p, x, y)ly = hlz, p), || < b1, [p| < d2,h(0,0) = 0, Dh(0,0) = 0}.  (1.65)
y = h(x, u)'yii (1.64)'de yerine koyuldugunda karsimiza su denklem ¢ikar:
N (h(p,z)) = h[Az + f(u, h(z, 1), 2)] — Bh(p, z) — g(p, h(p, ), x) = 0. (1.66)

Ardindan, (1.66)’dan h(x, ;) belirlenerek (1.58)'de yerine yazilmastyla istenilen

dontistim elde edilmis olur.

1.2.6. Fark Denklem Sistemlerinde Catallanma

a) Fold Catallanmas1 [87, 88]

u=(z,y) €ER?, a€R ve F e€C"(r>5)olmak iizere
F(u,u) :R*x R — R (1.67)

bir parametreli fonksiyon ailesini goz ¢niine alalim. F doniistimiinin (u*, o*)

denge noktasi, degisken degistirme ile (0, 0) denge noktasina taginabilir.
J = D,F(0,0)

olmak tizere, J nin bir 6zdegeri 1 olsun. Bu durumda, (1.67) sistemi icin (u*, a*)

denge noktasi civarmnda

N pw . OF O*F :
(i) Eger 8_(0’ 0)#0 ve w((), 0) # 0 ise saddle-node catallanmasi
w
2
(i) Eger g—i(o, 0)=0 ve 27@(0, 0) = 0 ise pitchfork ¢atallanmasi

N O*F : "
(iii) Eger 8_(0’ 0)=0 ve W(O’ 0) # 0 ise transcritical ¢atallanmasi
1 It
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olusur.

b)Flip Catallanmas1 [88]

x Fi(z,y,«) )
— (z,y) eR*,aeR (1.68)
(y) (me)

iki boyutlu fark denklem sistemini goz ontine alalim. (z*,y*) bu fark denklem
sisteminin denge noktas: ve A(a) bu fark denklem sisteminin (z*,y*) denge
noktasindaki jakobiyen matrisi olsun. Kritik o = «o* degerinde A jakobiyen
matrisinin \; = —1 geklinde bir 6zdegeri ve |\o| # 1 (6zdeger birim ¢ember
tizerinde degil) sartin1 saglayan diger bir 6zdegeri varsa a = o* kritik degerinde,

(z*,y*) denge noktasinda flip ¢atallanmasi olusur.

Catallanmanin yoniinii tayin etmek icin 7 = =z — 2%, § = y — y* donlisimi

ile (z*, y*) denge noktasini orjine tasiyalim. (1.68) sisteminin (0, 0) noktasindaki

T s Aw) x N Fi(Z,7,«)
y Y F2(T7g7a>

yazilabilir. Bu sistem ise X = (7,7)” olmak iizere

Taylor agilimindan

1 1
Xn+1 = AX(”) + §B<Xn> Xn) + EC(XmeXn) + O(HXnH4)
formunda ifade edilebilir. Burada
Bl(xay) Cl(x7yvv)
B(z,y) = ,C(z,y,v) =
B2($ay) 02(x7yvv)

fonksiyonlar1 z,y,v € R*nin simetrik multilineer fonksiyonlaridir ve asagidaki

gibi tanimlanur:

=~ 0°F(,0)
Bi(z,y) = E — 7 Yk, 1.69
(LU y) et a¢]a¢k :Oxjyk ( 6 )

~ PF,0)
(x,y,v g ¢gawk8¢l x]ykvl. (1.70)
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p,q € R? vektorleri A(a*)qg = —q ve AT(a*)p = —p olacak sekilde A jakobiyen

matrisinin A\, (o*) = —1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleri olsun.
* 1 1 —1
d(a”) = = <p,C(¢,4:9) > —5 <p. B¢, (A= 1)""Blg,q) > (1.71)

olmak tizere d(a*) > 0 ise periyot 2 ¢oztimler kararli, d(a*) < 0 ise periyot 2

¢oztimler kararsizdir.

c¢)Neimark-Sacker Catallanmasi [88]
v+ flr,a),z e R* a € R (1.72)

iki boyutlu fark denklem sistemi yeterince kiigiik || degerleri i¢in 2* = 0 denge

noktasina sahip olsun. Bu denge noktasindaki jakobiyen matrisin 6zdegerleri ise
Aa(a) = r(a)er#®

seklinde olsun. Burada 7(0) = 1 ve ¢(0) = 6y’dir. Kabul edelim ki asagidaki

sartlar saglansin:

(1) 7(0) # 0,

(2) e* £0, k=1,2,34,

3) a(0) #£0.

a = 0i¢in 2 = 0 denge noktasindaki 6zdegerler \,, = er% formunda olur.
Oyleyse a parametresi, a = 0 degerinden gegerken denge noktasiin kararhilig

degisir ve tek degismez kapali egri denge noktasinda catallanir.

Burada a(0) kapali yoriingenin yoniini ve kararhiligini belirler. «a(0) < 0
ise catallanma stiperkritik Neimark-Sacker, a(0) > 0 ise catallanma subkritik
Neimark-Sacker ¢atallanmasi adini alir. Ayrica, a(0) asagidaki gibi ifade edilir:

e*i@ggzl (1 _ 2€i90)672’i90
a(0) :R€< 9 ) - Re( 2(1 — ¢ifo) 920911)

) | (1.73)
- 5’911|2 - Z|go2|2-
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Buradaki g;; katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir.

Oncelikle z + f(x, a) sistemini
z— Ala)(z) + F(z, )
formunda yazalim. a = 0 i¢in F'(z, «)
1 1 A
F(z,0) = 5 B(z,2) + Clz,z,2) + O(|X][")

formundadir. Burada B(x,y) ve C(z,y,v), z,y,v € R¥nin simetrik multilineer
vektor fonksiyonlaridir ve 1.69-1.70’deki gibi tammlanir. Ayrica ¢ € R?, A(0)g =
e®q olacak sekilde A(0) jakobiyen matrisinin \;(0) 6zdegerine kargilik gelen
ozvektorii ve p € R de AT(0)p = e p olacak sekilde AT (0) matrisinin \;(0)
ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii olsun. Bu durumda g;; Taylor katsayilar:

asagidaki gibi hesaplanur:

920 =< p7B<Q7q> >, g11 =< p7B(q)q) >,
(1.74)

go2 =< p7B(GJ q) >7 g21 =< p7C(q7Q7a) >



2. BOLUM

CAPUTO VE CONFORMABLE KESIRSEL MERTEBEDEN TUMOR
MODELININ DINAMIK ANALIZi

Bu boéliimde, adi diferansiyel denklemlerle olusturulan (3) tiimor-bagisiklik
sistemi etkilesim modelinin hem Caputo hem de conformable kesirsel
mertebeden tiirev igeren versiyonu ele alinacaktir. Oncelikle, Caputo
kesirsel mertebeden tiirev kullanilarak elde edilen (7) modelinin dinamik
davranislari incelenecek, ardindan elde edilen sonuglar niimerik simiilasyonlarla
desteklenecek ve sonuglar biyolojik olarak yorumlanacaktir. Daha sonra,
(3) modelinin conformable kesirli mertebeden tiirev kullanilarak elde edilen
versiyonuna, tam deger fonksiyonlarinin kullanilmasina dayal bir ayriklagtirma
islemi uygulanarak fark denklem sistemi elde edilecektir. Elde edilen fark
denklem sisteminin dinamik davranislar1 analiz edilecektir. Bu bolimdeki
calismalar, conformable kesirli tiirevin, biyolojik olaylara ve 6zellikle de timor
modellerine uygulanmas: agisindan oncii calismalardandir. Aymi zamanda,
modelin farkhi kesirsel tiirev tanimlari ile ele alinmasi, ardindan Caputo ve
ayriklastirilmis conformable versiyonlarinin karsilastirilmas: gibi 6zgtin fikirler

icermektedir.

2.1. Caputo Kesirsel Mertebeden Tiimor Modelinin Dinamik Davranislar:

Asagidaki gibi verilen (7) timor-bagisiklik modelini ele alalim:
D%x(t) = 0 + wxy — oz,
{D“y(t) =yy(1 = By) — xy.
Burada, = degiskeni bagisiklik sistemi hiicrelerini (EC) ve y degiskeni tiimor

hiicrelerini (TC) temsil etmektedir. Diger parametrelerin anlamlar1 Tablo 2.1'de
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Tablo 2.1. (7) ve (2.1) modellerindeki parametre degerleri ve biyolojik anlamlar1

Boyutlu Biyolojik Boyutsal Boyutsuz Boyutsuz
Parametreler Anlamlar Degerler Parametreler Degerler

S EC’lerin tiimér bolgesine akig orant 1.3 x 104 hiicre giin ™1 o 0.1181 [5,11]

o EC’lerin TC'lere bagisiklik cevabi 10-9,1077 (gtin hiicre)™ 1 w 0.04 [1 1]

d EC dogal 6liim orant 0.0412 giin—! ) 0.3743 [5,11]

a Tiimor biiytime orani 0.18 giin~? Y 1.636 [5, 1 1]

b b~! TC tagima kapasitesi 2 x 1079 hiicre™! 6_1 0.002 [5, 11]

verilmistir.

{Do‘x(t) =0 +wry —ox =0,

D%(t) = vy(1 — By) —xy =0
sisteminin ¢oztimiinden, (7) modelinin iki denge noktasi elde edilir:

i. Ttiimorsiiz denge noktas1 £y = (§,0),

ii. Timorli denge noktasi

Y(—B0 +w) + VA v(B +w) — VA

Br=(E,T) = ( 2w ’ 2w

),

burada A = 4yfow ++*(85 —w)?’dir. E; denge noktasi, o < 74 kosulu altinda her

zaman pozitiftir.

2.1.1. Kararhlik Analizi

Oncelikle, (7) sisteminin £, denge noktasiin kararliligini inceleyelim.

Teorem 2.1.1. (7) sisteminin E, denge noktas: i¢in asagidaki sonuglar dogrudur:

i. Eger o > 7d ise, Ey yerel asimptotik kararhdir,

ii. Eger o < 4 ise, E, eyer noktasidir ve dolayisiyla kararsizdir.

Ispat: (7) sisteminin E, denge noktasindaki jakobiyen matrisi

J(Eo) = ’
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seklindedir. J(£Ey) matrisinin 6zdegerleri A\; = —¢ ve Ay = 7—$ olarak hesaplanur.
A1 < 0 oldugundan, arg(\;) = 7 olur ve |arg(\)| > % sart1 saglanir. Eger o > v

ise Ay < 0 ve arg(\y) = 7 olur ve buradan |arg(\;)| > % sonucuna ulagilir.

Teorem 1.1.1 dikkate alinirsa, eger o > 0 ise, E, yerel asimptotik kararhidir.

oT

Eger 0 < 70 ise Ay > 0 ve arg()z2) = 0 olur. Bu da bizi |arg()2)| < % sonucuna
gotiirtir.  Teorem 1.1.1'i uygularsak, eger 0 > 6 ise, £, denge noktas1 eyer

noktasidir yani kararsizdir.

Simdi de tiimor hiicrelerinin, yani hastaligin var oldugu ve biyolojik agidan daha

ilgi ¢ekici olan £ denge noktasinin kararliligini inceleyelim.

Teorem 2.1.2. 0 < 76 kosulu altinda, E; denge noktasi yerel asimptotik kararhidir.

BY?8(B(y+9)—w)
(=Br+w)?

yerel asimptotik kararhdir.

Ayrica, eger 0 = ise Iy denge noktasi, v < % kosulu altinda

ispat: (7) modelinin E; denge noktasindaki jakobiyen matrisi

J(Ey) = ( BB 4G5 4 /A + w) )

VA—~(B6+w) VA—~(B6+w)
2Byw 2w

seklinde hesaplanir. Denge noktasmin pozitiflik sart1 o < 76 esitsizligini dikkate
aldigimizda, J(E;) jakobiyen matrisinin iz ve determinant1 hakkinda asagidaki

esitsizliklere ulasabiliriz:

Vo(By6 — VA + w)

det(J(Ey)) = S >0,
() =3 POEYR 0 VR,

J(E1) jakobiyen matrisinin 6zdegerleri ise asagidaki gibidir:

A= - (tr(J(El)) (I (E)) — 4det(J(E1))> ,
de =5 (tr(J(El)) — V12 (J(Ey)) — 4det(J(E1))> .
Eger tr?(J(Ey)) — 4det(J(E1)) = Oise, tr(J(E;)) < 0 oldugundan, \; » 6zdegerleri

negatif reel sayilar olur ve dolaywsiyla |arg()\2)| > < sarti saglamir. Eger
tr2(J(Ey)) — 4det(J(E;)) < 0ise A\; ve Ay = A; seklinde kompleks eslenik iki
ozdeger elde edilir. Yine tr(J(E;)) < 0 oldugundan, Re()\) = Re()y) < 0 ve
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dolayisiyla |arg(Ai2)| > ¢ elde edilir. Her iki durumda da Teorem 1.1.1’den £,

denge noktasinin yerel asimptotik kararl oldugu sonucuna ulasilir.

Eger 0 = % ise tr(J(E1)) = 0 gelir. Buradan, J(E;) jakobiyen
matrisinin 6zdegerleri \; ve Xy = A1 seklinde kompleks eslenik sayilardir.
Re(A1) = Re()\) = tr(J(E1)) = 0 oldugundan arg(\,) = 3, arg(A2) = —7 olur
ve [arg(A12)| > % sarti saglanir. Dolayisiyla, E; denge noktasi yerel asimptotik

kararlilidir.

2.1.2. Niimerik Simiilasyonlar

Bu boliimde, [90] makalesinde tamitilan predictor-corrector niimerik yontemini
(PECE) kullanarak, (7) modelinin niimerik simulasyonlarmi inceleyecegiz.
Burada tiimor hiicreleri kirmizi, bagisiklik hiicreleri mavi egri ile temsil
edilmektedir. Sekil 2.1’de, (E,T") = (3, 10) baslangi¢ kosulu altinda ¢ = 0.118,
o = 0.5 i¢in ve diger parametre degerleri de Tablo 1’deki gibi olmak iizere
a kesirsel mertebeden tiirev parametresinin degisimine gore tiimor ve efektor

hiicre popiilasyonlarinin degisimini gozlemleyebiliriz.

Yine Sekil 2.1’de, o parametresindeki degisimin, sistemin dinamik yapisi
tizerindeki etkisi goriilebilir. Kiiciik o degerleri (¢ = 0.118) icin popiilasyonlar
saliniml davranislar sergilese de bu salinimli davranislar soniimliidiir ve Hopf
catallanmasina neden olmazlar. Yani sistem sonunda kararli denge noktasmna
ulagir. o degeri arttirlldiginda (0 = 0.5) bu salinimli ¢oziimler ortadan
kaybolur, tiimor ve bagisiklik hiicresi popiilasyonlar1 monoton olarak pozitif
denge noktasima ulasir. Dolayisiyla artan o (bagisiklik sistemi hiicrelerinin ilgili
timor bolgesine akis orani) degerleri icin bagisiklik sistemi hiicreleri tiimor
hiicrelerini yok etmede daha basarihidir diyebiliriz. Ancak yine de tiimorii

tamamen yok edemezler.

Teorem 1.1.1 dikkate alindiginda, kesirsel mertebeden tiirev parametresinin
kiiglilmesi, sistemin kararlilik bolgesini genisletir. Bunun nedeni, kararlilik
teoremlerinde de sik¢a kullandigimiz [arg(\;)| > 9% sartidir.  Sekil 2.1’de

farkli o degerleri icin sistemin dinamik davranislar1 karsilastirilmistir. Burada,
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—0=098 — =098
== 0=090|1 =~ 0a=0.90
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a) b)

Sekil 2.1. o ve « parametrelerinin degisimine gore (7) modelinin dinamik
davranislari. a) o = 0.1181, b) 0 = 0.5, diger parametre degerleri Tablo
2.1’deki gibidir.

daha kiigiik kesirsel mertebeden tiirev parametresinin, salmimli davranis:
sontimledigi, ayn1 zamanda hem tiimor hiicrelerinin hem de bagisiklik sistemi

hiicrelerinin denge noktasina daha hizl ulastiklar: gozlemlenmistir.

2.2. Conformable Kesirsel Mertebeden Tiimor Modelinin Dinamik Davranislari

Bu kisimda, tam deger fonksiyonlar: eklenerek olusturulan (13) modeli analiz
edilecektir. Oncelikle, giris boliimiinde tanitilan tam deger fonksiyonlarmin
kullanilmasina dayali ayriklastirma prosediirii ile (13) modelinden bir fark
denklem sistemine gecilecek ve akabinde elde edilen fark denklem sisteminin

kararlilik ve catallanma analizi yapilacaktir.

2.2.1. Ayriklastirma Siireci

Hatirlanacagy gibi, (7) modelinin tam deger fonksiyonlu conformable kesirsel
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mertebeden versiyonu olan (13) sistemi ile asagidaki gibi ifade edilmistir:

T E(t) = o + wE(t)T([%]h) _SE(),
T, (1) = AT (1)1~ BT(1)) ~ E([IWT(H).

Burada, yukaridaki sistemin ((13) sisteminin) denklemleri ayr1 ayr1 ele alinarak
ayriklagtirma yapilir. Oncelikle, (13) sisteminin birinci denklemini E(0) = Ej

baslangi¢ kosulu ile ele alalim:
T.E(t) = o +wE{)T([£]h) — 6E(t).

t € [nh,(n+1)h)n=0,1,2,... i¢in, conformable kesirli tiirevin (1.7) 6zelliginden

l-a dE(t)

(t — nh) —

=0+ wE(t)T(nh) — 0E(t)

denklemini elde ederiz. Bu denklem yeniden diizenlenirse

d —wT(nh)| o
(t — nh)l—a}

B+ )| -

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢ €

[nh, (n 4+ 1)h) araliginda ¢ozersek,

(t—nh)®

(6 — wT(nh))E(nh) + o(e®=«Tnh) == _ 1)
G=wTE) S (5 T (nh))

E(t) =

¢oztimiine ulasiriz. t — (n + 1)h igin

o+ [(6 —wT(nh))E(nh) — U}e(wT(nh),g)%

E(n+Dh) = d —wT'(nh)

fark denklemine elde edilir. Son olarak, fark denklem notasyonu igin, E(nh) ve
T'(nh) yerine E(n) and T'(n) koyularak

o+ [(6 — wT(n))E(n) — ole@T ="

Eln+1) = d —wT'(n)

fark denklemine ulasilir. Ayni sekilde (13) sisteminin ikinci denklemini 7°(0) = Tj
baslangi¢ kosulu altinda

T,T(t) =~T(t)(1 - BT(t) — E([]T(1)

seklinde ele alalim. ¢ € [nh,(n + 1)h) n = 0,1,2,... i¢in conformable kesirli
tiirevin (1.7) 6zelliginden

(¢ =y L 1 - g1 - B@nT()
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denklemini elde ederiz. Bu denklem asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilir:
(t = nh) T () + T(H)(E(nh) — 5) = —yBT*(t).

Bu son denklemi (¢ — nh)'~* ifadesine bolersek

T'(t) + T(t) ((f(fz)h;l) = __nvgl_aTQ(t)

denklemini elde ederiz. Yukaridaki denklemde her iki taraf —72(¢)’ye boliinerek

T 1 (- Emh) 4B
T2(t) " T() (t—nh)i—e  (t —nh)-

Bernoulli diferansiyel denklemine ulasihr. ¢t € [nh,(n + 1)h) araliginda

diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden

T(nh) (7 4 E(nh))e(v—E(nh))%
(E(nh) — @) + 78T (nh)(eBrn -1

T(t) = -

sonucuna ulasilir. t — (n + 1)h igin

T(nh)(y — E(nh))e0=F0m)'s
(B(nh) — &) + BT (nh)(ePrm=0% 1)

T((n+1)h) =

olur. Her iki taraf1 e(E(h) 7" 1fadesme bolersek

T(nh)(y — E(nh))

Flln=1h) = (v = E(nh) — yBT (nh)e® "M =0% 1 48T (nh)

elde edilir. Son olarak, fark denklem notasyonuna uygunluk agisindan, F(nh) ve
T'(nh) yerine E(n) and T'(n) koyularak

T(n)(y = E(n))
(v = E(n) = 48T (n)eP™=0% 4 48T (n)

fark denklemi elde edilir. Boylece, (13) sistemine karsilik gelen fark denklem

Tn+1)=

sistemi e
E(n+1)= +1(0 - WT(Z)FZ;)(”—) ole 3
(2.1)
T(n+1) = T(n)(y - E(n))

(Y = E(n) = 48T (n))e =05 4 48T (n)
seklinde elde edilmis olur.
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2.2.2. Kararhlik Analizi

Simdi, (2.1) sisteminin lokal kararlhilik analizini yapacagiz. (2.1) sistemi, (7)

sistemi ile ayn1 denge noktalarina sahipitir: £, E.

(2.1) sisteminin, E, denge noktasindaki lineerlestirilmis sisteminin jakobiyen

h®s _ h%(c—v9)

matrisine karsilik gelen 6zdegerleri Ay = e~ = and Ay = e~ o olur. Bu
ozdegerlerden yola ¢ikarak su sonuglara ulasilabilir: E, denge noktasi, eger

79 < o ise yerel asimptotik kararli, 76 > o ise kararsizdur.
Hatirlanacag gibi o < v kosulu altindan F; denge noktasi pozitiftir.

Teorem 2.2.1. Kabul edelim ki o < §v esitsizligi saglansin. (2.1) sisteminin £y =

(E,T) pozitif denge noktasinin lokal asimptotik kararli olmast igin gerek ve yeter

sart
Y (—VA—~(B5—w)) h* (B8 —VA+w) 2
- (e 2aBy —e 20w )c (2 2)
o o = .
RO (=VA—~(85—w)) RO (ByS—VA+yw)

4(—1+e 2aB7 (=14+e  zaw )fyw

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: (2.1) sisteminin E; pozitif denge noktasinda lineerlegtirilmis sisteminin A
jakobiyen matrisi asagidaki gibidir:

h%c

_ h%c 2.2 _ o 2ap
mir Mio e 2aBy 484y aw(iz e 20P7)
Azr) = - _h%d oy ;
Mo1 Moo —_H'g'y 2w e 2aw

burada

c=5’y5+\/Z—’yw ve d:ﬁ’yé—\/z—l—’yw

dir. Bu matrise karsilik gelen karakteristik polinom soyle yazilabilir:
/\2 + al)\ + ao, (23)

burada

A(1 _&ﬁc 1 h%d
« — 2. — -
ap —e QZﬁC’Y e gzi -+ ( e = >( € v )670'(/0

c2
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ve

_ _h%c _ h%d
al = — (6 2aBy +€ 2aw)

dir. Asagida verilen Jury sartlarinin saglandigini gosterirsek, F, pozitif denge
noktasinin yerel asimptotik kararli oldugunu sdylemis oluruz.
i)1+a1+a0>0, ii)l—al—l—a0>0, M’L)]_—CL()>0
o < 07 sart1altinda, ¢, d > 0 esitsizligi her zaman saglanir. ¢, d > 0 olmasi ise
h%d

0<e i, e 3 <1 (2.4)

esitsizliklerinin saglandigini garanti eder. (2.4) esitsizliklerinden

: 4(1 = e F)(1 — e~ 552) Bryow
“e heq _ Be i —<
l+a;+ay=(1—¢e 28 )(1—¢e 200)+ . Y >0
c
ve
D h%d
e 4 4 1 —_ _QQﬂw 1 — 2 %2aw
L= ar +ap=(1+ ¢ B)(1 4 o hat) 4 A I memim)Frow
c
elde edilir. Ayn1 zamanda (2.2) sart: altinda,
_ % _ h%d
ag 26_2};22 efg%l + 4(1 — ¢ 204[37)(1 € 2w )ﬂYUW <1 (2.5)

c2

oldugu goriiliir. Buradan, 1 — py > 0 olur ve ispat tamamlanur.

Sekil 2.1’e benzer olarak Sekil 2.2’de farkh o degerleri (0 = 0.118, o = 0.5) igin
timor ve bagisiklik hiicreleri popiilasyonlarinin dinamik davranislar: goriilebilir.
Her iki o degeri i¢in, F; pozitif denge noktasi yerel asimptotik kararhidir. Kiigiik o
degerleri i¢in hem tiimor hiicreleri hem bagisiklik sistemi hiicreleri, Sekil 2.1,a’ya
kiyasla daha salinimh darvranis gosterir. Bunun nedeni o = 0.1181 degerinin,
Teorem 2.2.1’deki kritik @ = 0.075445 degerine yakin olmasidir ki bu deger bir
sonraki boliimde gorecegimiz tizere Neimark-Sacker catallanmasi icin kritik sinir
degeridir.

Sekil 2.2,b’de o = 0.5 degeri icin sistem salinimli davranisini kaybeder, tiimor
hiicreleri bir stireligine tiikenir, ardindan tiimorlii denge noktasina ulasir. Bu
durum "geri dénen tiimor" vakasi olarak adlandirilir [91]. Ayn1 zamanda Sekil
2.2,b’de, daha kiiciik kesirsel mertebeden tiirev parametresi « i¢in, hem tiimor

hiicreleri hem de bagisiklik sistemi hiicreleri denge noktasina daha hizli ulasir.
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Sekil 2.2. (E,T) = (3,10) baslangi¢ kosulu ve Tablo 2.1’deki ver

ilen parametre

degerleri icin (2.1) modelinin dinamik davraniglari; a) o = 0.1181 ve b)

c=20.5.

2.2.3. Neimark-Sacker Catallanma Analizi

Bu kisimda, (2.1) sisteminin, FE; denge noktas: civarinda Neimark-Sacker

catallanma analizini yapacagiz.

Oncelikle, E, = (E,T) denge noktasmi, 7, = E — E ve 75 = N — N degisken

dontistiirmelerini kullanarak orjine tasiyalim. Boylece, (2.1) sistemi

F ) )
T a0 ) o [ Plenree) (2.6)

T2 T2 Fy(21, 229, 0)

formunda yazilabilir, burada
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h%aq 1w h?*aqqw? s 8a11fyPow?((2 — 2/an)afy + h
Fl(a:l,xg, 0') = o T1T9 + Tmle — 2@@3 Ty
12a1; 8*y*ow? o o
- W((8—8/a11)a25272 +4h ozﬁ*yc—i—h? 02)I§+O<|X‘4>
ve

2a25((—2 + 2a99)aw + hed) N 4(—agy + a§2)6’ywx2

Fy(xy,29,0) = 20,8vd T 2d 2
N aza((—4 + 4222)&“) t had)l‘wz + 6?;a—;2d2(—8a32(_1 + 1/ag)a’w?
+ 4(—1 + 2ax)h*awd + h**d*)x? + 2d2 (8a w
+ 24a§2a2w2 — 8h®awd + h**d?
2 dazyByw
— 16ag0w(2aw — h*d))zirs + TCZQ(&VW

+1/a3,(4aw — h*d) — (2/az0)(5aw — h*d))x, 75
N 24a3,(—1 + 1/a)?B*y?w?

= 7 + 01X

dir. 0 = 7 icin, A(7) matrisinin 6zdegerleri ise

—p1(7) i pl — 4po(
>\1 2( ) \/ ) )
seklinde olup burada
_ _ h® B+ 4 BFw A2 (B —w)Z —yw) h (V47 BFw 42 (B5—w) 2~ (85 +w))
pl(o-) = —€ 2aBy — € 20w
ve
po(ﬁ) =1
olur. Ayrica, |A\12(@)] = 1 oldugu goriliir. Yani, A(7) matrisinin 6zdegerleri,

Neimark-Sacker catallanmasinin gerektirdigi gibi, modiilii 1 olan kompleks
eslenik sayilardir. Aym zamanda, p;(7) # 0,1 olmasi A} ,(@) # 1, k = 1,2,3,4

olmasin garanti eder. Sonug olarak, non-strong resonance sart1 saglanmis olur.

Transversality kosulunun analizinden ise

* (Bro+V/A a )
d1A12(0)) 2yle” FET )R - )
Cdo - (B2 04w VAw

e 7= eh - 62%(%”” > )(575 + VA - Yw)?

elde edilir. Bu esitsizlik, pozitif parametreler ve ¢ < (v sarti1 altinda her zaman

dogrudur.
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Simdi, c¢atallanmanin yoniini tespit edebilmek icin B;(z,y) ve Ci(z,y,u)

multilineer fonksiyonlarlm hesaplayahm:
Ty

Z 82F1
8% 3% =0

ha 8 2viow?(2 — 2 + he
apw (2192 + T211) — (8a11 8y ow?( Jai1)oBy c)
LYk

82F2 1/]’
Z 8¢J8¢k $h=0

_2@22((—2 + 2&22)(1/&) + had) 1 4(-&22 + a%Q),va

3 T2Y2,
ac

aBrd T1l1 d T2lY2
ago((—4 + 4ass)aw + hed
+ z2(( 22) )(ﬂflyz + To11),
ad
(z,y, T Yl
R awjawkfwl v
h2aa w2
_a—;l(%yﬂh + Tay1Us + T1YaUs)
12a1, %72 0w?

o Toyata((8 — 8ag)a?B*y? + 4h*aByc + h**c?),

2

83F2
(e, = 3 aw]awkam

xjykul
jikl=1
3a
:WQZCP(8CL22(—1 + ag9)0w? + 4(—1 + 2a99)h*awd + h**d*)z y1u,

+ 2d2 2_(802w? + 24a2,0°w? — 8h%awd + h**d?
— 16ayaw(2aw — h*d))(zay1u1 + T1Y2u1 + T1Y1U2)

dagoByw

W(2(2 — 5(122 + 3@%2)05(4}

+ (=1 4 2a90)h*d)(z2y2ur + Toy1us + T1Y2u2)

24@22(—1 + (122)252’72(,02
+ d2 T2lYa2Us.

q € C? A(o)q = eq olacak sekilde A(7) matrisinin \,(7)ya karsilik gelen
ozvektorii, p € C?ise AT(3)p = e ™p olacak sekilde A”(7) matrisinin ), (7)’ya
karsilik gelen 6zvektorii olsun. Burada ¢ ve p 6zvektorleri ¢ ~ (¢; + (2, 1) ve p ~

(& + i&2, 1) seklinde hesaplansin. < p, ¢ >= 1 sartin1 saglayan normallestirilmis

ozvektorler ise

_ ( §1 16 1 )
PENTH (@ +i6) (G — i6) T+ (€ + i€2)(G1 — iGa)
q= (Cl + ic% 1)
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seklinde bulunur, burada

h%d }LCX(B’Y(B’Y‘S*\/Z)+(5’Y(W*5)*\/Z)w+'yw2
(—1—|—62aw)(—1—|—e 2aByw
51 o hod R (BY(BYS—VA)+(By(7—8)—VA)wtyw? )
2/3’}/(6$ — e 2afyw
h¥d . h%d
(—1+ e2aw )ezaw
52 o hod R (BY(BY8—VA)+(By(1—8) — VA wtryw?
25’}/(6 aw — € 2aByw

_ _h%c _ _h%c hod hod
\/4 . (e 2a B~y )2 — 26 208y ¢ 2Low.) — (6_m>2
)
h%c he

B B (ehih — e

Cl @ )
2(—1 +e%)
57\/4 - (67%)2 _ 9¢ TaBreSan — (6—3%5)2
Q= 92— e Ban

dir. Ayrica, 7 degerine yeterince yakin o degerleri igin, herhangi bir V' € R?
vektoriinii V' = zq + Zq, 2z € C seklinde ifade edebiliriz. Benzer sekilde, yeterince
kiiciik |o| degerleri icin (¢ yakinlarinda), (2.6) sistemi asagidaki formda ifade
edilebilir:

2= Mz +9(2,%,0),
burada (o) = (1 + ¥(0))e??@), (o) fonksiyonu, 1(g) = 0 sartin1 saglayan
diizgiin bir fonksiyon, g ise z, z, o degiskenlerine bagl kompleks degerli diizgiin
fonksiyondur ve (z, z) degiskenlerine gore Taylor acgilimi1 asagidaki kuadratik ve
yliksek mertebeden su terimleri igerir:

1
9(z.2,0) = > Tmgn(0)F, gueC. ki1=0.12...
k+iz2

Multilineer fonksiyonlar1 kullanarak, g¢5; Taylor katsayilarini asagidaki
formiillerle hesaplayabiliriz:
920(0) =<p,Blq,q) >, g1(@) =<p,B(q,q) >, 2
902(0) =< p, B(@,9) >, 92n(@) =<p,C(q.¢,7) > .
Sonug olarak, Neimark-Sacker ¢atallanmasinin yoniinii belirleyen k() katsayisi,

asagidaki formiille hesaplarur:

o—i0(@) 1 — 9,i0(0))o—2i6(7)
k() =Re (—921> — Re<< — ei)(’(”)) 920911)

2 2(1 2.8)
Sloul? = 71l
5 911 1 Joz|
burada ¢’ = )(7). Yukaridaki argiimanlari ve [85, 88]'deki teoremleri

kullanarak, su sonucu elde ederiz:
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E(n), T(n)

|i§miimlm||‘l“II‘Hnlllml““ulml||||||"II|||II||||||||||||||||||||||IIIIIIIIIIll|||l||||||||||||||l||
o o ‘ ‘

016 018

Sekil 2.3. o parametresinin degisimine gore (2.1) modelinin ¢atallanma diagrama.
Burada o = 090, h = 0.1, diger parametre degerleri ve baslangi¢
kosullar: Sekil 2.2’deki gibidir.

Teorem 2.2.2. ¢ = 7 ve k() # 0 igin (2.1) sisteminin £; denge noktasinda
Neimark-Sacker ¢atallanmasi olugur. Dahasi, eger k(o) < 0 (sirasiyla k(7)) > 0) ise

F,’den catallanan tek kapali degismez bir egri kararlidir (sirasiyla kararsizdir).

2.2.4. Niimerik Simiilasyonlar

Bu kisimda, yukarida ulasilan teorik sonuglari dogrulayacak olan niimerik
simiilasyonlar verilecektir. (2.1) sisteminin o parametresine bagl catallanma
diagramu $ekil 2.3’de verilmistir. Tablo 2.1’de verilen parametre degerleri ve
o =7 = 0.0754947 i¢in, sistemde £ = (1.60922, 8.18465) denge noktas: civarinda
Neimark-Sacker ¢atallanmasi olusur. Bu da Teorem 2.2.2'nin saglandigini
gosterir. ¢ = 7 i¢in iki kompleks eslenik 6zdeger A\, = 0.99486 + 0.101259¢
d|A1,2(0)]

seklinde gelir ve |\15| = 1 saglanir. Transversality sartindan T) =

=0

—0.0679214 # 0 elde edilir. Taylor katsayilar: ise asagidaki gibi hesaplamr:a
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Sekil 2.4. o parametresinin degisimine gore (2.1) modelinin dinamik davranislar
(h = 0.1). Baglangic kosullar:1 ve diger parametre degerleri Sekil 2.2’deki
gibidir.

20 = — 0.06308 + 0.08259561,
o2 = — 0.0833597 + 0.08656144,
g1 =0.7789024,

go1 =0.00353831 + 0.005710284.

Neimark-Sacker catallanmasinin yoniinii veren k() katsayisi (2.8)'den k(7) =
—0.261278 < 0 seklinde hesaplanir. Sonug olarak, Neimark-Sacker c¢atallanmasi
suiperkritiktir (Sekil 2.4,d, Sekil 2.5,d, Sekil 2.6,c).
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Sekil 2.5. (2.1) sistemi igin Sekil 2.4’e karsilik gelen faz diagramlar:

2.3. Sonuclar

Tezin bu boliimiinde, Caputo ve conformable kesirli tiirev baglaminda kesirli
diferansiyel denklemler ile olusturulmus iki kesirli tiimor modeli (7) ve (13)
ele alinmustir. (7) sistemi igin, timorlii denge noktasmin o < 79 sart1 altinda
asimptotik kararli oldugu gosterilmis ve ayrica sistemde Hopf catallanmasinin
olusmadigi gozlemlenmistir. Daha sonra, (7) modelinin conformable kesirsel
mertebeden, tam deger fonksiyonlar1 katilarak elde edilen versiyonu olan (13)
sistemi ayriklastirilmis ve iki boyutlu (2.1) ayrik dinamik sistemi elde edilmistir.
Boylece kesirsel mertebeden tiirev parametresi «, fark denklem sistemine yeni bir

parametre olarak dahil edilmistir.

Catallanma analizi, (2.1) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasi civarinda
stationary ya da flip ¢atallanmasinin olusmadigii gostermistir. Ciinkii, (2.3)

karakterstik polinomu goz oOniine alindiginda, 1 + a; + a9 > 0 ve 1 —
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Sekil 2.6. Kesirsel mertebeden tiirev parametresi a'nin degisimine gore (2.1)
modelinin faz diagramlar:

ai + ap > 0 esitsizliklerinin her zaman dogru oldugu gosterilmistir. Ay
zamanda, (2.1) fark denklem sisteminin, E; denge noktas: etrafinda, bagisiklik
sistemi hiicrelerinin tiimor bolgesine akis oranimni temsil eden o parametresinin
degisimine bagli olarak Neimark-Sacker ¢atallanmasinin olustugu ispatlanmistur.
Biyolojik bir bakis agisiyla yaklasirsak, o parametresinin degeri, kemik iligi
nakli terapisi (BMT) ile arttirilabilmektedir. BMT terapisinin kanser vakalarinda
kullanimi, kemoterapi ve radyoterapi tedavilerine kiyasla daha yeni bir
uygulama olsa da, kanser vakalarindaki faydasi arastirlmakta ve yaygimn bir

sekilde kullanilmaktadir [92,93].

Neimark-Sacker catallanmasmin bu ¢alismadaki 6nemi, pozitif denge noktasi
etrafinda ortaya ¢ikan kararli periyodik ¢oziimlerden kaynaklanmaktadir. Bu
matematiksel sonug klinik olarak da gozlemlenmistir ve Jeff fenomenas: olarak
adlandirilmaktadir [94]. Bu, timor hiicrelerinin pozitif denge noktas: etrafinda,
herhangi bir tedavi olmadiginda salimiml bir davrams gosterdigi manasina

gelmektedir.
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Bagisiklik sistemi hiicrelerinin tiimor bolgesine akis oranindaki degisimlerin
etkilerini incelemek amaciyla, o parametresi degistirilerek diger parametreler
sabit tutuldu. Teorem 2.2.2’den, E; denge noktasi i¢in Neimark-Sacker
catallanmasi kritik degeri 0 = @ ~ 0.0754 olarak hesapland1 (Sekil 2.3, Sekil
2.4,d, Sekil 2.5,d). o degeri azaldikca, denge noktalar1 kararsiz kalmaya devam
eder ve sistem daha biiyiik genliklerle salimimli davrams gosterir (Sekil 2.4,e f,
Sekil 25,f). o = 0.3 > 7 icin hem tiimor hem bagisiklik sistemi hiicreleri
E; ~ (1.62,4.72) denge noktasina sontimlii saliiml sekilde yaklasir (Sekil 2.4,c,
Sekil 2.5,c). Bu durum, biyolojik olarak uyuyan tiimoér vakas: (tumor dormancy)
olarak adlandirilir [5,11]. ¢ = 0.55 i¢in sistem salinimli davranisini kaybeder,
timor hiicreleri bir siire igin tiikenir ardindan hem tiimoér hem bagisiklik sistemi
hiicreleri £y ~ (1.63,0.93) denge noktasina monoton olarak yaklasir (Sekil 2.4,b,
Sekil 2.5,b). Bu durum, geri donen tiimor vakasi (returning tumor state) olarak
adlandirilir [91]. o parametresinin degeri arttik¢a ve 70 ~ 0.612 degerini gectikge,
bagisiklik sistemi hiicreleri tiimor hiicrelerini yok etmede tamamen basarili olur

ve hasta tamamen iyilesir (Sekil 2.4,a, Sekil 2.5,a).

Ek olarak, conformable kesirsel mertebeden tiirev parametresinin etkisini
arastirmak icin a parametresi degistirilerek diger parametreler sabit tutuldu.
(2.2) esitligi kullanilarak, kesirsel mertebeden tiirev parametresi icin kritik
Neimark-Sacker catallanmas1 degeri @ = 0.794117 olarak hesaplanmustir (Sekil
2.6,c). Sistemin kararli davranisi, conformable kesirsel mertebeden tiirev

parametresi « azaldikca kararsizliga dogru yonelmektedir (Sekil 2.6).

Lyapunov f{istelleri, fark denklem sistemlerinin kaotik davramglarimi ve
sistemlerin baslangic kosullarma hassas bagimliligini niceliksel olarak olgcen
kullanigh bir alettir. Son olarak, (2.1) sistemi i¢in ¢ parametresinin degisimine
gore Lyapunov {istelleri hesaplanmistir. Bunun igin, ¢ parametresini [0, 0.4]
araliginda degistirerek, diger parametreleri Tablo 2.1’deki gibi sabit tuttuk. Sekil
2.7'den goriildiigii tizere, o parametresi o = 0.075445 degerinin altina diistiikge,
Lyapunov iistelleri pozitif olmaktadir. Yani, sistem kiiciik o degerleri icin kaotik

bir davranis sergilemektedir (Sekil 2.3, Sekil 2.4,£, Sekil 2.8).
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Sekil 2.7. o parametresinin degisimine gore, (2.1) sisteminin maksimum
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Sekil 2.8. (2.1) modeli icin kaotik gekici, burada parametreler Sekil 2.4,f'deki gibi
alinmistir.



3. BOLUM

GECIKME PARAMETRELI CAPUTO VE CONFORMABLE KESIRSEL
MERTEBEDEN TUMOR MODELININ DINAMIK ANALIZI

Bu boliimde, tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimini tanimlayan bir matematiksel
model hem Caputo hem de conformable kesirsel mertebeden tiirev igerecek
sekilde ele alinacaktir. Oncelikle Caputo kesirsel mertebeden tiirev igeren
modelin hem gecikme parametresiz hem gecikme parametreli versiyonlarinin
dinamik davranislari incelenecektir. Daha sonra Caputo kesirsel tiirevli, gecikme
parametresi igeren modelde, gecikme parametreleri yerine [£]h seklinde tam
deger fonksiyonlar1 alimacak ve yine Caputo kesirsel tiirev yerine conformable
kesirsel mertebeden tiirev kullanilarak yeni bir model olusturulacaktir. Tam
deger fonksyionlarinin kullanilmasina dayali ayriklastirma islemi sonucunda iki
boyutlu bir fark denklem sistemi elde edilecektir. Bu fark denklem sisteminin
kararlilik ve catallanma analizi yapilacaktir. Bu boliimde yapilan ¢aligmalar,
bir dnceki boliimde yapilan orjinal ¢caligmalara ek olarak, gecikme etkisininin
dinamik sisteme etkilerini de ele alir. Aymi zamanda, gecikme parametresi 7
ile h ayriklastirma parametresinin sisteme etkilerinin karsilastirilmasi gibi 6zgiin

fikirler igerir.

3.1. Caputo Kesirsel Mertebeden Tiimor Modelinin Dinamik Davranislar:

Bu kisimda, gecikme parametresi icermeyen (8) Caputo kesirsel mertebeden
timor modeli ile gecikme parametresi iceren (14) tiimdr modelinin dinamik

davranisglari incelenecektir.



67

3.1.1. Gecikmesiz Caputo Kesirsel Mertebeden Tiimor Modelinin Dinamik

Davramslan

Giris boliumiinde verilen (8) modeli

D%(t) =0+ % — pxy — ox,

Dy(t) = vy(1 — By) — zy.
seklinde idi. Burada x bagisiklik hiicrelerini ve y tiimor hiicrelerini temsil
etmektedir.  Parametrelerin anlamlar1 ve niimerik degerleri Tablo 3.1’de
verilmistir. D®, a mertebesinden Caputo kesirsel ttirevdir ve a € (0,1) alnir.

Sistemin denge noktalar1 asagidaki sistemin ¢oziimiinden elde edilir:

{Da:v(t) =0,

D%y(t) = 0.
D%z(t) = 0 denkleminden, ¢ + py # % kabul edersek = = 57 = olur.

n+y

D*y(t) = 0 denkleminden y = 0 veya z = (1 — fBy) gelir. Ardindan, f(y) =

W ve g(y) = v(1 — By) fonksiyonlarimi tanimlarsak, (8) sisteminin denge

noktalarini asagidaki gibi simiflandirabiliriz:

i) Tumorsiiz denge noktasi1 £y = (0/4,0),

ii) Tumorla denge noktas1 £ = (7,7), burada 7 = ¢(y), ¥ = y ve y asagidaki

denklemin negatif olmayan ¢dziimiidiir:

fly) —g(y) =0. 3.1)

(3.1) denklemi ele alnarak, parametrelerin degisimine gore sistemin denge

noktalarin smiflandirilmasina [5] kaynagindan ulasilabilir.

Teorem 3.1.1. Eger Ry = w < 1ise (8) sisteminin tiimorsiiz denge noktasi

Ey = (%,0) yerel asimptotik kararhdir.

ispat: (8) sisteminin, E, denge noktasinda lineerlestirilmesi ile elde edilen
jakobiyen matris asagidaki gibidir:

5 o(—nutw)
J(Ey) = o
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Tablo 3.1. (8), (14) ve (3.23) modellerinin parametre degerleri ve biyolojik

anlamlar1
Boyutlu Biyolojik Boyutsal Boyutsuz Boyutsuz
Parametreler Anlamlar Degerler Parametreler Degerler
S EC’lerin tiimor bolgesine akis orani 1.3 x 10*hiicre giin—? g 0.1181 [5 y 11]
p Birikim fonksiyonundaki pozitif sabit 0.1245 giin—?! w 1.131 [5]
r Birikim fonksiyonundaki pozitif sabit 2.019 x 107 hiicre n 20.19 [5]
m TClerin ECler tizerindenki dliimciil etkisi ~ 3.422 x 10719 (giin hiicre) ! ) 0.00311 [5]
d EC dogal 6ltiim oran1 0.0412 giin—! 4 0.3743 [5,11]
a Tiimér bilyiime oram 0.18 giin—! y 1.636 [5,11]
b b~1 TC tagima kapasitesi 2 x 1079 hiicre ™! ﬁ 0.002 [5, 11]
J(Ey) matrisinin dzdegerleri \; = —0 ve Ay = v — § olur. Ry, < 1 kosulu

altinda, 6zdegerlerin ikisi de negatif reel sayidir ve dolayiyla £, denge noktasi

yerel asimptotik kararhdir.

E = (7,7), (8) sisteminin pozitif denge noktas1 olsun. (8) sisteminin £ = (7,7)

denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi

an a 54+ y(—p+ ) T(—p— Ay
Jag) = N u( f n+y) (=n (n+7)? n+y) (3.2)

a1 Q22 -y YT — 2037y
jakobiyen matrisini ve buna karsilik olarak
N+ pd+po=0 (3.3)

karakteristik denklemini verir, burada

w
= —(=047Y(—p+ —)+~v—T— 28y
p1 ( y(—p 77er) v YY)

ve

—(_ — W o N = WY W
po = (=0 +7( u+n+y))(v T —287y) +T(—p (n+@)2+n+?)y'

Teorem 3.1.2. (8) sisteminin £ = (7,y) denge noktasi, asagidaki kosullardan

birinin saglanmasi durumunda yerel asimptotik kararlidur.

i) p1,po >0,
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Sekil 3.1. (8) sisteminin farkli o degerleri icin dinamik davranislari, burada
baslangi¢c kosulu (zo,y0) = (3,10), diger parametreler Tablo 3.1’de
verildigi gibi, a) = 0.002 ve b) 8 = 0.001 olarak alinmistir.

i) p1 <0, p7 — dpo < 0, [tan~! (V2| 5 ax
Sekil 3.1’de gecikme parametresi icermeyen (8) modelinde 3 parametresinin
degisimine bagl olarak soniimlii salimimli davraniglar goriilmekle beraber, bu
salmimlar, Hopf catallanmasina veya kaotik davranisa yol agmaz. Ayni zamanda,
a kesirsel mertebeden tiirev parametresinin kiiciilmesi, hem efektér hem tiimor

hiicre popiilasyonlari i¢in salinimlarin siddetini azaltir.

3.1.2. Gecikme Parametreli Caputo Kesirli Tiimor Modelinin Dinamik Davramslari

Giris boltimiinde tanitilan (14) modeli

wx(t)y(t — 1)
n+y(t—r1)
Dy(t) = yy(1 — By) —x(t — 1)y

seklinde idi. (14) sisteminin denge noktalari, (8) sisteminin denge noktalari ile

D%x(t) =0+ — pxy(t — 1) — dz,

aynidir. Simdi, gecikmeli kesirsel diferansiyel denklemlerin kararlilik sartlarin

agiklayan Teorem 1.1.6 yardimiyla, (14) sisteminin kararliligini analiz edelim.
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Teorem 3.1.3. Teorem 3.1.2in sartlarinin saglandigini ve b3 — b3 < 0 oldugunu
varsayalim. Eger 7 < 7y (1o = min{7]}) ise (14) sisteminin (7,7) denge noktas1

yerel asimptotik kararhdr.

Ispat: (14) sisteminin (7, %) pozitif denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi

D%x(t) = ayz(t) + apy(t — 7),
(3.4)
Dy(t) = agy(t) — ya(t — 7)
seklindedir. (3.4) sistemine karsilik gelen karakteristik matris
S — ajy —alge*”
Japp = _
ye S — Q22
ve karakteristik denklem ise
% 415"+ =0 (3.5)
olur, burada «a;; katsayilar1 (3.2)’'de tanimlandig gibidir ve ¢; = —(a1; + a),
Co = A11A922 — y(l12€7257 "dir.
7 > 0 iken, (3.5) denklemi su sekilde yazilabilir:
2% 4 by s® + by + bse T =0, (3.6)
burada b1 = —(an + CLQQ), b2 = a110Q99 VE bg = &12? "dur. Slmdl, (36) denkleminin

s12 = =i, ¢ > 0 seklinde bir ¢ift saf eslenik kompleks kokii oldugunu

varsayalim. Ardindan, s; = i( esitligi, (3.6) denkleminde yerine koyulursa,
(i€)* + by (i)™ + by + bze ™27 =0 (3.7)

denklemi elde edilir. (3.7) denkleminin reel ve sanal kisimlar1 ayrilirsa,

C*cosam + blfo‘cosa—7T + by = —bscos27(,
2 (3.8)

Csinam + blCasm% + by = bgsin27(

denklemlerine ulasilir. (3.8)’daki denklemlerin sol ve sag taraflarinin kareleri

alinip, taraf tarafa toplanirsa, asagidaki esitlik elde edilir:

¢+ 2b1C3acas% + C**(b7 + 2bycosar) + Ca2l)1()gcoso;—7T +b5—b2=0. (3.9
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b3 — b3 < 0 kabulii altinda, (3.9) denkleminin en az bir pozitif kokii oldugu
sOylenebilir. Bu pozitif koke (; denilirse ve (3.8) denkleminde yerine koyulursa,

asagidaki denklemler elde edilir:

(ﬁacosom + blg,?cosg = —by — b3c0827(},
) 2 (3.10)
Lo sinam + blC,?sin? + by = b3sin27(.

(3.10)’deki denklemlerin kareleri alinip taraf tarafa toplanirsa,
da AT 300 | 12,20 2 32 _
E T 2b1C087 w4 01 — 2babscos2T(, — by — by =0 (3.11)

denklemine ulasilir. (3.11) denkleminden, 7;, degerleri

] 1 4a+2b cos&x 3a—l—b2 2a_b2_b2
j_ = -1 Sk 1 2 Sk 15k 2 3 .
Ti 2 [cos ( ST ) + 2]7T:| , (3.12)

j=0,1,2, ...seklinde hesaplanir [83].

L L Il Il L L L L L
80 100 120 140 160 180 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
ttime(days) ttime(days)
a) b)
T T T T

L L L L L L L -
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 2 50 5 100 125 150 175 200

t-time(days) ttime(days)
c) d)

Sekil 3.2. (14) sisteminin ¢6ztim davranislari (z(t) mavi, y(t) kirmizi ile), a) 7 = 0,
b) 7 = 0.15,¢) 7 = 0.298, d) 7 = 0.70, a = 0.95, (0, o) = (3,10), diger
parametreler Tablo 3.1’deki gibi alinmustr.

Teorem 3.1.4. Teorem 3.1.2 sartlarinin ve (3.20) esitsizliginin saglandigim
varsayalim. O halde, 7 = 7, iken, burada 7 = min{7}}, (14) sisteminin (z,7)

denge noktasinda Hopf ¢atallanmasi olusur.
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Ispat: Oncelikle (3.6) denklemini
Pi(s) 4+ Pa(s)e ™ =0 (3.13)

seklinde yazalim, burada P;(s) = s** + by s* + by ve P, = bs olur. Ardindan, (3.13)

denkleminin her iki tarafinin 7 parametresine gore tiirevi alinirsa,

d d d
P{(s)ﬁ + Pz'(s)d—j_e_QST + Py(s)e 27 (—2s — zTﬁ) =0 (3.14)

elde edilir. (3.14) denklemi yeniden diizenlenirse,

%(Pl'(s) + Pj(s)e 3T — Py(s)e 37271) — Py(s)e 725 = 0 (3.15)
ve
ds Py(s)e %725 _ M(s) (3.16)
dr  Pj(s) 4+ Pj(s)e=27 — Py(s)e=25721  N(s) '
elde edilir, burada

% 1 5

0 1 1 1 1 1 1
0 % M % W X W B M 05 W0 1 200 %0 W0 B0 40 40 50

Hime(days) tHime(days)

a) b)
30 T

0 L L L L L L 0 L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

ttime(days) time(days)
¢ d)

Sekil 3.3. (14) sisteminin ¢oztim davranislari (z(¢) mavi, y(t) kirmizi ile), a) § =
0.0030, b) 8 = 0.0025, ¢) 8 = 0.00157, d) B = 0.0012 (Sekil 3.5 ile ayni),
7 = 0.28, a = 0.95, (0, y0) = (3,10), diger parametreler Tablo 3.1’deki
gibi alinmistir.
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M(s) =bse™ 2725 = M, + iM, (3.17)

ve
N(s) =228 ' + byas®! — bse 727 = Ny +ilNs. (3.18)

s(t) = v(r) + i¢(7) kompleks sayisi, (3.13) denkleminin v(7;) = 0 ve ((7;) =
(o esitliklerini saglayan kokii olsun. O halde, ilgili tiirevlerin hesaplanmasiyla,

asagidaki esitligi elde ederiz:

d M7 Ny + M;N-
Re[—s] =t (3.19)
dr (T=70,{=C0) R
Bu durumda,
My Ny + My Ny
0 3.20
sart1 altinda, Hopf catallanmas: igin transversality sarti Re {%} # 0
(T=70,=Co)

saglanmis olur ve ispat tamamlanur.

i) - 0
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c) 4

Sekil 3.4. (14) sisteminin o parametresinin degisimlerine gore faz diagramlari, a)
a = 0.80,b) a = 0.90, c) a = 0.966004, d) o = 0.99, diger parametreler
Tablo 3.1’deki gibi alinmistir (7 = 0.25).

(8) ve (14) modellerinin niimerik simulasyonlari i¢in [90] makalesinde tanitilan

PECE metodu ve bu metodun gecikmeli kesirsel mertebeden diferansiyel
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denklemler icin genellestirilmis hali kullamilmistir [96,97]. (14) sisteminin farkli
zaman gecikmesi 7 degerleri i¢in dinamik davranislar1 Sekil 3.2’de verilmistir.
Sistemde, yaklasik olarak 7 ~ 0.298 degerinde Hopf catallanmasi olusur. Sekil
3.3’de (14) sisteminin farkli 5 parametre degerleri icin dinamik davranislari
verilmistir. Daha kiiciik 8 degerleri i¢in (yani daha biiyiik tasima kapasitesi i¢in),
sistem (14) kararlihigini kaybeder ve popiilasyonlar salinimli davranislar sergiler.
Sekil 3.4’de, kesirsel mertebeden tiirev parametresi olan o kiiciik degerler
aldiginda, sistemin kararli davranislar sergiledigi goriilmektedir. 7 = 0.25 ve
a = 0.966004 degerleri icin ise (14) sisteminin pozitif denge noktas1 civarinda
Hopf catallanmasi olusmaya baslar ve bunun sonucunda sistem kararsiz duruma

dogru evrilmeye baslar (Sekil 3.4,c).

3.2. Conformable Kesirsel Mertebeden Tiimor Modelinin Dinamik Davranislari

(14) sistemindeki zaman gecikmelerinin yerine [f]h seklinde tam deger
fonksiyonlari koyularak ve sol taraftaki Caputo kesirsel mertebeden tiirev yerine,

conformable kesirsel mertebeden tiirev koyularak

TEW) =0+ REWOT([51h) — 5B (),
T, (1) = AT()(1 ~ BT(0)) ~ B([ 1T ()

(15) sistemi elde edilmisti. Burada E(0) = Ey, T(0) = Tp, [t] gosterimi, ¢ €
[0,00)'m tam say1 kisminu ifade eder ve h > 0 ayriklastirma parametresidir.
Bu béliimde, oncelikle, giris boliimiinde tanitilan tam deger fonksiyonlarinin
kullanilmasina dayali ayriklastirma islemi ile (15) sistemi ayriklastirilacak ve
akabinde elde edilen fark denklem sisteminin kararlilik ve gatallanma analizi

yapilacaktir.

3.2.1. Ayriklastirma Siireci

t € [nh,(n 4+ 1)h) i¢in (1.7) ozelligi goz ontine alinirsa (15) sisteminin birinci
denkleminden

(t— nh)l—a%f) — o+ % — uE(t)T(nh) — §E(t).
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elde edilir. Bu denklem

wT (nh)
B+ peo| L e |
(t — nh)l-« (t —nh)l-

seklinde diizenlenebilir. Bu birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir

vet € [nh,t) araliginda ¢oztimiinden

—(6+uT(nh)—M)M wT'(nh)
€ AT e (E(nh) (6 4 pT (nh) — i) —o0) +o
E(t) o n+T(nh)

- wT'(nh
5+MT(nh) 77+TT(nf2)

elde edilir. Ardindan ¢t — (n + 1)k icin asagidaki fark denklemi elde edilir:

wT (nh) o
6_(5+“T(”h)_m)%( (nh)(5 + ,uT(nh) _ wT(nh) ) — g) + o

n+T(nh)
wT'(nh
0+ MT(nh) +7;F(n12)

E((n+1)h) =

Son olarak, E(nh) ve T'(nh) yerine E(n) ve T'(n) koyulursa,

(n) \ A%
e —(6+uT(n)— n+T(n)) ( (n)(é‘ + [LT(TL) - wT'(n) ) = 0_) +o

n+T(n)
— (3.21)
§ 4+ uT(n) — nfT((?f>

En+1)=

elde edilir. Ayni prosedyiir, (15) sisteminin ikinci denklemi olan

t

TLI() =T = 5T () = E( T ()
denklemine uygulanirsa,
T(n+1)= Tn)(v = En)) (3.22)

(v = E(n) = 48T (n))e =% 4 48T (n)
fark denklemi elde edilir. Sonug olarak (3.21) ve (3.22) fark denklemlerinden

T(n)
o~ OHHT ()= ) I (E(n)(6 + pT(n )—;‘f;(@Q—UHU

En+1)=

0+ uT(n) = 70h  6)
— Tl = B
(v = E(n) — 78T (n))e "™ + 48T (n)

iki boyutlu fark denklem sistemi elde edilir.
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3.2.2. Kararhlik Analizi

Bu kisimda, (3.23) sisteminin dinamik davranislarini inceleyecegiz. (3.23) ve (14)
sistemleri ayn1 denge noktalarina sahiptir. (3.23) lineer olmayan fark denklem

sisteminin (£, T) denge noktasinda lineerlegtirilmis sisteminin jakobiyen matrisi

S (e Yo (T )
N o (T+n)(0+Tp)—Tw)?
(ET) g RY(E—y)
By € -
seklindedir, burada ¢ = —0 — T + %’dlr. Jakobiyen matrise karsilik gelen

karakteristik denklem ise

)\2—|—a1/\+a020

olup, burada
—h% R (E—~)
ap=—(e"a +e o )

ve
h*(E—~)

(—1+ e%ac)a((T—I— n’u—nw)—1+e a
(T +n)(6+Tp) — Tw)? By

dir. (E,T) denge noktasimin kararliligmi aragtirmak igin, agsagidaki Schur-Chon

—h%e h*(E—)
ap= (e o )(e =

)_

kriterlerini analiz edelim:
Dl+ai+a >0,  @)l—ai+a >0, i)l —ag>0.

Karakteristik denklemde yer alan ay ve a; degerleri karmasik oldugundan, bu
degerler altinda Schur-Chon kriterlerinin analizini yapmak ¢ok zordur. Bundan
dolayi, (3.23) sisteminin ¢atallanma analizi yapildiktan sonra, ulasilan sonuglar

niimerik simiilasyonlar ile verilecektir.

Teorem 3.2.1. Kabul edelim ki £ # v, 0 # E(E — 7) ve w # @ olsun.
Eger 8 = 3 ise (3.23) sisteminin pozitif denge noktasi civarinda Neimark-Sacker
catallanmasi olusur. Ustelik k(3) > 0 ise olusan periyodik ¢6ziimler kararsiz,

k(5) < 0 ise kararhidir.

Ispat: Oncelikle, Neimark-Sacker catallanmasi icin 3 parametresini catallanma

parametresi olarak segelim.

1—ay=0 (3.24)
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denkleminden kritik 3 degeri

(1M (1t o (T 4 ) — )
B= e (3.25)

(—14+e <« (T +n)(6+Tp) —Tw)?

seklinde hesaplanir. 8 = 3 icin J(& ) matrisinin dzdegerleri

~a(B) £ iy/ar(B)? ~ dao(B)
2

A2(B) =

seklinde olup burada

RO (—6—Tpt L —
(- Tutz) K (B—)

w@) =~ = 4T

ve

dir. Buradan, 6zdegerlerin normu

‘)\1,2(5” =1

esitligini saglar. Boylece, Jz7) matrisinin 6zdegerleri, 8 = B degeri icin,
Neimark-Sacker catallanmas: varliginin gerektirdigi gibi normu 1 olan kompleks

esleniklerdir. Ayn1 zamanda, a,(3) # 0, 1 esitsizliginden
No(B) #1, 1=1,2,34 (3.26)

elde edilir ki bu da non-strong resonance sartinin saglandigin gosterir. Asagidaki
esitsizlik ise

hO(~Eyto) | hOF he(7) h*(E——F) i
dl)\172(5)| _ _6 Ea (6 a — € a’y )(—1+€ a = )27(§(T+7])>2 ;AO
A6 |43 2(—1+ea 2(=1+ e )o((T +n)2p — nw)

(3.27)

transversality sartinin saglandigini garanti eder ve boylece NS catallanmasinin

varlig1 icin gerekli olan biittin kosullar saglanmus olur.

Karakteristik denklemde yer alan ay ve a; katsayilar1 ¢cok karmasik oldugundan
Neimark-Sacker catallanmasinin yonii niimerik olarak projeksiyon metodu [88]

kullanilarak belirlenecektir. Table 3.1’de verilen parametre degerleri kullanilarak
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(B harig), ayriklastirma parametresi i = 0.25 ve kesirsel tiirev mertebesi o =
0.95 alindiginda, kritik NS catallanma degeri B = 0.00157061 olarak hesaplanir.
Oncelikle, (3.23) sisteminin (E, T) = (1.61493, 8.20002) denge noktasini, 7, = F —

E ve xy = T — T doniisiimlerini kullanarak orjine tagiyalim. Boylece

N B Fi(@1, 22, 8) (3.28)

To To Fy(21, 29, B)

sistemi elde edilir, burada J(8) = Jgz7)(8)'dir. Ardindan, B;, C; multilineer

fonksiyonlar:
Z PRy, B) oy
iUk
a%awk =0 !
= 0.00696835x51; + 0.00696835x1y2 — 0.000819169x5ys5,
Z PRy (¢, B) oy
iUk
3%3% =0 !
= 0.647162x1y; — 0.278712x5y; — 0.278712x1y, — 0.0014365925s5,
2
PF (¥, B)
l‘ Y, u TiYrug
;1 a¢ja¢ka¢l $=0 !
= 0.000076516622y2us + 0.000501864 (zoy1us + T1Yous + oYty ),
2
PE (v, B)
x Y, U TiYruy
;1 3%8%51/11 !

= —0.180996x1y1u1 + 3.11412 % 10_6x2y2u2 +0.0778317(x 1y us+

TayYiuy + xlyzul) + 000060437($2y1U2 + T1Ya2U2 + ZL’ngul)

seklinde elde edilir. Simdi, ¢ ~ (0.00313412 — 0.0699777i,0.997544) € C?
vektorii J(3) matrisinin \;(3) dzdegerine kargilik gelen bir dzvektoriidiir ve
P~ (—0.997544,0.00313412 — 0.0699777i) € C2 vektorii J7(B) matrisinin \y(5)
0zdegerine karsilik gelen bir 6zvektoriidiir. Ardindan, p vekétiiriinii ¢ vektoriine
gore normalize edersek, p = (—7.14513¢, 0.501231+0.0224488:) vektorii elde edilir.
Kritik 3 degerine yeterince yakin 3 degerleri icin, herhangi bir V' € R? vektorii
V = z2q+ zq seklinde yazilabilir, burada z € C’dir. Sonug olarak (3.23) sistemi
yeterince kiiciik | 3| i¢in (8 yakinlarinda) asagidaki gibi ifade edilebilir:

Z = /\lz—f—g(Z?zaB)a
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Sekil 3.5. (3.23) sisteminin dinamik davranislar1 (F(n) mavi, T'(n) kirmiz ile), a)
B = 0.003, b) B = 0.0025, c) B = B = 0.00157, d) B = 0.0012 (Sekil
3.3 ile ayni), diger parametreler Tablo 3.1’deki gibi alinmistir, o = 0.95,
h =0.25,t = nh.

burada A, (3) = (1+¢(8))e?®, 1(o) fonksiyonu ¥(q) = 0 sartin1 saglayan diizgiin
bir fonksiyon; g ise z, z, ’ya bagh kompleks degerli diizgiin fonksiyondur
ve (z,Z) degiskenlerine gore Taylor acilimi asagidaki kuadratik ve yiiksek

mertebeden terimleri barindirir:

9(2, 27 ) = Z ng,n(ﬁ)zmzna 9mn S C7 m,n = 07 1727 s

920(B) =< p, B(q,q) >= 0.00464308 + (0.0139905),

g11(B) =< p, B(q,7) >= 1.58214 % 107% — i(0.0055131),

g02(B) =< p, B(q,q) >= —0.0102816 — (0.0248144), 62)
921 (B) =< p, C(q,¢,7) >= 0.000444088 + i(0.000560518).

Ardindan, NS catallanmasinin yoniinii belirleyen k() katsayisi asagidaki gibi
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hesaplanir:

— e~ B gy, (1 — 2673 e=20(5)
k(5) =Re (T) - Re( 21— ci) 920911>

1 1
— 5loul* = 7lgoal* = 0.000183708 > 0,

(3.30)

burada ) = \(B). O halde, k(3) > 0 oldugundan, (1.61493,8.20002) denge

noktasinda gatallanan periyodik ¢oziimler kararsizdir.

3.3. Niimerik Simiilasyonlar

Niimerik simulasyonlar i¢in parametre degerlerini 0 = 0.1181, w = 1.31, n =
20.19, u = 0.00311, § = 0.3743, v = 1.636 ve § = 0.002 seklinde secelim.
Sunu belirtelim ki bu parametreler modelin boyutsuzlastirilmis parametreleridir.

Biyolojik anlamlar1 ve niimerik degerleri Tablo 3.1’de verilmistir.

Sekil 3.1’"de 8 = 0.002 ve 3 = 0.001 degerleri i¢in Caputo kesirsel mertebeden
tiirev parametresinin, (8) sisteminin dinamik davranislar1 tizerindeki etkisi
goriilebilir.  Sekilde de gorildiigii gibi o ve [ parametrelerinin degisimine
bagh olarak kiigtik salinimli periyodik ¢oztimler olussa da, bu salinimlar Hopf
catallanmasina yol agmaz. Hem efektor hiicreleri z(¢) hem de tiimor hiicreleri

y(t), (Z,7) ~ (1.60920, 8.18970) pozitif denge noktasina yakinsar.

Sekil 3.2°"de 7 zaman gecikme parametresinin, (14) sisteminin dinamik
davraniglar: {izerindeki etkisi goriilmektedir. Kicik 7 degerleri igin,
popiilasyonlarda soniimlii salinimli hareketler gozlemlenir ki bu da biyolojik
acidan tiimor uyku evresi olarak adlandirilir (Sekil 3.2,a,b). Timér uyku
evresinde her iki popiilasyonda (Z,7) =~ (1.60920,8.18970) denge noktasina
ulastiktan sonra sabit kalmaktadir ve bu asamadan sonra ne tiimor hiicreleri ne
de bagisiklik sistemi hiicreleri yok olmaktadir. 7 parametresi kritik 7, = 0.298105
degerine ulastiginda periyodik ya da yari-periyodik ¢odziimlerin bir sonucu
olarak (14) sisteminin pozitif denge noktas: civarinda Hopf catallanmasi olusur
(Sekil 3.2,c). Tumor hiicrelerinin bu sekilde salinimli davrans gostermesi, eger
sisteme disaridan miidahale edilmezse yani herhangi bir tedaviye bagvurulmazsa

aynen devam eder ve bu durum biyolojik olarak Jeff fenomeni olarak adlandirilir.
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E(n),T(n)

Sekil 3.6. f parametresinin degisimine gore (3.23) sisteminin catallanma
diagrami, « = 0.90, h = 0.25, (zo,y) = (3,10), diger parametreler
Tablo 3.1’deki gibi alinmistir.

0.000 -
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~0.010 -

~0.015 "

~0.025 "

Maximum Lyapunov
|
o
(@]
N
o
T

~0.030 - ;
00855 C M e F
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
B

Sekil 3.7. Sekil 3.6'ya karsilik gelen maksimum Lyapunov tistelleri

Jeff fenomeni, ayni1 zamanda klinik olarak da gozlemlenmistir [94]. 7 > 7
degerleri icin ise popiilasyonlar daha yiiksek genlikli periyodik davranislar

sergilemeye baslar (Sekil 3.2,d).

f parametresinin, gecikme parametreli (14) sisteminin dinamik davraniglar
tizerindeki etkisi Sekil 3.3’de goriilebilir. 3! parametresi, tiimor hiicrelerinin

tasima kapasitesini temsil eder ve bu parametrenin degeri diger biiyiime



82

Tumor cells
= [
=

=
T
Tumor cells

0 R I 0 - P I
05 1 15 2 25 3 35 05 1 15 2 25 3 35
Effector cells Effector cells

a) 0

40 - 50 T

>
|

=
|
Tumor cells

Tumor cells
= = N om

_— on
|

ia T '
5 1 15 2 25 3 35 05 1 15 2 25 3 35

Effector cells Effector cells
c) d)

Sekil 3.8. (3.23) sisteminin a’nin degisimine baglh faz diagramlari, a) o = 0.99, b)
a =0.95,¢) a = 0.9232621, d) a = 0.80, burada h = 0.25, (29, yo) = (3, 10)
ve diger parametreler Tablo 3.1’deki gibi alinmustir.

faktorleri ile birlikte konakgi tarafindan saglanan besin maddelerine baglhdur.
Bu (7' degeri, siirh kaynaklar ve yer eksikligi nedeniyle tiimor hiicresi
popiilasyonunun sonsuza kadar artamayacag: biyolojik gercegini yansitir [98].
Daha kiigiik f~! degerleri igin, hem efektor hem tiimér hiicreleri soniimlii
salinimh bir davranis sergiler (Sekil 3.3,a,b) ve sonunda karali denge noktas:
(7,7) = (1.60920,8.18970)'na ulagir. 3! daha biiytikken ise, efektor hiicreler,
timor hiicrelerini etkisiz hale getirmede yetersiz kalir, hem efektér hem tiimor

hticreleri salinimli davranis gosterir (Sekil 3.3,¢,d).

Sekil 3.4’'de, 7 = 0.25 icin Caputo kesirsel mertebeden tiirev parametresi
a’nin gecikme parametreli (14) sisteminin dinamik davranislar tizerindeki etkisi
goriilmektedir. Biiyiik a degerleri icin faz diagramlarinda limit dongiileri ortaya
cikar (Sekil 3.4,c,d). Daha kiiciik o degerleri igin ise sistem pozitif (7,y) ~
(1.60920, 8.18970) denge noktasma ulasir (Sekil 3.4,a,b). Bu da beklenen bir

durumdur, zira Caputo kesirsel mertebeden tiirev parametresi olan onin kiigiik
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Sekil 3.9. h'nin degisimine gore (3.23) sisteminin dinamik davraniglari, a) h =
& & $
0.10, b) h = 0.20, ¢) h = 0.267877,d) h = 0.4, burada a = 0.95, (¢, yo) =
(3,10), t = nh, diger parametreler Tablo 3.1’deki gibi alinmistr.

degerleri icin, sistemin kararlilik bolgeleri genislemektedir.

Sekil 3.5’de 3 parametresinin ayrik zamanlh conformable kesirsel mertebeden
(3.23) sisteminin dinamik davranislar {izerindeki etkisi goriilmektedir. Sekil
3.6’da ise [ parametresine bagl olarak (3.23) sisteminin ¢atallanma diagrami
verilmistir. 3 parametresi 3 = 3 = 0.00157061 degerine ulastiginda, sistemin
(E,T) =~ (1.60920,8.18970) pozitif denge noktasi civarinda Neimark-Sacker
catallanmasi olusur (Sekil 3.5c). B < J icin sistemin pozitif denge
noktasi, soniimlii saliniml davranislarin sonucu olarak yerel asimptotik kararh
olmaktadir ki bu da biyolojik olarak tiimor uyku evresi olarak adlandirilir (Sekil
3.5,a,b). Ancak, 3 parametresi 3 degerini agtiginda, tiimér popiilasyonu kaotik

davranis gosterir, bu da kontrolsiiz timor biiytimesi durumudur (Sekil 3.5,d).

Sekil 3.7’de, B parametresindeki degisimlere karsiik gelen Lyapunov {istelleri
verilmistir. Bu figiir, parametrik uzayda kaotik bolgelerin ve periyodik orbitlerin

varligini gosterir.

Sekil 3.8 ve Sekil 3.9°da conformable kesirsel mertebeden tiirev parametresi

a ile ayriklastirma parametresi h'nin (3.23) sisteminin dinamik davranislar




84

B - W

LT T T

JVY VYV VU VUV VUV VUV VYUY
0 50 100 150 200 250 300
o) d)

Sekil 3.10. Gecikmeli kesirsel mertebeden (14) modeli (kirmizi egri) ve ayrik
conformable kesirsel mertebeden (3.23) modeli (siyah egri) dinamik
davranislarinin karsilastirmasi (tiimor hiicreleri i¢in), burada o = 0.95,
(2o, y0) = (3,10), t = nh (ayrik model i¢in), a) 7 = 0.15, h = 0.10; b)
7=0.23, h=0.20;c) 7 = 0.30, h = 0.267877; d) 7 = 0.35, h = 0.40; diger
parametre degerleri Tablo 3.1’deki gibidir.

tzerindeki etkisi goriilebilir. Azalan conformable kesirsel tiirev parametresinin
ve artan ayriklastirma paramatresinin sistemde kaotik c¢ekiciler olusmasina

neden oldugu goriiliir.

Sekil 3.10’da, gecikmeli kesirsel mertebeden tiimor modeli (14) ile ayrik
conformable kesirsel mertebeden timor modeli (3.23)"tin dinamik davranislar,
timor hiicre popiilasyonu tizerinden karsilastirilmigtir. Sekil 3.10’da gortildiagii
tizere, ayrik sistem, Caputo kesirsel mertebeden tiimor modeline gore kaotik

davranislar gibi daha zengin dinamik davranislar sergilemektedir.

3.4. Sonuclar

Bu boliimde, gecikmeli kesirsel mertebeden tiimor modeli (14) ile



85

ayrik conformable kesirsel mertebeden tiimor modeli (3.23)'tin dinamik
davranislarinin karsilastirilmas: amaglanmistir.  Teorik sonuglar ve niimerik
simiilasyonlar gostermistir ki her iki modelde ayni denge noktalarma sahiptir
ve timor popiilasyonu icin kararli denge, yari-periyodik ¢oziimler, soniimlii
ve yiiksek genlige sahip salimimli davraniglar ve Hopf (Neimark-Sacker)
catallanmasi gibi benzer dinamik davranislar sergilerler. Bu dinamik yapilar,
sistemlerin dinamik yapisinda anahtar rol oynayan 3, 7 (k) ve « parametrelerinin
degisiminden kaynaklanmaktadir. Bu parametreler, iki modelin dinamik
davranglar: igin kritik rol oynar. Sonug olarak, kesirsel mertebeden tiirev
kullanilan iki modelin de, timor-bagisiklik sistemi etkilesimini analiz etmek
i¢cin yonetilebilir, kullanim1 kolay ve giiclii hesaplama mekanizmalar1 oldugu

sonucuna varilabilir.

Ayni zamanda, ayriklastirma parametresi ~2'nin aslinda 7 gecikme parametresi
ile benzer etkilere sahip oldugu gozlemlenmistir. Yani, » parametresi biiytidiikge,
ayriklagtirma uygulanan [nh, (n+1)h] aralig1 genislemekte, sonug olarak gecikme
etkisi ortaya c¢ikmakta veya siddetini arttirmaktadir. Caputo baglamindaki
modelde gecikme parametresi 7 = 0.298105 degerine ulastiginda Hopf
catallanmasi olusurken, ayrik modelde h = 0.267877 degerine ulastiginda
Neimark-Sacker catallanmasi olusmaktadir (Sekil 3.10,c). Bununla birlikte,
conformable kesirsel mertebeden sistemin ayriklastirilmasi ile elde edilen sistem,
Caputo baglamindaki modele gore kaotik dinamikler basta olmak iizere daha
karmasik dinamiklere sahiptir (Sekil 3.10,d). Bu da fark denklemleri iizerinde
caligmanin beklenen bir sonucudur. Iki grafikteki tiimor hiicrelerinin sayisi, ¢'nin
ilk alt aralig1 i¢in daha iyi oOrtligsse de, ¢ arttikca grafikler farklilasmaya baslar,
ciinkii ayrik model i¢in periyodik ¢oziimlerin genligi daha biiyiiktiir ve dongii

stiresi daha kisadir (Sekil 3.10).



4. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, adi diferansiyel denklemlerle olusturulmus ve tiimor
bagiklik sistemi etkilesimini tanimlayan matematiksel modellerin, hem Caputo
hem de conformable kesirsel mertebeden tiirev iceren versiyonlari ele alinmistur.
3. boliimde ele alinan Caputo kesirsel mertebeden tiimér modeline gecikme
parametresi eklenmistir. Daha sonra, ortaya ¢ikan bu modelde, gecikme
parametresi yerine [f]h seklinde tam deger fonksiyonlar: kullamildiktan sonra
modelin conformable kesirsel mertebeden versiyonu goz oniine alinmustir.
Ayriklastirma islemi sonucunda fark denklem sistemleri elde edilmistir.
Hem Caputo hem de fark denklem sistemlerine doniistiiriilen conformable
kesirsel mertebeden tiimor modellerinin denge noktalar1 hesaplandiktan sonra
kararlilik analizleri yapilmistir. Yine catallanma teorisi ile her bir modelde
ortaya ¢ikan catallanma tiirleri arastirilmis, maksimum Lyapunov {istellerinin

hesaplanmasiyla modellerde olusan kaotik yapailar ortaya koyulmustur.

Son yillarda, kesirsel mertebeden tiirev konusunda énemli calismalar yapilmistir
ve halen bu calismalar artarak devam etmektedir. Biyoloji, Fizik, Kimya
Miihendislik, Ekonomi vb. alanlarda kesirsel mertebeden diferansiyel
denklemler vasitasiyla bir¢ok olay basarili bir sekilde modellenmistir. Ancak,
Riemann-Liouville ve Caputo gibi kesirsel mertebeden tiirevler bir integral
denklemi ile tanimlanmaktadir ve bu integral denklemlerin ¢ekirdekleri lokal
olmayip bir singiilariteye sahiptir. Dahasi, kesirsel mertebeden tiirev operatorleri
tam sayr mertebeden tiirev operatoriiniin sagladigi bircok cebirsel ozellige
sahip degildir. Bu gibi durumlar kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin

analitik ¢oztimlerinin bulunmasini imkansiz hale getirmektedir. Bu nedenle son
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yillarda tam say1 mertebeden tiirev tanimimin bir uzantisi olarak yeni kesirsel
mertebeden tiirev tanimlar1 ortaya atilmigtir. Bu tiirev tanimlarindan bir tanesi

de conformable kesirsel tiirevdir.

Timor bagisiklik sistemi etkilesimleri gz oOniine alindiginda, tiimor
hiicre popiilasyonunda sabit uzunlukta periyodik ¢odziimlerin varhig:r yani
popiilasyonun salmimli davraniglar gostermesi klinik olarak gozlemlenen bir
durumdur. Bu durumu matematiksel olarak denkleme yansitabilmek icin
modellere gecikme zamani katilmalidir. Literatiirde, gecikme parametresi
iceren adi diferansiyel denklemlerle olusturulmus bir¢ok tiimér modeli
bulunmaktadir ve nadiren de gecikme parametresi icermeyen adi diferansiyel
denklemlerle olusturulmus tiimér modelleri yukarida bahsedilen biyolojik olay1
yansitabilmektedir. Gecikme parametresinin kesirsel mertebeden diferansiyel
denklemlere katilmasi ise durumu ¢ok daha karmasik hale getirmektedir. Bu tiir
denklemlerin analitik ¢oztimlerini bulmak ¢ok zordur. Ayrica bu tiir diferansiyel
denklemlerle olusturulmus dinamik sistemlerin ¢atallanma analizini yapabilmek

i¢in elimizde halen daha yeteri kadar matematiksel ara¢ bulunmamaktadr.

Yukarida ortaya konan iki temel zorlugun tistesinden gelmek icin su 6nerilerde
bulunduk: Caputo kesirsel mertebeden tiirev yerine conformable kesirsel
mertebeden tiirev kullanmak ve gecikme parametresi yerine tam deger
foknsiyonlar1 kullanmak. Bu Oneriler ise bu tezin konusunu belirlemistir.
Not edelim ki gecikmeli diferansiyel denklemler ile tam deger fonksiyonlarla
olusturulmus diferansiyel denklemler arasindaki iliski literatiirde ortaya

konulmustur.

Hem Caputo kesirsel mertebeden dinamik sistemin hem de conformable kesirsel
mertebeden dinamik sisteme ayriklastirma islemi uygulanmasinin ardindan
elde ettigimiz kesikli dinamik sistemin dinamik davraniglarimi karsilastirarak
yukarida bahsettigimiz yaklasimin dogrulugunu test etmeye calisttk. Hem
Caputo hem kesikli dinamik sistem temelde benzer dinamik davraniglar
(ayn1 denge noktasi, periyodik ve yari-periyodik ¢oziimler, sontimlii salimimli

davranislar, Hopf-Neimark Sacker catallanmasi) sergilese de kesikli dinamik
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sistemler, Caputo kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerle olusturulmus
modellere gore kaotik davraruslar gibi farkli dinamik davranislar sergilemistir.
Bu da fark denklemleri ile calismanin dogal bir sonucudur. Ciinkii fark
denklemleri siirekli zamanli dinamik sistemlere gore daha zengin davraniglar

sergilerler.
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