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Bu ¢alisma bes bdliimden olusmustur.

Birinci boéliimde; Diferensiyel operatérlerin Spektral teorisinde sik stk
kullanilan baz temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; Genel Sturm - Liouville , Bessel diferensiyel denklemi ve bu
denklemlerin ¢oziimleri incelenmigtir.

Uciincii boliimde; Bessel operatérii icin Sturm'un Mukayese ve Osilasyon
teoremleri ispatlanmigtir. Bu teoremler daha 6nce B. M., Levitan tarafindan Sturm -
Liouville denklemi i¢in ispatlanmigtir.

Dérdiincii  boliimde; Bessel operatoriiniin =~ 6zdegerler , 6zfonksiyonlar ,
normlastirilmis sayilar ve ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlari igin asimptotik
formlar1 bulunmustur.

Besinci boliim , tezin orijinal kismim olusturmaktadir. Bu béliimde y(0) = 0
baglangic sarti altinda Bessel operatorii i¢in Doniisiim operatoriintin varlif: ve Euler -
Poisson - Darboux denkleminin Riemann metodu ile ¢dziimii incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Ozdeger , Ozfonksiyon , Tekillik , Osilasyon
Teoremi , Asimptotik Agilim , Déniisim Operatorii , Riemann Metodu
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SUMMARY
Masters Thests
SPECTRAL ANALIYSIS OF BESSEL OPERATOR
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1998 , Page: 43

This study is arranged in five chapters.

In the first chapter, some fundemental definition and theorems that use often
in Spectral theory of Differential operators are given .

In the second chapter , General Sturm - Liouville , Bessel equations and
Solutions of these equations are examined .

In the third chapter, Sturm ‘s Comparison and Oscillation theorems are proved
for Bessel operator. We noted that These theorems are proved for Sturm - Liouville
equations by B. M., Levitan.

In the fourth chapter, Asymptotic forms are found for eigenvalues, eigenfunctions,
normalized numbers , ortonormalized eigenfunctions of Bessel operator.

Fifth chapter has constituted original part of the thesis. In this chapter, We
investigated of the Euler - Poisson - Darboux equation solution by Riemann methods and

existence of translation operator for the Bessel equation with considering the initial
value y(0)=0.

KEY WORDS: Eigenvalues , Eigenfunctions , Singularity , Oscillation Theorem ,
Asymptotic Form , Translation Operator , Riemann *s Method.
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SIMGELER LISTESI

T" : T operatdriiniin adjointi

H : Hilbert Uzayi

A : Ozdeger

¢n: Ozfonksiyon

o(1) : Sonsuz kii¢iik degerler

O(1) : Sinirli degerler

[' : Gamma Fonksiyonu

J,(x):v-inci dereceden l-inci Tiir Bessel Fonksiyonu
Y, (x) : v-inci Dereceden 2-inci Tiir Bessel Fonksiyonu
F(a ,a,1, o) : Hipergeometrik Fonksiyon

L[ a,b] : Karesel Integrallenebilen Fonksiyonlar Uzay



1.BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1: ( Adjoint Operator ) H; ve H; iki Hilbert uzay: ve T: H;— H,

sinirhi lineer bir operator olsun.
Eger T':H, — H; operatori< Tx,y>=<x, Ty > sartim saghyorsa T* operatdriine

T " nin adjointi denir. Eger T=T"ise T operatériine self - adjoint operatér denir.

[ Kreyszig , 1978 ].

TANIM 1.2: A sinirh lineer bir operatér ve X herhangi bir topolojik uzay

olsun.
Ax=AXx
esitliginde x # 0 ¢Oziimi i¢in elde edilen A degerlerine A ° nin bir dzdeferi x

degerine ise bir 6zfonksiyon denir. [ Kreyszig, 1978 ].

TANIM 1.3: (L*[ a, b] uzay1 ) Asagidaki ozelligi saglayan elemanlardan

olusan uzaya L a, b] uzay1 denir.

b 2
L’[a,b] ={x(t): [[x(r)] d! integrali mevcuttur. }

a

Bu uzay reel olarak gézoniine alinirsa i¢ carpim fonksiyonu
b
<fx), (%) >= [f(x) glx)ax

seklinde tanimlanir. Burada f(x) ve g(x) reel fonksiyonlardir. [ Kreyszig , 1978 ].

TANIM 1.4: (Frobenius Metodu )

dy dy
2 +pi(x)—+ paxly=0 (1.1

seklinde bir diferensiyel denklemi g6zoniine alalim. Kabul edelim ki x = x¢ noktas: bu
denklemin bir tekil noktasi olsun. Yani pi(x) veya p;(x) fonksiyonlarindan birinin veya

her ikisinin birden paydalan ( x- Xo ) ¢arpanini igersin. O zaman



eger pi(X) *in paydasi ( x- Xo ) ¢arpamm en fazla birinci dereceden ve p, (x) ‘in
paydas: da aym carpam en fazla ikinci dereceden igeriyorsa , bu durumda x=x,
noktasina diizgiin tekil nokta adi verilir. Dolayisiyla (1.1) denkleminin Frobenius

metodu yardimiyla x=xo noktasi etrafinda bir ¢6ziimii bulunabilir. O zaman Bu metod

yardimiyla aranan ¢6ziim

0

y =(x - xo)rgoak (x - xo)k

seklinde bir kuvvet serisidir. Bu sekildeifade edilen seriye Frobenius serisi denir.
[ Aydin, 1990 ].

TANIM 1.5: (Gamma fonksiyonu)
n>0 olmak lizere

I'(n)= [x"e ™ dx
0

seklinde taniml fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. [ Aydin , 1990 ].

TANIM 1.6: ( Hipergeometrik Fonksiyon ) a, b, ¢ reel sabitler olmak iizere
x(1-x)y" +[c~(a+b+1x]y —aby=0

formundaki denkleme Gauss diferensiyel denklemi denir. Bu sekildeki denklemin

¢Ozimi,

Flabion) =13 20p, SEIDOOY
(a,b;¢;x) = e 12.c(c+l)

seklinde verilen bir Hipergeometrik seridir. [ Churchill , 1976 ].

TEOREM 1.1: q(x), [0,1] aralipinda reel ve siirekli bir fonksiyon , H ise

sonlu reel bir say1 olmak {izere



vl
V| A+ q(x)- x24 y=0 (1.2)
¥(0,A)=0 (1.3)
y' (1,0 +B(1,3) =0 (1.4)

seklindeki simr deger probleminin farkli dzdegerlerine karsilik gelen dzfonksiyonlar

(0,1] araliginda ortogonaldir.

ISPAT : Ay ve &y (A # Ay) 6zdegerlerine karsilik gelen ¢oztimler yi(x, A1) ve

ya(X, A2) olsun. Bu durumda

1
VZ—Z
N+ A4 +g(x)- 3 n =0
1
Vz—_
Yo +| A +q(x)- 2 ¥, =0

olur. Bu denklemleri , siras1 ile , y; ve y; ile ¢arpip taraf tarafa ¢ikanrsak,
1 1
vi-r o, vi-o
Yoy FMnya + gy - 2 N2 =Y 20 —q@NYy — Aayyy + ”‘:2_)’1)’2 =0

elde edilir. Béylece

}’2y;' - y;yl = (7~2 - 7\1))’13’2
d. '
Z;(,VIJ’z - ylyz) =(7bz - 7\1))’1)’2

bulunur. Son esitligin iki tarafim (0, 1] araliginda integrallersek

-1
(2 —y3) [ =(2 —7»1)({ Yiyad



elde edilir.Eger (1.3) ve (1.4) sir sartlar1 goz6niine alinirsa sol tarafin sifir oldugu

sonucuna varilir ki bdylece

1
fyl(x,kl))?z(x,?»z)dx =0
0
olur.Bu ise ¢6ziimlerin ortogonal oldugunu gésterir.

TEOREM 1.2: q(x) ve H, Teorem 1.1 deki sartlar1 saglasin. Bu durumda (1.2)

- (1.4) simur deger probleminin 6zdegetrleri reeldir.

ISPAT:

Aksine kabul edelim ki A Ozdegerleri A = u + iv seklinde kompleks say:

olsun. Bu durumda q(x) ve H reel oldugundan A= u - iv sayis1 da bir 6zdeger olur.

Eger (1.2) denkleminde iki tarafin eslenigi alinirsa,

1
vi——

¥+ A g@)-—t [y =0

elde edilir. Bu denklem ise ;1 fonksiyonunun A Ozdegerine karsilik gelen bir ¢6ziim

oldugunu gosterir. Boylece Teorem 1.1 den

x, A)y(x, A= 0

) di=0

—

(-3

(:-7)

Sty — O

elde edilir. Integralin icerisindeki terim sifirdan farkli oldugundan A= A elde edilir ki

buda A 6zdegerlerinin reel oldugunu gosterir.

TEOREM 1.3: (Rouche Teoremi)

Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar kapali bir C egrisi lizerinde ve i¢inde analitik ve



lgx) I< | fx) | ise fix)+ g(x) ile f(x) fonksiyonlan C iizerinde aym sayida koke
sahiptir. [ Churchill , 1976 ].

TEOREM 1.4: (Green Teoremi)

B; XOY dizleminde basit bir bolge , C * de bu bélgeyi cevreleyen ve saat
yOniliniin tersine y®dnlendirilmis bir egri olsun. P ve Q fonksiyonlar ise B {izerinde

stirekli tiirevlere sahip olsun. Bu durumda

80 oP
)i+ oy = [ 2Ly

olur. [ Churchill , 1976 ].
Simdi ise sik sik kullanacagimiz déniistim operatérii kavramim tammlayip, bu

operatdriin bazi basit 6zelliklerini agiklayalim.

TANIM 1. 7: E lineer bir topolojik uzay, A ve B ise E den E ye tamimlanan iki

lineer operator olsun. E; ve E; ise E nin kapali alt uzaylan olsunlar.

X :E; — E; seklindeki operator ;
1) X ve X! operatorleri E de siireklidir,
2) AX=XB

sartlanim sagliyorsa boyle bir operatére A ve B i¢in déniisiim operatdrii denir.
[ Levitan 1964 ].

LEMMA 1. 5: B operatoriiniin A 6zdegerine kars1 gelen 6zvektor ¢, € E,
olsun. Dolayisiyla

Bo,= 210,
dir. Bu taktirde A operatoriintin A zdegerine kars1 gelen 6zvektorii
V=X,

dir. Burada X doniistim operatoriidiir. [ Levitan 1964 ].

ISPAT : AX =XB oldugundan

Ay, = AX¢,= XB@,= AX@, = Ay,



olur. Bu da ispat1 tamamlar.

LEMMA 1.2: A, B, C lineer operatérleri E uzayinda tammli ve E, , E, , E; ise
E nin kapal1 alt uzaylar1 olsun. Xap : E2—> E; , Xgc: E; = E; olsun. Bu durumda
Xac : E1 > E; operatorii

Xac=Xap Xpc

seklindedir. [ Levitan 1964 ].

ISPAT : Déniistim operatorti tammindan A Xap=Xap B , B Xgc=Xgc C
seklindedi. Ikinci denklemden B=|X,¢ C{X, .| ]elde edilir. Son esitligi ilk

denklemde yerine yazarsak,

AXap=Xap XpcC Xac'
veya
AXap Xgc =Xas XgcC

olur. Bu da ispat: tamamlar.



2. BOLUM
SINIR DEGER PROBLEMLERI
2.1. Genel Smir Deger Problemleri

sinir sartlan ile birlikte Ikinci mertebeden degisken katsayili homojen ve lineer

bir diferensiyel denklem , genel olarak ,

ay()y" + a1 (x)y +ay(x)y =0 @.1.1)

y(a)coso +y'(a)sina =0 2.1.2)

y(b)cosP+y'(b)sinB =0 (2.1.3)
seklindedir.

Burada ag(x)#0 ve ag(x) , ai(x) , ax(x) fonksiyonlar a < x <b araliginda stirekli
fonksiyonlardir. cosa. , sina , cosP , sinB ise reel sayilardir. Fakat bunlardan cosa ve

sina. veya cosf ve sinf sayilarmin ayni anda sifir olmasi mtimkiin degildir. Clinkii bu

durumda (2.1.1) denkleminin

yx)=0
seklinde bir ¢6ziimii mevcut olup, buradaki amag eger varsa sifirdan farkl bir ¢oziim
bulmaktir.

Simdi (2.1.1) denklemini agagidaki sekilde gézoniine alalim. ag(x) , a;(x) , ax(x)

fonksiyonlar1 periyodik olmak iizere

agGx )y +ay(x)y +ay(x)y =0
y(a) =y(b)
¥'(a)=y'(®)

olsun. Bu sekildeki probleme; kisaca periyodik problem denir.

yi(x) ve ya(x) fonksiyonlan (2.1.1) - (2.1.3) probleminin lineer bagimsiz iki

¢6ziimii olmak iizere boyle bir sistemin genel ¢6ziimii

y(x) =1 yi(X) + ¢2 ya(x)

seklindedir. Burada c; ve c; keyfi sabitlerdir.



2.2. Sturm - Liouville Problemi , Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar

Sinir deger problemleri arasinda Sturm - Liouville probleminin énemli bir yeri
vardir. Genel olarak sinir deger problemi denildii zaman akla ilk gelen, Sturm -

Liouville problemidir.

Simdi (2.1.1) denklemine benzer olarak

ag@)y" +a )y +[A+a3@)]y = 0 2.2.1)
denklemini g&zoniine alalim. Denklemin iki tarafini ag(x)=0 ile bolersek ,

" al(x) ' A +a3(x) N
Y 0@ T e a0 T

4
olur. Eger p(x)=e “  olarak segilip denklemin iki tarafi p(x) ile ¢arpilirsa
A

” a 14 a
pely” + pl)=y +—p)y + px)=2y =0
ay a9 ay

elde edilir. Boylece (2.2.1) denklemi
al . d
4oL |+ ey sy =0 222)

olur. Burada ¢(x)= p(x)z—3 , s(x)= @ seklindedir.
0 0

Bu denklemdeki p, q ve r fonksiyonlar1 kapali [ a, b ] araliginda Vx i¢in reel
degerli , stirekli ve tlirevlenebilen fonksiyonlardir. Ayrica A, x “ ten bagimsiz ve [a, b ]

araliginda p,s >0 dir.

Simdi (2.1.2) ve (2.1.3) sir sartlarim g6zoniine alalim. (2.1.2) denkleminin iki

tarafim sina # 0 ve (2.1.3) denkleminin iki tarafini ise sinf= 0 ile bélersek

y(@+ = a)=0
YO+ () =0

olur.



cosa cos
—=tana=H (H=0) ve - b
sino. sinp

=tanB=h (h=0)
ile gosterilirse, bdylece

2 p@ |+ la@+ a5y =0 (223)

y(@)+Hy(a)=0 (2.2.4)
y®)+hy®)=0 (2.2.5)

sistemi elde edilir ki bdyle bir sisteme Sturm Liouville problemi denir. [ Aydin, 1990 ].
Eger

d d
-2l L |10
olarak alinirsa bu sekildeki L opratérii self - adjointtir.

Eger p(x) ve s(x) fonksiyonlar [ a, b ] aralifinda pozitif ise Sturm - Liouville
denklemine [ a, b ] arahinda regiilerdir denir. Eger aralik yar1 sonsuz, sonsuz veya p(x)
ile s(x) ¢ den biri araligin bir veya her iki ucunda sifir ise Sturm - Liouville denklemine

singiilerdir denir. Bundan sonraki incelemelerimizde gozoniine alinacak problemler

singliler olacaktir.
ORNEK 2.2.1:

Yy +iy=0 (2.2.6)
wW0) =0, yx)=0 (22.7)

seklindeki siir deger problemini gézontine alalim. Bu sekildeki bir denklemin ¢6ziimi
A nin alacag degerlere gore degisir:

(i) Eger A = 0 ise denklemin genel ¢6ziimii ;

y =cC1t X
seklindedir. Dolayisiyla bu ¢6éziime sinir sartlar1 uygulanirsa y = 0 seklinde agikar bir
¢6ziim ortaya ¢ikar.

(i) Eger A < 0 ise aym sekilde asikar bir ¢oziim elde edilir.

(iii) Eger A>0 ise genel ¢dziim ;
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y = ¢ sin Jix+ c, COS \/Xx.

olup , (2.2.7) sartlan g6zéniine alinirsa

A, = n? (n=012,-) (2.2.8)
ve

(pn(x) = ¢, sinnx (2.2.9)
olarak elde edilir.

2.3. Bessel Diferensiyel Denklemi ve Cdziimleri

Ikinci mertebeden degisken katsayili diferensiyel denklemier arasinda asagida
verilen Bessel diferensiyel denkleminin 6nemli bir yeri vardir. Matematiksel fizik ve
miihendislik bilimlerinin ¢aligma alanina giren pekg¢ok problemin ¢6ziimiinde bu
denklem ve denklemin ¢dziimii olan fonksiyonlarla sik sik karsilagilir.

v herhangi bir parametre olmak {izere

2y + 3y +(x2 =V )y=0 2.3.1)

seklinde verilen denkleme v - inci dereceden Bessel diferensiyel denklemi denir. Bu

sekildeki denklemin ¢6ziimii , ikinci mertebeden degisken katsayili denklemlerin

¢6ziimil i¢in kullanilan Frobenius metodu ile ¢6ziiliir ve bu ¢6ziim

’ © (_ l)k (x 2k+v
Jy)= ;Eo kI +v+ 1)\5) 23.2)

seklindedir. Bu sekildeki J\,(x) ¢Ozlimiine birinci tiir Bessel fonksiyonu , bu

¢oziimden lineer bagisiz olan

J,(x)cosvx - J_,(x)
Y"(x) == sinvx )

(2.3.3)

¢oziimiine ise ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir. Bu durumda (2.3.1) denkleminin

genel ¢6ziimii
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x) = 47,(x) + BY, () (2.3.4)

olur. Bu ¢dzlim v’ nin tam olmas halinde elde edilir. Eger v bir tam say: degilse

Yx)= AJ,(x)+ BJ_,(x)

olur. Bu sekideki ¢oziimlerin grafikleri ise agagidaki gibidir.
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3.BOLUM
OSILASYON TEOREMLERI
3.1. Bessel Diferensiyel Dénklemi i¢in Osilasyon Teoremi

Bu béliimde Bessel diferensiyel denkleminin dzdegerleri ile ilgili bazi teoremler
verilecektir. Ozellikle bu teoremler sayesinde Gzdegerleri belli olan bir denklemi

gdzoniine alip q(x) potansiyel fonksiyonunun eklenmesiyle elde edilen yeni denklemin

6zdegerleri hakkinda yorum yapabilecegiz.

TEOREM 3. 1.1:

21

u +| glx)- x24 u=0 3.1.1)
2 L

v+ h(x) - x24 v=0 (3.12)

seklindeki iki denklemi g6zoniine alalim. Eger (0, 1] aralifindaki Vx degeri icin
g(x) < h(x) ise ; u " nun asikar olmayan iki ardisik sifir1 arasinda v ° nin bir tek sifinn

vardir.,

ISPAT:

(3.1.1) denkleminin iki tarafim1 v, (3.1.2) denkleminin iki tarafim u ile carpip taraf
tarafa gikarirsak;

uv—vu+glx)uv - h(x)uv - vu T =0

Uv—vus= [h(x) - g(x)]uv.

2 ity —v'a] = [H) - 2]
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X; ile x; u ' nun ardigik iki koki olsun. Son esitligi [ x;, X, ] arahginda integrallersek

’ ’
uv—vu

X2 x2
L = l(n-glax
1 5

u'(xz )v(xz) - v'(xz )u(xz) - u'(xl )v(xl) + v'(xl )u(xl) = xf (h - g)uvdx

capa) (s o) = (- b

elde edilir. Genelligi bozmadan ( 0, 1] araliinda u > 0 ve v > 0 olsun. Bu durumda

u'(xz) <0 ve u'(xl) > 0 oldugundan saj taraf sifirdan kiigiik , sol taraf sifirdan biiyiik

olacak sekilde bir geliskiye varilir. Dolayisiyla v * nin bu aralikta en az bir kékii vardir.
Buda ispat1 tamamlar.

TEOREM 3.1.2: (Sturmun mukayese kriteri )

2_1
u 4|t gx)-—2 =0 (3.1.3)
X
u(0)=0 (3.1.4)
' (0)=H (HeR) (3.1.5)
probleminin ¢6ziimi u(x) ve
" V2 —_i_
v o+ | A+h(x)-—=|v=0 (3.1.6)
X
w0)=0 (3.1.7)
v(0)=h (heR) (3.1.8)

probleminin ¢dziimii ise v(x) olsun. Ayrica (0,1] aralifinda g(x) < h(x) olsun. Eger
0 <x <1 arah@inda u fonksiyonun m tane sifin varsa v 'nin aym araliktam * den az

olmayacak sekilde sifirlar1 var ve v ° nin k - inci sifin , u * nun k - inci sifinndan
kﬁc"] I" :
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ISPAT:

X1, U nun O noktasina en yakin kokii olsun. Teorem 3.1.1 yardimiyla v nin
(0, x; ] araliginda bir kékiiniin varoldugunu géstermek yeterlidir. Kabul edelimki v nin
bu aralikta kékli olmasmn ve genellifi bozmadan u > 0, v > 0 olsun. u(x;) = 0

oldugundan u’(x;) < 0 olur. Teorem 3.1.1 den dolay1

%[ v — v'u] =(h - g)uv

esitligini (0, x; ] aralifinda integrallersek

u (xl )v(xl) -~ v'(xl)u(x,) _— 0m(0)+ v'(O)u(O) = :)f (h - g)uvdx

u(0)=0,u'(0)=H, v(0)=0, v(0)=h oldugundan v'(0) u(0) + v(0) u'(0) =0.h+ 0.H =
0 olur. Aynca u(x;) =0 oldugundan

X

u'(xl )v(xl) — v’(xl)u(xl) = ({ (h - g)uvdx

esitliginde sol tarafin sifirdan kiigiik sag tarafin ise sifirdan biiyiik oldugu sonucuna
varilir. Dolayisiyla v nin bu aralikta kokii vardir. Eger (0, 1] araligim ( 0, x5 1,[ X1, X2 ]

> [ X2, X3 ]...[ X, 1 ] olarak alirsak u ile v nin ayn1 sayida kékii olup v " nin nin k - inci

sifirt u " nun k - inci sifirindan kiigiiktiir.

LEMMA 3.1.3: Eger x¢ noktast (a<xg<b), ¢ (X0, Ao) fonksiyonunun sifin ise bu
durumda yeterince kii¢iik herhangi bir € >0 sayisina3 6 >0 sayis1 kars1 gelirki

|2 -Lo <8 olacak sekilde @(x,A) fonksiyonunun Ix - x0l<e aralifinda sadece bir
sifin vardir. [ Levitan and Sargsyan, 1970 ]
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TEOREM 3.1.4: (Bessel Diferensiyel Denklemi I¢in Osilasyon Teoremi)

y +|A+q(x)-—=|y=0 x €(0,1] (3.1.9)
X

y(0)cosa +y'(0)sina =0
’ (3.1.10)
y(l)cosB+y'(l)sinB =0
probleminin Oyle simirh olmayan artan Ao , A1, ... , An ,... Ozdegerler dizisi

mevcuttur ki A, Ozdegerine karsilik gelen  @(X,Am) Ozfonksiyonunun (0,1]

araliginda m-tane kokii vardir.

ISPAT : o(x,\), (3.1.9) denkleminin (3.1.4) ve (3.1.5) sartlarimi saglayan
¢ozlimil olsun. Teorem 3.1.2 den dolayr A artarken o(x,A ) nin sifirlarinin sayisi

azalmaz. 0 <x <1 icin| q(x)| < ¢ olsun. Simdi (3.1.9) denklemini

y"+ Atec———|y=0

denklemi ile kargilagtiralim. Bu denklemin ¢6ziimii
y= Jv(\/k +c.x)

seklinde bir Bessel fonksiyonu olup sifirdan farklidir. Teorem 3.1.2 den dolay1
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denklemi gézodniine aldiimizda (0,1] aralifinda pozitif ve simrsiz olarak artan A
degerleri icin sifirlar (0,1] aralifinda olan ¢ nin ¢dzlimleri simrsiz olarak artar ve bu
¢6ziimler A ya baghdir. Diger taraftan Teorem 3.1.2 den A arttikga (X, A) min her

bir sifin sol tarafa diiser ve sifirlarin sayis1 azalmadigindan 0 noktasimin digina ¢ikmaz.
¢o(1, A) =0 olmak lizere A parametresinin ilk degeri po olsun. Benzer sekilde
o(1, A) =0 olmak tizere A nin ikinci degeri p; olsun. Béylece po , pi ... pm ... say1

-----

sifira sahiptir. Eger sinp = 0 ise y’(1)cosp + y(1)sinf =0 sart: saglanir. Béylece p, ler
sadece 6zdeger olur ki buda ispat1 tamamlar.

Eger sinB # 0 ise u ile v Teorem 3.1.2 deki gibi verilen fonksiyonlar olsunlar.

Bu durumda

d 2 u! vl , ul v' 2 u" vll 2 u'2 vlz
—|u| ———||=2u| ———|+u| —-—|-u — -7
dx u v u v u v u v

- (”'v ; v'u)z +12[n(x)- g(x)] > 0

olur. Buradan

4 z(_“_'_l’ij
dx[u , v}o (3.1.11)

oldugu sonucuna varihir. Dolayisiyla bu fonksiyon monoton artandir. Kabul edelim ki u
ile v fonksiyonlari (0,1] arahifinda aym sayida sifira sahip olsunlar ve u nun 1 noktasina

en yakn sifin x, olsun. v(x) fonksiyonunun x, <x <1 araliginda sifirlarinin mevcut
olmadigim gdsterelim. Gergekten Teorem 3.1.2 den v nin (0, x,] arahiginda en az v
tane sifin vardir. Eger v nin [x,,1] aralifinda sifin olursa , kabulumiize gore v(x),
(0,1] aralifinda u dan daha fazla sifira sahip olurdu. O halde v ‘nin x,<x <1 aralifinda

sifirlar1 meveut degildir. (3.1.11) ifadesi x, <x < laralifinda integrallenirse

2 L(ll @l o, ”'(xV) v’(xv) _
O30 ("”){ dx) ) 7
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olur. Béylece

%% > % (3.1.12)

elde edilir. p, <A’ <A” <p,,; olmak lizere u yerine (p(x,k’) , V yerine <p(x,k”)

(LA
alabm. (3.1.12) esitligine goére (Um , Hm+1) aralifinda Z((l k)) fonksiyonu monoton
!

azalandir.

o(1, Um) = 0(1, pm+1) = 0 oldugundan bu fonksiyonun +o dan - a azalmasi
gerekir. Dolayistyla (fm , Um+1) arahgmda

' 1,
————~——(P( s ’") =-cot} olmak flizere en az bir An bulunur. Boylece
(P(l’“m)

')+ Hy(1) = 0 sart: saglanir. O halde A, bir 5zdegerdir.
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4. BOLUM

4.1. BESSEL OPERATORU iCIN ASIMPTOTIK FORMLAR

, 1
V Ty

Y+ h=——F—|y=0 (4.1.1)
X

(0)=0 4.1.2)

y(L,0)+Hy(L,2)=0 (HeR) (4.1.3)

seklinde verilen simir deger problemini gézéniine alalim. Bu denklemin ¢6ziimii

y(x) = |x.. JV(\[E .x)

formundaki Bessel fonksiyonu olup, burada

f7e)- § (4

(Zok!IT(k+v+1)\ 2

dir. Simdi
vt
y A gx)-—52 |y =0 (4.1.4)
X
y(0)=0 (4.1.5)
y(LA)+Hy(L,A)=0 (HeR) (4.1.6)

problemi godzdniine alalim. Burada q(x), (0, 1] araliginda siirekli ve tiirevienebilen

1
bir fonksiyon ve v~ 5= ! olsun. Bu durumda (4.1.4) denklemi

y'+ [x +q(x) - l(lx: l)]y= 0
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seklinde elde edilir.

(4.1.1) -(4.1.3) smr deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik
davramsglarim bulmak zor degildir. Fakat (4.1.4) - (4.1.6) problemine dikkat edilirse q(x)
potansiyel fonksiyonunun (0,1] arahifmndaki stirekliligi haric bagka bir 6zelligi
bilinmemektedir.

Bu boliimdeki amag ise bdyle bir denklemin asimptotik formlarini bulmaktir. Bu
formlar bulmaya ¢alisirken yine ( 4.1.1) - (4.1.3) probleminin asimptotik formlarindan
faydalanacagiz. Aynca sadece  J,(x) € I2(0,1] oldugundan asimptotik formlan
hesaplarken genel ¢dziim yerine y = J,(x) ¢6ziimiinii almak yeterlidir. Simdi bu formlan
bulmaya ¢ahisalim.

Bilindigi gibi Bessel fonksiyonlari

2 ( v 72') > g 2 ( v 7[) > by
J =,/— ey & +J———s Ly Sk
V(x) ﬂxcos x N { k§0x2k:| - nf x i kz=:ox2k

seklinde asimptotik forma sahiptir. [ Watson , 1944 ].

Eger bu denklemde yeterince biiyiik x degerleri gbzoniine alinirsa , JA =s olmak

uzere

J,(sx)= \/ni:[cos(sx - -\;—n - %) + O(é)il 4.1.7)
J!(sx) = —\/%[sin(sx - % - %) + O(::;)-J (4.1.8)

elde edilir.
Bu boliimde (4.1.4) - (4.1.6) probleminin ¢6ziimiini, déniistim operatdrii
yardimiyla
X
o(x,A)=xj, (sx) + [K(x,0)t], (st)dt (4.1.9)
0

seklinde arayacagiz. Eger
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TR O\ (st)dt = O(—=
0 Vs

oldugu gbzbniine alinirsa

¢(x s) \/_\/-[cos sx-—— )+0(1)}+0(\}—)
BINEES W e
=cos(sx—%—%) +0@ (4.1.10)

oldugu sonucuna varilir. Diger taraftan

1

o, (x,5) = %x-E Jo(sx)+vx.s jV' (sx) + K(x,x)Vx. 7,(sx) + ]@ﬁ J,(st)dt

zﬂr [ ”‘"ﬁ“ﬁ)w(:’“)]
f\[:[ (2-2-2) +0($ﬂ

\Z A4 . v 1)
—cos(sx— > —J-—s.sm(sx-— > —4)+0(S 4.1.1D)

elde edilir. (4.1.4) - (4.1.6) probleminin Szdegerleri (4.1.6) denklemini saglayan A
degerleri oldugundan (4.1.10) ve (4.1.11) degerleri (4.1.6) denkleminde yerine yazilirsa;

y'(L,A) + Bl A)=0

cos( z ﬁ) in( >z iz--)+H s( = Zz—)+0(l)--0
s24s.ss24 cos2—4 )=

1721 vk 7 1
e cos- 2 - ) - sins- 2 £) + of 1) -
(1+ H)cosl s 2 ") mssi(s-S-7 0 0

olur. Siniis fonksiyonunun sifirdan farkli degerleri igin ,
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. vk oz vt 7 1
—s.sm(s— 5 —4)[1+(1+H)cot(s— 5 —-4)+O(s)]—0
olup, buradan

w(s) = s.sin(s-vz—”—%)[l + 0@} =0 4.1.12)

denklemi elde edilir. Rouche teoreminden dolay: s nin biiyiik degerleri i¢in w(s)
. . . Vi T ) .
fonksiyonu ile sm(s 5T Z) fonksiyonunun sifirlarimin sayis1 aynidir.

Sn » (4.1.12) denkleminin n. kokii olsun. Burada goriiliiyor ki n—c igin s;—0

dir. n’ nin, tam sayilarin komsulugunda yeterince biiyiik degerleri g6zoniine alinirsa

. vk 7 1
sm(s,,— 5 —4)+O(SJ-O

n

_( +l) +£+0(l) 4.1.13)
Sp=(ntS)mES " 4.1.

elde edilir. Simdi bu formiilii daha hassas hale getirmeye ¢aligalim. Bunun i¢in

1+1
5, =[n+( ; ):I‘n+5n 4.1.13)

olsun. Bu durumda

Z i Z 2 1)
gox(x,/l)—cos(sx— > —4)—s.sm(sx— > —4)+K(x,x)cos(sx-— 3 _4)+O(sx
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o(x,2) = cos(sx - KZE _ %) + 0(;1;)

ifadelerinde x =1 alimp bu ifadeler (4.1.6) da yerlerine yazilirsa

\ 2/ . v z
¢(l’l)+H(1>)“)=COS(S—7-Z)—s.sm(s— 5 —4)+

vr 7w vr 7w 1)
K(l,l)cos(s— > —4)+Hcos(s— > —4)+0( =0

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

[1+ H+KQ 1)]cos(s-—"f_f) _ssin(s_ﬁ_ﬁ) +0(l) —o
? 2 4 . 2 4 s =

bulunur. Burada s * nin yerine (4.1.13)" yazilirsa;

[1+H+K(11)]cos(nn+l—”+£—£—£+5)—
’ 27272 T4t

(4.1.13)"

(l+l)) ( In # v =& ) (1)
—(n+ > 7rsmn7r+2+2— > —4+6;, ++0n =0

1
olur. Burada v——z- = | ifadesi gozoniine alinirsa

I n v =« . .
co n7r+—+————z+5ﬂ = cos(mr+6,,) = COSnmcosy, — sinnzsingd,

2 2 2
= cosg,
bulunur. Benzer sekilde
sin(rm + Iz L2 22 é;,) = sin(nn' + 5,,) = sinnzcosd, + cosnzsing,
2 2 2 4
= sind,

elde edilir. Bu degerler (4.1.13)"" de yerlerine yazilirsa

1 1
)}ﬂsiné; + O(;) =0

[1+ H+ KQD)]coss, - [n LU

1
olur. Bu denklemde n — o ig¢in 0(—’1-) = 0 oldugu gbzoniine alinirsa
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[+ H+ K1Y

tand, = [ (l"'l)]n

n+ 5

yazilir. Burada n nin biiyiik degerleri géz6niine alinirsa ,

[+ H k)]

g

2

)

1+ H+ K(1,]
bulunur. Eger a= _n—() alinirsa ,

a 1
S, =;+ O(n—z)

olur. Béylece (4.1.13) ifadesi

sn=[n+(l;-l):‘7z+§+g+0(%) (4.1.14)

n n

seklinde elde edilir. Bu da H # 0o igin (4.1.14) denkleminin asimptotik formudur. Simdji

y(1,A)cosf+y'(1,A)sinf=0

suur gartini tekrar g6zoniine alalim. Bu esitligin iki tarafim sin # 0 ile bsliip cotp = H
olarak alirsak ,

y'LA)+Hy(1,4) =0

seklindeki esitligi elde ederiz. (4.1.14) denklemi H = 0 sayismin sonlu olmasi halinde
elde edildi. Eger H=0 (cosp =0 ) ise ;

y(l,/’t) cosf + y'(l,l) sin = y’(l,l) =0 |

olur. Diger taraftan (4.1.8) esitliginden

6= Vo) =y 2 s 2] o L)

bulunur. Burada x =1 alinirsa
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) vr @ 1)
S“‘(S' 2 _4)+0(s =0

olur. Buradan

su=|n+ e o)

elde edilir. Diger taraftan H=co (sinp =0) g6zéniine alinirsa ;

o= 2ol - e of -

bulunur.

(4.1.15)

(4.1.16)

Simdi @(x,4,)= @, (x) esitligini g6zoniine alarak (4.1.14) asimptotik formuna

karsilik gelen 6zfonksiyonlarin asimptotik formunu bulmaya galisalim. Bunun icin

(4.1.7) gbzoOniine alinirsa;

o(x,1) = xj, (sx) + J}K(x, )Nt], (st)dt
0

veya

ot )= | e e 2-2) o],
e o5 - of

(4.1.16)
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olur. Burada esitligin sagindaki ikinci terime kismi integrasyon uygulamrsa ,

\/%Z[K(x,t)[cos(st - l’zﬁ - 9 + 0( st) }dt— ! \/z K(x,7) sin(st - % - 7745) '

0

\/_2"‘0"th | o v z)dt
s 2 4

(Ziweofeda- s of e -l

bulunur. Bu ifade (4.1.16)" de g6zdniine alinirsa

vr 7 . vr @ 1)
(D(X,/'L)—cos(sx— 5 —4)+K(x,x)sm(sx— 3 —4)+O(s

elde edilir. Son esitlikte Eger (4.1.14) ifadesi g6zéniine alinirsa ,

Z ’ Z 1)
(on(x)—cos(mzx—- 5 4)+ K(x,x)sm(mzx— i —4)+O(n (4.1.17)

olur. Elde edilen bu ifade ise (4.1.4) - (4.1.6) probleminin 6zfonksiyonlar: igin

asimptotik formdur. Bunun igin ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlara aitasimptotik

1 .
ol = [pdx (4.1.17)
[+}

formu hesaplayalim. (4.1.17) de (4.1.17)" gbzoniine alinirsa

1 2
ol = ![cos(nﬂx - %ﬂ- - %) + K(x,x) sin(nn‘x - 1275 - %)] dx

1l

0

1
VBT e ( _E_E) .
I[cos (nn'x 5 4) + K*(x, x)sm nm === +}dx+ (4.1.17)

1 , vz n)
+ 6[2K(x,x)sm(nﬂx “ 7 dx

X
bulunur. Ayrica  K(x,x) = [q(r)dr ve ¢(7) eC(0,]] oldugundan,
0
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olur. Bu deger (4.1.17)"" de yerine yazilirsa

1 1
a,’ = (j)'cosz (nmc - 1275 - %)dx + 0(;)

3ol

bulunur. Buradan da

1 1
L dl)-
a n

n

PDn

elde edilir. Boylece ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlar

o
" el

veya

v, = \/§|:008(n7zx - VTH - %3 + K(x,x)sin+ K(x,x) sin(mzx -~ % - %) + O(%):l

seklinde bulunur.

Biitiin bu ifadeler H# 0 sayisimin sonsuzdan farkli olmas: halinde elde edildi.
H=0 ve H=o olmas: halinde de; &zdegerler 6zfonksiyonlar ve ortonormallestirilmis
6zfonksiyonlar igin yukaridakine benzer sekilde asimptotik formlar bulunabilir.

Simdi keyfi bir f(x) fonksiyonunun Bessel fonksiyonlar1 cinsinden agilimi ile

ilgili bir teorem verelim:
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TEOREM 4.1.1: Eger f(x) fonksiyonu;

1) [0, b] araliginda siirekli ve tlirevi mevcut ,

2) f(b) =0

3) KO)=f (0)=0

sartlanm sagliyorsa f(x) i¢in verilen Fourier - Bessel serisi mutlak ve diizgiin
yakinsaktir,

ISPAT:

icin,
B 1 b
f(x)= Z]\/J_ch(s”x);? Vi (sut)f (Dt (4.1.18)
n= n 0
olsun. (4.1.7) ve (4.1.8) asimptotik formiilleri (4.1.17)" de g6zdniine alinirsa ,

2b 1Z 2 5 1
a’= ;gcosz (s, - N Z)dt +0(-) = 0(1)

Z

olur. Burada ardigik olarak iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

14

b 15
a, = [NtJ,(s,) f(t)dt = —jf[‘/; J(sat )] -
0 0

b V2~
2ot
i LT, (s f ()t

1
vio

1b 4
=2 Wi (s, 110 -— 2 7(0) fr (4119)

. . . !
elde edilir. (smr  sartlanindan dolay: integrallenen terimler sifirdir.) -f(—z)
t

fonksiyonunun sinirhihigim gostermek miimkiindiir. Dolayisiyla (4.1.19) formiiliinden
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a, = 0(—;:) (4.1.20)

elde edilir. (4.1.7), (4.1.8) asimptotik formiillerinden n—w igin
An = O(n?)

elde edilir.

(4.1.20) formiillinden (4.1.18) Fourier-Bessel serisinin mutlak ve diizgiin

yakinsaklifin elde ederiz. Buda teoremin ispatin1 tamamlar.
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5. BOLUM

BESSEL DENKLEMI iCIN DONUSUM OPERATORU

Bu béliimde K( x, t ) cekirdek fonksiyonunu bulmak igin kismi tiirevli
denklemlerin ¢Oziimiinde yaygin olarak kullamlan Riemann metodundan
yararlanilmigtir. Bu metod Hiperbolik tip kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilir. Bu metodun uygulams1 sdyledir. Oncelikle ¢6ziimii aranan denklemin
dizlemde keyfi bir noktadaki deferi arastirilir. Eger bu noktadaki  ¢6ziim
bulunabiliyorsa denklemin genel ¢6ziimii bulunmus olur. Ayrica bu metod yardimiyla
¢oziim arastinlirken Riemann fonksiyonu adimi verdigimiz eslenik denklemin

¢ozlimiinden yararlamlir.

5.1.Doniisiim Operatoriiniin Elde Edilmesi
v2
xz'+z' + A.x——;— z=0 (5.1.1)

seklinde verilen Bessel diferensiyel denklemini gozontine alalim.Bu denklemdey = Jxz

doniislimii yapilirsa,

1
1 —
y'==x 2z++xz'

2
L3 11
u_,__2 __2!_—21 2,1
y——4x z+2x z+2x zZ' +x-z
olup, buradan
1
1
Yy —-=x %z 1 1
r 2 -— 1 2 — _']
Z = T =yx 4-—xz
i 2
x2
L
Z"=y"x 2+_Zx—2_2'x—l

olur. Elde edilen bu degerler (5.1.1) denklemine yerlerinde yazilirsa;
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y'+ 7\.——2 y=0

seklindeki Bessel diferensiyel denklemi elde edilir. Simdi bu denklemi
H0)=0
y)+H/(1)=0

sartlar1 ile g0z0niine alalim. Bu sekilde verilen

¢cozlimiiy = Vx. 7y(x) = J,(x) seklinde Bessel fonksiyonudur. Simdi

-3

Y+ 7»+q(x)——7— y=0

0)=0
YO+ Hy@)=0

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)

denklemin

(5.1.5)

(5.1.6)
(5.1.7)

probleminin ¢8ziimii ¢(x,A) olsun. Bu durumda (5.1.2) - ( 5.1.4) problemi ile (5.1.5) -

(5.1.7) problemi arasinda ddniigiim operat6riiniin

X[J,(x,2)] = p(x,2) = J,(x,2) + ;[K(x,t).]v(t,ﬂ)dt

seklinde oldugu aranilacaktir. Kabul edelim ki
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1
2 Vz—z
A=—+A-
2 x2
1
2 =2
2 \% 4

d
B=-—5+i+q(x)-
o g(x)

olsun.Burada doniigiim operatoriiniin ikinci sartim1 géz6niine alacagiz.

o'(x.2) = I, (x.2) + K(5)J,(1,2) + Eyw,m

K(x,1)

0" (x,2) = Ji(x, A) + K'(x,%)J,(x,4) + K(, %) J1(x,4) + J,(t.2)
J‘&'K(X I ﬂyf
2 1
AXT,(x,1) = Ap(x,A) = 0" (x,3) +| A - —2 lo(x, 1)

0" (x,4) = J(x,2) + K'(x,2)J,(x,4) + K(x,x)J:(x, ) + Klx.r) J,(t,4)

&
I=x
V- 1
+j&2%;f”l¢(z,z)dt+ A——2 1 (x,2) +
0
1
2 x
Ha-— [ K(x.0), (¢, At (518)
0
bulunur. Diger taraftan ,
sl

XJ (x,4)B = XBJ,(x,4) = Ji(x,4) +| A +q(x) ~—2 |7 (x,2) +
X

+ [KGen)| Tt 2) + /1+q(t)——tz—4 J,(t,4) it
0
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ol
4

" x "
=J, (£, 2)+ 9, (x, ) +| A-—|J,(x, 4) + [K(x,1)J, (s, A)dt +
X 0

+ K1) 2 +90)- ol PLCOL (5.1.9)
0

olur. A X J (x,A) =X B J(x,A) oldugundan, (5.1.8) ve (5.1.9) ifadeleri bu esitlikte
yazilirsa,

(e )+ K)o )+ KCx)(e )+ 0 g2

1
. V- v p—
+ J&dgi‘ﬁ.}v(z,z)dn A-— 417 (x,2)+| A- x24 0jK(x,t)JV(t,/l)dt

vV —— x
= J(x,A) +q(x)J,(x,A)+| A - 4 J,(x,4) + IK(x,t)J"j(t,}L)dt +

2
X 0

1
+2+q()-— L [K (1), (1, A)dt
0

bulunur. Diger taraftan

]‘K(x,t)J",'(t,/l)dt =K(x,0)J)(t.2)], - J‘ﬂ(—g’t—)—J;(t,l)dt

= K(x,1)J1(t,2)), —MJ{,(t,Z)

2 * . ’]-o"zK(x,t)

T g (1, 2)dt
o : d2 ( )
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= K(x,0)Jy(1.4)| - K(x.0)T2(t.2)| _, —MJV(’ ) ) +
ﬂfg‘ 1) Oj FKx), (1, 2)dt

oldugundan , elde edilen bu deger yukaridaki denklemde yazilip benzer terimlerin

katsayilarinin esitligi gézoniine alimirsa ,

1 1
FK(x,1) vi- 4 FK(x,1) Z

&2 + x2 K(x’t) = d2 + Q(f) +

K(x,?) (5.1.10)

= J,(x,A)+ K'(x,%)J (x,2) = g(x)J (x,4)

a

I=x 1=x

olur. Sol taraftaki ifadenin ilk terimi bir tam diferensiyel oldugundan
1%
K(x,x) = E(J;q(‘t)d'c (5.1.11)
seklinde bir esitlik elde edilir. Son olarak J (0, A )= 0 oldugu g6z6niine alimrsa
K(x.0)J1(t,2)|_, =0
olup, J'(0, ) # 0 oldugundan

K(x,0)=0 (5.1.12)

elde edilir. Boylece (5. 1. 10 ) denklemi; (5. 1.11)ve (5. 1. 12 ) sartlar ile birlikte

1 1
FK(x, 2 FK V-

@Ef ), x24 K(x,1) = at(f 1) +gl)+—+ —4 K(x,1) (5.1.13)
K(x,%) = %zq(r)d‘r (5.1.14)

K(x,0)=0 (5.1.15)
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seklinde Hiperbolik tip kismi tiirevli bir diferensiyel denklemi olusturur. (5.1.15) -
(5.1.15) problemini ¢6zmek igin

z=:1{(x+t)2 , s=211-(x—t)2 , K(x,t) (z-s)" 2U(zs) (5.1.15)

seklindeki doniistimleri géz6niine alalim. Ayrica

&_ Loy, Z_li.y 2.1 21
x 2% a 29T FaTh 52T
os 1 o 1 Ps 1 s 1
—=s@-1), T=-c(-0), —5=5, —g=x
ox 2 ot 2 oxc 2 o 2

PK) FKG+if 10k OK (x*-2) JPKG-1f 10K
oo o 4 4oz zes 2 o> 4 406s

PK(t) PKG+if 10K PK (x*-7) JPKG- 1K
o2 o2 4 4o omds 2 52 4 4 0s

olduklari (5. 1.13) denkleminde g6z6niine alinirsa ,

1
21

621<(x+z)2 16K azK(x2—12)+62K(x—t)2+_1__8£ V=g

o0z 4 re 0z0s 2 os: 4 4 Bs x2

K—-gK =

1
2_1
_PKG+f 10K 2k (#-1) FKG-1f 1K ¥ 3

= + ——K
o2 4 2 8z dz0s 2 ost 4 4 s 2
1 1
2 - 2 2
azK( -1?)- Y _4K+V A k=0 5.1.16
Bz0s x2 -2 Tan= (5.1.16)

1
elde edilir. Eger — v+ 5= denirse ;

K(x,t)=(z-s _V% Ulz,s) = (z - 5)*U(z,s)

oK o
e a(z s) U(z,s)+(z s)
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62

K - L 0U L 0U o*U
ga __ ~1Xz - s)* , AT L SNy SR (s £ St SN AR« B
s alo -1z —-5)*"“U(z s)+0L(z 5) Y alz-s) e +(z-s) 5205

bulunur. Ayrica,

2=+ | F4ds
=
s=l(x—t)2 t=vz-+s
x? =12 =4zs
oldugundan, bu degerler (5.1.16) denkleminde yerine yazilirsa,
ou ou
—4zsala - 1)z - 5)*2U(z,s) + 4Jzsalz - 5)%7! = 4zsa(z - 5)%7! >+
1 1
2 M) ey
Fu V- -
4zsa(z - )% - 4 5 (z-9)°%U(z,5)+ 4 (2~ 5)7U(z,s) -

%& (V2 +1s) (2 =+5)
- CI(\/;— \/—A:)(Z ~5)%U(z,8)=0

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi 4+/zs(z —s)* ile béliiniip, gerekli islemler

yapilirsa ,

FU_a d_a U gVz-s)U
& z-5 & z-5& Az

seklindeki Euler - Poisson - Darbox denklemielde edilir. Simdi de bu denklem i¢in yeni

sinir sartlarimi elde etmeye ¢aligalim:

1 1
t=x:>z=z(x+t)2 =Z(x+x)2=x2:>x=s/_z_

Ve

1 1
s= Z(x—t)2 =Z(x—x)2 =0

olur. Boylece
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1

K(x,1) = (z-9)7""2u(z,5) = K(x,x) = (z - 0)'”%14(2,0) = K(x,x) = z-W%u(z,O)

dK(x,x) _( _1_) vzl & &
i —-—v+2z U(z,O)@C+z > &

1 1
1 —y— U~
= 2\/2_(— v+ E)z V+2U(z,0) +2xz 2 %(zj—

elde edilir. Diger taraftan ,

dK(x,x) 1
oldugundan,

1 1
oU | = -v+3 1) -v-3 !
52\/22 "2 +2\/;(—v+5)z Y 2U(z,0)=-2-q(\/;)

—ves
olup, denklemin iki tarafi 2Wzz 2 ile boliniirse,

seklinde bir sart elde edilir. Eger t=0 ise,

1 2 x2 1 2 x2
z—4(x+t) =7 ve s—4(x—t) =7

denklemlerinden z=s karekteristigi elde edilir. Bu durumda denklemin baz1 katsayilan
tekillige sahip oldugundan € >0 olmak {izere z=s+¢ Kkarekteristigini g6zdniine

alacagiz. Boylece

—v4—
K(x,t)=(z-5) 2U(z,s)
oldugundan ,

1
K(x0)=0=(s+e—5)  2U(z,z-¢)

olup, € # 0 oldugundan U(z, z-€ )=0 elde edilir. Boylece
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U__a oU_a 2U_qU .
0205 z-50z z-505. 44zs (.1.17)
U a1 (a1]

— +5U=7902)z (5.1.18)
U(z,z€)=0 (5.1.19)

seklinde bir Euler - Poisson -Darboux problemi elde edilir.

5. 2. Riemann Metodu
qui-2Y_ e X a U qU
T &F z-5& z-5S& 4z

. FV a &V a &N qV
L[V]—_-gz—o:&—-'-z—s & z-5& —4\/5

olsun. Burada V eslenik denklemin ¢cOzlimiidiir. Eger ilk denklemi V, ikincisini U ile
carpip taraf tarafa gikarirsak,

FU aV U aV U 1 FV aU_ﬁI_{+

vilul-urvl=y —_—/ 2 2 g N
LU~V =V - e T sl Vs T s

aU &V 1
—_ UV
+z—s & +4\/zs g

bulunur.
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Z=8
sZ=85+¢

7
BlZar 24~ f.]
7
/

/
s I
/ At 5.4 £, to) M(Zas5a)
/

Z

Sekil 1

Q Sekil I. deki gibi AMBA egrisinin sinirladii bslge olmak tizere son esitlikte Q

tizerinden iki kath integral alinip Green formiiliinden yararlanilirsa,

[[{viv] - ury ) deds = jj-;-[vfg__ v f—iw]dzdﬂ

1| U o 2a
+§[VE—UE+:UV]dZdS

[ U & 2a
= [ —r=-US =V i+
ame 2L & & z-s

AU & 2a
—_ V___ —_— e ——
+2[ = U3 Z_SUV]ds

(5.2.1)

denklemi elde edilir. Sekil 1. de goriildiigti gibi AM dogrusu iizerinde s ve MB tizerinde

z sabit oldugundan,

jl[Viiﬂ-U?K- 2a UV]ds=0
22 A & z-s

S | 7S § S

Ill:ﬂ] o 2a
2l & & z-—S§

UV]dz=0

MB

olur. Ayrica
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[, U .. & 2a 1[ o &N 2a
A'B\J_E[VE—U-&—-F_Z—SUV]‘{Z_AJQ—E[E(W)‘ZUE-FZ_:;UV}&
1 oy aV
-3+ 9%~
1 1 oV aV
S-a00+ s [G -l
17 & 2a
i U & 2 —| =) -2U0=—-UV |4
I—[V——U———iUV]ds= jz[@() & z- ]s
w2l & & z-s o
2 - MB & z-5
1 1 W aV
==UV(B)-— _ [i12”
SUV(B)= UV (M) MJ;UJSJ,Z_J(;S

olur. Elde edilen bu degerler (5. 2. 1) de yerlerine yazlirsa,

H{VL[U]—UL*[V]}dzds= [——V—=—-U—+

1[ a & 2aUV]
dz +
Q B4 2L & & z-s§

1| dUu & 2aUV
|V —=-U— -
+2[ & & z-s

Js-Sov0n+ Juv s

vV aV 1 1
+ ] Ul—- —UV(B)--UV(M)-
AJM | & z—s})’z+2 () 9 (M)
_jUéV_+aV

MB L& z-s
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bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki

& aV v e e .
J.U - ve JU — +—— |ds terimleri bilinmiyor. Ayrica AM
aw LEZ zZ-S g LB z—s

ve MB iizerinde U ¢bziimiiniin degeri bilinmediginden , AM dogrusu iizerinde

ov |14 ov vV
o 0 ve MB lizerinde —+ A 0 olarak alabiliriz. Béylece
0z z-s 0z z-s
L'v]=0
oV oV .
—+——=0, MB iizerinde
0z z-—s
oV oV f
—-——=0, AM itizerinde
0z z-s§
V= M noktasinda

sartlarimi saglayan bir V fonksiyonu bulmaliyiz. Bu sekildeki fonksiyona Riemann

fonksiyonu denir.

Ve

F(a,a,l,c) = 1+% C +:--

seklinde bir hipergeometrik bir seri olmak iizere , eger V fonksiyonu

(S__Z 20

| 4 é,s,zo,so = = F(a,a,l,c)
P A

olarak segilirse, bu sekildeki ¢6ziim (5.2.2) denklemini ve (5.2.3)- (5.2.5) sartlarim

saglar. Boylece,
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U(M)=

UV(A4) +UV(B) 1[ U V7.4 2aUV]
+ [ = ds —
173 & z-5

2 482 V& Vs

1 ou oV  2aUV
5["3'”79;* z_s]dz

seklinde bir ¢oziim elde edilir. Eger

1[.8U 8V 20UV [ 8U _ 8V 2aUV
=5[V§-U3;- } ve Q= 2[V—a?"UE+ }
olarak alinirsa,
UV(A)+UV(B) %0
u(a) =24 ; (5), Hr- 0 (5.2.6)
So+€

olur. Bu sekildeki ¢oziim (5.1.18) sart1 ile gézoniine alinirsa bir Cauchy probleminin
¢oziimii olur. (5.2.6) degeri (5.1.15)" de yerine yazilirsa , Déniisiim operatdriinde
bilinmeyen ¢ekirdek fonksiyonunu elde edilmis olup, dolayisiyla (5.1.5) - (5.1.7)

probleminin ¢6ziimii elde edilir. Bu da aranan ¢6ziimdiir.
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