T.C.

HARRAN UNIVERSITESI _
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

UCGENSEL BOLGEDE iKi DEGISKENLI BERNSTEIN-DURRMEYER
TiPINDEKiI OPERATORUN YAKLASIMI

Harun CICEK

MATEMATIK ANABILIM DALI

SANLIURFA
2022



ICINDEKILER

Sayfa No

OZET oo
ABSTRACT .o e et i
TESEKKUR .....oooiiiiiiiiee oo il
SEKILLER DIZINT .....oooii e il
CIZELGELER DIZINI ......ooiiiiiii e v
SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI .......ooiiiiiiiiiiiiii e v
L GIRIS e, 1
1.1, Temel KaVIamIar..........oouiuiiei ittt e e e e e e e e e e e 3
1.1.1. Tek degiskenli fonksiyonlar..............ooooiiiiiiii e 3

1.1.2. Tki degiskenli fONKSIYONIAr ...........ccccuvviiiieiiiiiiii e 11

2. ONCEKI CALISMALAR ......oooiiiiiiiii e 16
3. MATERYAL ve YONTEM ......oooiiiiiiiiiiiiiiii e 20
3.1. Tek ve Iki Degiskenli Bernstein OperatSrleri ............ccovveiieeiiiiiiieee e 20

3.2. Programlama Kod Tanttimi...........c.oouiiuiiiiiii et 25

4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA ..ottt 28
4.1. H,(h;&, o) Operatériiniin Yaklagim OzelliKIEri.............ccoviiiieiiiiiieeiiiieeeiiiee e 42

4.2. H,,(h; &, o) Operatoriniin Yaklagim HIZ1 .........vviiiieiiiiiiiiiiiiii e 47
4.2.1. VoronovsKaja-tip tEOTCIM .. ....vuieieiineii et et et e et e et ea e e aee e e et eaneaneanaanaaneanns 50

4.2.2. Griiss VOronovskaja-tip tEOTCIM. .......ueuuueutniiiiiineii ittt e eeiae e 51

4.3. H,(h;€, o) Operatériiniin GBS Formu Olan E,, (h; £, o) Operatériiniin insasi................... 52
4.3.1. E,(h; &, 0) GBS operatdriiniin yaklagim 6zellikleri..............ooooeiiiiiiiiniiinenni, 54

4.3.2. E,(h; &, 0) GBS operatériiniin lipschitz siifindan fonksiyonlara yaklagim 6zellikleri 55

4.4. H,(h;&, o) Operatérii ve E,(h; £, 0) GBS Operatérii igin Niimerik Ornekler .................. 56

5. SONUCLAR ve ONERILER ............ccoiiiiiiiiii it 61
oI B Yo} 110163 - PPN 61

5.2 OMEIIIET ... 63

KAYNAKLAR L. 64



OZET

Doktora Tezi

UCGENSEL BOLGEDE iKi DEGISKENLiI BERNSTEIN-DURRMEYER TiPiNDEKi
OPERATORUN YAKLASIMI

Harun CiCEK

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman : Prof. Dr. Aydin iZGI
Yil: 2022, sayfa: 66

Bu tezde, iiggensel bolgede iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer tipli polinomlarinin yaklagim 6zellikleri
ve yaklasim hizlari incelenecektir. Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik boliimde, yaklasim teorisi
tamtilip, temel tanim ve teoremler incelenecektir. ikinci boliimde, yapilan literatiir caligmasiyla tezimize
151k tutan 6nceki caligmalar arastirilacaktir. Ugiincii boliimde, materyal olarak kullandiginiz Bernstein
polinomlarinin &zellikleri incelenecek ve yapilan islemlerin dogrulugunu arastirmak i¢in kullandigimiz
Mathematica kodlar1 tanitilacaktir. Dordiincii boliimde , tanimladigimiz

n n—=k 1 -t
n+1)(n+2
H,(h;uv) = kzoggan,hl(u,v)( ié )//cpn,k.yl(s,t)h(s,t)dsdt

—-1-1

Burada

n\ /n—k 1+u k 1+ ! 1+u 1+w n—k=l
ki) =) 2 2 ==

iicgensel bdlgede iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer tipli operatoriin yaklasim 6zellikleri ve yaklagim
hiz1 incelenecektir. Ayrica niimerik 6rnekler verilip grafikler ¢izilecektir. Son bdliimde ise; elde edilen
sonuglar yorumlanacak ve ileriki ¢caligmalar i¢in yol gostermeler yer alacaktir.

ANAHTAR KELIMELER: Yaklasim Teorisi, Yakinsaklhik Modiilii, Yakimsaklik Orani, Berstein
Operatdrleri, Bernstein-Durrmeyer Operatdrleri



ABSTRACT

PhD Thesis

APPROXIMATION BY MODIFIED BIVARIATE BERNSTEIN-DURRMAYER OPERATORS
ON A TRIANGULAR REGION

Harun CiCEK

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Aydin iZGI
Year: 2022, page: 66

In this thesis, the approximation properties and the speed of approximation of modified bivariate
Bernstein-Durrmeyer operators on a triangular region will be examined. This thesis consists of five
chapters. In the first chapter, approximation theory will be introduced and basic definitions and theorems
will be given. In the second part, previous literature studies that shed light on our thesis will be
investigated . In the third section, the properties of the Bernstein polynomials that we use as materials will
be examined and the Mathematica codes that we use to study the correctness of the operations performed
will be introduced. In the fourth chapter, the approximation properties and the speed of approximation
of the two variable Bernstein-Durrmeyer operators

n n—k 1
1 2
H, (h;u.v) E E On ot (U, v)——F——= (n + n+ //cpnklst (s,t)dsdt
k=0 1=0 e

in which
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that we define on a triangular region will be examined. Moreover, some numerical examples will be
given and the related graphics will be plotted. In the last chapter, we will conclude the thesis with some
comments on the results and provide guidance for future studies.

KEYWORDS: Approximation Theory, Modulus of Continuity, Rate of Convergence, Bernstein
Operators, Bernstein-Durrmeyer Operators.
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1. GIRIS Harun CiCEK

1. GIRIS

Polinom yaklagimint igeren klasik yaklagim teorisi, uygulamali matematikte
temel bir arastirma alamidir. Yaklasim teorisindeki gelisme, kismi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢6ziimiinde, goriintii islemede oldugu gibi veri bilimlerinde ve
diger birgok disiplinde dnemli bir rol oynar. Ornegin, spline, radyal temel fonksiyonlar
ile yaklasik deger ve enterpolasyonda, havacilik ve otomotiv endiistrilerinde
geometrik modelleme i¢in yaygin olarak uygulanir;18. yiizyildan bu yana ¢aligmalarin
yapildig1 ve halen devam eden bu alanin bilimsel hesaplamalarda ¢ok giiglii araclar
oldugu kanitlanmistir. Ayrica termografi (kizilotesi goriintiileme) hesaplamalarinda
ve deprem miihendisligi alanlarinda, farkli tipteki binalarin enerji verimliligini ve
depreme dayaniklilik verilerini analiz etmek i¢in insaat miihendisligi projelerindede

kullanilmustir.

Yaklagimlar teorisi; fonksiyonlar teorisinin ¢ok uygulamasi olan dallarindan
biridir. Bu dalin amaci, fonksiyonlar uzayindaki elemanlar1 belirli bir noktada veya
normda bu uzayin bir alt uzaymin veya baska bir uzayin elemanlarindan olusturulmus
dizilerin limitleri seklinde gosterimlerini bulmaktir. Yani bu diziler, verilen uzayin
elemanlarin1 yaklastirir yada bu elemanlarla yaklasir denir. Dolayisiyla yaklasim
problemi ¢6ziilmiis olur. Ancak bu yaklasim yapilirken suna dikkat edilmelidir ;keyfi
bir i fonksiyonunun kendisinden daha iyi 6zelliklere sahip olan fonksiyonlar cinsinden
bir gosterimini elde etmek amaglanir. Bahsettigimiz iyi ozellikteki fonksiyonlara
ornek olarak ; trigonometrik polinomlari, cebirsel polinomlari, tam fonksiyonlari
ve sonsuz basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyonlar1 gosterebiliriz. Fakat genel
olarak fonksiyonlar1 yaklastirmak i¢in en basit yapilar olan lineer pozitif operatorler
kullanilir. Buda lineer pozitif operatorleri yaklasimlar teorisinin vazgecilmezi haline
getirir. Pozitif operatdrler monotondurlar ve bu 6zellikleri pozitif operatorler igin birgok

esitsizligi ispatlamaya imkan tanir.

Lineer pozitif operatorler gecmisten gliniimiize bir ¢ok matematik¢i tarafindan
bircok matematik daliyla iligkilendirilerek birgok kez ¢alisilmistir. Weierstrass 1885
yilinda sonlu bir araliktaki her fonksiyona yine bu aralikta yakinsayan bir polinom
oldugunu ispatlamistir, ancak bu polinomun nasil 6zellikte olacagi hakkinda bilgi

vermemigtir. 1912 yilinda {linlii matematik¢i Bernstein, Weierstrass’in ispati1 olarak ;
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kapal1 aralikta fonksiyona yaklasan polinomun kendi adiyla isimlendirilen Bernstein

polinomunu ;

Bulhyu) =" (Z) k(1 — uyrn

=)
k=0 n

burada h € C'[0,1],u € [0,1] ,n € N oldugunu ispatlamistir.

Bersntein’in ¢aligmasindan sonra farkli yer ve zamanda ; 1952 yilinda Bohman
ve ardindan 1953 yilinda Korovkin Pozitif Operatorlerin sonsuz olmayan aralikta
C'|a, b]’nin elemant olan bir fonksiyona yaklagimiyla alakali bu alana onciilik eden
ve sadece li¢ sart1 saglayarak bu yaklagimin miimkiin oldugunu ispatlayan 6nemli
teoremler ortaya koymuslardir. Bu teoremler genel olarak Korovkin sartlar1 olarak

bilinmektedir. Bu sartlar su sekildedir;

h € C'[a, b] fonksiyonu biitiin reel sayilarda siirekli bir fonksiyon ve H,, bir lineer

pozitif operatdr olsun, u € [a,b] , n € N olmak tlizere

Z—)T}g{}o [ Hn (1) — 1||C[a,b] =0
ii—) lim || Hy(t) — ull gy = 0

iii—) lim || H,(#2) —u2HC[ =0

n—00 a,b] o

kosullari sagliyorsa [a, b] kapali araliginda
dim [|Hy(h) = Al gy =0

olur. Bu sartlar sayesinde yaklagim teorisinde yeni bir alt dal ortaya ¢cikmistir "Korovkin
tipi yaklagim teorisi” ve bu alt dalda ¢aligmalar biiylik hiz kazanmistir. Birgok operator
ve onlarin genellestirilmis halleri olusturulmustur. Bu genellestirmelerle ilgili bazi
caligmalar1 siralayalim. “Bernstein Polynomials”1953°de Lorentz tarafindan kaleme
alindi. Bernstein polinomlarinin yaklasim hizi 6zellikleri Shisha ve Mond tarafindan

1968’de arastirilmistir.

1967°de Durrmeyer , Bernstein operatorlerinin integral formunu [0,1] kapali

araliginda tanimlamistir. Daha sonra bu form Benstein-Durrmeyer operatorleri olarak
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bilinmis ve operator teoriye yeni bir hiz katarak bir operatoriin siirekli fonksiyonlara
yakinsamasi bir¢ok kisi tarafindan ¢aligilmistir. Tez calismamizin da i¢inde yer alacagi
iki degiskenli lineer pozitif operatdrler ve liggensel bolgede iki degiskenli lineer
pozitif operatorlerle ilgili calismalar su sekildedir; 1951 yilinda Kingsley ,Bernstein
operatoriinii 1ki degiskenli olarak tanimlamistir 2008 yilinda Pop, Kingsleyin elde
edilen yakinsaklik sartlarini ve yakinsaklik modiiliinii Voronovskaja teoremleriyle
gostermistir. 1963 yilinda Stancu iki degiskenli Bernstein operatoriinii tanimlamis
yakinsaklik sarlarmi ve yakinsaklik modiiliinii tiggensel bolgede tanimlamistir.
2009 yilinda Pop ve Farcas Kantorovich tip operator tanimlamis ve sartlarini iki
degiskenli olarak saglatmislardir. 2013 yilinda Acar ve Aral iki boyutlu Berstein-
Stancu-Chlodowsky operatoriinii tanimlamis ve yakinsaklik sartlarini saglatmiglardir.
1992 yilinda Zhou L, uzaylar iizerinde iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer
operatoriinii tanimlamistir. Bizde tezimizde liggensel bolgede iki degiskenli Bernstein-
Durrmeyer operatdriiniin bir genellestirilmis halini tanimlayacagiz. Yapacagimiz grafik
cizimlerinde ve hata paylarni igeren niimerik deger tablolarinda da, tanitacagimiz
Bernstein-Durrmeyer operatoriiniin - farkli bir genellemesinin klasik Bernstein-

Durrmeyer polinomundan daha avantajli oldugunu gordiik.

1.1. Temel Kavramlar

Bu boéliimde tezimizde kullandigimiz bazi tanim ve teoremler tek degiskenli ve

iki degiskenli olarak tanitilacaktir.

1.1.1. Tek degiskenli fonksiyonlar

Tanmm 1.1 U ve V uzaylari elemanlar: fonksiyonlar olan normlu uzaylar olsunlar.
h € U fonksiyonunu, g € V fonksiyonuna gétiiren (tasiyan) B : U — V' ’ye doniisiim

yada operator denir.

Tanim 1.2 A herhangi bir cisim ve bu cisim iizerinde U ve V lineer fonksiyon uzay:

olsunlar. B : U — V  operatorii verilsin. Eger Vu,v € U ve Vo, § € A igin
B (au+ fv) = aB(u) + B (v)

3
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kosulunu saghyorsa o zaman B operatoriine lineer operator denir.

Tanm 1.3 U" = {heU:h(u)>0veVt = {ge€V:g(u) >0} olmakiizere
B : U — V operatorii UT kiimesinin her bir elemamini V't kiimesinin en az bir
elemanina esliyorsa yani, h € U fonksiyonu pozitifken B : U — V operatoriide pozitif
ise B : U — V doniigtimii pozitif doniisiimdiir denir. h > 0 ve B (h;u) > 0 ise B

operatoriine pozitif operator denir.

Tanim 1.2 ve Tanim 1.3 ’iin ikisini birden saglayan doniistimlere lineer pozitif operator

denir.

Teorem 1.4
h(u) <r(u)= B(h;u) < B(r;u)

dur. Yani lineer pozitif B : U — V operatorii hem monoton hem artandr.
Ispat. B lineer ve pozitif oldugundan, B (U*) C V¥ olur. Yani h(u) > 0
oldugunda B (h;u) > 0 olur. Her u € U igin
h(u) <r(u)
kabuliiile r (u) — h (u) > 0 oldugu goriliir. B’nin pozitifligi kabiiliinden;
B (r(u) = h(u);u) =0
elde edilir. B’nin lineerligi kabiiliinden;
B(r(u);u) = B(h(u);u) 20 = B(h(u);u) < B(r(u);u)

elde edilir. UJ
Teorem 1.5 B : U — V operatorii lineer ve pozitifolsun , |B (h)| < B (|h]) esitsizligi
vardir.
Ispat. Genel olarak h bir fonksiyon olmak iizere ;

—[h] < h <1h]

4
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olur. B’ nin lineerligi ve monoton artanligindan;
B(—1h]) < B (h) < B|(h)]
elde edilir. B’ lineerliginden
B(=|hl) = =B ([n])
yazilabilir.Buldugumuz sonucu ispatin ilk esitsizligine yazarsak;
—B([h]) < B(h) < B(|n]) = [B(h)| < B(|hl)
sonucu elde edilir. Boylece ispat biter. 0
Tammm 1.6 U C R bos olmayan bir kiime ve U iizerindeki tiim reel degerli fonksiyonlart
belirten kiime H (U) olmak iizere.  h : N — H (U) ile tammli h fonksiyonuna

“fonksiyon dizisi” denir. Terimleri hy, hs, hs,... seklindedir ve (h,) yazilimiyla

gosterilir.

Tanm 1.7 Y = {B:C|a, (] = Cla,p]: B Lineer Pozitif Operator } olmak

tizere,B: N — Y ile verilen B déniistimiine lineer pozitif operatér dizisi denir ve
(Bn) - (Bl, BQ, Bg, ‘e )

seklinde gosterilir.

Tamm 1.8 C'|o, (], [«, 8] iizerinde tanmimli siirekli fonksiyonlarin uzay
hu) € Cla, B, u€la, b

ise C'|«, B] de tammli norm;

max

letay = o o 1 00

seklindedir.

Tamim 1.9 Bostan farklhh U C R kiimesi ve her uy,us € U olsun, H : U — R
Sonksiyonu igin € > 0 iken |uy — uy| < 0 oldugunda |h (uy) — h (ug)| < € olacak
sekilde 5 = 0 (e) sifirdan farkl sayisi varsa h fonksiyonu U iizerinde diizgiin

stireklidir” denir.
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Tamim 1.10 Kabul edelim ki n > 1 i¢in h ve g, u = 0 noktasinda n-inci mertebeden

tiirevlenebilen fonksiyon olsun. P, ise n-inci mertebeden bir polinom olsun.

lim g(u) =0

n—oo

olmak tizere;
h(u) = Py(u) + u"g(u)

seklinde yazilabilir ise P, polinomuna uw = 0 noktasinda h fonksiyonu tarafindan

uiretilen Taylor polinomu ad verilir. (Musayev, 2007)

Tamm 1.11 7 fonksiyonu herhangi bir k noktasint iceren bir aralikta her mertebeden

tiirevlere sahip olsun.
i h" (k)

n=0

(u— k)"

n!
serisine h fonksiyonu tarafindan k noktasinda iiretilen Taylor seri ag¢ilimi denir

(Musayev, 2007).

Teorem 1.12 we [0,1] , 0 < ag, <1 oldugunda

n

By, (h;u) = ]; h(akn) Pen (w) , Prin(u) >0

L.PO. dizisi olsun. Kapali [0,1] araliginda n — oo iken h fonksiyonu diizgiin
yakinsaktir ancak ve ancak

B, (1;u) =1

B, (t;u) = u

B, <t2; u) = 2
olmasidir.

Acik sekilde goriiliiyor ki Bohman’in ortaya koydugu bu teorem h fonksiyonunun
kapali [0, 1] araliginin disindaki degerlerinde saglamamaktadir. Bu sartlar1 1953 yilinda
P.P. Korovkin, [0, 1] kapali arahigmin disindada gegerli oldugunu asagidaki teoremle
ispatlamistir.

Teorem 1.13 Eger B,, L.P.O dizisi kapali [a,b] araliginda
B, (1;u) =1

6
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B, (t;u) = u
B, (t2; u) = u?
kosullarin saglyorsa; C' |a, b| 'nin herhangi bir elamani olan h fonksiyonu iginn — oo

iken,

B, (hyu) = h(u),a<u<b

olur. Yani tiim h € C'[a,b] i¢in B,, (h;u) operatorii diizgiin yakinsaktir. Benzer sekilde

1Br (h) = hll o — 0 (n — o0)

im By (hiu) — h(u)] =0

n—)ooagugb

ifadeleri de yazilabilir.

Ispat. € C [a, b] oldugundan M > 0 sayis1 vardir ki;
|h(u)] < M

yazilabilir. h € C'[a,b] ,r € (—00,+00) ve u € [a,b] igin V & > 0 iken 6 > 0 vardir
ki

Ir—ul <§

oldugunda;
|h(r) —h(u)| <e

olur. Bu esitsizlikde; u, r € [a, b] olursa, h fonksiyonu kapali [a, b] aralig1 i¢in siirekli
olur. w € [a,b], r ¢ [a,b] oldugunda da h fonksiyonu a ve b sinir noktalarinda soldan

ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in siireklidir.

Heru € [a,b] ; h(u) <M, M >0 vardur.

2
T — ul

(52

T — ul

|r—u|25:>’rgu’21:>1§| < |

|r — u| > ¢ oldugunda ise tiggen esitsizliginden;

[r —uf’
52

|h(r) —h(u)| <|h(r)]+]h(u)| <2M <2M
olur. O halde; |r — u| < di¢in |h (r) — h (u)| < ¢
lr —u| >0

7
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i¢in

r—uf*

92

| (r) = h(u)] <2M

yazilabilir. Béylece V r € R ve u € [a, b] elemant i¢in

r—uf’

|h(r) —h(u)| <e+2M 5

dir. Simdi de Korovkin sartlarina uyan (B,,) L.P.O dizisinin,
tim 1B, () = gy = 0
esitligini ispat edelim. (B,,) operatdriiniin lineerliginden;

| B (h(r);u) = h(u)| = [Bn (h(r);u) = h(u)+ By (h(u);u) = By (h(u);u)]
= |Bn (h(r);u) = By (h(u);u) + By (h(u);u) = h(u)]
= [Bn (h(r) = h(u);u) + h(u) B, (1;u) = 1|

dir. Burada tliggen esitsizligini kullanirsak;
B (h(r);u) = h(u)| <[Bn(h(r) =h(u);u)| + [k ()] B, (1u) =1
elde edilir. ilk esitsizlikten
B (h(r) = h(u);u)] < |Bu([h(r) = h(u)];u)l
seklinde yaz:l:r. Bu durumda elde edilen esitsizliklerden dolay1 son esitsizlik;
|[Bn (h(r);u) = h(u)| < By ([h(r) = h(u)];u) + M [By, (1;u) = 1]

olarak yazilabilir. (B,,) monoton artan oldugundan;

[r—uf’

02

|Bn(h(r);u)—h(u)|an(<e+2M ) >+M|B (1;u) — 1]

8
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yazilabilir. Ote yandan (B,,) L.P.O oldugundan;

2
B, <<6+2M|T5u| >,u> = B, (&u) + B, <2M| 5u| ,u)

M
eB, (1; u)+2§ <r2—2ur—|—u2;u>

eB, (1;u) —1—2% {Bn <r2;u) —u? —u? + 2u?

—2u B, (r;u) + u*B, (1; u)}

eB, (1;u) + 2?2[ {Bn <r2; u) — u? + 2u?

—2u B, (r;u) + u*B,, (1;u) — u2}

Bu(1u) + 255 {(Ba (%) o)

~2u (By (r;u) — u) +u? (B, (1;u) — 1)}
elde edilir. Bu ifade son esitlikte yerine yazilmasiyla;
M 2 2
|Bu (h (u) = h(w) ;u)] < €By (1;u) + 255 {(Bn (r%5u) — v?) — 2u(B, (r;u) — u)

(52
+u? (B, (1;u) = 1) + M | By (1;u) — 1]}

elde edilen bu ifade de Korovkin kosullarinin kullanilmasiyla;
| B (h(r) = h(u);u)| <€

elde edilir. Yani
lim {| By, (h) = hll ¢y =0

n—o0

sonucuna ulasilir ve ispat biter. 0

Tamm 1.14 &, kapali [a,b] araligi iizerindeki herhangi fonksiyon ve vy € (a,b)
olmak iizere h fonksiyonu uy noktasinda tiirevlenebilir olmasi igin

)~ ()

u—uQ u — UO

dh(u

limitinin var olmast ve sonlu olmast gerekir. Bu limit h' (uq) yada luzu, seklinde

gosterilebilir. Yani
) — b ()
u—uUQ u — uo

=1 (uo)

dir.
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Tamm 1.15 (a,b) C R agik araliginda ve bu aralik iizerinde ug € (a,b) noktast
olmak iizere; bu a¢ik aralik iizerinde (n + 1). mertebeden tiirevienebilen h : (a,b) — R
fonksiyonu igin

/

h (uo)

(u—wup) + -+ h”::o) (uw—wup)" = ]; h ]SLO) (u — )"

a¢ilimi yazilabilir. Bu agilima taylor agilimi denir.

S. N. Bernstein’ in 1912’de Weierstrass teoremini kullanarak olusturdugu
ve sonradan kendi adiyla adlandirilacak olan Bernstein polinomunu su sekilde

tanimlanmustir.

Tanmm 1.16 h € C'[0,1], u € [0,1], n € N olmak iizere bu polinom

& k
B () =3 ] () Crub(1 -y
k=0 \™
seklindedir. Burada C*
|
ok — (n) _ n!
" k (n — k)'k!

dir.

Yukarida tanimlanan Bernstein operatorii ;

B, (1;u) =1
B, (t;u) =u
1—
B, (t*u) IR Gl
n

sartlar1 saglar.

Tamm 1.17 h fonksiyonu, tamim kiimesi kapalt [a,b] araligi olan fonksiyon olmak

iizere. Kapali [0, b — a] araligi iizerinde tanimli
w(0) :==w(h,d) :={sup|h (uz) — h (u1)| : |ug — uy| < 8, u1,us € [a,b]}

fonksiyonuna h fonksiyonunun “stireklilik modiilii” denir.

10
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Yukarida tanimini yazdigimiz w (h, §) siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri

saglar (F. Altomare ve M. Campiti, 1994).

limw(d) =0

6—0
0 < <dgisew(d1) <w(da)
w (01 4 02) < w (1) +w (d2)
w(nd) <nw(d),neZ"

|7 (t) = R (w)] < w (h; |t — ul)

w (Bt —ul) < <1+ |t;u|>w(h;5).

Simdide iki degiskenli fonksiyonlar i¢in bazi tanim ve teoremleri verelim.

1.1.2. iki degiskenli fonksiyonlar

Tamm 1.18 D C R?ve (a,b), D kiimesinin bir yigilma noktasi ve h da D iizerinde

tammli , reel degerli bir fonksiyon olsun.

My 1) (ap) P(U, v) = | <= Ve > 0igin 36 > 0 dyleki |lu — a| < dve|v —b| <

d bagintist saglanmalidir ki tiim (u, v) noktalart igin |h(u,v) — 1| < € dur.

Tamim 1.19 D C R?ve (a,b), D kiimesinin bir yigilma noktasi ve h da (a, b) de taniml
lim (y 0) - (ap) P(uw, v) = h(a,b) ise h fonksiyonu (a,b) araliginda siireklidir denir. Eger

h fonksiyonu D nin tiim noktalarinda siirekli ise h fonksiyonu D de siireklidir denir.

Tamm 1.20 D C R% h: D — R, h(u,v) = z fonksiyonu tammlansin. (a,b) € D igin

eger,

lim h(a + k,b) — h(a,b)
k—0 k

limiti varsa bu ifadeye h nin u degiskenine gore (a,b) € D noktasindaki kismi tiirevi

denir.

oh

e hu(a,b) sembolleriyle gosterilir. Benzer sekilde
u

11
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h(a,b+ k) — h(a,b)

lim
k—0

limiti varsa bu ifadeye h nin v degiskenine gore (a,b) € D noktasindaki kismi tiirevi

denir. —, h,(a,b) sembolleriyle gosterilir.

ov

Teorem 1.21 Eger hy, hy, huy, oy kismi tiivevleri herhangi bir (a,b) ikilisinin eleman
oldugu bir acik yuvarda tamimh ve (a,b) noktasinda siirekli olurlarsa bu durumda

huw(a, b) = hyy(a, b) olur.

Teorem 1.22 D = {(u,v) :a <u <b,c <v <d}veh:D — R fonksiyonu siirekli
olsun. O halde

// h(u,v)dudv = /b (/d h(u,v)dv) du
= /d (/b h(u,v)du) dv

olur. Bu teorem birinci Fubini Teoremi olarak bilinir.

Teorem 1.23 ¥V, & : [a,b] — R fonksiyonu siirekli , Yu € [a,b] i¢in ¥(u) < ®(u) ve
D=A(u,v):a<u<bV(u) <v<P(u)} olsun.

h : D — R fonksiyonu siirekli yada bu aralikta parcali siirekli ise

b [ P(w)
//h(u,v)dudv/(/ h(u,’u)dv) du

a  \U(u)

olur. Bu teorem ikinci Fubini Teoremi olarak bilinir.

Tamm 1.24 h(u,v) = z fonksiyonunun (a, b) noktasinda her mertebeden siirekli kismi

tiirevieri var ise

12
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S L o0 — )+ e o~ ]

= h(a,b) + 11' [hu(a,b)(u — a) + hy(a,b)(v —b)]

L0 [huu(a, b)(u — a)? + 2huy(a, b)(u — a)(v — b) + hyy(a, b)(v — 5)2} +o

2!

serisine h fonksiyonunun (a, b) noktasindaki Taylor seri agilimi denir.

Tamm 1.25 k£ = 0, 1,2...n oldugunda ¥ (uy,) , (vy) € R™ sayi dizileri i¢cin 1 < p,q <

oove%—l—%:lolsun.

1 1
> Juror] < (Z \Uk\p> (Z |'Uk:‘q>

k=0 k=0 k=0

esitsizligine holder egitsizligi denir. Burada p = q = 2 segilirse Cauchy-Schwartz

Esitsizligi elde edilir.

Tamm 1.26 k£ = 0, 1,2...n oldugunda ¥/ (uy,) , (vy) € R™ sayi dizileri igin 1 < p < 0o

secilirse ve R™ de ||.||, bir norm olmak iizere
g +vell, < llugll, + llvell,

esitsizligine Minkowski esitsizligi yada ii¢gen esitsizligi denir.

Teorem 1.27 D C R™ sumurh bir bolge olmak iizere Cy, (D) ile D bélgesinde siirekli
ve tiim R™ de sumirly reel degerli fonksiyonlarin uzayr gosterilsin. Eger, (L,,) lineer

pozitif operatorler dizisi K C D kompakt bolgesinde n — oo igin
L,(1;u)=1
Ln (tl,U) — 1= 1,2,3,,771

Lo ([t 0) = ful?

Seklindeki (m + 2) tane sarti saghyorsa, o taktirde keyfi h € Cy, (D) igin K iizerinde

n — oo iken

Ly (h;u) = h(u)

13
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olur. (Burada \u|2 = S0 uidir,) Yani iki degiskenli uzayda ¢alistigimiz igin
L, (1;u,v) =1

Ly, (s;u,v) =u
L, (t;u,v) =v

L, (52 +t%u, v) =u? 4+ 0v?

sartlart saglanmali ki L,, (h;u,v) operatorii h(u,v) fonksiyonuna diizgiin yakinsasin.
Dolaywsiyla  iki  degiskenli fonksiyon uzayinda Korovkin sartlart saglanmig

olsun.(Hacwyev ve Hacisalihoglu, 1995)

Teorem 1.28 L,, ,, lineer pozitif operatir dizisi R*de sunirl ve D kompakt kiimesi igin,

lim || Lym(L;u,0) = 1 gy =0

n,Mm—00

Hm_ || Ly (; u,v) = ull gy =0

7,M—00

n}rir,rgoo Hme(S; U,’U) o U”C(D) =0

o Hm Hanm((tz +s%)iu,v) — (u” + Uz)“C(D) =0

Kogsullarim saglyor ise her h € C(D)igin

lim | L o (51, 0) = B, 0) || oy = O

n,Mm—00

olur.Burada (t, s), (u,v) € R% (Volkov, 1957)

Tamm 1.29 D C R™ sumrhs bir bolge olmak iizere ;C (D), D iizerinde tanimlu siirekli

Sfonksiyonlarin uzayr olsun ; C (D) lineer normlu uzay iizerinde tanuml olan norm

hl(py = h
17l () = max [h(u,v)]

(

seklinde tanumly bir normdur.

Tamm 1.30 Simdi h € C (D) olmak iizere kismi ve tam siireklilik modiillerinin

tamimlarint yapalim,

14
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h € C (D) fonksiyonunun tam siireklilik modiilii ;

w(h,d) = max |h(u1,v1) — h(ug, vs)]
\/(u1—ug)2+(vl —v2)2<6
(u,v)eD

seklindedir.

ve h(u,v) nin u ve v ye gore kismi siireklilik modiilii ;

wW(h,6) = max  |h(uy,v) — h(ug, v)|
|u1—u2|<é
(u1,v),(u2,v)€D

wP(h,6) =  max  |h(u,vy) — h(u,vs)]
[v1—v2|<6
(u,v1),(u,v2)€D

seklinde tamimlanmr. (Altomare ve Campiti (1994))

Tam ve kismi siireklilik modiiliiniin bazi ozellikleri ;
w(h,d) < (1+ Nw(h,?)
limw(h,0) =0
6—0
seklindedir. Bunlarin disinda tek degiskenli fonksiyonlar i¢in tanimli siireklilik modiilii

ozellikleri uygun kosullarda iki degiskenli fonksiyonlarin stireklilik modiilii iginde

gecerlidir.

Temel tanim ve teoremleri verdikten sonra ikinci boliim olan Onceki ¢alismalar

kisminda tezimizi olusturan operatdr icin dnceden yapilan calismalar incelenecektir.

15



2. ONCEKi CALISMALAR Harun CiCEK

2. ONCEKIi CALISMALAR

Alman matematik¢i Karl-Weiertrass topolojik olarak; her fonksiyon herhangi
bir topolojik uzayda yogun olan bir alt uzaymn elemanlarindan olusan diziye

yakinsar ifadesiyle bu fonksiyonlarin yakinsayacagi fonksiyon dizisini asagidaki gibi

+oo 2
W (h,u) :,/% / =T h(t)de

Bu fonksiyon dizisin s6z konusu fonksiyona R iizerinde kapali ve smirli araliklar

tanimlamistir;

tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu ispatlamistir. Aslinda bu Yaklagimlar teorisinin
temel teoremi olarak adlandirilir soyleki;kapali ve sinirlt [a, b] araligi i¢inde reel degerli

stirekli A fonksiyonu igin her € > 0 ve her u € [a, b] olmak iizere;
[P (1) = h(u)] <€

olacak sekilde bir P,(u) polinomunun var oldugunu ilk kez Weiertrass 1885 yilinda
tanimlayip ispat etmistir. Yani topolojik olarak Pla,b] uzaymm Cla,b] siirekli
fonksiyonlar uzay1 tizerinde yogun oldugunu gostermis ve C/a, b] nin elemani olan
h fonksiyonunun P[a,b] nin elemani olan P,(u) polinomlarma diizgiin yakinsak

oldugunu ifade ve ispat etmistir.

Fakat Weiertrass bu P, (u) polinomlarinin nasil olmasi gerektigiyle ilgili bilgi
vermemistir. Bu durum matematikgiler tarafindan karmasik oldugu one siirtilmiistiir.
1912 yilinda ise Weiertrass’in tanimlamis oldugu bu P, (u) polinomlarmnin nasil olamasi
gerektigiyle ilgili Rus matematik¢i S.N. Bernstein ¢aligmalar yapmis ve bu polinomu
toplamsal sekilde Bernstein polinomlari olarak tanimlanmustir: h € C'[0,1], u € [0, 1],

n € N olmak tizere bu polinom

By (h,u) = fj h (Z) Cour (1 —u)" ™

2=0

seklindedir. Burada C';,

A n!
On = (z) ~(n—2)2!

seklinde yazilir.

Gorildugi tizere Bernstein kendi adiyla tanimladigi polinomlarin [0, 1] kapali

aralifinda tanimhi ve siirekli olan fonksiyonlara yaklasabilecegini ispatlamistir.

16
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Chlodowsky 1937 yilinda Bernstein operatorlerini sonsuz araliga tasimis ve kendi

adiyla tanimlanan polinomlari ifade ve ispat etmistir.

Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 olarak adlandirilan bu operator ise su selilde
tanimlanmustir;
“o/n\ L u u\""* [z
Caltin) =3 (") (1= 1) h(Zn)
i) =32 (1) Gy (1= -

Burada reel terimli {b, }, monoton artan ve pozitif say1 dizisidir. Ayrica ;

lim b, =00 ve lim — =0
n—oo n—oo n

Ozelliklerini saglamaktadir.

1912 yilindaki Bernstein’in ¢aligmalirindan sonra farkli yer ve zamanda ; 1952
yilinda Bohman ve ardindan 1953 yilinda Korovkin L.P.O’larin sonlu araliktaki siirekli
fonksiyonlara yaklasimiyla ilgili yeni tanim ve teoremler ifade ve ispat etmislerdir.
Genel olarak bu sartlar Korovkin sartlar1 olarak bilinir ve giliniimiizde halen bir
operatoriin bir fonksiyona yaklasabilen Lineer Pozitif Operatorler oldugunu kabul
edebilmek i¢in Korovkin sartlarina bakilir. Bu sartlar ve ispatlar1 6nceki boliimde Temel

Tanim ve Teoremler kisminda verilmistir.

1957 yilinda V.A. Baskakov [0, co) araliginda siirekli olan ve

lim i(u)

u=oco 1 + 2

< 00

kosulunu saglayan ve h fonksiyonuna yakinsayan

= £ (") () 8 ()

2=0 z n

seklinde gosterilen {V/, } Baskakov operatdr dizisini tanimlamig ve bu operator dizisinin

yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir.

Bernstein polinomlar1 kendisinin sinirsiz bir aralikta genellemesi yada baska
bir deyisle yeni versiyonu olan Bernstein-Chlodowsky polinomlarina gore, daha
cok aragtirilmis ve lizerinde ¢ok fazla ¢aligsmalar yapilmistir. Bernstein-Chlodowsky
polinomlarinin az ¢aligilmig olma nedeni kapali ve sinirh [0, b,,] araliginin n — oo iken
sinirsiz [0, co) araligmana dontismesi ve sonug olarak Korovkin Teoremi sartlarinin

gecersiz olmasindan kaynaklanir.
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Bu calismalardan sonra yaklasim teorisi bagka bir boyut kazanmis ve
biiylik hizla bir¢cok operatér ve onlarin genellestirilmis halleri olusturulmustur. Bu
genellestirmelerle ilgili baz1 ¢aligmalar; “Bernstein Polynomials”1953’de Lorentz
tarafindan kaleme alindi. Bernstein polinomlarinin yaklagim hizi 6zellikleri Shisha ve

Mond tarafindan 1968°de arastirilmigtir.

Bernstein operatorii daha sonra iki degiskenli olarak karesel bir bolge olan
(u,v) € D =10,1] %[0, 1] bolgesinde h , D tizerinde siirekli bir fonksiyon ve n, m € N
olmak iizere iki degiskenli Bernstein operatorti;

B, (h;u,v) iZ() (1—u)" _Z<m) "1 =)™ rh<z r)

z2=0r=0 r nm

seklinde tanimlanir.

1963 yilinda ise Stancu A = {(u,v) : u+v < 1,0 < u,v < 1} tiggensel bolgesi
tizerinde h € A i¢in iki degiskenli Bernstein polinomlarini su sekilde tanimlamistir;
w (h;u,v) ZZ( >< Z) (1—u—v)"zrh(z r)
z=0 r=0 n-n
Daha sonra 1985 yilinda Derriennic bir liggensel bolge tizerinde tanimli integral
fonksiyonlartyla Bernstein operatorlerini cok degiskenli olarak L,, uzaylarinda inceledi.

1992 de ise Zhou iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorlerini tanitti; h € C'(.5)
C(S) : S tizerindeki siirekli fonksiyonlar ve (u,v) € S olmak tizere

o s 11-¢
Vo (h;u,v) = (n+1)(n+2) Zanzruv //bnzrst (s,t)dsdt
z=0 r=0 0 0

burada

bz (u,v) = <n> <n - Z) WP (1 = — v)"

z r

seklinde tanimladi.

2009 yilinda Pop ve Farcas iki degiskenli Bernstein-Kantorovich operatorlerinin

iicgensel bolgedeki GBS operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini incelemistir. Bu

operator ise;

z+1 r+1
n n—z n+1 n+1

U (h;u,v) = DY bney(u,v) h(s,t)dsdt
z=0 r=0 nj—l n-r-1

18
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seklinde tanimlanmustir. Burada h(s,t) = h(u,t) + h(s,v) — h(u,v)’dir.

Ozet olarak; 1951 yilinda Kingsley ,Bernstein operatdriinii iki degiskenli olarak
tanimlamistir 2008 yilinda Pop, Kingsleyin elde edilen yakinsaklik sartlarmi ve
yakinsaklik modiiliinii Voronovskaja teoremleriyle gostermistir. 1963 yilinda Stancu
iki degiskenli Bernstein operatdriinii tanimlamis yakinsaklik sarlarimi ve yakinsaklik
modiiliinii ticgensel bolgede tanimlamistir. 2009 yilinda Pop ve Farcas Kantorovich
tip operatdr tanimlamis ve sartlarini iki degiskenli olarak saglatmislardir. 2013 yilinda
Acar ve Aral iki boyutlu Berstein-Stancu-Chlodowsky operatoriinii tanimlamis ve
yakinsaklik sartlarin1 saglatmislardir. 1992 yilinda Zhou L, uzaylan lizerinde iki

degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatoriinii tanimlamigtir.

Son olarak 2012 yilinda Harran Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii , Matematik
anabilim dalinda yiiksek lisans tezi olarak kabul edilen Aysegiil CILO tarafindan
hazirlanan tezde kullanilan Bernstein operatoriiniin tiggensel bolgede iki degiskenli
halinin Durrmeyer tipli genellemesini kendi tezimizde tanimladigimiz operatdr olarak

kullandik.

Bu calismalar 1518inda bizde tezimizde iki Degiskenli Bernstein-Durrmeyer
operatorlerinin liggensel bdlgede bir modifikasyonunu olusturup bu operatoriin
yaklasim Ozelliklerini inceledik ayrica tanimlamis oldugumuz operatoériin GBS

formunu tanmitip yakinsaklik 6zelliklerini inceledik.

Ucgiincii boliimde tez ¢alismamizda olusturdugumuz operatdriin ispatlart icin
kullanilan materyal ve metodlardan bahsedilecektir. Ayrica hesaplamalar yapilirken
kullanilabilen Mathematica programindan ve grafik cizimleri i¢cin Maple program

kodlar verilecektir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Tezimizin bu kisminda 6ncelikle kullanacagimiz gereg olan tek ve iki degiskenli
Bernstein polinomlarinin Korovkin sartlarini sagladiginin daha 6nce yapilan ispati
verilecektir. Daha sonra kesin sonuglar i¢in operatoriimiizii Wolfram Mathematica

programindaki kodlarla ¢6zecegimiz i¢in bu programla ilgili kodlar tanitilacaktir.

3.1. Tek ve iki Degiskenli Bernstein Operatérleri

Tamm 3.1 b € C[0,1], u € [0,1], n € N olmak iizere tek degiskenli Bernstein

polinomu
n

By, (hu) =) _h (Z) Cour(1—u)"*

z=0
seklindedir. Burada C',

dir.

Oncelikle bu operatériin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim;o,3 € R, h, g €

C'[0,1] ve n € N olmak iizere

n

B, (ah + Bg;u) = Z:% (Z) (1 —u)" *(ah + Bg) (Z)
_ @Zio (") n( ) ngio ("Varta - (2)

= aBy (h;u) + 6By (g;u)
bu lineerligi gosterir.
Herw € [0,1],n € Nveher 2 = 0,1,...,ni¢in v*(1 —u)""* > 0 oldugundan
her h > 0 i¢in B,, (h,u) > 0 olup her n € N i¢in operator pozitiftir.
Lemma 3.2 Yukarida tamimlanan Bernstein operatorii igin,
B, (Liu)=1
B, (t;u) =u
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sartlari saglanr.

Ispat. h(t) = 1igin

n

B, (1;u) = ;) (:) w (1 —u)" "
=(1-u+u)"
=1

oldugu kolayca gortiliir.

h(t) =t i¢in

-1
_— (” )uzu )
z=0 <
—u(l—u+u)""
=u
olur. h(t) =t i¢in
B, () znj(”) “(1 - )l
n ) = u —u )
2=0 \* n’
" n—1 1 .2
— zZ— 1_ nzi
ugl(z—l)u (1-u) n
. /n—1 i z—=14+1
— z— 1_ n—=z
u;<z—1>u ( ) n
“/n—1 1 2= 1  ud
=u A —uw) —
é(z—l)u ( ) n +nzz_:1<
B n ‘—H\z—2 n
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3. MATERYAL ve YONTEM Harun CiCEK

esitligi elde edilir. Son esitlikteki toplama isleminin solundaki toplam semboliindeki k&

yerine k+ 2, toplama isleminin sagindaki toplam semboliindeki z yerine z+ 1 yazilirsa;

n—2 n—1
9.\ on—1 n—2\ , nes—o U n—1\ , nez—1
Bn(t,u)—u - ;)( s >u(1—u) +n;:%( s )u(l—u)
-1 _ _
= 2" (1—u+u)n2—1-3(1—u+u)"1
n
-1
_pnsl
n n
:u2+u(1—u)

esitligi saglanir. Simdide Korovkin sartini saglayip saglamadigini gosterelim.

Teorem 3.3 1 € C'[0, 1] ve n € N olmak iizere

dim [|B,, (h; u) — h(u)l g1 =0

esitligi saglanur.

Ispat. Lemma 3.2 de ispatladigimiz sonuglar kullanilarak
nh_{glo 1By (1;u) — 1”0[071] =0

dim [|B,, (t;u) — ull g0y =0

. ] 1 —
Jim HB" (tz; “> B UQHC[OJ] = Mo, |+ “(n“> v cpo,1]
i max [P
n—o0 0<u<l1 n

=0
esitlikleri saglanir. Korovkin teoremi yardimiyla her h € C'[0, 1] igin
,}1_{20 1By (hyu) — h(U)HC[O,l} =0
oldugu goriiliir. O

Tamm 3.4 (u,v) € D = [0,1]x[0, 1] karesel bolgesinde h , D iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve n,m € N olmak iizere iki degigkenli Bernstein operatorii;

n (B, v) ZZ( > (1—u)"”" <T:) v”(l—v)mTh<Z,r>

z=0r=0 nm

seklinde tanimlanir.
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Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi bu operatorde lineer ve pozitiftir.

Teorem 3.5 h, D iizerinde siirekli bir fonksiyon
nhj{}o | By (h; u,v) — h(u, U)Hc[o,l] =0

esitligi vardir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin oOncelikle Korovkin sartlarmin saglandig
gorilmelidir. B, (h;u,v) operatorii i¢in Korovkin sartlarma bakalim;a,b pozitif
sayilar olmak iizere

hap(t, s) = t*s® olsun. O halde hg igin

By, (hoo;u,v) = i f: (n) W (1 — )" <T:) V(1 — o)™

S5 (- E (F) -
:i}(:)uz(l—u)” "1—-v+v)
=1l-u+uw)"(1-v+0v)"

=1

olur. Ay o i¢in

B, (hysu,v) = X%i) (") (") o
WIS ol W EE R
= Z (M) wrt-w = ooy
N
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3. MATERYAL ve YONTEM Harun CiCEK

ho,1 igin
s £ (2wt (7)o
() R ()
_ é (M) era—o - utw)
()0
hs o i¢in
Ba(haaio) = 332 (1) =y () =0
§ (e S (M
:é@) (1 =) Zf;(1—v+v)
4 éo (MY -y = 2

Benzer sekilde h o de bulunur. Sonug olarak
Bn (ho}o; u, U) =1

By, (h10;u,v) =u

By, (ho1;u,v) =v

u(l —u)
n

v(l—v)
n

Bn (hgjo; u, ’U) = U2 +

By, (ho2;u,v) = v? +

esitlikleri elde edilir. Bulmus oldugumuz bu esitliklerden
nlgrolo | By, (hoo; u,v) — 1”0[0,1] =0

dim [[By, (h,05u,v) — ull g =0

lim ||B,, (ho1;u,v) =0

e — e

nh_}rgo HB” ((hao + hoa);u,v) — (uQ + v2>

HC[O,I]

esitlikleri goriiliir ve ispat biter. 0
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3. MATERYAL ve YONTEM Harun CiCEK

3.2. Programlama Kod Tanitimi

Oncelikle Mathematicadan bahsetmek gerekirse; Matematik islemleri
yapilirken bazen hesaplar karmasik hale gelebiliyor ve bilgisayar programlarindan
yararlanilabiliniyor. Iste bu programlama dillerinden biri olan Mathematica
yazilimidir. Bu programin mimart Stephen Wolfram’dir. Wolfram Research sirketi
biinyesinde olusturulan programlama dilleri bilim diinyasinda oldukga popiiler olarak
kullanilmaktadir. Bu programda grafik ¢izimleri, niimerik deger hesaplamalari, ytliksek
mertebeden ve c¢ok degiskenli tlirev ve integral hesaplamalar1 yapilmaktadir. Bu
baglamda Wolfram Dilinde yerlesik 5000°den fazla fonksiyon vardir ve biz bunlardan
bir kaginm1 daha dogrusu operatér hesaplarken isimize yarayanlar1 tanitacagiz. Daha
detayli bilgi almak i¢in Stephen Wolfram’in kendi yazdig1 Wolfram Language isimli

kitaptan yararlanabilirsiniz.

Belirsiz integral

Integrate[h,ul

Belirli integral

Integratel[h,{u,u_min,u_max}]

iki degiskenli belirli integral

Integratel[h,{u,u_min,u_max},{v,v_min,v_max}]

Ornek 3.6 In[1] :=Integrate[\alpha~{2}+cos[\alpha],\alpha]

o3
Out[l]:=§ + sin(«)
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Ornek 3.7 In[1] :=Integrate[(u"2)*x(v~3), {u, 0, 1}, {v, 0, 1}]

1
Out[1]:=

Tek degiskenli toplam

sum[h,{i,i min,i max}]

iki degiskenli toplam

sum[h,{i,i min,i max},{j,j_min,j max}]

Ornek 3.8 In[1]:=sum[i~2,{i,1,10}]

Out[1]:=385

Ornek 3.9 In[1]:=Sum[1/(j~2 (i + 1)°2), {i, 1, Infinity},
{j, 1, i}]

4

v
Out[l]zm

Binom ac¢ilimi

Binom[n,m]
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3. MATERYAL ve YONTEM Harun CiCEK

Ornek 3.10 In[1]:=Binom[10,3]

Out[1]:=120

Simdi Bernstein polinomunun Mathematicadaki kodunu yazalim.

Bernstein Polinom kodu

In[1] :=Sum[Binomial [n,z]*(u"z)*((1 - u )~ (n -z)*h(u),{z, 0, n})

Out[11:=B, (h,u) = X2y (7)u* (1 — u)" " h ()

z

Burada fonksiyon yerine istenilen ifade yazilir ve hesaplama yapilir. Simdide

Bernstein operatoriiniin degerlerini hesaplayalim;

Ornek 3.11 In[1]:=Sum[Binomial[n,z]*(u"z)*((1 - u )~ (n -2)
*1,{z, 0, n})

Out[1]:=1

Ornek 3.12 In[1]:=Sum[Binomiall[n, z]*(u z)*((1 - u )~ (n -z)
*xz/n,{z, 0, n})

Out[1]:==u

Ornek 3.13 In[1]:=Sum[Binomial[n, z]*(u"z)*((1 - u )" (n -2z)
*x(z72)/(n~2) ,{z, 0, n})

Out[1]:=u? 4 “-)

n

Tanimlar1 verdikten sonra kendi operatoriimiiziin yakinsaklik 6zelliklerini inceleyelim.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde asagida tanimladigimiz iiggensel bolgedeki iki degiskenli H,,(h; €, o)
operatoriiniin ilk olarak lineer ve pozitif oldugu gosterilecek ardindan iki degiskenli
operatdriimiiz i¢in Korovkin sartlarin1 sagladig ispatlanacaktir. Devaminda merkezi
momentler ve operatoriin diizgiin yakinsakligi incelenektir. Yaklasim hizini yani
tam ve kismi siireklilik modiilleri ispatlanacaktir. Ardindan Voronovskaja ve
Griiss Voronovskaja tip asimptotik teoremleri verilip ispatlanacaktir. Daha sonra
operatoriimiiziin GBS (Generalized Boolean Sum) tip operatorii taniplanacak ve ayni

sekilde yakinsaklik Ozellikleri incelenecektir. Ayrica GBS operatoriiniin Lipschitz

uzayinda ki yakinsakligi incelenecektir. Bu boliimden sonra (u,v) = (&, o) olarak
kullanilacaktir.

V o= {(&o): —1<&o<1vel+p<0} ve h € C(V), olmak
tizere liggensel bolgedeki iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorii asagidaki gibi
tanimlanmustir;

1
DS n+1)(n+2)
n(h;&0) = ZZ@HM £, 0) ( >é //g@nw s, t)h(s,t)dsdt 4.1)
z=0 r=0 1
burada
(€.0) = n\ (n—=z\[1+¢ Z(l—}—Q)T - 1+¢ 140\
PranS O =)\ 2 2 2 2
seklindedir.

Simdi V' {iggensel bolgesi iizerinde tanimli operatoriimiiziin lineerlik ve
pozitifligini gosterelim. Lineerlik; Vo, 8 € R veY h,g € C(V) igin

n n—=z

H,((ah + B9);€.0) = ZZSOnzrfQM//QDnzrst(ah+5g)(S t)dsdt

z2=0r=0

n n—=z

_azzgpnzrggM//gﬁnert 3t>d8dt

z=0 r=0

n n—z 1 -t

+5ZZ@nzr£QM//(Pnzr8t St)dsdt

2=0 r=0

= aH,(h;€.0) + BH,(g; £.0)
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burada M = %’dir.

Pozitiflik; Vz,r,n € Z ve (£.0) € V igin

_(n\(n—=z\[1+¢& S /14 0\ 1+¢6 140\ 77
wn,z,r(é,@)—<z>< . )( 5 ) ( 5 > (1—2—2> >0

dir. Eger h(s,t) > 0 ise

1 —t

//h(s,t)dsdt >0

—-1-1

olacagindan H, (h;&.p) pozitif bir operator olur.

Simdide H,,(h;¢&, o) lineer, pozitif operatoriiniin Korovkin sartlarini sagladigini
gostermek icin operatoriin degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in operatdriimiizde bazi

degisken degistirmeler yapalim;

n n—z 1 —t
Ho(h;6.0) =Y @nznl0) Q( )(n+2)//gow,r(s,t)h(s,t)dsdt
z=0r=0 215
_(n\(n—2\ (L€ (Ito\ (. 14+E 140\
son,z,r(f,g)—<z>< . )( 5 ) ( : ) (1—2_2>
1+£_ 1+Q

operatérde ¢, . (&, 0)'de = u ve —¢ = 7 degisken degistirmeleri yapilirsa £ =
21— 1ve p=2n—1olur. ¢, (s, t)’de M2 = g ve 1 = b degisken degistirmeleri
yapilirsa s = 2a — 1 ve t = 2b — 1 olur. Gerekli sinir degisiklikleri ve jakobyen
hesaplandiktan sonra operatoriimiiz;

n n—z

Hn<h> 2“ - 17277 - 1) = (n + 1)(” + 2) Z Z Qpn,z,r(2ﬂ - 17 277 - 1)
2=0 r=0
1 1-b
x / / Onor(2a— 1,2 — 1)h(2a — 1,20 — 1)dadb
0 0

olur. Simdi teoremi verip ispatlar1 yapalim.

Teorem 4.1 ¢, = s't/, (i,j) € N® x N, N = N U {0} i¢in

i) Hp(eo0; €, 0) = 1;

B 3§ +1
ZZ) Hn(el,ﬂ;gv Q) = 6 - n+3 ’
e 30—'_ 1
iii) Hn(eo;8,0) = 0 — n+3’
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z'v) Hn(e20'f Q) _ 52 B (8+ 1271) §2 +2né — 2n_4‘

(n+3)(n+4) ’
v) Hy(eo2;€,0) = 0* — G 1283 f;;(inf ;) n-d
vi) Hn(€1,1§ §,0) =80~ (8n + 3()59—#_3)3(7:1(3-1)@) — 2n;
vid) Hy(es0; €, 0) = &8 — (U5t g0 o o Caniin) ¢2
+ T + e
vii) Hy(eos; €, 0) = 0 — Lttt g3y _(huiin) 2
B 8 T ET
Zl‘) H (64 0; &, ) = 54 4 (fﬁs}fﬁ)ﬁ? n:iGGO) 54 (n+3 4Zi1§(2:+g)8(2)+6)53
o T + T et T’
7) Hyleoa; €. 0) = 0 — GGt @ + ot esnse ¢

(12n3+12n2—24n) (—24n%—48n) (12n2+60n+72) .
+(n+3)(n+4)(n+5)(n+6)9 T o 5 16 € T 58) (n ) (n45) (046

esitlikleri saglanir.

Ispat. Teorem (4.1)’den 6nce tanimladigimiz degisken degistirmeler kullanilarak;

i)Hesaplamalar1 yaparken once integralin sonucu bulunup operatdr i¢ine yazilacaktir.

1-b

1
1

//Sanz 2a — 1,2b — 1)egpdadb =

0 0

(n+1)(n+2)

olur. Bu esitligi SP Singh 1987 de ¢alismasinda vermistir.O halde

Hn<€00; 2;“/ - 17 27] - 1) = (n + 1)(” + 2) Z Z Spn,z,r(Qlu’ - 17 27] - 1)
z=0 r=0
1
X
(n+1)(n+2)
= Z Z Son,z,r<2,u - ]-7 27] - ]-) =1
z=0r=0

olur.

Simdi bu ispat1 ligiincli boliimde tanittigimiz Wolfram Mathematica kodlariyla

¢oziimiinii verelim. Ilk olarak integralin sonucu bulmak igin;
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In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r]
(xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho)”™(n - z - r))*1,

{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

Gammaln + 1]

Gammaln + 3]
bu sonu¢ toplamda yerine yazilirsa;

Out[1]:=

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomial[n - z, r]
¥ (xi~z)*(varrho”r)*((1 - \xi - \varrho)"(n - z -r))

*Gamma [n+1] /Gamma [n+3] ,{z, 0, n}, {1, 0, n - z}]

Gammaln + 1]
Gammal[n + 3]

Out[1]:=(n+1)(n +2)

olarak bulunur. Yani;

Gammaln + 1]
Gammaln + 3]
(n+1)(n+2)n!

- (n+2)! =1

H,(e;&,0) = (n+1)(n+2)

olur.
35 +1

i) e19 = s i¢in bakalim yani H,,(e10; &, 0) = & — 3 oldugunu gosterelim. Once

integral kismin1 hesaplayip sonucu toplamda yazﬂacaktlr

1 b

o I o

[ [ #ner(2a-1.20-1)(20 - 1daay = F RO Lemn 2]
0

(n+3)! (n+1)(n+2)(n+3)

o7
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bulunur. Bu sonucu toplamda yazarsak;

Hn(el,(); 2,LL - 1727] - 1) =

= (2z—n—1)
= ,;),;%“@“ —1,2n—1)(n+1)(n+2) CEEDICEE

- Z i Son,z;r(QlLL — ]_’27] _ 1)%

2=0 r=0 (’I’L + 3)

n n—z 22

- wer(2—1,2p— 1
;;}"0 (2p n )(n+3)

n n—z

Z Z Qpn,z,r(Q,u - ]-’ 27] - 1)

z=1r=0

(n+3)

1 n n—=z
T oY Qpn,z,r(Q,u . ]-’ 27] - 1)
e =

2 n n—z n 1
_ (2 —1,2n— 1)z — -

(7 8) 2 2 Prer = LI — Dz = g = oy

W i 3) En: ni <Z> (n R Z) (1)) A=p—n)""""2

z=1r=0 "
(=n—1)

W= ITJFS oldugundan

Cnp—n—1) (2n(35-n—-1) né-1 _§_3§+1
(n+3) n+ 3) C (n+3) n+3
Sonug olarak
3¢ +1
Hofer0i60) = €=
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olur. Simdi bu ispati {igiincli bolimde tanittigimiz Wolfram Mathematica kodlar1

yardimryla verelim. Ilk olarak integralin sonucu bulmak igin;

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r]
(xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho)™(n - z - r))*(2a-1),

{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

(22 — n — 1)Gammaln + 1]

Out[1]:=
uel1] Gammaln + 4]
bu sonu¢ toplamda yerine yazilirsa;

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomiall[n, z]*Binomial[n - z, r]
*(xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho) " (n - z -1))

*((2z-n-1))Gamma [n+1] /Gamma [n+3] ,{z, O, n}, {r, 0, n - z}]

-1-— 2
Out[1]:= (=1 —n+2np)
(n+3)
olarak bulunur. Yani 1 = 1+g oldugundan;
3 +1
Hn ) -
(e10:€,0) =¢ 3

olur.

. . . 3 1 .
i11) ep = t i¢in bakalim yani H,(eg1;&, 0) = 0 — o+t 3 oldugunu gosterelim. Once
n

integral kismin1 hesaplayip sonucu toplamda yazilacaktir.

1 b
_m ] o
0

(n+3)! (n+1)(n+2)(n+3)

o7
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bulunur. Bu sonucu toplamda yazarsak;

Hn(6071; Q,u — 1, 27’] — 1) =

- zn:nzf@n,z,r@,u —1,2n— 1)(n + 1)(n + 2) (27’ —n — 1)

2=0 r=0 (n+1)(n+2)(n+3)
R (2r —n —1)
= ;;gpnw(m —1,2n — 1)(n—+3)
nonc 2
= ;; Onor(2— 1,27 —1) )
_(nig)i)nzzz(pnzrzu 1277_1>
— (n—i—3 Z”;)”Z:?pnzr 2u—1,2n—1)
2 == n 1
. (n+3);)rz@”” 2u=1,2n—L)r— (n+3) (n+3)
2 () e ara -
(=n-1)
(n—|—3)
L i/ n—z)! . I
- n+3 ng;l (n—2) z'(n(—z—)r)r'r('u) ()" (1 —p=mn)
(=n—1)
(n+3)
2nn K& (n—1)! (n—2)! 2 1
S e )
n—z—r (_n_l)
X (1—p—mn) m
2y ()" er s e
(n—1)
* (n+3)
_ 2ny +(—n—1):(2nn—n—1)
(n+3) (n+3) (n+3)
n = 122 oldugundan
(2nn —n—1) (2n(2)—n—1)7ng—17 30+1
n+3) (n+3) T m+3) Y ats
Sonug olarak
H,(e01;6,0) = 0— 19:31
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olur. Simdi bu ispat1 {igiincii boliimde tanittigimiz Wolfram Mathematica kodlariyla

hesaplayalim. Ilk olarak integralin sonucu bulmak icin;

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r] (xi"z)
*(varrho r)*((1 - xi - varrho)"(n - z - 1))

*(2b-1) ,{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

(2r —n — 1)Gammaln + 1]

Gammaln + 4]
bu sonu¢ toplamda yerine yazilirsa;

Out[1]:=

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomial[n - z, r]
¥ (xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho)"(n - z -r))

*((2r-n-1) )Gamma [n+1] /Gamma [n+3] ,{z, O, n}, {r, 0, n - z}]

(=1 —n+2nn

Out[1]:= CEE)

olarak bulunur. Yani n = % oldugundan;

30+1
Hn(e&l;f? Q) =0

olur.
8n&? 4 2n€ — 2n + 1262 — 4

(n+3)(n+4)

i) es9 = s* i¢in bakalim yani H,(e0;¢,0) = &

35



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Harun CICEK

oldugunu gosterelim. Once integral kismini hesaplayip sonucu toplamda yazilacaktir.

b
<n> (n , ) (a) ()" (1= a = )" (40° = da + 1)dady

(“) (" | Z) (@) () (1 — a—b)" " dadb

Z/ | @ (n , z) (@) ()" (L —a—b)""" dadb

<”> (“ - Z) (@)* (B)" (1 — a— b)" " dadb

B —4z(n+1)+n*+3n+4
(4 (n+3)(n+2)(n+1)

bulunur. Bu sonucu toplamda yazarsak;

Hn(e2,0;2,u - 1727] - 1) =

B ZZ Pnsr (G = 1,20 = 1{n + 1)(n + 2>4<Z; T fx(:f 31>)<; f22)+(21+1)4
- zi‘;n;) (2= 1,2 = 1) (n+ j)z(jz +3)
B ig%’”@” —La=l) (nizg(tb 3 3

n®+3n+4 2

ZZ@nerN 1,2n—1)

C(n+4)(n+3) 5=
A ~

= Z anzﬂu 1,2n—1)
(n+4)(n+3) 2 =

4(n+1) &
IRCETCEE) Z Z@”“Q“ L2y —1)

n2+3n+4 n n—z
- <n+4>(n+3) Zzwn,z,r(zﬂ_la2n_1>

z=0 r=0
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:(n+4;4(n+3);2 (Z_1>+z;)%’z”"<2”_1’2n_1)
4(n+1) " n?+3n+4
a (n+<4 +n—i—3 Z ngn” 2n— 12— 1)+ (n—l——tl)(nj—?))
4n?p? — 4n? ,u—4n,u n?+3n+4
T (n+4)(n+3) (n+4)(n+3)
= £ oldugundan
an?u? — 4An?p — Anp? n?+3n+4 n%€? —n€% —2nE +2n+4
(n+4)(n+3) (n+4(n+3) (n+4)(n+3)
_el 8n&? + 2né — 2n + 1262 —

(n+4)(n+3)
Sonug olarak

e 8n€%+2n€ —2n+ 1267 —
Hy(ez03€,0) = € — (n+4)(n+3)

olur. Simdi bu ispat1 {igiincli boliimde tanittigimiz Mathematica kodlar1 yardimiyla

verelim. {1k olarak integralin sonucu bulmak igin;

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r]
(xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho) " (n - z - 1))

*(2a-1)"2,{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

Out[1];= et s Gammeln 1

bu sonu¢ toplamda yerine yazilirsa;

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomiall[n - z, r]
*x(xi~z)*(varrho"r)*((1 - xi - varrho)"(n - z -r))
*(4z"{2}-4z(n+1)+n"{2}+3n+4) Gamma [n+1] /Gamma [n+5] ,

{z, 0, n}, {r, 0, n - z}]

— an?p? —4An2p—anp®4+n?+3n+4
Out[1]:= = (n+4)(n+3)

olarak bulunur. Yani p = 1—;5 oldugundan;
8n&? 4 2né — 2n + 1262 —
(n+4)(n+3)

Hn(eQ,O; 57 Q) = 62 -
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olur.
8no?® +2no — 2n + 120> — 4

. (n+3)(n+4)
oldugunu gosterelim. Once integral kismini hesaplayip sonucu toplamda yazilacaktir.

v) epo = t* igin bakalim yani H,(eg2;&,0) = 0 —

1-b

1
//Sﬂnkl —1,2b — 1)(2b — 1)*dadb =
0 0

l

bn n—=k 1 ek
(k)( l )<a)’“(b>’+ (1—a—0)""" dadb

O/ b(Z) (n P k) ()" (®)' (1 —a—0)""" dadb

AP —dl(n+1)+n*+3n+4
4 +3)(n+2)(n+1)

bulunur. Bu sonucu toplamda yazarsak;

Hy(eo2; 21— 1,20 — 1) =

- 22“0(2“ — L2 =D+ Dn+ 2>4<i; fx(:: 31>)<Z flii”ﬂf
=35 el 120 D
-E S e e

n+3n+4 n n—z

Zzganzr 2,M 127’]—1)

(n+4 TL+3 z=0r=0

4 n n—=z
= I nzr(2 1,2n -1
D+ 3) 2 2L Pnan =120 = 1)
A1) Qs

- lon e (20— 1,20 —1
(n+4)(n+3)§)§]@~(“ n=1)

n’ 4304 G

(n+4 TL+3 z=0r=0
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4 n n—z

- (n+4)(n +3) ;);(TO’ — 1)+ r)on.r(2u0—1,2n—1)

4n+1) &2 n?+3n+ 4
- [ nzr2 _172 1)+
(n+4)(n+3)§§1 Puz (B =120 = 1)+ C e )
_4n27]2—4n277—4m]2 n®+3n+4
 (n+4)(n+3) (n+4)(n+3)

n = 122 oldugundan

AnP? —dnPn—dnp® | n’+3n+4 0?0 —ng® —2no+2n+4

(n+4)(n+3) (n+4)(n+3) (n+4)(n+3)
5 8n0®+2no—2n+120* — 4
B (n+4)(n+3)

Sonug olarak

2 8no® + 2no — 2n + 120> — 4
(n+4)(n+3)

H,(ep2;€,0) =0

olur. Simdi bu ispat1 tigiincii boliimde tanittigimiz Mathematica kodlariyla ¢oziimiini

verelim. ilk olarak integralin sonucu bulmak igin;

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n-z,r]
(xi~z)*(varrho r)*((1 - xi - varrho)"(n - z - r))*x(2b-1)"2,

{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

Out1];= Ut i ) Gl 1

bu sonug toplamda yerine yazilirsa;

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomialln - z, r]
*(\xi~z)*(\varrho"r)*((1 - \xi - \varrho)“(n - z -1))
*(4r~{2}-4r (n+1)+n~{2}+3n+4) Gamma [n+1] /Gamma [n+5] ,

{z, 0, n}, {r, 0, n - z}]

— _ 4An2n®—4n?n—4nn®4n>+3n+4
Out[1]:= = (n-+4)(n+3)
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olarak bulunur. Yani n = # oldugundan;

- 8np? + 2no — 2n + 120> — 4
(n+4)(n+3)

Hn(eO,Q; 57 Q) =0

olur.
vi,vit ve viee ispatlarimi onceki ispatlarla ayni olacagindan tekrara diismemek adina

ispatlar1 sadece kodlarla verelim.
(8n 4+ 3)0 — 3n(§ +0) — 2n

(n+3)(n+4)

vi) 1y = st igin yani H,(ey1;€,0) = o — oldugunu

gosterelim;

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r]
(xi~z)*(varrho r)*((1 - xi - varrho)”™(n - z - r))*(2a-1) (2b-1),
{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

Out[1]:=— (2r(2+n)—n(3+r2:izrg2aﬁi;n))Gamma[nH]

bu sonug toplamda yerine yazilirsa;

In[1]:=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomial[n - z, r]
*(\xi~z)*(\varrho"r)*((1 - \xi - \varrho)“(n - z -r))

*(((2r (2+mn) -n@B+n+2z(2-2r+n))

Gamma[l +n])/Gammal[5 + n],{z, 0, n}, {r, 0, n - z}]

D olarak bulunur. Yani y, = 1%5 ven = %

. _ (n(B4n—4p—2np—4an—2nn—4pn+4inun
Out[1]:= = (n+4)(n+3)

oldugundan;

(8n +3)¢0 — 3n(E + o) — 2n

Hy,(e11;€,0) = &0 — (n+3)(n+4)

olur.

ix) ey = s* igin yani
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(24n® 4 108n? + 348n + 360)

Hn<€4,0; 57 Q) = 54 - R(n) 54
(—4n3 + 12n* — 8n) (12n3 + 12n? — 24n)
R(n) & R(n) 3
(—24n% — 48n) (1202 + 60n + 72)
Ry ° " R

oldugunu gosterelim. Burada notasyon kolayligi agisindan (n+3)(n+4)(n+5) = Z(n)
ve (n+3)(n+4)(n+5)(n+ 6) = R(n) kullanilmistir ve bundan sonrada bu sekilde

kullanilacaktir.

In[1] :=Integrate[Binomial [n, z]* Binomial[n - z,r]
(xi"z)*(varrho"r)*((1 -xi- varrho)™(n - z - r))*(2a-1)74,

{xi, 0,1},{varrho, 0, 1 - b}]

Out[1]:=

Gamma[l+z]Gamma[2—2+n] 8(18+2z22z(n+1)+n(n+7))Gamma[2+z}Gamma[3z+n]>

Gamma[n + 1] < Gamma[n+3] Gamma([n+7]

Gamma([l + z]Gamma[2 — z + 7]

bu sonug toplamda yerine yazilirsa;

In[1] :=Sum[((n + 1)*(n + 2))*Binomial[n, z]*Binomiall[n - z, r]
*(xi"z)*(varrho™r)*((1 - xi - varrho)"(n - z -r))

*(Gamma [1 + n] ((Gamma [l + z] Gamma[2 - z + n])/Gamma[3 + n]
-8 (18+2z2-2z (1 +mn)+n (7 +mn))

Gamma[2 + z] Gamma[3 - z + n])

/Gamma[7 + n]))/(Gammal[l + z] Gammal[2 - z + n]),

{z, 0, n}, {r, 0, n - z}]
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724 86n + 4702 + 10n3 + n* — 112n2p — 24n3u — Sn*p — 144np?

Out[l] :

R(n)
N 168n2p? — 48n3u® + 24n*p? + 128np® + 160n3u® — 256123 — 32n*u?
R(n)
N —96np* + 176n%u* — 96n3put + 16n*u?

R(n)

olarak bulunur. Yani y = 1—'55 yazilip gerekli islemler yapildiktan sonra;

(24n® + 10802 + 348n + 360) "

Hn<€4,0; 57 Q) = 54 -

R(n)
(—4n3 + 12n* — 8n) n (12n3 + 12n? — 24n)
R(n) R(n)
(24n? —48n) (120 + 60n + 72)
R(n) R(n)

bulunur. H,(ep4;€, 0),Hn(es0:€, 0) ve Hy(eos; &, 0) de ayni sekilde elde edilir. O

4.1. H,(h;€, o) Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Ik olarak merkezi momentleri hesaplayalim;

Teorem4.2 k., = (s—&)*(t—o)", (z,7) € N x N° olmak iizere asagidaki esitlikler

vardir.

i) Hy(koo;€,0) =1,

i) Holl 056, 0) = >

iii) Hy (ko5 €, 0) = _3ng:_r31;

i) Hy (koo €, 0) = — (2n — (15)523)_(53__4)2n — 4;
v) Hy(koo; &, 0) = — (2n — gs)fz))—(si:;n — 4;
vi)Hy(k10;€,0) = 1207 _;?s;b — 936§4

144n +480 ,  —24n® + 3120+ 720 ,  144n + 288
+ + + 3
R(n) R(n) R(n)
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12n2 — 588n — 936 ,
R(n)

UZZ) Hn(kOA; 57 Q) =

+144n + 480 N —24n2 + 312n + 720 2, 144n + 288
Rn) ° R(n) ¢ Rn) ¢

Ispat. H,(h; &, o) operatériiniin Teorem 4.1 de ispatladigimiz degerleri kullanilarak

ispat yapilacaktir;

i) Zaten H,,(1;¢, 0) = 1 oldugunu Teorem 4.1 de ispatlamigtik.

3¢+ 1 3¢+1

i) Ho((s = €);€,0) = Hn(s;6,0) =6 =& — ngj—r:% _52_513
olur.

30+ 1 _ 3o+1

ii) Ho((t — 0); €, 0) = Hu(t:€,0) —0=0—

nt3 ¢ n+3

olur.
w) Hy((s — €)% €, 0) = Ha((s* — 25§ +£%);€, 0)

= H,(s%&,0) — 2.(5:&, 0) + EH,(15€, 0)

L S mE-n4 1224 < —3€+1) ’
=4 (n+3)(n+4) 2618 n+3 st
8n&® 420§ —2n + 1267 -4 667 426

(n+3)(n+4) n+3

2ng? — 20— 1262 - 8¢ —4
(n+3)(n+4)

elde edilir.
v) Ho((t = 0)% €, 0) = Ho((2 — 2to + 0%);€, 0)

= H,(t%€,0) — 2,(t;€, 0) + 0*Hn(1;€, 0)

B 2_8n92+2ng—2n+1292—4_ < _3Q+1> )
- (n+3)(n + 4) S

8no® +2no—2n+ 120> —4  60* + 20
(n+3)(n+4) n+3

2n0® — 2n — 120*> — 8p — 4
(n+3)(n+4)
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elde edilir.

vi) Hy((s — €)% €& 0) = Hy((s — 45°€ + 65°€% — 4s€% + £%):€, 0)
= H,(s%&,0) — 4,(5% &, 0) + 682 Hy(s% €, 0)

— 46 Hy(s;€, 0) + € Ho (15, 0)
L (24n® + 10802 + 348n + 360)
—e R() o
(12n® + 12n? — 24n) ,  (—24n* — 48n)
R(n) St R(n)
(12n* 4 60n + 72)
R(n)
e [63 (150 +45n + 6)

Zm
(6n?+12n) . (—12n — 12)1
Z(n)

)

o[ 8nE+2nE—2n+1282 —4] o[, 3E+1]
768 [’5 (n+3)(n+4) ] 4 [5 n+31+§
1202 —588n— 936 , 144n+480 ,

) T Rm) °

—24n” +312n 4720 , | 1440 +288
R(n) R(n) ™

(—4n® + 12n* — 8n)

R(n) ¢

§

(—3n? + 3n)

Zlm)

elde edilir.

vit) Ho((t — 0)% €, 0) = Hu((t* — 4t°0 4 6t°0° — 4t0° + 0"); €, 0)
= H,(t4 €, 0) — 4.(t*; €, 0) + 60° H, (%€, 0)

—40°H, (1€, 0) + 0" H,(1;€, 0)
o (24n3 4 108n2 + 348n + 360) , (—4n® + 12n2 —8n) |,

e R(n) ’ R(n)

(12n3 4+ 12n? — 24n) , (—24n* — 48n)

0"+ 0
R(n) R(n)
(12n% + 60n + 72)
R(n)
15n2 4 4 —3n?
Y 93_(571—1- 5n+6)g3 (—=3n*+3n) ,
Z(n) Z(n)

(6n*+12n)  (—12n—12)
Zm) 2T Zm)

44



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Harun CICEK

8no® + 2no — 2n + 120> — 4 30+ 1
+ 6 2 2 —4 3 |: o :| + 4
e e (n+3)(n+4) n+3 ¢
12n? — 588n — 936 ,  144n +480 ,
R(n) R(n)
—24n* + 312n + 720 n 144n + 288
Rm) ¢ R ¢
bulunur ve ispat biter. O

Simdide daha sonraki teoremlerde kullanacagimiz bazi teoremleri ve ispatlarini

verelim;

Teorem 4.3 Ucgensel bélgedeki iki degiskenli H, (f;&, 0) operatorii icin asagidaki
esitlikler elde edilir;

i) lim nH,((s — €);€,0) = —(3¢ + 1);
i) lim nHy((t — 0);€, 0) = —(30+1);
iti) lim nH,((s — €)% €, 0) = —(26% — 2);
w) lim nHy((t —0)% €, 0) = —(2¢° ~ 2);

v) lim nHy((s = &)(t — 0);€,0) = =280+ 4({ + 0) + 25

Ispat. Teorem 4.2 de bulmus oldugumuz merkezi momentler kullanilarak limit alinirsa;

3¢+ 1

i) lim nH,((s —£);&,0) = limn <_ n+3

n——aoo n—aoo

) = —(3§ +1);

N , 30+1
lim nH,((t — 0);:&,0) = | — = —(30+1);
it) lim nHy((t — 0); ¢, 0) nmgon( n+3> (e +1)

le)nlz_’rgoan((S _ 5)2;57 Q) _ nlﬁ;noon (_2”52 —2n — 1252 o 8§ . 4)

(n+3)(n+4)
= —(26% - 2);

2n0* — 2n — 120*> — 8p — 4
(n+3)(n+4)

. . 2. o . _
i) fim 0ty (0= 0% €.0) =t n
= —(20* - 2);

v) lim nHy,((s — §)(t — 0);€, 0) = =20+ 4({ + 0) + 2
elde edilir ve ispat biter. 0
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Teorem 4.4 Theorem 4.1 den asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

H,((s = €)%¢,0) <

Slw 3 |w

Ho((t—0)%&,0) <

burada n > 6’dr.

Ispat. Uggensel bolgedeki biitiin &, o ler igin Teorem 4.1 de buldugumuz sonuglar

2nE? — 20 — 1262 — 8¢ — 4
a (n+3)(n+4)

H,((s = €)% & 0) =

ve
2no® — 2n — 120°> — 8o — 4

(n+3)(n+4)

. . . . . - . il 2 _ 2
seklindeydi. Bu ifadelerin maksimum degerleri { = —=- ve ¢ = —=; olarak bulunur.

Ho((t = 0)%&,0) = —

Bu maksimum degerleri esitliklerde yerine yazarsak;

2n€2 —2n — 1262 — 8¢ — 4
(n+3)(n+4)

Hy((s —€)%8,0) =

y 2n3 — 20n? + 32n + 96 3
~ nt—5n3 —36n2+108n +432 ~ n
ve
2no? —2n — 120°> — 8o — 4
Hn t— 2; 9 -
((t—0)7¢& 0) (n+3)(n+4)
B 2n3 — 20n2 + 32n + 96 3
~ n*—5nd —36n2+108n +432 ~ n
sonuglari elde edilir ve ispat biter. UJ
Simdide P.P. Korovkin teoremini ve ispatini verelim;
Teorem4.5 V = {({,0):—1<&o<1lvel+0<0} ve h € C(V) olsun.

H,(h;&, 0) : C (V) — C (R) lineer pozitif operatorii

i) lim H,(1;€,0) =1
i) lim Hy(s;€,0) =¢
iii) lim Hy(t;€ 0) =0
iv) lim Hy((s* +1%&0) = € + 0°
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sartlarimi sagliyorsa H,, operatorii, h € C (V') fonksiyonuna yakinsaktwr.

Ispat. Teorem 4.1 de buldugumuz sonuglarimn limiti alinirak ispat yapilacaktir;

i), lim Ha(136, 0) = lim 1 =1

n—-ao0

i fim H(si60) = i (6= 21 0) —¢

n—»aoo

SN g . . 3o+ 1\
zm)nlz_%oHn(t,f, 0) = lim (g— )—Q

i) lim Hy((s* +t% € 0) = lim Ha((s%¢, 0) + Ha((t% €, 0)

. 2n(&% + 0%) —4n — 12(8% + ¢*) = 8(£ + o) — 8
nll—moo (52 + Q2 N (n -+ 3)(n + 4) )
- £2 + Q2

bu dort sartla operatoriimiiz Korovkin sartlarini saglamis olur.

4.2. H,(h;¢&, o) Operatoriiniin Yaklasim Hizi

Bu boliimde siireklilik modiilleri yardimiyla yaklagim hizi hesaplanacaktir. Bunun
icin tam ve kismi stireklilik modiillerinin tanitimi yapilacak ve daha sonra bu stireklilik

modiilleri yardimiyla yaklasim hizi hesaplanacaktir;

h € C (V) igin tam siireklilik modiilii agagidaki gibi tanimlanir;

w (h,0)

max

VE -6+ (01— 0)° <6
(0 €V

|h(51791) —h(527@2)|

Simdide h € C' (V') olamak tizere £ ve g igin kismi siireklilik modiillerini tanitalim;

wb (h,8) = max |h (&, 0) = h (&, 0)]
& —&[ <0

(517 Q) ) (52; Q) eV
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w® (h,0) = max |h (&, 01) —h (& 02)
o1 — 02| <6

(57 Ql) ) (57 QZ) S vV

Bu siireklilik modiilleri daha 6nce tanimlamis oldugumuz siireklilik modiilii
ozelliklerini saglamaktadir. Genel olarak F. Altomare ve M. Campiti’nin tanittigi

asagidaki iki 6zelligi sikca kullanacagiz;

w(h,d) < (1+ N w(h,d)

ve
(lgr{l)w (h,9) =
Simdide operatoriimiiziin siireklilik modiilleri yardimiyla yaklasim hizini
hesaplayalim;

Teorem 4.6 h € C (V) olmak iizere tam siireklilik modiilii yardimiyla asagidaki

esitsizlik vardir,

1
[ Hy(h; €, 0) = h (€, 0)llopy < 3w (h’ \/ﬁ>

Ispat. Sik kullanilan siireklilik modiilii 6zelliginden asagidaki esitsizlik yazilabilir;

h(s )= h& ol < who) (145 ((s— 2+ (- 07)")

Cauchy-Schwartz esitsizligi, Theorem 4.1 ve Theorem 4.2 kullanilarak, agsagidaki

islemler elde edilir;

[Hn(h;€0) — h(§ 0)| = [Hu(h(s,t) = k(£ 0);& 0)

an(!( t) = h(& 0l 0)
< (1+§ +(t—@))2>;579)
< w(h,o) (1 (15<Hn( +(t—9)2);§,9)%>
1
5 (

o) (145 (o (s = 9% 6 0) + . (1~ 0)%:6.0))7)

_ (H(ls(( 8n — 12 52—2n5+2n—4

(n+3)(n+4)

(—8n — 12) ¢? —2n9+2n—4>§
(n+3)(n+4)
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Daha sonra karekoklii ifadelerin maksimum degeri alinir ve = f alimirsa;

—o0 (15 ()') = (5 ) (15 G)) = (057)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ([l

Teorem 4.7 h € C (V) olmak iizere kismi stireklilik modiilii yardimiyla asagidaki

esitsizlik vardir,

1 1
. _ 2 7
| Ha(h:€,0) = h (€. 0)lleqy < (1+V3) ( ( ﬁ) +w (hv ﬁ))
Ispat. Sik kullamilan siireklilik modiilii 6zelliginden asagidaki esitsizlik yazilabilir;

)

Cauchy-Schwartz esitsizligi, Theorem 4.1 ve Theorem 4.2 kullanilarak , asagidaki

W=

(6.0) = (& < (1,0) (14 5 (= 99)F) 0 (1,0) (145 (¢ - o)

islemler elde edilir;

[
E

n(h(s,t) = (579) 0]
(Ih( ) \5@

|Hy(h; &5 0) — R (§, 0)]

IA

IA
/—\
>—A
AA

A

E/\
=
=
—_

+

(H(t—@

(—8n—12)€2—2n&+2n— 4)%
(n+3)(n+4)

IA
E/‘\
=

1 2 1
(2) [ (=8n—12)p*—2np+2n—4)2
tw (h7 6) (1 + 5 ( (n+3)(n+4) ) )

Daha sonra karekoklii ifadelerin maksimum degeri alinir ve 5=ﬁ alinirsa;

< wW(h,0) <1+;(2)> +w® (n,6) <1+;(i>) l
- o i) () ) (7))
= (18) (o (1. 75) 0 (1 7))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. U
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4.2.1. Voronovskaja-tip teorem

Teorem 4.8 V 1 € C* (V) ve (¢, 0) € V igin asagidaki esitlik saglanir,

Tim . (Hp(h(E,0);€0) = h(&0) = (=36 = 1) e (€ 0) + (=30 = 1) hy (€, 0)
+ (467 — €4 1) he (€, 0)
+ (=260 +4(E+0) +2) hgg(ﬁ, 0)
+(—4¢® - 0+1) (&, 0)

Ispat. h € C? (V) igin Taylor formiilii uygulanirsa,

h(s,t) = h(& o)+ he(§, 0)(s — &) + hy(&, 0)(t — o)
4y {éelE s — 7 + Bl 0)(s — )t = 0) + g€ )t — 0]
+0(s,8)y/(s = )1 + (t — o)

burada U(., .; &, 0) = O(.,.) € C (V) Taylor formiiliiniin kalan sinifin1 temsil eder ve
asagidaki gibi tanimlanir;
(s:)~h(E.0) e €.01+hy 6.0+ { e (6.0 +hey €0+ (€0}
£, 0) = ErTE—Y) ,(s,1) # (&, 0)
O(s, 1€, 0) = V(=€) +(t=0)
0 ,(s,8) = (& 0)

Simdi de H,, lineer pozitif operatorii icin Taylor a¢ilimi uygulanirsa;
H, (h(s,t);€,0) = h(& 0) + he(&,0)Hy (s — €);€, 0) + hy(€, 0)Hy ((t — 0):€, 0)
1 (¢ »
45 {heel& O Hn (s - 9%6.0)
+ hey(§ 0)Ha (s = )(t = )36, 0)
+ h;g(& 0)H, ((t - 0)%€, Q)}
+H, (s, 0/(s ="+ (= 06 o)

Son esitligin son terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa;

1, (0.5 = O+ (= 0360,
(8, (6%(s.0):€.0)}* {Ho ((s— 9"+ (t = 0)%:,0) )
= {H, (0*(s,1):&,0) }* {Ha (s = 9% & 0) + Ha (1 — 0):6,0) |

IN

N |=
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U(.,, ;€0 € C(V) ve Teorem 4.5 den (s,t) — (&, 0) iken U(s,t;€,0) — 0
olacagindan

lim H, (U2(5,1);€,0) = U (s,1) = 0

olur. Dolayistyla

lim n. <Hn <U(S,t)\/(s — O+ (t— 0)4 €, Q)> =0

n—o0

yazililabilir. Theorem 4.3 ve son esitsizlikten, asagidaki sonucu yazabiliriz;

lim n. (H, (h(s,1);€,0) = h(€,0)) = (=36 = 1) he(&, 0) + (=30 — 1) (€, 0)
+ (487 — £+ 1) he (£, 0)
(=260 + 4(€ + 0) + 2) hiy(£, 0)
+ (40> — 0 +1) (€, 0)

bdylece ispat tamamlanir. 0

4.2.2. Griiss Voronovskaja-tip teorem

Teorem 4.9 1 € C* (V) ,w € C? (V) olmak iizere asagidaki esitligi yazabiliriz,

lim n {H, (h.w;€, 0) = h(&, 0)w(&, 0)} = (2 — 26 — 86 he (&, )we(§, 0)
+ (3¢ + 0) — 80+ 2) [he(€, 0w (€, 0)
+ hy(&, Q)uwe (6, 0)]
+ (2 — 20 — 80°)hy (&, 0)w, (&, 0)

Ispat. Ispat yapilirken kolaylik olsun diye (s — &) = X, (t — o) = Y, h(&, 0) = h ve
w(&, o) = w olarak yazilacaktir. Taylor Teoreminden yararlanarak birkag hesaplamayla
asagidaki esitlik yazilabilir;

n{H, (h.w;§, o) — Hy (h; €, 0) Hn (wi &, 0)}

= n{H, (ha;€, 0) — haw — [haw + hew| H, (X:€, 0)

— [haw, + hyw| Hy (Y€, 0) = § [havg ¢ + 2hg.wg + b cw| Hy (X% €, 0)
— [hawgy + heaw), + Wy + hiyw| H, (YX5€, o)

—% {h.wgg + Qh;.w; + hgg.w} H, (Y2, o)
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—w [H, (b€, 0) — h — hy. Hy (X3 €, 0) — by H, (Y€, 0)

3 o (X%€,0) = ey o (VX6 0) = My Ho (Y56, )]

—H, (h;€,0) {Hn (w; &, 0) —w — wé.Hn (X5€,0) — w;an (Y3, 0)
—w{ ¢ Hy (X% €, 0) — wiy Hy (XY €, 0) — Sy Hy (X%, 0)]
—we.Hy (X;€,0) [Hy (h;€,0) — h] — w,.H, (Y3, 0) [Hy (15 €, 0) — R
28 1y (e ) — ) — w220 1 (g g) — ]
—w}y Hy (YX;€,0) [Hy (hi€,0) — h] + hgavg. Hy, (X6, 0)
+heaw, H, (YX; €, 0) + hywe. H, (YX;E, 0)

+h,w,. H, (Y€, 9)}

Theorem 4.2, 4.3, 4.4 ve 4.8 den yararlanarak asagidaki sonug yazilabilir;

lim n {H, (hw;€,0) — hw} = (226 —86)hew
+ (3(6 + 0) — 8o +2) |-t + Iy
+(2 —20— 8@2)h/9.wlg

boylece ispat tamamlanir. ([l

Simdide H, (h;&, o) operatoriimiiziin GBS formunu tamitip stireklilik modiilii
yardimiyla yaklasim hizi hesaplanacaktir. Ayrica tanimlanan GBS operatdriiniin

Lipschitz sinifindan yaklasimida incelenecektir.

4.3. H,(h;& 0) Operatoriinin GBS Formu Olan FE,(h;&, o) Operatoriiniin

Insasi

B-siireklilik ve B-diferansiyellenebilir fonksiyonlar K.Bogel tarafindan 1934
yilinda tanimlanmistir. K. Bogel bu fonksiyonlar1 Bogel uzayi olarak tanimlamis oldugu
uzay tzerindeki siireklilik ve diferansiyellenebilirlik tanimlamistir. Bu calismada
tanimlanan ve tezimizde de kullanacagimiz B-siireklilik ve B-smirlilik tanimlarim

verelim;
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£o,00°m &, p ile h fonksiyonu altindaki karigtk farki (mixed difference)
Vie.oh €0, 00: €, 0] olmak iizere;

Vie.oh €0, 00; &, 0] = h(€, 0) = h(E, 00) = (b0, 0) + h(&o, 00)

seklinde tanimlanmiglardir. Burada ® and A kompakt,reel uzaylar olmak {izere
h:® x A — R seklinde tanimlanan fonksiyondur.

h:® x A — R fonksiyonu (&, 0g) € ® x A i¢in B-siirekli bir fonksiyon ise

lim Vi hl[&, 00& 0l =0
(€,0)—(£0,00) (¢,0) (€0, 00; &, 0]

limiti vardir. C,(V') , V tizerindeki tiim b-siirekli fonksiyonlarin uzayidir. Burada

C(V) € Cy(V) seklindedir.
Eger (507 QO) 9 (’57 Q) & (I) X A 1@11’1

‘V(&@)h €0, 005 &, 9]] <K

olacak sekilde K > 0 sayis1 varsa V¢ ,)h [£o, 00; &, o] fonksiyonu @ x A iizerinde B-
sinirli fonksiyondur denir. Ayni zamanda ® x A, R x R’nin kompakt bir alt kiimesi

oldugunda B-siirekli her fonksiyon B-smirhidir.

Bogelin bu calismasindan sonra birgok arastirmact bu konuya yogunlasmis
ve yaklagim teorisinde yeni bir sayfa agilmistir. Son zamanlarda popiiler olan
bu yaklasim GBS (Generalized Boolean Sum) yani Genellestirilmis Boolean
Tolam1 olarak genellestirilen iki degiskenli fonksiyonu ortaya ¢ikmistir. GBS
(Generalized Boolean Sum) ilk olarak Badea tarafindan 1988 yilinda kullanildi.
Bedea bu g¢alismasinda yaklasim teorisinin amiral gemisi olan Korovkin teoremini
B-siireklilik ile ispat etmigtir.Daha sonra Dobrescu ve Matei, sinirlt araliktaki
herhangi bir B-siirekli fonksiyona yine bu araliktaki iki degiskenli GBS tip Bernstein
polinomlartyla yaklasilabilecegini gdstermislerdir. Glinlimiize kadar B-siireklilik ve
B-diferansiyellenebilirligi kullanarak bir ¢ok ¢alisma yapilmistir;bunlarin bazilarina
ornek verecek olursak;Barbosu ve Pop, 2008; Barsan ve Braica, 2011; Deshwal ve ark.,

2017; Goyal ve ark., 2017; Ruchive ark., 2018 ve daha bir¢ok ¢aligsma yapilmistir.

Bu c¢alismalar 1s181nda tanimlamis oldugumuz tiggensel bolgedeki iki degiskenli

H,(h;&, 0) Bernstein-Durrmeyer operatoriimiizin GBS formu olan E,(h;§, o)
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operatoriinii agagidaki gibi tanimladik.

n n—z 1 2
B(hi&0) = 3 Y ouen( 0 U HIED)
zOrO

4.2)
//%M s,t) (R(&, ) + h(s, 0) — h(s,t)) dsdt

burada her (£,0) € V noktalar i¢in h € C,(V)’dir ve E,(h;&, o) lineer pozitif

operatordiir.

4.3.1. E,(h;&, 0) GBS operatoriiniin yaklasim o6zellikleri

Bu bolimde E,(h; €, o) GBS operatoriiniin yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz.
Bunun i¢in 6ncelikle karigik stireklilik modiilii tanimini verip bu tanim yardimiyla

E,(h; &, 0) GBS operatoriiniin yaklasim oranini belirleyecegiz.

h € Cy(V), (£ 0),(s,t) € V ve her §;, 5, € Rt olmak tizere, karigik stireklilik

modiilii (mixed moduli of continuity)
Winized (7301, 09) :=sup {|Vh[(s,t); (&, 0)]| - |£ — 8| < 01, |0 —t] < 02}
seklinde tanimlanir.
Karisik stireklilik modiilii asagidaki 6zelligi saglar;
Winized (15 A1d1, A1d2) < (14 A1) (14 A2) Wnigea (P 61, 62)
buradan

[VA[(s,1); (&, 0)ll < wmizea (hi]s —&], [t — ol)
s — ¢ |t —¢ ,
(1 + 51 ) (1 + 52 ) Wmized (h7 51a 52)

yazabiliriz. Simdide yukarida yazdigimiz tanim ve 6zelligi kullanarak E,, (h; €, ) GBS

VAN

operatoriiniin yaklagim oranini belirleyecegimiz teoremi verelim.

Teorem 4.10 ¥V h € C, (V') ve tiim (£, 0) € V noktalari i¢in E,,(h; £, 0) GBS operatorii
|En(h; €, 0) — W&, 0)] < 8 Winizea (h; 61(n), 2(n))
esitsizligini saglar.
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Ispat. Karisik fark ve siireklilik modiiliiniin tanim1 ve &zelliklerini kullanarak

Vieohl(t,s);&, of = h(&, 1) + h(s, 0) — h(s, 1)
ve
En(h; € 0) = h(E, 0) = —Ha(Vienh[(s,1); (€ 0)]5 € 0)
yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak
En(h:€,0) = (€ 0)] < |Ha (Vieoh [(5.8):€, 0] 1€, 0|
< (Halew) + 67 VH (s = €5, 0)+ 05\ Ha (E = 0% €. 0)
4070 H (5= €756, 0) Ho (6= 0% €, 0) ) wimiaea (01 (n), 02(n)

elde edilir. Teorem 4.1 ve Teorem 4.4 kullanilarak

|En(h;€,0) — A&, |<H V [(s,£); €, 0]

< (1+5 \f+5 f Cley W)wmmdh& n),ds(n))

esitsizligi elde edilir. 9; = n"z vedy = n_%, secilerek

|Ba(h; €, 0) = h(€, 0)] < (44 2V/3) Whniaed (3 61(n), 62(n))

sonucuna ulasilir ve ispat biter. O

4.3.2. E,(h;&, 0) GBS operatoriiniin lipschitz sinifindan fonksiyonlara yaklasim

ozellikleri

h € Cy(V') B-Siirekli fonksiyonlar1 i¢in p,n € (0, 1] olmak tizere Lips(p,n)

Lipschitz smifi tanimi

Lipr(p.n) = {h € Co(V) : [Vieph[(s.): (€. 0| < B [s — €l |t —ol"}  (43)

seklinde verilebilir. Burada (s, t), (£, o) € V. dir.

Teorem 4.11 h € Lipg(u,n) ve (s,t), (€, 0) € V igin

123
2

|E,(h: €, 0) — h(E,0)] < B, (6)2T,(0)?

esitsizligi saglanir. Burada V,, (&) = H, ((s — €)% &, 0) ve U,.(0) = H,, ((t — 0)% €, 0)
dir.
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Ispat. (4.2) ve (4.3)’den asagidaki esirsizlik yazilabilir

|En(h;&,0) = h(&0)| < Ha(|Vieahl(s, 1) (€ 0)

;f,@)

< BH,(Is =& [t —o|";€, 0)
= BH,(]s —¢&";&0) Ha (It — 0]":€, 0)
son esitsizlikte (p1,q1) = (%, ﬁ) ve (p2,q2) = (%, %) icin Holder esitsizligi

kullanilirsa
Eali.0) b0l < 8(Ha((s = %6 0)" Halews& o)™

xH, ((t = 0)*;, Q)g H,, (eon; €, 9)22">

elde edilir ve bdylece ispat biter. ([l

4.4. H,(h;¢, 0) Operatorii ve E,(h; £, 0) GBS Operatorii icin Niimerik Ornekler

Bu béliimde H,,(h; &, v) operetorii ve bu operatoriin GBS formu olan £, (h; &, o)
operatorii igin niimerik deger tablolar1 ve bazi fonksiyonlara yakinsakliklarini gosteren

grafikler verilecektir.

[k olarak sabit (£, o) noktasinda farkli n degerleri i¢in H,(h;&, o) operatorii
ve E,(h;€,0) GBS operatorleriiniin hata paylarini iceren niimerik deger tablosu

verilecektir.

Cizelge 4.1. H,,(h; €, 0) ve E, (h; €, 0) GBS operatérleri i¢in farkli n degerlerinde hata paylari .

n |H,(h; €, 0) — h(&, 0)| [En(h; € 0) — h(€, 0)]
10 0.008858399150 0.008704518631
25 0.003920956488 0.003831667796
50 0.002201491056 0.002140252626
100 0.001415762625 0.001310766823

h:V — R; W 0) = |£%0? fonksiyonu igin Cizelge 4.1°de (£, 0) = (0.05, —0.05)
sabit noktasi referans alinarak n’in farkli degerlerinde H,(h;&, p) operatorii ve

E,.(h; &, 0) GBS operatorlerinin yaklagimindaki hata paylari hesaplanmustir.
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Simdide H,(h: &, 0) operatdriinin h(S,0) = sin (g (§+g)) e~1=6—2 ve
h(¢,0) = sin(m(+ o)) (€2 + ¢*) fonksiyonlarina yaklagimi Maple programinda
cizilen grafiklerle incelecektir. Daha sonra H,(h;&, o) operatoriiniin ve FE, (h;¢, o)
GBS operatoriiniin 2(£,0) = |£20%| fonksiyonuna yaklagimlari ayri grafiklerde
verilecek ve son olarak iki operatoriin ayni fonksiyona tek grafikte yaklagimi

incelenecektir.

Son olarakda H,(h;&, o) operatoriiniin ve F,(h; &, o) GBS operatoriiniin farkli
(&, 0) noktalarinda n = 200 degeri i¢in hata paylarini iceren niimerik deger tablosu

verilecektir.

Ornek 4.12 H,(h; &, 0) operatriiniin n=1 (kahverengi), n=5 (sart), n=10 (yesil),
n=20 (kirmizi) degerlerinin h(§, 0) = sin (g &+ Q)) e~ 17572 (mavi) fonksiyonuna
yvaklasimi Sekil 4.1 de gosterilmistir.

Sekil 4.1. H,, (h; &, o) operatériiniin (€, ¢) = sin (g &+ Q)) e~ 17¢~¢ fonksiyonuna fakli n degerleri
icin yaklagimi.

Ornek 4.13 H,(h; &, o) operatiriiniin n=1 (kahverengi), n=5 (sar), n=10 (yesil),
n=20 (kirmizi) degerlerinin h(,0) = sin (7 (€ + o)) (£2 + ¢*) (mavi) fonksiyonuna
yvaklasimi Sekil 4.2 de gosterilmistir.
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Sekil 4.2. H,, (h; €, o) operatdriiniin h(, 0) = sin (7 (€ + o)) (€2 + 0?) fonksiyonuna fakli n degerleri
icin yaklagimu.

Ornek 4.14 H,(h; &, 0) operatriiniin n=1 (kahverengi), n=5 (sar), n=10 (yesil),
n=20 (kirmizi) degerlerinin h(¢,0) = |E20%| (mavi) fonksiyonuna yaklasimi Sekil
4.3’de gosterilmigtir.

Sekil 4.3. H,, (h; &, o) operatoriiniin h(&, o) = |§2 92| fonksiyonuna fakl n degerleri i¢in yaklagima.

Ornek 4.15 E,(h; &, 0) GBS operatoriiniin n=1 (kahverengi), n=5 (sart)), n=10
(vesil), n=20 (kirmizi) degerleri icin h(&, 0) = |£20?| (mavi) fonksiyonuna yaklagim:
Sekil 4.4 °de gosterilmigtir.
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Sekil 4.4. E,, (h; &, o) operatoriiniin h(&, o) = |§ 2 g2| fonksiyonuna fakli n degerleri i¢in yaklagimi.

Ornek 4.16 n = 50 icin, H,(h; &, 0) operatirii (yesil) ve E, (h; &, 0) GBS operatirii
(kirmizt) h(€, o) = |£%0°| (mavi) fonksiyonuna yaklasimi Sekil 4.5 'de verilmistir.

Sekil 4.5. H,,(h; &, o) operatdrii ve E,(h;¢, 0) GBS operatdriiniin h(¢, 0) = |¢%0%| fonksiyonuna
yaklagimi.

Sekil 4.5.’de gorildigi gibi E,(h;&,0) GBS operatori  H,(h;€&, o)
operatoriinden h(&, o) = |£20?| fonksiyonuna daha iyi yaklasti1 goriilmiistiir.
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Cizelge 4.2. Farkli (¢, o) noktalari i¢in H,,(h; €, 0) ve E,(h; &, 0) GBS operatorlerinin niimerik hata

paylart .
(1,-1) 0.8495540691 0.7663879599
(0.9,-1) 0.6861251394 0.6206321071
(0.9,-0.9) 0.5459929013 0.5080926891
(0.8,-0.9) 0.4291121293 0.4016625079
(0.8,—1) 0.5397625418 0.4901649946

Cizelge 4.2.°de, H,(h; &, o) operatorii ve E,(h; &, o) GBS operatoriniin farkli (&, o)
noktalarinda yukarda yazili olan h(§, o) fonksiyonuyla n = 200 degerindeki niimerik
hata paylar1 verilmistir. Cizelge 4.2.’de goriildigii gibi F,(h;&, o) GBS operatorii
H, (h; &, o) operatoriinden daha iyi yaklagmustir ¢linkii hata paylari daha kiigiiktiir.

60



5. SONUCLAR ve ONERILER Harun CiCEK

5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

{(€,0): —1<&o<1vel+0<0} ve h € C(V), olmak lizere

ticgensel bolgedeki iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatorii asagidaki gibi

tanimlanmastir;
1 —t
DS n—+1)(n-+2
160 =23 guen(6 0 I ROER T [ s on(s s 5.1)
z2=0r=0 15
burada

[\ (n—2\ [(1+&\ /1+0\ 1+& 140\
%ﬂvr(f’@)—(z)( , )( > ) (=) (1_2_2>

seklindedir. Tezimizde H,(h;&, 0) Bernstein-Durrmeyer operatoriiniin yaklagim

ozellikleri incelenmistir.

[1k olarak tanimlanan Bernstein-Durrmeyer operatdriiniin lineer ve pozitif oldugu

gosterilmistir. Daha sonra H,, operatdriimiiziin 1, s, t, s2, t2, s3, 3, s*, t* degerleri

bulundu ve bunlar yardimiyla merkezi momentleri hesaplandi. Ayrica Teorem 4.1°de

tanimlamis oldugumuz Korovkin teoreminin
H,(1;€,0) = 1
Hy(s;€,0) = €
H,(t:€,0) = 0
H, (s> + 1€, 0) = & + ¢°
sartlartyla yakinsakliklari ispatlandi ve
H,(hi& 0) = h

sonucuna ulasildi. Sonrasinda h € C' (V') i¢in tam siireklilik modiili ;

w(h,od) = max |1 (&1, 01) — h (&2, 02)]
Ve~ &2+ (o —0)? <6

€0 eV
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ve h € C' (V') olamak tizere £ ve o igin kismi stireklilik modiili;

w® (h,d) = max |h (&1, 0) — h (&2, 0)|
&1 =& <9

(€1,0),(&2,0) €V

w(Q) (h7 5) = max ‘h (57 Ql> —h (57 Q2)|
|01 — 02| <0

(€, 01),(§0) €V

seklinde tanimland1. Bu siireklilik modiilleri yardimiyla yaklasim hizi hesaplandi.

H, (h; &, o) Bernstein-Durrmeyer operatdriiniin merkezi momentleri kullanilarak

Voronovskaya teoreminin sonucu olan;

lim n. (Ha(h; € 0) = h(€0) = (=36 =1)he (& 0) + (=30 — 1) h, (€, 0)
+ (-4 = €4+1) hee(&, 0)
+ (=280 + 4§+ 0) +2) he,(§, 0)
+ <_4£)2 -0+ 1) h@g(ga Q)
elde edildi. Ayni sekilde iki farkli A ve w fonksiyonu i¢in Griiss Voronovskaya

teoreminin sonucu olan;

lim n {H, (h.w; &, 0) — h(&, 0)w(é, 0)} = (2 — 26 — 8E%)he(€, 0)we (€, 0)
+(3(§ +0) — 80 +2) [hé(& 0)w, (£, 0)
+ hy(&, Q)we (6, 0)]
+ (2 — 20 — 80)h, (&, 0)w, (&, 0)

elde edildi.

Uggensel  bolgedeki iki  degiskenli H,(h;&,0) Bernstein-Durrmeyer

operatdriimiiziin GBS formu olan :

E"(ha 5, Q) = i ngpﬂﬂﬂﬂ(g) Q) (n + 1ién + 2)

z=0 r=0
L (5.2)

x [ [ Gunelst) (A(E8) + hls, 0)  hls, 1)) dsdt

—-1-1
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seklinde insa edildi. Insa edilen GBS tip operatoriin karma siireklilik modiilii (Mixed
modul) araciligtyla yaklagim hizi hesaplanmis ve Lipschitz sinifindaki fonksiyonlara

yaklagimida ispatlandi.

Tezimizin son kisminda ise H,(h;¢, o) Bernstein-Durrmeyer operatorimiiziin
ve bu operatoriin GBS formu olan E,(h; &, o) operatoriiniin, ¢izilen grafikler ve hata

paylarini iceren nlimerik deger tablolariyla verilen fonksiyonlara yaklasimi gosterildi.

5.2. Oneriler

Tezimizde V = {(,0): —1<&o<1lvel+po<0}ve h € C(V),
olmak iizere tiggensel bolgedeki iki degiskenli Bernstein-Durrmeyer operatdrii olan
H,(h;€, 0) i¢in L, uzaylart ve agirlikli uzaylarda (weighted spaces) ¢alismalar
yapilabilir. Ayrica quantum ve post-quantum analog uzaylar1 yani g-analog ve (p, q)-
analog uzaylarindada yaklasim 6zellikleri incelenebilir. Ayn1 zamanda degisken sayist

arttirtlabilir ve farkli boyutlarda yaklasim yapilabilir.

Ayrica mithendislik ve tip alanlar1 basta olmak {izere birgok disiplinde
tammladigimiz operatdr kullanilabilir ve gelistirilebilir. Ornegin, spline, radyal
temel fonksiyonlar ile yaklasik deger ve enterpolasyonda, havacilik ve otomotiv
endiistrilerinde geometrik modelleme icin yaygin olarak uygulanabilir. Ayn1 zamanda
termografi hesaplamalarinda ve deprem miihendisligi alanlarinda, farkli tipteki
binalarin enerji verimliligini ve depreme dayaniklilik verilerini analiz etmek i¢in insaat

mithendisligi projelerindede kullanilabilir.
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