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OZET
BIRINCi MERTEBEDEN NEUTRAL DELAY DIiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ SALINIMLARI

YILMAZ, Neslihan

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Béliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Emine Kurpinar
Eylil 1998, 45 sayfa

Bu tez cahismasinda fonksiyonel diferansiyel denklemler hakkinda

kisaca bilgi ve
X'(t)+px'(t—1)+qx(t—0)=0, t>t,

seklindeki sabit katsayili birinci mertebeden neutral delay diferansiyel
denklemlerin, 1, q, o’lann pozitif sabitler ve p’nin reel bir parametre
oldufu durumda, butiin goziimlerinin salimmu igin kosullar ispatlanyla
verilmisgtir.

Ayrica

X(O+px'(t—1)+HQ(t)x(t—6)=0, t>t,

seklindeki degisken katsayih birinci mertebeden neutral delay diferansiyel
denklemlerin, ¢ ve 7 pozitif sabitler, Q(t)eC([to,0),R") ve p’nin reel bir

parametre oldugu durumda, ¢oziimlerinin sahmmh davramg1 ve salimmsiz
¢ozimlerinin asimtotik davramgi incelenmistir.

Anahtar sozciikler: Salimm, neutral delay diferansiyel denklemler,
fonksiyonel diferansiyel denklemler.




ABSTRACT
OSCILLATIONS OF SOLUTIONS
OF FIRST ORDER NEUTRAL DELAY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

YILMAZ, Neslihan

MSc in Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Emine Kurpmar
September 1998, 45 pages

In this thesis, it has been given some information about functional
differential equations and conditions with their proofs under which all
solutions of the first order neutral delay differential equation

X(D)+px'(t-1)+qx(t-0)=0, t>to,
oscillate, where 1, q, o are positive contants and p is a real parameter.

Besides, it has been studied the oscillatory behavior of solutions of
the first order neutral delay differential equations of the form

X () Hpx'(t-1)+QE)X(t-C)=0, t>to

and the asymptotic behavior of nonoscillatory solutions in the case where
1 and © are positive contants, Q(t)eC([ts,0),R") and p is a real parameter.

Keywords: Oscillation, neutral delay differential equations, functional
differential equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama
C(E;F) fE—-F, EcR" FcR olmak iizere siirekli
fonksiyonlar uzay:.
x'(t) x(t) ¢oziimiiniin birinci tiirevi.
x"(t) x(t) ¢oziimiiniin ikinci tiirevi.
Kisaltmalar
BFP Baglangi¢ fonksiyon problemi.
FDD Fonksiyonel diferansiyel denklem.

NDDD Neutral delay diferansiyel denklem.




1. GIRiS

Neutral delay diferansiyel denklemler, sapma (deviating) argiimanh
ve sapma argimansiz degiskenin, bilinmeyen fonksiyonun en yiksek
mertebeden tiirevinde yer aldigy diferansiyel denklemlerdir.

Neutral delay diferansiyel denklemlerin asimtotik ve salimmli
davraniglan ya da g¢ozimleri problemi, hem teorik hem de pratik
acidan Onemlidir. Kayipsiz transmisyon hatlanm igeren sebekelerin
incelenmesinde bu tip denklemler ortaya gikar. Boyle sebekeler, 6rnegin
kayipsiz transmisyon hatlanmn agma-kapama devrelerinin birbirine
| baglandigy yiksek izl bilgisayarlardan dogar (Brayton and Willoughby,
" 1967).

Delay diferansiyel denklemlerin salimm teorisi ile ilgili pek ¢ok
cahyma yapilmustir. Bunlara omek olarak Ladas (1979), Ladas ve
Stavroulakis’in (1982) ¢alismalan verilebilir. Ornegin Ladas ve Sficas
- (1986), Grammatikopoulos, Grove ve Ladas (1986) ise neutral delay
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salimmh ve asimtotik davramglarint
‘ incelemiglerdir. Bununla birlikte bu makalelerde sadece yeter kosullara
. ulagilmigtir. Genellikle adi diferansiyel denklemler ile modellenebilen
birgok olay, gecikmeli (delay) diferansiyel denklemler ile daha iyi
modellenebilir. Uygulamada eger 1 gecikme terimi gok kiicitkse genellikle
ihmal edilir ve gecikmeli diferansiyel denklem yerine adi diferansiyel
denklem modeli kullamlabilir. Ancak Kuang (1993), kiigiik gecikmelerin
biyiik etkilere sahip olabilecegini belirtmistir. Bu nedenle aragtirmacilar,
kiigiik olduklarim1 diigtindiikleri gecikmeleri ihmal ederek riske girmis
olurlar (Ozer, 1998).

Bu ¢aliymada ikinci boliimde fonksiyonel diferansiyel denklemier
hakkinda genel bilgiler verilmigtir.




Ucgtincii boliimde once
X()Hpx'(t—1)+Hqx(t—06)=0, tto ¢))

sabit katsayih neutral delay diferansiyel denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin
salimm igin kosullar incelenmigtir. Burada 1, q, ¢’lar pozitif sabitler ve p,
reel bir parametredir. Gergekten, ancak ve ancak

A+hpe ™ +qe™=0

(1) denkleminin karakteristik denkleminin gergel koklerinin
olmamasi durumunda (1) denkleminin her ¢oziimiiniin salindif: Sficas ve
Stavroulakis (1985) tarafindan ispatlanmgtir,

Bu bolimde, ikinci olarak ise fonksiyonel diferansiyel denklem
cesitlerinden biri olan

-(i;lt—[x(t)+px(t—'c)]+Q(t)x(t—-c>')=O,tZt0 2)

formundaki birinci mertebeden degigken katsayili neutral delay diferansiyel
denklemlerin, ¢ ve 1 pozitif sabitler, Q(t) e C([to ,oo),R+ ) oldugu

durumda; p reel parametresi uzerindeki kosullara gore ¢oziimlerin
salmmlarmn davramsi ve sahmmsiz ¢oziimlerin asimtotik davramsi
incelenmigtir. Sabit katsayil (1) denkleminin biitin ¢oziimlerinin salinimh
olmas igin gerek ve yeter kogul Sficas ve Stavroulakis (1985) tarafindan
bulunmus, degisken katsayih (2) denklemi icin ise sadece yeter kosullar
verilmigtir.




2. GENEL BILGILER

2.1. Fonksiyonel Diferansiyel Denklemier

Gergek hayattaki birgok olay
x'(t)=f(t,x(1)),t=t, (2.1.1)
x(ty ) =X, (2.1.1a)

seklindeki baslangic deger problemi kullanilarak modellenebilir. Bu tiir
problemlerde to, baslangig noktast; xo baglangic degeridir. to ve xp reel,
sabit saytlardir. F(t,£) tizerine belirli kosullar altinda (2.1.1), (2.1.1a)
baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢éziimii vardir ve bu problem

x(t) = x(t,)+ [ £(s,x(s))ds,t > t, 2.12)

ty

integral denklemine egdegerdir. (2.1.1) denkleminin bir t noktasindaki
tirevi, bu noktadaki ¢6ziimiin degeri biliniyorsa hesaplanabilir. Bu 6zellik,
adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ¢ok 6nemlidir.

Eger t noktasindaki bir ¢6zimiin degigim oram, sadece t
' noktasindaki ¢oziime degil, aym zamanda t’den farkh degerlerdeki
~ ¢Ozlime ve ¢dziimiin tirevlerine bagh olursa sonug diferansiyel denklem
bir fonksiyonel diferansiyel denklem (FDD) olur. Bu denklemler
literatirde, sapan (deviating) argiimanl: diferansiyel denklemler olarak da

geger.
X' (0)=t x (1), x(t-1).x'(t~7)), t>to (2.1.3)

denklemi boyle bir diferansiyel denklem 6rnegidir. Burada 1, gecikme
terimidir ve pozitif bir sabittir. (2.1.3) FDD’i




t
x(1) = x(t5)+ [£(5,%(8),x(s = 1),x'(s— 1)) ds @2.1.49)

to
integral denklemine egdegerdir. (2.1.3) denkleminin g¢6zimiini
tanimlamak igin, x(t))=xo baglangic kosulu yerine, FDD’lerde
[to -1,t, ] arah@inda bilinen bir u(t) fonksiyonuna gereksinim vardir.

FDD’lerde

to—T<t <t igin x(t)=u(t) (2.1.5)
seklinde verilen, siirekli u fonksiyonuna baglangic fonksiyonu adi verilir.
(2.1.3) diferansiyel denklemi, (2.1.5) baglangi¢ fonksiyonu ile birlikte
baslangi¢ fonksiyon problemi (BFP) olarak adlandirilabilir. Sekil 2.1°de
gosterildigi gibi genellikle, x(to+0)=u(to—0) oldugu kabul edilir.

x(t)
u(t)

e o o o - - — - = - =

to—T to

Sekil 2.1: Baslangig fonksiyon problemi igin baglangig fonksiyonu

Omegin,
x'"(t)=x(t)+x(t-1), t=0
x(t)=2t , —1<t<0

problemi bir BFP"dir.




Eger gecikme terimi, t’nin bir fonksiyonu (degisken gecikme
durumu) ise, t>tp igin t—t(t)’ler to’dan kiigiik olmak iUzere, baglangic
. fonksiyonu t—t(t)’nin biitiin deferlerini igeren aralikta verilmelidir.
Ornegin,

x'(t)=1{t,x(1),x(1/2)), t=to

denklemi i¢in eger baglangic noktasi, =0 ise sadece bir u(to) baglangig
degerini belirtmek yeterlidir. Eger te=1 ise wu(t), 1/2<t<1 arah@inda
verilmelidir.

x'(t)=f(t,x(t),x(t—cos’t)), t=0

alinirsa, u(t) baslangic fonksiyonu —1<t<0 arahginda belirtilmelidir.

2.2. Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlerin Simflandirimalan

Fonksiyonel diferansiyel denklemler, bilinmeyen fonksiyonun
icerdigi gecikmeli degiskenlere gore tanimlanabilirler.

Advanced FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
turevinin, argiimanimn yalmz bir degeri igin ifade edildigi bir diferansiyel
denklemdir. Bu argiiman, geriye kalan bilinmeyen fonksiyon ve onun

tiirevlerinin argiimanlarindan biyiik degildir.

Ornegin,

X'(t)= —x(t+)+x(t+4)-t+2
denklemi bir advanced FDD’dir.

Mixed (kangik) FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yitksek
mertebeden tiirevinin, argiimaninin yalmz bir degeri igin ifade edildigi bir
diferansiyel denklemdir. Bu argiimandan daba kiigik ve biiyiikk olan
argiimanlar vardir.




Ornegin,
x'(t)=2x(t—1)-3tx(t+1)-8
X(O)=2x(t+/t )-tx(t-1)
denklemleri mixed FDD’lerdir.
Neutral FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiksek mertebeden

tirevinin sapma argiimanh ve sapma argiimansiz terimleri igerdigi
diferansiyel denklemlerdir.
Ornegin,
t
t+2

x'(t)= —tx'(t-1)+ x(t-3)+3cost

X(O=2x(t++/t }-x(t-1)+2t
X'(tyrat)x' (t—t)+b(t)x(t)=0, ©>0
x"(t)ra(t)x"(t—T)+F(t,x(t),x'(t))=0, >0
denklemleri neutral FDD’lerdir. Ancak,
x'(t)+e(t)x(t—1)=0, >0
denklemi neutral FDD degildir.

Delay (retarded) FDD, bilinmeyen fonksiyonun en yiksek
mertebeden tiirevinin, argiimaninin yalmz bir degeri icin ifade edildigi bir
diferansiyel denklemdir. Bu argiiman, bilinmeyen fonksiyonun ve onun
denklemde ifade edilen tiirevierinin argiimanlarindan daha kiigik degildir.
Ornegin,

x'(t)=2tx(t/3)—x(t-1)+5

x"(t)=x'(t)-2x(t—cos’t)

denklemleri delay (retarded) FDD’lerdir.




Yukarida yapilan FDD’lerin siniflandinilmasi tam degildir. t degerler
kiimesinin bu tiplerden birine ve diger bir kiimenin bagka bir tipe ait
- oldugu bir diferansiyel denklem bulmak miimkiindiir. Ornegin,

X(E=tx(t)—x(t+sint)

denklemi, sint<0 olan arahklarda bir delay FDD ve sint>0 olan araliklarda
bir advanced FDD’dir. Hala hicbir isim verilemeyen denklemler vardir.
x'(t)=x(x(1(t))) gibi bir denklemin hangi tipten olduguna karar vermek
' miimkiin degildir.

Gecikmeli  (delay) diferansiyel denklemler, matematiksel
modellemenin birgok alaninda ortaya ¢ikarlar: Nifus dinamigi,
immunoloji, enzim kinetigi, v.b. Agagida bunun igin bir 6rnek verilmigtir.

Ornek: (Driver, 1976)

B galon taze deniz suyu igeren bir tank ele alinsin. Dakikada q galon
oraminda akarak deniz suyu tepeye varsin. Tanktaki tuzlu su sirekli
kangtinlsin ve kangim bir delikten dakikada q galon aksin. t zamaninda
tanktaki deniz suyundaki tuz miktart x(t) (libre) olsun. Eger 6grencinin
tank strekli kanstirdig: kabul edilirse, tankta kalan deniz suyu her galon
bagina x(t)/B libre tuz igerir. Boylece

X(y=- %)

diferansiyel denklemi kurulur.

Ama gergekte kangmmin tankin  heryerinde olugamayacag:
varsaylsmn. Boylece t zamaninda tankta kalan deniz suyu konsantrasyonu,
daha Onceki bir andaki (t—t) ortalama konsantrasyonuna esit olacaktir.
7’nun pozitif bir sabit oldugu kabul edilsin. x i¢in diferansiyel denklem




Rty - —g—x(t—t)

seklinde bir delay diferansiyel denklem olur.
Bagslangi¢c kosulu olarak
x(t)y=c, to—T<t<to

kabul edilebilir. Bu, to zamanindan 6nce B galon deniz suyunun heryerinde
karignms, c libre tuz igeren tanki gosterir.

2.3. Coziimlerin Salmim

Cozimlerin salimmu tammmdan once regular (diizgiin) ¢oziimiin
tammu yapilacaktir.

Omnegin,

x"(tyra(t)x(t—t(t))=0 23.1)
denkleminin x(t) oziimlerine bakilirsa [T, ,0) iswlan izerindedirler ve
her T>T, igin sup{{x()t=T}’yi saglarlar. Yani, her [T,c0) aralignda
[x(t)| £ 0’dir. Boyle bir ¢oziime regular (diizgiin) ¢oziim denir. Diizgiin
coziimlerin salimm tammu iki sekilde verilebilir:

Tammm 2.3.1: Trivial olmayan bir x(t) ¢oziimiiniin t>tp i¢in eger
keyfi buyikk kokleri varsa salinimh oldugu séylenir. Yani, lim t,=+o0

olacak sekilde x(t)’nin {t,} koklerinin bir dizisi vardir (x(t)=0). Aksi halde
x(t) ¢oziimi sahmmsizdir. $ekil 2.2°de x"+A(t)x=0"m iki lineer bagimsiz
y(t) ve u(t) ¢oziimlerinin beraber yaptiklar salimmlar gosterilmektedir.



/ A\

w(t) u(t)

Sekil 2.2: Ikinci mertebeden denklemlerin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin
salimimlan.

Salimimsiz ¢oziimlerde, biitiin t>t; i¢in x(t)=0 olacak gekilde bir t,
vardir.

Tamm 2.3.2: Trivial olmayan bir x(t) ¢oziimi eger (T,0) araliginda
isaret degistiriyorsa bu ¢oziime sahnimhidir denir. Burada T, herhangi bir
sayidir.

Waltman (1986), salmm ve kargilagtirma teoremleri ile ilgili daha
- genis bilgi vermistir.

Simdi ¢oziimlerin salimmu ile ilgili birkag 6rnek verilecektir.

Ornek 2.3.1: x"+x=0
denklemi x;(t)=cost, xx(t)=sint periyodik ¢6ziimlerine sahiptir.

Ornek 2.3.2: x"(t)-(1/0)x'()+4tx(t)=0
denkleminin goziimii, x(t)=sint” periyodik degildir ancak salimm o6zelligi
tasr.
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Ornek 2.3.3: x"(t)—x(—)=0

denkleminin salmimli bir ¢oziimii x(t)=sint ve sahnimsiz bir ¢oziimii de
xy(t)=e+e " dir.

2.4. Karakteristik Fonksiyon - Karakteristik Kokler

Sabit katsayili birinci mertebeden neutral delay diferansiyel denklem
(NDDD)
X' (t)+Hpx'(t-t) Hgx(t—0)=0, t=tp
seklinde yazilabilir. Burada q,7,o sabitler, peR ve q, 1, 6>0"dur.
Bu denklemin lineer operatorii L(x) olan denklem,
L(x)=x'(t}+px'(t—1)+qx(t—0)

seklinde olur. L(x)=0 geklindeki denkleme homojen, L(x)=f seklindeki
denkleme homojen olmayan denklem denir.

Homojen bir denklemin her ¢ozimii, basit ¢oziimlerin bir lineer
kombinasyonu olarak yazilabilir. Basit ¢oziimler genelde iistel oldugundan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri de iistel olarak bulunabilir.

L(e")=(M+pre ™" +qe )M
olur. A sayisi,

FQL)=A+ phe ™ +qe™®
fonksiyonunun bir kokii oldugunda x=€, WVt igin L(x)=0’mn bir
¢ozumudur. Kargit1 da dogrudur.

Tamm 2.4.1: L(x)=0 denklemi ile buna karg: gelen F(A) fonksiyonu,

L’nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandinbir. F(A)=0’in kokleri de
L’nin karakteristik kokleri olarak tamimlanir.
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3. BIRINCi MERTEBEDEN NEUTRAL DELAY
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLARI

3.1. Sabit Katsayih Birinci Mertebeden Neutral Delay
Diferansiyel Denklemlerin Coziimlerinin Salinimlar:

Bu kisimda ilk olarak
X'(t)+Hpx'(t—1)+qx(t—~6)=0, t=ty (3.1.1)

sabit katsayili neutral delay diferansiyel denklem ele alinmistir. Burada t,
q, o’lar pozitif sabitler ve p reel bir parametredir. Ladas ve Sficas (1986),
makalelerinde (3.1.1) denkleminde, g’nun bir degisken oldugu yani

QeC([tO ,oo),R+) ve p reel parametresinin [— I,O] araliginda olmasi

durumunda (diger kogullar aynen gegerli) denklemin ¢6ziimlerinin salinimlt
davramgim ve salimmsiz ¢éziimlerin asimtotik davramgini incelemiglerdir.
Burada ise oOnce verilen denklemin g¢6ziimlerinin salimmi, p<-1 ve
p>0 araliklarinda ispatsiz incelenecek sonra ©Omekler verilecektir
(Grammatikopoulos et al., 1986). Daha sonra Sficas ve Stavroulakis
- (1987) tarafindan (3.1.1) NDDD’in ¢oziimlerinin salimm igin ortaya
koyduklan gerek ve yeter kosulu iceren teorem ve ispati verilecektir.
~ Grammatikopoulos, Grove ve Ladas (1986) konuda yer verdikleri
teoremlerinde sadece yeter kogullara ulagmiglardir. Halbuki Sficas ve
Stavroulakis (1987) bitiin ¢oziimlerin salmmlan igin gerek ve yeter
kosulu bulmuglardir.
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A-) p<-1 Durumu

(3.1.1) neutral delay diferansiyel denklemin karakteristik denklemi,
F(A)=A+Ape *+qe™=0dir. Burada q, T ve o’lar pozitif sabitlerdir ve
p<-1’dir. A<0 igin,

F(\)=—A(—pe—1)+qe™*>0 elde edilir.

Boylece (3.1.1) denkleminin karakteristik denkleminin sahip
olabilecegi sadece reel kokleri pozitiftir. Bu gozlem, salimmsiz ¢oziimlerin

asimtotik davramgina dair gu teoremi ortaya koyar.

Teorem 3.1.1 (3.1.1) denklemi ele alinsin. q, T ve ¢’lar pozitif
sabitler ve p<-1 oldugunda (3.1.1) denkleminin her salmmsiz ¢ozimi
t—>00 igin +oo’a veya —o’a gider.

Sonraki teorem, (3.1.1) denkleminin bitiin ¢dziimlerinin sahmm
icin yeter kosullan verir.

|
Teorem 3.1.2 (3.1.1) denklemi ele ahnsin. g, T ve G; pozitif sabitler

olsunlar.
p<-1, 7>0 ve
(c) q(o-)/(pt1)>1/e
oldugu kabul edildiginde (3.1.1) denkleminin her ¢oziimii salimmhidir.

B-) p>0 Durumu

Teorem 3.1.3, teorem 3.1.1°deki gibi karakteristik denklemden
¢ikar. p, g, o ve T’ nun pozitif sabitler oldugu bu durumda

F(\)=A+Ape *“+qe™°=0
karakteristik denklemi, negatif olmayan reel koklere sahip olamaz.
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Teorem 3.1.3 (3.1.1) denklemi ele alinsin. p, q, ¢ ve T’lar pozitif
sabitler olsunlar. Bu durumda (3.1.1) denkleminin her sahnimsi1z ¢6ziimii
t—>o0 i¢in sifira gider.

Eger 1>06>0 ise (3.1.1) denklemi daima salimmsiz ¢6ziimlere sahip

olur. limF()A)=—o iken gergekten (3.1.1) denkleminin karakteristik
A — —o

denklemi
F(A)=A+Ape ™ +qe™°=0
ve F(0)=q>0"dr.

Teorem 3.1.4 (3.1.1) denklemi ele alinsin. p, q, T ve ¢’lar pozitif
sabitler olsunlar. (3.1.1) denkleminin butin ¢dziimlerinin salmmi igin

gerek kosul
o>T

olmasidir. Bir sonraki teorem, (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimlerinin
salimimi igin yeter kosulu saglar.

Teorem 3.1.5 (3.1.1) denklemi ele alinsin. p, q, T ve ¢’lar pozitif
sabitler, c>1 ve

- (e) qloD)/(1+p)>l/e
oldugunda (3.1.1) denkleminin her ¢6ziimii salimr.
C-) Ornekler

Ik iki 6rnek, salmmsiz ¢ozimlerin asimtotik davramsm gosterir.
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Ornek 3.1.1 gt-[x(t)~26x(t~1)]+e”2x(t~%):0, =0 (3.1.2)

q, T ve o’larin pozitif olmasindan ve p<-1 olmasindan, (3.1.2) "
denklemi teorem 3.1.1’in hipotezini saglar ve bu yiizden (3.1.2)
denkleminin her salimmsiz ¢oziimii, t—>0 igin ya +oo’a ya da —o’a gider.
Omegin, x(t)=¢' ve x(t)=—¢" boyle ¢oziimlerdir.

Ornek 3.1.2 %{x(t)—s—(e-—;]x(t—1):{+x(t—2) =0,t>0 (3.1.3)

p.q, o ve T’lar pozitif sabitler oldugundan, (3.1.3) denklemi teorem
3.1.3’tin hipotezini saglar ve bu nedenle (3.1.3) denkleminin her salimimsiz
¢6ziimil t—>o igin sifira gider. Omegin, x(t)=¢™ boyle bir ¢oziimdir.

Ornek 3.1.3 p<-1 oldugunda,

%{x(t)+px(t—2n)]+(—p— 1)x(t~37n) =0,t>0 (3.14)

|

3n ‘
p<-1, =27 > By ¢ ve g(c-1)/(pt1)>1l/e olmasmndan (3.1.4)
denklemi teorem 3.1.2°nin hipotezini saglar ve bu nedenle (3.1.4)
denkleminin her ¢Oziimii salimmbidir. Omegin, x(t)=sint béyle bir
¢Oziimdiir.
Ornek 3.1.4 p>0 oldugunda t=0 icin,
d 3n/4 2z 11
—d—t-[x(t) +px(t-2m) ]|+ e (e2* +p)/2x t-—m | =0,
(3.1.5)
SR 11
P, 9, T ve ¢’lar pozitif sabitler, 0'—=—4— >2n=1 ve q(c—1)/(1+p)>1/e

olmasindan (3.1.5) denklemi teorem 3.1.5%in hipotezini saglar. Bundan
dolay, (3.1.5) denkleminin her ¢6ziimi salinmmlidir,
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Simdi de Sficas ve Stavroulakis (1987) tarafindan (3.1.1)
NDDD’nin ¢oziimlerinin sahmm i¢in ortaya koyduklan gerek ve yeter
kosulu igeren teoremi ve ispati inceleyelim.

Teorem 3.1.6 3.1.1 sabit katsayth neutral delay diferansiyel
denklemi ele alinsin. 1, q, o’lar igin daha 6nce belirtilen kosullar gegerlidir.
(3.1.1) denkleminin bitiin ¢oziimlerinin salimm igin gerek ve yeter kosul,

Atphe”"Hqe™ =0 (.1.6)
(3.1.6) karakteristik denkleminin gercel koklerinin olmamasidir.

p=0 oldugunda (3.1.1) denklemi,

x'()+qx(1-0)=0 (3.1.7)

seklinde delay diferansiyel denkleme doniigir. Ladas’a (1979) gore (3.1.7)
denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salimmu igin gerek ve yeter kosul,
1

qo>— (3.1.8)
€

esitsizliginin saglanmasidir (Sficas and Stavroulakis, 1987). Bu durumda
karakteristik denklem,

A+ge =0 (3.1.9

olur. (3.1.8) esitsizligi, (3.1.9) denkleminin gergel kéklerinin olmamasina
esdegerdir.

Aynica p=1 i¢in (3.1.1) denklemi

X'(H)—x'(t—1)+qx(t—0)=0 (3.1.10)
sekline doniigiir ve bu durumda Ladas ve Sficas’a (1986) gore, (3.1.10)
denkleminin her ¢oziimii salimmbdir (Sficas and Stavroulakis, 1987).

Bu gozlemlere gore teoremin ispatlanmast i¢in p’nin agagidaki ug
durumu diisiinilmelidir.
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i) -—1<p<0

(i) p>0

(i) p<-1

Asagidaki lemma, (3.1.1) denkleminin pozitif bir x(t) ¢ozimiinden
asimtotik ozellikli ¢oziimler olugturulabilecegini gosterir.

Lemma 3.1.1 x(t), (3.1.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun.

(a p>1 igin z(ty=x(t)+px(t—t) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin
pozitif bir ¢oziimiidiir. Azalandir ve lim z(t) = 0°dir.

t-»0

(b) p<-1 i¢in z(t)=—x(t)-px(t—7) fonksiyonu, (3.1.1) denkleminin
pozitif bir ¢dziimiidiir. Artandir ve lim z(t) = oo dur.

t—>a

Lemma 3.1.1%n ispat1 elenmigtir. Ciinkii Ladas ve Sficas’m (1986)
makalesindeki Lemma 1 ve teorem 5°’i ve Grammatikopoulos, Grove ve
Ladas’im (1986) makalesindeki teorem 9 ve teorem 6’y1 birlestirerek
¢ikanlabilir.

Teorem 3.1.6’mn ispat:

Teorem 3.1.6’min ispat: olmayana ergi metoduyla yapilacaktir:
(3.1.1) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter
kosul,(3.1.6) karakteristik denkleminin bir gercel kékiiniin olmasidir.

Gereklilik: (3.1.6) denkleminin gergel bir koki oldugu kabul
edilsin. Bu durumda (3.1.1) denklemi, x(t)=e" sallumsiz ¢oziimiine
sahiptir.

Yeterlilik: (3.1.1) denkleminin bitiin ¢6ziimleri salmimh olmasin.
Boylece, (3.1.1) denkleminin pozitif bir x(t) ¢oziimii varolur.

Bu durumda asagidaki ii¢ durum incelenir:



|
|
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(i) -1<p<0 Durumu
z(t=x(t)+px(1—1) (3.1.11)

olsun. Lemma 3.1.1%¢ gbre z(t), pozitif ve azalandir ve x(t) de azalan
olarak digiiniilebilir. Buradan z(t)<x(t—c) oldugu gériilebilir:

(3.1.11) denkleminde —1<p<0 olmasindan dolay1 z(t)<x(t) olur. x(t)
azalan oldugu icin x(t)<x(t-c) yazlabilir. Bu son iki egitsizlikten,
z(t)<x(t—o) olur.

A@)={A>0: Z'(t)+Az(t)<0} (3.1.12)
kiimesi tamumlansin. (3.1.1) denkleminden

0=Z(t)+qx(t—o)>z'(t)+qz(t) elde edilir. Boylece qeA(z) olur. Yani
A(z) bos degildir.

Bununla birlikte,
0=2'(t)+gx(t—0)=2'(t)+qz(t—0)pgx(t—-1-0) (3.1.13)

sonucu ¢ikar ve (3.1.13)% t’den t+t’ya integre ederek,

4+t t+1

z(t+1)-z(t)+q I z(s—o)ds—pq J.x(s—'c—c)ds=0 (3.1.149)

t

elde edilir. z(t) ve x(t) pozitif ve azalan oldugu i¢in (3.1.14) denklemi
z(t+1)—z(t) +qrz(t-+1—0)-pqx(t-c)<0

 esitsizligini saglar. Bu ifade

—pqux(t-o)<z(t)

olmasin gerektirir. Béylece sonugta,

0=2'(t)+qx(t-0)<Z(t) +( - lpt J 2(t) (3.1.15)
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olur. Bu nedenle (3.1.15)ten; Ag=1/(—p7), z’ye bagh degildir ve A(z)’nin
bir iist simndir. Boylece A(z) bos degildir ve istten simrhdir.

A€A(z) olsun ve

w(t)=Tz=z(t)+pz(t—7) (3.1.16)
ele alinsin.

m=§g£ {-A—pAe*+qe™} (3.1.17)

olsun. Celigki elde edebilmek igin (3.1.6) karakteristik denkleminin gergek
koklerinin olmadiga kabul edilsin. Ustelik, I{im (~-A-pAe**+qe*)=too’dur
—>®

ve bu yiizden m pozitifiir. A+meA(w) oldugu gosterilecektir. (3.1.1) ve
(3.1.16) denklemlerinden ve z(t) ve w(t)’nin ikisinin de (3.1.1)
denkleminin ¢oziinmleri olmalarindan,

w'(t=—qz(t-0) (3.1.18)
elde edilir. u(t)=¢*'z(t) olarak tammlansm. Sonugta

w®=[z'(t) +2z(t) |e™ <0
olur. Bu nedenle u(t) azalandir. z(t)=¢™u(t) oldugu igin (3.1.16) ve
(3.1.18) denklemien sirasiyla,

wity=¢ Mu(t)+pe Me*ut-1) ve

w'(t)=—gqe “e*u(t-o)
olarak yazlabilirler. u(t)’nin azalan olmasindan
WEOHOFm)w() =e ™|~ u(t—0)+(A-+m)u(t) +(-+m)peu(t-1)]

(3.1.19)

< e‘“u(t)[- qe™ + A+ m+Ape +mpe™ ]
< e"‘tu(t)[k +phe™ —qe™ + m]

Se""u(t)[— m+ m]=0
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elde edilir. Bu sonug, (A+m)e A(w) olmasim gerektirir.

z=7y, W=T24=2,, =Tz, ve genel olarak z,=Tz,,, n=1, 2, ..., olsun.
AeA(@=A(zo)=>AMnmeA(z,), n=1, 2, ..., oldugu gozlenir. Biitiin
A(zy)’ler igin A, ortak bir iist sinir oldugundan bu geliskidir.

(ii) p>0 Durumu
(i) durumundaki gibi

Z(t)=x(t)Hpx(t—1) ve (3.1.11)
A@)={3>0: Z(t)+Az(t)<0} (3.1.12)

olsun. (3.1.1) denkleminin karakteristik denklemi kullanilarak
F(A)=A+Ape ¥ +qe™°=0
olur. Grammatikopoulos, Grove ve Ladas’a (1986) gore,

llim F(A) = —oo iken eger 126>0 ise F(0)=¢>0
~—>—00

oldugu gorilir. Bu nedenle (3.1.1) denklemi daima sahnimsiz ¢oziimlere
sahiptir. Boylece, 0>1; (3.1.1) denkleminin biitiin ¢dziimlerinin salinmm
icin gerekli bir sarttir (Sficas and Stavroulakis, 1987). Lemma 3.1.1%¢
gore z(t), pozitif ve azalandir. O halde x(t) de azalan olarak diigiiniilebilir.
' Boylece

Z(t)y=x(t)+px(t-1)<x(t-o)+px(t-c)=(1+p)x(t-o)

olur. Yani,

1
1+p

x(t—-0)>

z(t)

sonucu ¢ikar. (3.1.1) denkleminden,
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q
1+p

0=z'(t)+qx(t1—o)>z'(t)+ z(t)

elde edilir. Boylece q/(1+p)cA(z) olur. Yani A(z) bos degildir.

Simdi A(z)’nin ustten simrh oldugunu gosterelim. (3.1.1) denklemi
otonomdur ve (3.1.1) denkleminin ¢6ziimlerinin bir lineer kombinasyonu
olarak (3.1.11) denkleminde verilen z(t)’nin kendisi (3.1.1) denkleminin
bir ¢oziimiidiir. Bu nedenle

Z(tytpz(t-1)+tqz(t—oc)=0 (3.1.20)
olur. Ayrica, zZ(t)=—qx(t-0)<0 ve z'(t)=—qx'(t-c)>0’dir. Yani Z\(t)
artandir ve bu yiizden z'(t)>z'(t—<) dur. Boylece (3.1.20) denklemi,

(1+p)z'(t—t)+qz(t—o)<0

veya
20+ —— Z(t~(c-1))<0 G.121)
1+p

esitsizliklerini saSlar. (3.1.21) esitsizligi t—((o—t)/2)’den t’ye integre
edilirse,
t

[ z'(s)ds+ T+ fz(s-—(c—t))dsscl

t~( 6—-1)/2 t—(6-1)/2

(c-1)
2

]+ lq Iz(s——(c—‘c))ds

+ p t—-(o-1)/2

(- z(t)—z(t-

elde edilir. z(t)’nin pozitif ve azalan olmasindan

c, Zz(t)—z(t— (G;T)j + IEP(U;T)z(t—(c—t» (.122)

olur. (3.1.21) esitsizlidi, t’den t-H({(c—1)/2) ye integre edilirse
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t+(o-1)/2 t+(o6-1)/2
z'(s)ds+ z(s— (o6 —1))ds<c
(s)ds+——  [z(s—(c-m)dssc,

t t

c, Zz(t+ (G;T)J —z(t)+£;(°;) z(t—gj—;—ﬂ) (3.1.23)

elde edilir. (3.1.22) ve (3.1.23)’de sabitler, ¢;=c,=0 kabul edilebilir.
(3.1.22)’de z(t) pozitif oldugundan atilabilir. O zaman

4 (6-v) [ _(o—r))
I+ 2 zZ(t—-(c—-1)<z|t 5
olur.
z(t—(o—t))s—z-(—l—mz(t —E—_—Q] (3.124)
q(c—1) 2
,, ¥ ( (c—r)) .
(3.1.23)’de z(t)’nin pozitif olmasindan z| t+ 5 atilabilir. O
zaman
d (G_T)z(t—(o—t)JSZ(t)
I+p 2 2
olur. Diizenlenirse,
z(t— (O—T)) s{ 2(1+p) }z(t) (3.1.25)
2 q(c-1)
elde edilir. (3.1.24) ve (3.1.25)’den,
2
z(t—(o-1)< [MJ z(t) (3.1.26)
q(c-1)

olur. Daha sonra Z'(t)+qx(t—oc)=0 denklemi [t -0 +'c,t] araliginda
integre edilirse,
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2t)2t-(c-)q  [x(s-oc)ds=0

t-(c—-1t)
elde edilir. x(t), pozitif ve azalan ve z(t) pozitif oldugundan
qlo—t)x(t-0)<z(t—(0o-1)) (3.1.27)
olur. (3.1.26) ve (3.1.27) esitsizlikleri birlegtirilerek,
2
[ 2(1+p) ]
1z

R e

(t)
elde edilir. Boylece sonugta

4(1+p)?
0=z (tyrgx(t-0)<z'(t)+| ————5 |z(1)
q° (o-1)

olur. Bu nedenle

Ao=4(1+p)*/q’(c—1)’, z’ye bagh degildir ve A(z)’nin bir uist sturidir. |
Boylece A(z) bog degildir ve ustten simrhdir.

Simdi, (i) durumunun ispatindaki aym islemi AcA(z) oldugu
disiiniilerek ve w(t), m (3.1.16) ve (3.1.17) gibi tammlanarak A+pueA(w)
oldugu gosterilecektir. Burada

m
>0

0T

) 1+ pel
kabul edilir. (3.1.19) kullamilarak,
Wty HAH)W(E)
™[~ qe*u(t-o) + (A +u)u(t) +( +u)pe™u(t-1)]
(ve u(t), azalan ve 6>1 oldugu i¢in)

<e'”u(t—0)[—qe}“" + A+ p+Ape™ +ppe™ ]
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=e Mu(t- c)[k +phe™ —ge™ +p(1+pe™ )]

<e Mu(t —G)[~ m+p(l+pee” )]= 0
elde edilir. Bu sonug, A+uceA(w) olmasim gerektirir. (i) durumunda
oldugu gibi bu, ¢eligki olugturur.

(iii) p<-1 Durumu

>0 olsun.

z(t=—x(t)—px(t—1) (3.1.28)

| kabul edilsin. Lemma 3.1.1°e gore z(t), pozitif ve artandir. xt) de artan
| olarak disiinilebilir. (3.1.28)’den,

—px(t—1)>z(t) > x(t—1)> ( ! ) z(t) veya

1
(-p)

x(t—o)>

z(t)

elde edilir.
A@Z)={A >0 : —Z(1)+Az()<0} (3.1.29)
‘ kiimesi tamimlansmn. (3.1.1) denkleminden,
| q
(-p
olur. Boylece, q/(—p)eA(z)’dir. Yani A(z) bos degildir.

0=—2'(t)+qx(t—o)y—2'(t)+ ) z(t)

Simdi A(z) nin Ustten simrh oldugu gosterilecektir. (3.1.28)’den
1
x(t—’c)=—[x(t) + z(t)]
—-p

vardir. Bu nedenle,
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z'(t)=qx(t~—c)=-_g;[x(t+‘c—c)+z(t+t—a)] (3.1.30)

olur. (3.1.30) denklemi t—t’dan t’ye integre edildiginde x(t) ve z(t) pozitif
ve artan oldugu igin,

z(t)—z(t~‘c)=_ip f [x(s+t—c) +z(s+1 —0')]ds2—_q;1:x(t—0)

veya

x(t—0)< -P z(t)
qt
elde edilir. Sonugta,
O——z'(t)+qx(t—c)s—z'(t)+(— %j (1)

olarak bulunur. Bu nedenle A¢=(—p/t), z’ye bagh degildir ve A(z)'nin bir
st simridir. Yani A(z) bos degildir ve tstten sinirhdir.

Simdi (i) durumunun ispatina benzer bir iglem takip edilecek ve |
Atue A(w) oldugu gosterilecektir. AeA(z) olsun ve
w(t)=z(t)-pz(t—7) (3.1.31)

kabul edilsin. Bu, (3.1.1)’in de bir ¢ozimidir. Bunun i¢in (3.1.1)
denkleminden

w'(t)=qz(t-0)

elde edilir. Celigki elde edebilmek i¢in (3.1.6) denkleminin gergel
koklerinin olmadigi kabul edilsin.

me=inf ) + pAe ™ +ge™*} (3.1.32)
>
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olarak tammlansin. m pozitiftir. y=m/-pe" %0 >0 olmak iizere A+ue A(w)
oldugunu gosterelim. u(t)=e™z(t) tammlandiginda
w@=[z'(t) - rz(t)]e™ >0

olur. Bu yiizden u artandir. z(t)=¢*u(t) oldugundan (3.1.19) denklemine
benzer olarak

Wt HAru)w(t)
=e“[-qe‘“"u(t—o)~(x+u)u(t)+(x+u)(—p)e““u(t—r)]

(ve u(t) artan ve >0 oldugu i¢in)
<eut-0)[ - g6 - by + (h+u)-pe |
=e“u(t—c)[-— A—phe ™ —ge™™ +u(-pe ™ - 1)]
Se*‘U(t—c)[-mw(—p)e'“ —u]
<e“u(t—6)[— m+p(—p)e " ]=0

sonucu ¢ikar. Bu, A+ueA(w) olmasmi gerektirir ve geliskiye ulagihir.
p<-1 durumundaki ispatin tamamlanmasi ig¢in >t oldugu kabul
edilmelidir.
t—
2(ty=—x(t)-px(t—t)+q [x(s)ds (3.1.33)
t-o

olarak tammlansimn. Bu, (3.1.1) denkleminin pozitif bir ¢ozimiidir. (3.1.1)
denkleminden,

Z(t)=gx(t—1)>0

bulunur. Bu, z(t)’nin artan olmasim gerektirir ve x(t) de artan olarak
diigiiniilebilir. Bu nedenle (3.1.33) denkleminden,
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t—t

Z(t)<—px(t-t)+q f x(s) ds <—px(t—1)+q(c-T)x(t—7)

~[a(c-1)-p]x(t-1)
veya

x(t—7)> (t) (3.1.34)

a(c-1)-p
elde edilir. A(z) fonksiyonu, daha énce oldugu gibi

A@)={A>0 : —z'(t)+Az(t)<0} (3.1.29)
seklinde tammlamr. (3.1.34) esitsizliginden,

O=—2(t) Hax(t—T)—Z (O —————2(1)
q(c-1)-p

q

elde edilir. Bu nedenle ————
q(c—1)-p

eA(z)dir. Yani A(z) bos degildir.

Simdi A(z)’nin stten smirh oldugu gosterilecektir. z(t), (3.1.1)
denkleminin bir ¢oziimii oldugundan,

Z(ty+pZ(t-1)+qz(t—c)=0
sonucu ¢ikar. Bu, z'(t)+pz'(t—1)<0 olmasmu gerektirir. Ancak,
Z(t)=qx(t—t)’dur. Boylece,

gx(t—1)+pz'(t-1)<0 (3.1.35)
elde edilir.

(3.1.35) esitsizligi [t,t+1] arahipmda integre edildiginde, x(t)
pozitif ve artan, z(t) de pozitif oldugundan

t+T

02q | x(s—t)ds-+pa(t)-pa(t-r)
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>qrx(t—t)+Hpz(t)-pz(t—1)
>qrx(t—t)+pz(t)
(-p)
qt

veya x(t—1)<

z(t)

olarak bulunur. Béylece sonugta,

(-p)

T

O=—2'(t)+qx(t-1)<-2Z(t)+ z(t)

elde edilir. Bu, Ag=(—p/t)’nun A(z)’nin bir Gist stmin olmasim gerektirir. Ao,
z’ye bagh degildir. Boylece A(z) bos degildir ve tistten siurhdir.
AeA(z) olsun ve

w(t)=—z(t)-pz(t—t)+q :f z(s)ds

t—-o
fonksiyonu alinsin. z(t) ve w(t)’nin (3.1.1) denkleminin ¢6ziimleri oldugu
kullamlarak,
w(t)y=qz(t-7)
elde edilir. m, (3.1.32)’deki gibi ve u(t)=e'z(t) olarak tammlansin.

p=me” " /(¢/Ao)H(-p))>0 olmak iizere A+ueA(w) oldugu
gosterilecektir.

~wW()HATWwW(D)

—*[~ge™™u(t-1) - (A +p)u(t) + (A +u)(~pe Fu(t-1)

+(A+ ;,L)qe_M tj'te)su(s)ds ]

i-o

(u(t) artan ve 6> oldugu igin)
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<eu-0)] —ae - OruOC-p)e™

e—M

Hi)q—— (@) |

~AT ~AG

=u(t-1)| —ge™A-p-Ape M -ppe M rqe ™ ge

+ 2 e B s ]
A A

<, eMu(t_t)[ —A;— pke—kr —q e—l.c_u p e—l‘t + _% e-?\.t ]

Se“u(t-—t)[ —m+ue—’““‘(—;?~+(——p)) ]:0

0

Bu, AtueA(w) olmasm gerektirir. (i) durumundaki gibi bu bir
celigkidir.

3.2 Sonuclar

(3.1.1) sabit katsayih neutral delay diferansiyel denklemi igin 7, q,
o’lar pozitif sabitler ve p, reel bir parametre olmak iizere sonuclar ve
ispatlar verilmigtir.

Sonug 3.1.1 —1<p<0
ve (—p)ig>1 (3.1.36)
kosullan saglandifinda (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmlidir.

Ispat (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimlerinin sahmmli olmadif
kabul edilsin. Boylece (3.1.1) denkleminin x(t) ¢6ziimii pozitif olur.
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Teorem 3.1.6’min ispatindan; qeA(z) ve 1/(—pt) sayismin A(z)
kiimesi igin bir tist sinir oldugu bulunmustu. Béylece, q<1/(—pt)’dur. Bu
ise (3.1.36) koguluyla celigir.

Sonug 3.1.2 p>0

3 3
ve( d ) (-7 (3.1.37)
1+p 4

kosullan saglandifinda (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri sahimmlidir.

ispat (3.1.1) denkleminin biitiin gozimlerinin sahmmli olmadig:
kabul edilsin. Boylece (3.1.1) denkleminin x(t) ¢oziimii pozitif olur. O
zaman teorem 3.1.6’nin ispatindan;
q 4(1+p)’

eA(z) ve —; 3 niin A(z) kiimesi igin bir Gst smr
1+p q° (o-1)

" oldugu elde edildi. Boylece,

q__ 4(1+p)?
1+p q’(c-1)°

q’ (6-v)° N
—— 5 <1 olur. Bu, (3.1.37) kosulu ile gelisir.
(1+p) 4
Sonug 3.1.3 p<-1, 1>0 ve
qu/p>>1 (3.1.38)
kosullan saglamirsa (3.1.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri salimmhdir.

Ispat (3.1.1) denkleminin biitiin ¢oziimlerinin salmmli olmadif
kabul edilsin. Boylece (3.1.1) denkleminin x(t) ¢éziimi pozitif olur. O
zaman teorem 3.1.6’nm ispatindan;
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2 eA(z) ve ZP ’nun A(z)’nin bir ist stmn oldugu sonucu |

elde edildi. Boylece, !
d <P = & <1
— p T pz

olur. Bu sonug (3.1.38) kosulu ile gelisir.
Sonug¢ 3.1.4 p<-1, 0>t ve
qt
p’ +(-p)g(c-1)
kosullan saglanirsa (3.1.1) denkleminin her ¢oziimii salintmhidir.

fspat (3.1.1) denkleminin biitin ¢ézimlerinin sahmmh olmadi |
kabul edilsin. Boylece (3.1.1) denkleminin x(t) ¢ozimi pozitif olur. O
zaman teorem 3.1.6’nin ispatindan;

>1 (3.1.39)
|

Y S eA(z) ve s sayistnin A(z) kiimesi igin bir st
q(e—-1)-p T |
sinir oldugu elde edildi. Boylece,
q p qr 1

. S— <1 |
q(c-1Y)-p Tt  p’+(-p)g(c-1)

olur. Bu sonug, (3.1.39) kosulu ile geligir.

3.3 Degisken Katsayih Neutral Delay Diferansiyel Denklemlerin
Coziimlerinin Salimumlar:

Bu bolimde benzer iki denklemle calisilacaktir. Birinci olarak
verilen birinci mertebeden deBisken katsayili neutral delay diferansiyel
denklem,



d
E[x(t) +P(1)x(t - 1) |+ QX(t-0)=0, 2t
- ele alinmig ve burada

H331 P@), Q(t)eC([to ,oo);R)

H332  t>ticin Q(t)=0

H3.33  qsabit iken, >, igin Q(t)=q>0

kosullaninin saglandif varsayilmigtir.
p=max{7,6} oldugunda baglangi¢ fonksiyonu

(})(t)eC([t0 -Pp.t, ];R) olsun.
Diger verilen denklem ve kogullan ise

%[x(t) + px(t - 1) |+ Q()x(t-0)=0, 2t

parametre p ise (—o0,—1)(0,+o0) arasindadir.
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(3.3.1)

(33.2)

T ve c’lar pozitif sabitler ve Q(t)eC([tO ,oo);R) olsun. Reel

Burada g¢o6ziimlerin salimmm igin yeter kosullan iceren teoremler

} verilecektir. Salimimsiz ¢oziimlerin asimtotik davranigim igeren teoremler

. ispatsiz olarak verilecektir. Once ilgili lemmay: verelim.

Lemma 3.3.1 Kabul edilsin ki

p=sabit>0 ve

t
p(i:)eC([tO ,oo);(O,oo)) iken lim infj p(s)ds>—1- kosulu saglansin.
t—>w et (&)

O halde

@O xXO-pOx(t+1)20, t=t
diferansiyel esitsizliginin pozitif ¢oziimleri yoktur.
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) x(E)-pOx(H)<0, t2t

diferansiyel esitsizlifinin negatif ¢6ziimleri yoktur.
(i) x'(t)Hpt)x(t—p)<0, t=to

diferansiyel esitsizlifinin pozitif ¢ézimleri yoktur.
) xOtpOx(t—4)=0, t=t

diferansiyel esitsizlifinin negatif ¢oziimleri yoktur.

Bu lemma, Ladas ve Stavroulakis’in (1982) delay diferansiyel
esitsizliklerin bir sonucunun geligtirilmis versiyonudur (Grammatikopoulos
et al., 1986).

x(t), (3.3.1) denkleminin bir ¢6ziimi olsun.

Z(ty=x(t)y+P(t)x(t-1)
fonksiyonu,

Z(H)ROZ (t-1)+Q(1)z(t—0)=0, t>to (3.3.3)
denkleminin siirekli diferansiyellenebilir bir ¢oziimiidiir. Burada,

Q(t)

R(t)=P(t-0) Qt-1)
olur.

Simdi verilecek teoremler ve ispatlan dort ayn bolim altinda
incelenecektir.

A-) p<-1 Durumu

p<-1 oldugu durumda Grammatikopoulos, Grove ve Ladas (1986)
teoremlerde su yeter kosullarn vermiglerdir.

Teorem 3.3.1 (3.3.2) denklemi ele alinsin. p<-1, T>c ve
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t+(t-0)

1 1
(cz2) ——liminf Q(s)ds>—
p tow (4]

t

olsun. Bu durumda (3.3.2) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat (3.3.2) denkleminin negatif bir ¢oziimii, (3.3.2) denkleminin
bir ¢6ziimi oldugundan teoremi, ¢ozimin pozitif oldugu durumda
ispatlamak yeterlidir. Bu yiizden, x(t)’nin (3.3.2) denkleminin pozitif bir
¢oziimi oldugu kabul edilsin.

zZ(t)=x(t)+px(t—1) (334
olsun. O zaman,

z(t)<0, z'(t)=Q(t)x(t—c) ve z'(t)<0

ve z(t)>px(t-1) (3.3.5)

sonucu ¢ikar. (3.3.5) esitsizliginden
1
5 Q(t)z(t+(1—0))>-Q(t)x(t—0)=z(t)
bulunur ve

2()- [;1;) QtHr—0))<0

olur. Ancak (c;) ve lemma 3.3.1(ii)’ye gore, bu esitsizligin negatif bir
¢oziimiiniin olmasi imkansizdir. Boylece ispat tamamlannugtir.

Teorem 3.3.2 (3.3.2) denklemi ele alinsin. p<-1, T>6 ve 1 periyodlu
Q(t) periyodik bir fonksiyon olsun. Ayrica
t+(1—c)
.. 1
liminf _f Q(s)ds>—
ptowx c

t

B 1
(cz) 1+

oldugu kabul edilsin. O zaman (3.3.2) denkleminin her ¢6ziimii salimr.
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Ispat Celiski elde edebilmek igin pozitif bir x(t) ¢oziimii olsun.
z(t=x(t)+px(t—1) ve
w(t)=z(t)+pz(t-7)

oldugu kabul edilsin. T periyodiu Q(t), periyodik oldugundan z ve w’nun
(3.3.2) denkleminin de ¢oziimleri oldugunu gormek kolaydir.

Teorem 3.3.1%in ispatindaki gibi sonugta z(t)<0 ve z'(t)<0 elde
edilir. —z(t) ¢oziim kabul edilirse, w(t)>0 ve w'(t)>0 olmasmm gerektirir.
Boylece,

w(t=z(t)tpz(t-7)<(1+p)z(t-7)

ve — TE; Qt)w(tH(t—0))<-Qt)z(t—c)=wW'(t) (3.3.5a)
olur. (3.3.5a) esitsizliginden,
1
W'(t)~(— T—) Q(tyw(t+(1—0))=0
+p

sonucu c¢ikar. Ancak (cs;) ve lemma 3.3.1(i)’ye gore bu imkansizdir.
Boylece ispat tamamlanmugtir.

Teorem 3.3.3 (3.3.1) denklemi ele alinsin. Eger p<-1 ise (3.3.1)
denkleminin her salinimsiz ¢6ziimii, t—><0 igin +00’a ya da —oo’a gider.

Lemma 3.3.2 x(t), (3.3.1) denkleminin pozitif bir ¢ozimii ve
z(t)=x(t)+P(t)x(t—7) olsun. O zaman asagidakiler dogrudur.

() Eger H.3.3.1, H.3.3.2 kogullan saglanirsa z(t) monoton azalan
bir fonksiyondur.

(b) H.3.3.1, H.3.3.2 sartlan ve p; sabit olmak tizere
—1<pi<P(t)

gart1 da saglanirsa
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z(t)>0

olur.
(C) -1 <p 1SP(t)S0
ve [Q(s)ds=o

sartlarina ek olarak H.3.3.1, H.3.3.2 sartlan da saglanirsa

limz(t) =0 olur.
t—>o0

(d) P(t)<p2<-1 (p; sabit)

kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.3 kosullan da saglanirsa
z(t)<0 olur.
(e) p1=P(t)<p>

kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.3 kosullan da saglamrsa

limz(t) =-o veya limz(t) =0 olur.
t—>o0 1—>o

(®) pr=<P(t)<p2<-1
kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.3 kosullan da saglamrsa

lim z(t) = —co olur.
t—>c0

(8) —1=P(D)=<p:
kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.3 kosullan da saglamrsa

lim z(t) =0 olur.
t—>o0

Bu lemma Bainov ve Mishev (1991) tarafindan kullanilmigtir.

p<-1 oldugu durumda Bainov ve Mishev (1991) su teoremi
vermiglerdir.
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Teorem 3.3.4 Kabul edilsin ki H.3.3.1, H.3.3.3 sartlan;
pi<P(t)<p,<-1 ve

lim inf | [—M:lds>lle (3.3.6)
tbo | P(s—0)

sartlanna ek olarak saglansin. Bu durumda (3.3.1) denkleminin her
¢Ozimii salmmbidir.

ispat (3.3.1) denkleminin her ¢oziimi salimmh olmasin. x(t), (3.3.1)
denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu durumda z(t)=x(t)+P(t)x(t—1)
fonksiyonu (3.3.3) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Lemma 3.3.2(2) ve (f)’den;
Z(t)<0 ve z(1)<0 33.7)
sonucu ¢ikar. (3.3.3) denkleminden
P(t-o)
Q(t-1)
elde edilir. Bu ise

Q) )
Z(t)+ PY—— Z(tH(t-G))<0 (3.3.8)

z(t—t)+z(t—0)>0

olmasim gerektirir. Lemma 3.3.1(iv) ve (3.3.6)’dan (3.3.8) esitsizliinin
negatif ¢oziimleri olamayacagi sonucu ¢ikar. Bu ise (3.3.7) ile geligir.

B-) p>0 Durumu

p>0 durumunda Grammatikopoulos, Grove ve Ladas(1986) su iki
teoremi vermiglerdir:

Teorem 3.3.5 (3.3.2) denklemi ele almsin. p>0 olsun. Bu durumda
(3.3.2) denkleminin her salimmsiz ¢6ziimi t—0 igin sifira gider.
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Teorem 3.3.6 (3.3.2) denklemi ele alinsin. p>0, 6>t ve T periyodlu
Q(t) periyodik bir fonksiyon olsun. Bunlar diginda

| S 1
lim inf J. Q(s)ds>—
+ Pt e

t-(o-1)

(ca)

kosulu saglansm. Bu durumda (3.3.2) denkleminin her ¢oziimi
salimmlidir.

Ispat (3.3.2) denkleminin her ¢oziimii salimmh olmasin. x(t), (3.3.2)
denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun.
Z(=x(t)+px(t-1)
“ ve  w(t=z(t)+pz(t—1)
\‘ oldugu kabul edilsin. Sonugta,
| z(t)>0, z'(t)<0, w(t)>0 ve w'(1)<0
elde edilir. Bundan dolay:

’ w(t)=z(t)*+pz(t-1)<(1+p)z(t-7)

ve -~ _'4 Qt)w(t—(c—1))=—Q(t)z(t—o)
1+p

" olur. Ancak 1 periyodlu Q(t)’nin periyodik olmasi, z ve w’nin da (3.3.2)
denkleminin ¢oziimleri olmalanim gerektirir. Bu yiizden

—Q(t)z(t—o)=w'(t)

saglamr. Yani,
w'(t)+ L Q(t)w(t—(o—-1))<0
1+p

olur. (cs)’e ve lemma 3.3.1(iii)’ye gore bu imkansizdir. Boylece ispat
tamamlanmugtir.
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C-) -1<p<0 Durumu
—1<p<0 durumunda ve D-) sikkindaki kangik durumda Bainov ve
Mishev (1991) su teoremleri vermiglerdir.

Teorem 3.3.7 —1<p;<P(1)<0 kosuluna ve

t

iminf [Q(s)ds>1/e (3.3.9)

t->m oo
kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.2 kosullan da saglansinlar. Bu durumda
(3.3.1) denkleminin her ¢6ziimii salintmhdir.

ispat (3.3.1) denkleminin her ¢oziimii sahmmii olmasim. x(t), (3.3.1)
denkleminin pozitif bir ¢o6zimii oldugunda, z(t)=x(t)*+P(t)x(t-7)
fonksiyonu (3.3.3) denkleminin bir ¢éziimidir. Lemma 3.3.2(a) ve
(b)’den dolay ‘

Z(t)<0 ve z(t)>0 (33.10)

olur. (3.3.3) denkleminden dolay
Z(t+Q(Dz(t—c)<0 (33.11)

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.3.1(iii) ve (3.3.9) esitsizligine gore (3.3.11)
esitsizliginin pozitif ¢oziimleri olmaz. Bu ¢dziimler (3.3.10) sonucu ile
celigir. Boylece ispat tamamlanmugtir.

D-) Kangik Durum
Teorem 3.3.8 p;, p2’ler sabit olmak iizere
0<P(t)<p>

veya —1<p;<P(1)<0

kogullarindan birine ek olarak H.3.3.3 kosulu saglandifinda, (3.3.1)
denkleminin her salinimsiz x(t) ¢6ziimii t—>o0 icin sifira gider.
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Teorem 3.3.9 P(1)=0
veya —1<p;<P(t)<0 (3.3.12)

kosullarindan birine ek olarak H.3.3.2 kosulu da saglandifinda
agagidakiler dogrudur.

(a) (3.3.1) denkleminin her salinimsiz ¢oziimii stmrlidir.

()] IQ(S)ds-: o (3.3.13)

kosulu saglamp, x(t) de (3.3.1) denkleminin salmmsiz bir ¢ozimii
oldugunda
liminfx(t)=0

t—>0

olur.

(c) (3.3.12) ve (3.3.13) kosullan saglandiginda (3.3.1) denkleminin
her salimmsiz ¢6ziimii t—>oo igin sifira gider.
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4. GENEL SONUCLAR VE TARTISMA

Ilk olarak, birinci mertebeden sabit katsayih
X' (t)+px'(t—t)+gx(t—0), t=to (3.1.1)

seklindeki neutral delay diferansiyel denklemi ele ahnmgur. Burada T, q,
o’lar pozitif sabitler ve p reel bir parametredir. (3.1.1) denkleminin
¢Oziimlerinin sahmmh olmasim, gerek ve yeter kosul vererek saglatan
teorem sudur:

Teorem 3.1.6 (3.1.1) denkleminde; 7, q, o’lar pozitif sabitler ve p, '
reel bir parametre oldugunda, denklemin biitiin ¢ozimlerinin saliniml
olmasi igin gerek ve yeter kosul,

Atpre ™ +ge =0
karakteristik denkleminin gergel koklerinin olmamasidir.

Bu teoremden su sonuglar elde edilmigtir:

Sonu¢ 3.1.1 -1<p<0 ve (-p)rq>1 kosullan saglandifinda (3.1.1)
denkleminin biitiin ¢6ziimleri salimmbhdir.

3
q J (c-1)°

1+p
zaman (3.1.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri saltmmbhdir.

Sonu¢ 3.1.3 p<-1, ©>0 ve qu/p>>1 kosullani saglamrsa (3.1.1)
denkleminin biitlin ¢6ziimleri salmmhdr.

Senug 3.1.2 p>0 ve ( > 1 kosullan saglansin. O

Sonuc¢ 3.1.4 p<-1,c>1ve
qr
p” +(-p)q(c 1)
kogullan saglandifinda (3.1.1) denkleminin her ¢oziimi sahmmbidir.

> 1
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Ikinci olarak birinci mertebeden degisken katsayili
d
E[x(t)+P(t)x(t—1)]+Q(t)x(t—6)=0, >t (33.1)

neutral delay diferansiyel denklemi ele alinmug ve burada
H.3.3.1 P(t), Q) C([to,0);R)
H.3.3.2 t>tg i¢in Q(t)=0
H.3.3.3 q sabit iken, t>t, i¢in Q(t)>¢>0
kosullarinin saglandi: varsayilmgtir.
p=max{t,6} oldugunda baglangi¢ fonksiyonu
o(t)eC([to—p,tol;R) olsun.
Diger verilen degigsken katsayili denklem ise

%[x(t) +px(t - 1) [ +Q(x(t-6)-0, 2t (3.3.2)

seklindedir. Burada,

T ve ¢’lar pozitif sabitler ve Q(t)eC([to,0);R) olsun. Reel parametre
p ise (~o0,—1 ) (0,+0) arasindadir.

(3.3.1) ve (3.3.2) denklemleri i¢in su teoremler verilmigtir:
Teorem 3.3.1 (3.3.2) denklemi ele alinsm. p<-1, >0 ve

t+(1—0G)

1. . 1
-—liminf [ Q(s)ds>—
€

p to t

olsun. Bu durumda (3.3.2) denkleminin her ¢6ziimii salimmhdir.

Teorem 3.3.2 (3.3.2) denklemi ele alinsin. p<—1, T>0 ve 1 periyodiu
Q(t) periyodik bir fonksiyon olsun. Ayrica
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t+(t—0)

1 1
fiminf | Q(s)ds>—
1+ptow . e

oldugu kabul edilsin. Bu durumda (3.3.2) denkleminin her ¢6zimu
salinimhdir.

Teorem 3.3.4 H.3.3.1, H3.3.3 sartlars;
PisP(t)<p<-1 ve
t-o
- 1
lim inf | [~ 9—(5—1—)}1»~

t>e | P(s-0) e

kosullarma ek olarak saglansinlar. Bu durumda (3.3.1) denkleminin her
¢ozimi sabimmbidir.

Teorem 3.3.6 (3.3.2) denklemi ele alinsin. p>0, 6>1 ve T periyodlu
Q(t) periyodik bir fonksiyon olsun. Ayrica

1 .. 1

lim inf f Q(s)ds>—
1+pt-)oo t-(5-1) €

kosulu saglansin. Bu durumda (3.3.2) denkleminin her ¢ozimi

salmimlidir.

Teorem 3.3.7 —1<p;<P(1)<0 kosulu ve

t
1
liminf | Q(s)ds>—
t—>w —o [+
kosuluna ek olarak H.3.3.1, H.3.3.2 kogullan da saglansinlar. Bu durumda
(3.3.1) denkleminin her ¢oziimii salimimbdir.

Sabit katsayih denklemlerin biitiin ¢6ziimlerinin salimml olmasi igin
gerek ve yeter kosul verilmigtir. Degisken katsayih denklemlerin
¢oziimlerinin salimmu igin verilen teoremlerde yeter kogullara ulagilmugtar.
Burada salimim igin gerek ve yeter kosullar bulunabilirse daha iyi olur.



43

KAYNAKLAR DiZiNi

- Bainov, D. D. and Mishev, D. P., 1991, Oscillation Theory For Neutral
Differential Equations with Delay, Adam Hilger, Bristol,
Philadelphia and Newyork, 277p.

Bellman, R. and Cooke, K. L., 1963, Differential-Difference Equations,
Academic Press., Newyork, 462p.

Brayton, R. K. and Willoughby, R. A., 1967, On The Numerical
! Integration of a Symmetric System of Difference-Differential
\ Equations of Neutral Type, J. Math. Anal. Appl., 18, 182-189.

|
Driver, R. D.,, 1976, Ordinary and Delay Differential Equations,
Kingston, R. 1., 498p.

Grammatikopoulos, M. K., Grove, E. A. and Ladas, G., 1986,
Oscillations of First-Order Neutral Delay Differential Equations,
J. Math. Anal. Appl., 120, 510-520.

Ladas, G., 1979, Sharp Conditions for Oscillations Caused by Delays,
Applicable Analysis., 9:93-98.

Ladas, G. and Sficas, Y. G., 1986, Oscillations of Neutral Differential
Equations, Math. Bull., 29(4), 438-445.

Ladas, G. and Stavroulakis, 1. P., 1982, Oscillations Caused by Several
Retarded and Advanced Arguments, J. Differential Equations,
44 134-152.

Ladde, G. S., Lakshmikantham, V. and Zhang, B. G., Oscillation
Theory of Differential Equations with Deviating Arguments,
Marcel Dekker, Inc., Newyork and Basel, 305p.




KAYNAKLAR (devam)

Kuang, Y., 1993, Delay Differential Equations with Applications in
Population Dynamics, Mathematics in Science and Engineering,
Newyork, Academic Press., 398p.

Ozer, Sebnem, 1998, Birinci Mertebeden Gecikmeli Diferansiyel
Denklemlerin Numerik Coziimleri, Yiiksek Lisans Tezi, ODTU
Fen Fakiiltesi, 81s (yayimlanmamusg).

Sficas, Y. G. and Stavroulakis, I. P., 1987, Necessary and Sufficient
Conditions for Oscillations of Neutral Differential Equations, J.
Math. Anal. Appl., 123, 494-507.

Waltman, Paul, 1986, A Second Course in Elemantary Differential

Equations, Academic Press., Inc., Emory University, Atlanta, f

259p.



45

OZGECMIS

26/09/1971 Ankara dogumiuyum. Ik6grenimimin ilk {i¢ senesini
~ Ankara Yiicetepe Ilkokulu’nda, son iki senesini Izmir Necatibey
Ilkokulu’'nda okudum (1977-1982). Ortaokulu Izmir 9 Eylil
Ortaokulu’nda okudum (1982-1985). Lise oOgrenimimi Izmir inoni
Lisesi’nde tamamiadim (1985-1988).

1989 yilinda kazandigim Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Bolimi’nden 1993 yihinda mezun oldum. 1993 yilinda yitksek lisansi
kazandim. Bir sene hazirlik sinifinda okuduktan sonra kaydirm dondurup
Istanbul’da Milli Egitim’de matematik opretmenliine bagladim. 1995
senesinden beri Izmir’de 6gretmenlige devam etmekteyim.

RO RN T R N
‘ TR GGRETI T

R g

[ B N VT



