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ONSOZ

Bu ¢alismada Diferensiyel Geometri alaninda miihim bir yere sahip olan egriler teorisinde iki boyutlu
diizlem egrisinin uyumlu tiirev kullanilarak karakterize edilmesi amaglanmistir. Egriler ailesi ¢esitli bilimsel
aragtirmalarda integral veya diferensiyel yontemleri baz alinarak dikkate alinmistir. Fakat son zamanlarda
bilim insanin ¢aligmalarina sagladigi kolayliklardan dolay1 uyumlu tiirev kavrami diferensiyel geometriye
kayda deger bir bakis agis1 saglamistir. Bu ylizden uyumlu tiirev egrilerin geometrisini karakterize etmek i¢in
geometrideki diger tlirevlere nispeten arastirmacilara kolaylik saglamistir. Tezimizde, giincel ve kayda deger
sonuglar elde edebilecegimiz bu alanda iki boyutlu uzayda diizlem egrilerinin uyumlu tiirev kullanilarak
karakterizasyonlar1 ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Doktora egitimim boyunca, ilk olarak bilgi ve birikiminden yararlandifim ve bu siire zarfinda
destegini higbir zaman esirgemeyen manevi olarak destegini hep yanimda hissettigim ¢ok kiymetli danisman
hocam Prof. Dr. Mehmet BEKTAS’a, ayn1 zamanda doktora egitim hayatim boyunca vermis olduklari
destekten &tiirii aileme tesekkiirlerimi sunmak isterim. Ayrica, Firat Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Boliimii tiim akademik personeline tesekkiirii bir borg bilirim.

Seyda OZEL
ELAZIG, 2023



ICINDEKILER

Sayfa

L0113 @ /7P P PR OPTR v

(011 0)5) 74 19 2L~ TR TSR U PSPPSR Vv

L0 74 = LU PR PURRPTRRRPRI Y

F N Ly 1 27 Y o SRS TP P UPROURRUR vii

SIMGELER VE KISALTMALAR ....ootiiiiiiitiitiniiare sttt s viii

IO 121 PR PRTRRPPR 1

2.1. Temel Tanim Ve TEOTEIMICT .......cccviiviiiiiiiieiesieesee e nneenas 4

2.2. Bir Diizlem Egrisinin Uyumlu Yay Uzunlugu ve Frenet Catist .......ccvecvviiirienienienenie e 7

4. R?' DE UYUMLU EGRININ KONUM VEKTORU........cocoiiieiiriiieiieicessssse e 16
5. UvyuMLU EGRININ KENDi FRENET VEKTORLERINE GORE UYUMLU KONGRUENT

EGRILERI .....oiiiiiiii ettt ettt e e s e e nnneas 20

5.1. Uyumlu Egrinin Teget Vektoriine Gore Uyumlu Kongriient ESrisi.........ccoovvierieiieinieeiicecene 20

5.2. Uyumlu Egrinin Normal Vektoriine Gore Kongruent Uyumlu EZriSi......ccccoveviviiveierieneneieieinanns 24

5.3. Uyumlu Egrinin Teget Vektoriniin Egrinin Normal Vektoriine Gore Kongruent Uyumlu Egrisi.... 28
5.4. Uyumlu Egrinin Normal Vektoriiniin Uyumlu Egrinin Teget Vektoriine Gore Kongruent Egrisi.... 33

O\ VN = = g Y = |V [ = o SR 39

7. BULGULAR VE TARTISMA .......ccitiiiiiiieeieiiiitiitieeeeeeesssitatsseeeeeessssaassssseessesssesnsssssesesassssins 40

8. SONUCGLAR ......oeiiii ittt ettt e ettt e e e ettt e e e e sttt e e e et e e e e e eabeeaeeaabeeeeesasaaeeesasbeeeesssbeeeesansreeas 41
ONERILER ...ttt ettt e et et et et e s et et e et et et et st et e e e s e e e e et n et et et et et et et et ee et e e e et et st et et st eeeeeenninans 43
KCAYNAKLAR ..tttk sttt sttt e b e e st e 42 bt e st e oAbt e a1kt e 4kt e e A ke e oAbt e e sk e e ab e e e s ke e e ab e e e st e e e n b e e e nbe e e beeebe s 44
OzGECMIS



OzET

Diizlemde Uyumlu Tiirevli Egriler
Seyda OZEL
Doktora Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Ocak 2023, Sayfa: viii+45

Diferensiyel geometride egriler teorisi yaygin bir sekilde dikkat ¢eken bir ¢aligma alani haline
gelmistir.Fakat son zamanlarda egriler teorisinde uyumlu tiirevi kullanmak ¢ok sayida bilim insanina farkl
bir bakis a¢is1 kazandirmigtir. Bu doktora tezinin amaci ise iki boyutlu uzayda bir diizlem egrisinin temel
ozelliklerini uyumlu tiirevi kullanarak karakterize etmektir.

Bu doktora tezi ¢calismasinda baslangigta uyumlu tiirev ile ilgili dnemli tanim ve teoremler verilmistir.
Akabinde bir diizlem egrisinin yay uzunlugu, Frenet-Serret denklemleri ve kesirli egriligi uyumlu tiirev
kullanilarak detaylica sunulmustur. Daha sonra iki boyutlu uzayda iki diizlem egrisinin agiortay egriliklerine
karsilik gelen ¢ok degiskenli fonksiyonlarin bulunug yontemleri verilmistir. Ayrica @ —Frenet ¢atili uyumlu
egrinin konum vektorii ve egriligi uyumlu tiirev kullanilarak elde edilmistir.

Son olarak, uyumlu egrilerin kendi Frenet vektorleri yardimiyla olusturduklart kongriians uyumlu
egrileri tanimlanip, bazi 6zel durumlar altinda 6zellikleri incelenmis ve bazi teoriler ispatlanmistir.

Tez caligmast siiresince kullanilan yontemle ilgili 6neri, elde edilen neticelerin literatiire sundugu
katk1 ve problemler son kisimda sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Diizlem egri, Uyumlu tiirev, « —Frenet-Serret formiilleri.
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ABSTRACT

Conformable Derivative Curves in the plane.
Seyda OZEL
Ph.D. Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
January 2023, Pages: viii+45

The theory of curves in differential geometry has become a widely attractive field of study. But recently,
using the Uyumlu derivative in the theory of curves has given a different perspective to a large number of
scientists. The aim of this doctoral thesis is to obtain the characterization of the basic properties of a plane
curve in two-dimensional space using the Uyumlu derivative. In this doctoral thesis study, important
definitions and theorems related to comformable derivative are given at the beginning. Afterward, the arc
length of a plane curve is presented in detail using the Frenet-Serret equations and the fractional curvature
Uyumlu derivative. Then, methods for finding multivariate functions corresponding to the bisector curvatures
of two plane curves in two-dimensional space are given. In addition, the position vector and curvature of the
congruent curve with a —Frenet frame are obtained using the Uyumlu derivative. Finally, congruence-
compatible curves formed by congruent curves with the help of their own Frenet vectors are defined, their
properties are studied and proved under some special cases. The suggestion about the method used during
the thesis study, the contribution of the obtained results to the literature and the problems are presented in the
last part.

Keywords: Plane curve, Uyumlu Derivative, @ —Frenet-Serret formulas.
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1. GIRIS

Bircok miihendislik bilimleri, fizik, kimya gibi alanlarda ortaya ¢ikan problemlerin
matematiksel modellemelerinde genel olarak diferensiyel denklemlerle karsilasilmaktadir. Ancak
insanoglunun ihtiyaglari degistik¢e insanin evrene, evrende meydana gelen ilging olaylara ilgisinin
artmasi, yasanan teknolojik ve bilimsel gelismeler klasik tiirev ve integralin bu olaylar1 agiklamada
yetersiz oldugunu gostermistir. Giinlimiizde bilinen tiirev ve integral kavraminin gelistirerek
evrenin dogrusal olmayan karmagik formuna daha uyumlu hale getirilmesi gerekliligi ortaya
cikmistir. Bu uyum calismalar1 “’Kesirli Hesap’” alanini ortaya ¢ikarmistir. Kesirli hesap kavrami
herhangi keyfi reel veya kompleks dereceden tiirev ve integral hesab1 anlamina gelir. Kesirli hesap
kavrami, giincel bir konu olmasina ragmen, kesirli hesabin temelleri bir hayli eskiye dayanir.
Kesirli analiz kavramu, ilk olarak 30 Eyliil 1695 yilinda L’Hospital’in Leibniz’ e yazmis oldugu bir
mektupta gegmektedir. Bu mektupta L’Hospital Leibniz’e f(x) = x lineer fonksiyonun n.

dereceden tiirevi olan ZnTy icin calismalarinda kullandig1 6zel bir yapr hakkinda birka¢ soru

n
sormustur. L’Hospital tiirevin derecesinin n = 5 yani rasyonel say1 olmasi durumunda tiirevin ne

olacagim sormustur. Bu soru kesirli analizin baglangicini olusturmustur [1]. Bu sorudan sonra
kesirli analiz mevzusu Leibniz ve Bernoulli arasinda tartigilmistir. 1716’da Leibniz’in 6liimiiyle
kesirli mertebeden tiirev ile alakali bilimsel ¢alismalar son bulmamuistir. Leonard Euler, 1783 ‘de
bu alana temel olan caligmalardan birini yapmistir. Euler caligmasinda faktoriyel kavramini
genellestirip, kesirli analizde miihim bir kavram olan Gamma fonksiyonunu agiklamistir [2].
Kesirli tiirevin ayrintili ilk tanimi P.S. Laplace’ in yazmis oldugu “’Theoric anlytique des
probabilites’’ adli kitabinda bulunmaktadir [2]. Ayrica kesirli analizin analitik mekanik [3-5] ve
dinamik sistemler [6-9] ile alakali birgok uygulamasi mevcuttur. En iyi bilinen kesirli tiirevlerden
biri Riemann-Liouville kesirli tirevidir. 1830’larda kesirli analiz ile ilgili baska bir ¢alisma J.
Liouville tarafindan yapilmistir. Liouville iki farkli tiirev tanimini literatiire kazandirmistir [2].
Baslangigta f(x) = Y1, cke®* seklinde seriye agilabilen bir fonksiyonu g6z 6niine almistir.
Burada n € N olacak sekilde bilinen %eax = D"e™ = aq". e tlirevini goz Oniine alarak a € C
mertebeli kesirli tiirevi, D*f (x) = Y crap e ** seklinde ifade etmistir [2]. Fakat bu tanimda a’
nin se¢iminde birkag sinirlamalar oldugu ortaya ¢ikmistir. Liouville’nin gelistirdigi diger tanim ise,
a keyfi bir sabit olmak tizere f(x) = xia fonksiyonun a —mertebeli kesirli tiirevidir [10]. Tkinci
tirev ise Caputo kesirli tiirevidir. Bu tiirev fiziksel alanin goriintiilenmesiyle ilgili olup bu amagla

yogun olarak kullanilmaktadir. Giiniimiizde kullanilan diger bir tanimda, Griinwald’ in 1867 ve

@R x)

Letnikov’un 1868 yilinda farkli iki yayinda degindikleri Dy f(x) = ’llirr(l) v

seklinde

tanimladiklar kesirli tiirev tanimidir. Bu tanima Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi ad1 verilir [2,10].



Sonrasinda bu tanimin bazi sartlar altinda Riemann-Liouville tanimina denk oldugu ispatlanmistir
[11].Son zamanlarda, klasik geometrinin alt siniflar1 olan diferensiyel geometri, fraktal geometri
ve vektor analizine odaklanan kesirli tiirevlere geometrik bir yaklagim getirmeye yonelik artan bir
ilgi olmustur [12-20]. Ayrica kesirli tiirevler arasinda bir sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi
yoktur [12,13]. Bu nedenle diferensiyel geometri baglaminda en ¢ok tercih edilendir [12,13,19,20].
Yukarida adi gecen kesirli tiirev tanimlari, literatiirdeki tiim kesirli tiirev tanimlarinin klasik tiirev
tammindan aldiklar1 tek ortak 6zellik lineer olma 6zelligidir [21].Bunun haricindeki 6zelliklerle
alakali bir uyumdan bahsedilemez.

Son zamanlarda Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlart
bilimsel ¢alismalarda ¢ok sik kullanilsa da, bunlardan Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminda
tiirevin mertebesi dogal say1 olmadigi taktirde sabit bir fonksiyonun tiirevi “0” degildir. Yine bir
cok kesirli tiirev tanimi iki fonksiyonun carpiminin, boliimiiniin tiirevi formiiliinii saglamaz.
Ayrica, birgok kesirli tiirev tanimu klasik tiirevdeki zincir kuralini saglamaz. Ustelik Caputo kesirli
tirev taniminda verilen fonksiyonun tiirevlenebilir olmasi sarti vardir. Bu gibi problemlerin
tistesinden gelmek i¢in son giinlerde Khalil ve dig. kesirli mertebeden tiirev ve integral teorisi
tizerine klasik tiirevin genisletilmesi olarak goriilen uyumlu (comformable) kesirli tiirev tanimini
ortaya c¢ikarmustir [21] .Verilen bu yeni tanim klasik tiireve benzerligiyle ilgi ¢ekmektedir.
Yukarida bahsettigimiz diger kesirli tiirevler i¢in saglanmayan, ¢arpim ve bdliim kurali bu yeni
kesirli tiirev tanimi igin saglanmaktadir. Zincir kuraliysa bildigimiz klasik tiirevdeki kurala ¢ok
yakin yazilabilmektedir. Uyumlu (comformable) kesirli tiirev diye adlandirdigimiz bu yeni kesirli
tiirev tanimi sagladigi bu 6zelliklerden dolay1 bir ¢ok bilim insaninin dikkatini ¢ekmistir. Kisa
stirede uyumlu kesirli tiirev ile alakali bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. T. Abdeljavad, J. Alzabut, F.
Jarad, R. P. Agarval, A. Zbekler, uyumlu tiirev ¢atisinda Lyapunov-tipi esitsizlikleri inceledi
[22,23]. E.Ugurlu, D. Baleanu, M. Al. Horani ve R. Khalil uyumlu kesirli operatorleri semi-grup
operatorleri ¢alist1 [24,25]. Ayrica uyumlu tiirev ile ilgili daha ileri ¢alismalar yapilmistir [26-28].
Ustelik uyumlu tiirev ayn1 zamanda miihendislik ve fizige uygulandiginda fiziksel yorumlamaya
katkida bulunmaktadir [29].

Bu tezde, baslangigta kesirli tiirev ile uyumlu kesirli tiirevin tarihsel gelisiminden ve
literatiirde bu iki tiirevle alakali bilimsel ¢aligmalardan bahsedilmistir. 2. bélimde uyumlu
(comformable) tiirev ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilmistir. Akabinde bir diizlem egrisinin
yay uzunlugu, Frenet-Serret denklemleri ve kesirli egriligi uyumlu tiirev kullanilarak yeniden
formiile edilmistir. 3. boliimde ise R?’ de iki diizlem egrisinin agiortay egriliklerine karsilik gelen
cok degiskenli fonksiyonu uyumlu tiirev kullanilarak bu fonksiyonlarin bulunus ydntemleri
verilmistir. 4. boliimde a —Frenet ¢atili uyumlu egrinin konum vektori ve egriligi uyumlu tiirev

kullanilarak elde edilmistir. Son boliim yani 5. Boliimde ise uyumlu egrilerin kendi Frenet



vektdrleri yardimriyla olusturduklart kongriians uyumlu egrileri tanimlanarak bazi 6zel durumlar

altinda 6zellikleri incelenmis ve ispatlanmistir.



2. BiR DUZLEM EGRIiSiNIN UYumMLU YAY UZUNLUGU VE
FRENET CATISI

Bu boliimde ilk olarak uyumlu tiirev ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler baz alinmistir.

Akabinde ilk kez uyumlu tiirev kullanilarak @ —Frenet denklemleri elde edilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.1.1. f:[0,00) = R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonun @ —mertebeden uyumlu tiirevi

asagidaki gibi tanimlanir;

lim f(x+hx'=%)—f(x)

To(f) () = 22— ,

burada Vx > 0 ve ae(0,1) dir [21].

Teorem 2.1.2. f: [0, ) = R fonsiyonu ae(0,1] igin ty > 0 igin @ —mertebeden tiirevlenebilir ise,
o0 halde f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir [21].

Teorem 2.1.3. Kabul edelim kif ve g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda a —tiirevlenebilir
fonksiyonlar ve ae(0,1] olsun. O halde asagidaki esitlikler yazilabilir:

1) T,(af +bg) = aT,(f) + bT,(g) a,beR.

2) T,(tP) = ptP~* peR.

3) T,(4) = 0 biitiin sabit fonksiyonlar i¢in f(t) = A olur.

4) T,(fg) = fTa(g) + gTo(f) saglanir.

5) Ta (L) — gTa(f)g_sza(g)

saglanir.
g g

6) f tiirevlenebilir ise o halde T, (f)(t) = t17¢ %f(t) [21].

Tanim 2.1.4. f:[0, ) — R fonksiyonu verilsin. O zaman f fonksiyonun biitiin t > a ve ae(0,1]

icin ¢ —mertebeden sol uyumlu tiirevi

t+elt—a) ™) —f(¢
e = i LETEC =0T~ F©
&£-0" &
seklinde tanimlanir. Burada a = 0 oldugu zaman notasyon Ty, olarak yazilir. Eger (T3¢ f)(t), (a, b)

araliginda olusursa o zaman

(TEH® = lim (T
seklinde yazilir [30].



Tanim 2.1.5. f:[—o0,b) = R fonksyonu verilsin. f fonksiyonun biitiin t < b ve ae(0,1] icin

a —mertebeden (sag) uyumlu tiirevi,

f(H—e(b-—t)1 ) —f@®)

0 &

4T = -

seklinde tanimlanir. Eger (3f)(b), (a, b) araliginda olusursa o zaman,
GT1) = Jim (GTH®)
seklinde elde edilir[30].

Tamm 2.1.6. ae(n,n + 1] ve B = a — n olsun. Bir f: [a, ) — R fonksiyonun a’dan baslayarak

a —mertebeden (sol) tirevi, f™(t) vardir ve asagidaki sekilde tanimlanir:
Te (@) = Tg (™ (),

buradaa = 0 oldugu zaman notasyon T, seklinde yazilir. f’ nin b’ de sona eren sirali

a —mertebeden (sag) tiirevi

dTHB) = (D™ @ETH®)

seklinde yazilir.
a=n+1ise =1 ve f nin uyumlu tirevi f™*Y olur. Ayrica n = 0 oldugunda (ya da
ae(0,1)) B = a olur [30].
Teorem 2.1.7. Bazi1 fonksiyonlarin uyumlu tiirevleri agsagidaki gibidir:
a) T,(tP) = ptP~%, VpeR i¢in.
by T,(1)=0
c) T,(e™) =cx1"%e¥, ceR
d) T,(sinbx) = bx'~%*cosbx, beR
e) T,(cosbx) = —bx1~%sinbx, beR

f) T, (l t“) =1

o) T, (sin=

h)y T, (cos t“) = —sinit“
(



Teorem 2.1.8. Kabul edelim ki, f,g:(0,) = R iki a —diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve
ae(0,1] olsun. O halde gof a —differensiyellenebilirdir ve vt = 0 , f(t) # 0 i¢in asagidaki
denklem yazilabilir:

To(gof)(®) = T (@) (f(O) T (HOFO** [1].
Tamm 2.1.9. Kabul edelim ki f bir n reel degiskenli vektor degerli fonksiyon ve
fQq, o, xn) = (F1 (X1, oo X)) oons frn (X1, o0y X)) olsun. Oyleyse f° nin a = (ay, ..., a,)eR™
noktasinda a —diferensiyellenebilir oldugunu sdyleyebiliriz, ki burada her Va; > 0. Eger

L:R™ —» R™ bir lineer dontistim vardir, dyle ki

@ e n + Raah ) = fa e = L
o0 IR =0,

burada h = (hy, ..., hy,) ve ae(0,1]. Ayrica lineer doniisiim D f (a) ile tanimlanir ve a noktasinda

f’ nin @ —mertebeden uyumlu tiirevidir [1].
Teorem 2.1.10. Kabul edelim ki f fonksiyonu n degiskenine sahip bir vektor degerli fonksiyon
olsun. Eger f, Va; > 0 igin a = (a4, ..., a,) € R™ noktasinda a —diferensiyellenebilirse, 0 zaman

L:R™ —» R™ bir tek lineer doniiggiim vardir, yle ki

jo @@+ 1ad™ o an + @i ) = flay, - a) — LW _

211
hm IRl (2.1.1)

Teorem 2.1.11. Kabul edelim ki xeR™, y € R™ olsun. Eger f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), Va; > 0
icin a=(ay,..,a,) ER™ de a —diferensiyellenebilirse o6yle ki a € (0,1] ve g(y) =
(gl ) s Gp (y)), tim f;(a) > 0, f(a) € R™ ve ae(0,1]. O halde gof bileskesi a noktasinda

a —diferensiyellenebilirdir ve

D%(gof)(a) = D*g(f (@))of (@ 0D"f ().
Burada f(a)* 1, f(a)* 1(xq, o, X)) = (X1 f1(@%*7 L, ..., X frn (@)% 1) ile tanimlanan R™ den
R™ bir lineer doniisiimdiir [1].
Teorem 2.1.12. Kabul edelim ki f, ndegiskene sahip bir vektor degerli fonksiyon ve
flxg, ey xp) = (fl(xl, vy Xn)y weer fr (X4, ...,xn)) olsun. O halde f, Va; >0, a = (ay,...,a,) €
R™ de a —diferensiyellenebilirdire Vf; i¢in D¥f(a) = (D*f1(a), ..., D¥fin(a)) [1].
Tamm 2.1.13 y fonksiyonu a —diferensiyellenebilir ise y: (0, 00) — R3 fonksiyonu R3’ de bir
uyumlu egri olarak adlandirilir [1].
Tamm 2.1.14. Kabul edelim Ki y: (0, ©) — R3 bir uyumlu egri olsun. y egrisinin hiz vektorii
Vvt € (0, ) olmak lizere

Tay(t)
tl—a



ile gosterilir [1].

Tamm 2.1.15. Kabul edelim ki y: (0,00) - R3 bir uyumlu egri olsun. Eger h: (0, %) — (0, o)
a —diferensiyellebilir ise, S =7y(h):(0,00) > R® uyumlu egrisi h ile y’mn yeniden
parametrizasyonu ad1 verilir [1].

Tamm 2.1.16. Kabul edelim ki y:(0,00) - R3 bir uyumlu egri olsun. O halde y’ nin hiz
fonksiyonu vt € (0, o) i¢in

T
vy = er 1

ile tanimlanir [1].
Tamim 2.1.17. Kabul edelim Ki y: (0, ) — R3 bir uyumlu egri olsun. ¥’ nin s yay uzunlugu Vt €
(0, ) igin

0
ﬂo=juuﬂwu

ile tamimlanir. Eger Vt € (0, ) igin v(t) = 1 ise, y birim hizli bir egri adin1 alir [1].

Tamm 2.1.18. Kabul edelim ki y: (0,0) — R3 bir uyumlu egri olsun. Eger Vt € (0,0) igin
T,y (t) # 0 ise, y bir uyumlu regiiler egri olarak adlandirilir [1].

Teorem 2.1.19. Eger y bir uyumlu regiiler egriyse, o zaman y’ nin Oyle bir 8 yeniden

parametrizasyonu vardir ki 8 birim hizhidir [1].

2.2. Bir Diizlem Egrisinin Uyumlu Yay Uzunlugu ve Frenet Catisi

IcR den iki boyutlu R? uzayma C*® smfindan keyfi bir t parametresiyle
parametrelendirilmis
y(t) = (x(t),y(t)) egrisini gbz 6niine alalim.

Bu egrinin t = 0 dan t ye uzunlugu

t
-],
- fot (%)2 + (Z_Z)z dt 2.2.1)

dx dy
ds’ ds

dy
aﬂ“

formunda yazilir. O zaman (2.2.1) ifadesi E;(§) = ( ) teget vektorii i¢in egrinin yay

uzunlugu olarak bilinir. Egrinin egriligi lizerinde uyumlu tiirevin etkisini géz oniine alalim. Egrinin
teget vektoriiniin degismesiyle egrilik de degisecegi icin uyumlu teget vektorinii ||Ef (5)]| # 1

olmak tizere



EP ) = (T,(x(3), T, (y(3))
~ (d“x(é) d“y(§)>

dse ' dse

(2.2.2)

seklinde tanimlayalim. ||E1(“)(§ )” # 1 oldugundan (2.2.1) ifadesiyle verilen yay uzunlugu

formiilii egrinin uyumlu tiireve uygulanamaz. Simdi uyumlu birim teget vektorii tanimlayalim.

a%y(s) _ _a1-q d¥(s) dt
Toa =T,(y(s)) = s? T (2.2.3)

oldugunu biliyoruz. Simdi § yi s ye dontstiirecek

1
s = (ad)a (2.2.4)
doniisiimiinii tanimlayalim. Burada «, uyumlu tiirevin mertebesidir. Bu s parametresi igin
0<a<1lves>0igin

ds ., ds 225
P s T (2.2.5)
dir. Bu durumda s parametresi cinsinden y egrisi y(s) = (x(s), y(s)) seklinde tamimlanir. Simdi

egrinin teget vektoriinii uyumlu tiirevi ve s yay parametresini kullanilarak

ef(s) = Toy(s) = (To(x()), Tu (¥(5))) (2.2.6)
seklinde yazilabilir. Boylece (2.2.3)ve (2.2.4) ifadesinden
el )| = 1Ty

‘ dy dt”
“dt ' ds

_V” at
dtll " ds

= Sl_a.E.Sa_l.% =1 (227)

yazilir. Boylece (2.2.3) kullanilarak egrinin ortonormal birim vektorii

e5?(s) = (~Ta(¥()), Tu (x()) (2.2.8)

seklinde tanimlanir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

1_

1-a

1
Teorem 2.2.1. y egrisinin s = (a§)a« yay parametresi ile verilen e (s) birim teget vektor ve e5 (s)

birim normal vektorii vardir. Simdi y(s) egrisinin uyumlu frenet catisini ingaa edelim.



2.3. Bir Diizlem Egrisinin Uyumlu Frenet-Serret Formiilleri

1
s = (a§)e yay uzunlugu ile tanimlanan y(s) = (x(s),y(s)) C* egrisini gbz Oniine alalim.
Uyumlu Frenet ¢atisin1 baz alarak egrinin egriligini ve Frenet -Serret formiillerini bulalim. y(s)
egrisinin e; )(s) teget vektoriiniin (ela) (s), el(a) (s)) = 1 sartim1 sagladigini biliyoruz. Bu ifadenin

her iki tarafinin tiirevi alinirsa

de(“) (s)
(e1”(s), —==) =0 23.1)
de(“)(s) @
bulunur. Bdylece 151—5’ (s) normal vektoriiyle agiklanir. Yani
(@)
de; (s
—1 - ds( ) — K@(s). e (s) (2.3.2)

olup K@ (s), ¥ nin uyumlu mertebeli egriligidir. O zaman e1 )(s) nin normu gibi eza) (s)innormu
da birdir. Yani ||e2(“)(s)|| =1 dir. Boylece (e\”(s),e{”(s)) =1 olup bu ifadenin her iki

tarafinin s ye gore tlirevi alinirsa

(@)
de, (s
(e ()~ ( de: 19 o (2.3.3)
de(a) (
yazilabilir. ———= o © benzer sekilde bir A(®) (s) fonksiyonu i¢in
()
de, (s
Zd—s() = 1@(s).e{(s) (2.3.4)

yazilabilir. Diger taraftan ela) (s) ve eza) (s) ortogonal oldugundan (ela) (s), ez(“) (s))=0
ve bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

e, (s)

(a)
dey ), @ (5)) + (e @5, 22 )y _ (2.3.5)

( ds
bulunur. Bu ifadede (2.3.2) ve (2.3.4) yerine yazilirsa (@ (s) = —K®(s) bulunur. Boylece

asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.3.1. Uyumlu {el(“) (“)} ile verilen Frenet-Serret formiilleri

(a)

del (S) (a) (@)

S~ KO ().e{0(s)

ve (2.3.6)
(a)

d

ezds(S) = —K@(s).e{P(s)

seklinde verilir.



2.4. Egrinin Kesirli Egriligi K@ (s)

¥(s) = (x(s),y(s)) egrisinin K(s) egriligini hesaplamaya calisalim. J(y(s)) = (=y(s), x(s))
olmak iizere

() ()

K= er @4
formiiliiyle hesaplanir. T,y (s) = s1~%.y'(s) den
Y'(s) = s¥ L. Ty(s) (2.4.2)
y" = (@ —1).572Ty(s) + 5% (Tay(s))
= (@ — 1).5772.Ty(s) + s K@ (5)el¥ (s) (2.4.3)
ve
J(r' () =J(s* Ty (s)
= s (Tay (s)) = s J(Ta (x(5), Ta () (5))
= 5% (=Toy(s), Tax(s))
~1e{(s) (2.4.4)
ly' (Il = lIs* Ty ()l
S CRO]
— A
olup
ly' (I = s3¢73 (24.5)
bulunur. (2.4.3), (2.4.4), (2.4.5) ifadeleri (2.4.1)’de yerine yazilirsa
K(s) = s~ K@ (s)
veya
K@®(s) = s~ 1. K(s) (2.4.6)
bulunur.

Sonug 2.1. (2.4.6)’da (2.2.1) ve (2.2.4) de goz Oniine alinirsa

1
7

t
dy
o=« [i]a) “we
O =|a] || du ®)
0

bagntis1 bulunur.
. s% . [s% e e e . .
Ornek. y(s) = (cos (;),sm (;)) ¢emberini goz Online alahm. Bu ¢emberin K(s) =1 dir.

Simdi uyumlu egriligini hesaplayalim:

10



T,y =s'™¢ [(—s"‘_1 sin <£> ,s% 1 cos <ﬂ>]
a a
=(—sin[—,cos|—
a a

= e{(s)

elde edilir. Buradan

ez(“) (s) = <— cos <%> ,—sin <§>>

olur.

de{™ (s)
ds

K@ (s) = ¢ ) ez(“) (s))

den hesaplanirsa

(@)
des () _ —s 1 cos ﬂ —s* 1sin P
ds a )’ a

olacagindan

,es(s))

()
K@ (s) = (del—(s)
ds

=271 (6052 (%) + sin? (%)) bulunur. K(s) = 1 oldugundan K@ (s) = s*~1.K(s) ifadesi

saglanir.
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3. COK DEGISKENLI FONKSiYONLAR

R2 de ¢, (s) Ve c,(r) regiiler parametrik C*-smifindan siirekli diizlem egrileri olsun. Ayrica

bu egriler
c1(s) = (x1(5), y1())
ve
(1) = (x2(1), y2(1)) (3.1)

seklinde parametrizelendirilsin. Bu durumda c;(s) ve c,(r) aglortay egrilerine karsilik gelen
F(s,r) = 0 gok degiskenli fonksiyonu hesaplanir. Bu béliimde i = 1,2 igin F; (s, ) ¢ok degiskenli

fonksiyonlar1 hesaplanacaktir.

3.1. F4(s, ) Fonksiyonu

c1(8) ve c,(r) egrilerinin teget vektorleri, sirasiyla

t1(s) = (Tex1(5), Tey1(5))

ve (3.1.1)
ta(r) = (Toex2 (1), Ty (1))

seklinde ve normallestirilmemis normal vektorleri, sirastyla

ny(s) = (—TaY1 (s), Taxq (5))

ve (3.1.2)
np(r) = (=Tay2(r), Tax2 (1)
seklinde yazilabilir.

Diger taraftan c; (s) ve c,(r) egrilerinin normalleri dogrultusundaki kesisme noktalar

A =A(s,r) ve f = B(s,7) ¢ok degiskenli fonksiyonlari i¢in

c1(8) + (A = c(r) + ny(r)B (3.1.3)
seklinde yazilir. (3.1) ve (3.1.2) denklemleri (3.1.3) de yerine yazilirsa

(x1(5), ¥1(5)) + (=Toy1(5), Tex1(s))A = (X2 (1), ¥2 (1)) + (=Toy2(r), Tex2(1)B

veya

[xl (s) — (Tayl (S))A: y1(8) + (Tyxq (S))/l] = [xz (r) - (TaY2 (7”))/))' V2(1r) + (Tpx, (T))ﬁ]

veya

x1(s) — (Ta}’1 (5)))L =x,(1r) — (Tey2 (1)

¥1(8) + (Tax1(s))A =y, (r) + (Tex2 ()P

veya

_(TaJ’1 (S))/'l + (TaJ’Z (T))ﬁ = x,(r) — x,(5)

Tyx1(s)A — (Taxz (T))ﬁ =y,(r) —y:1(s) (3.1.4)



elde edilir. (3.1.4) sisteminin Cramer sistemine gore ¢oziimii olmasi i¢in

A= _TaY1(S) TayZ(r)
Tax1(s)  —Taxa(r)

kabul edilirse ve

X2(1), =x1(8)  Tay.(r)
Y2(r) —y1(s)  —Taxz(r)

A= A(s,r) = % ifadesinden

=0

—Tay1(s)  x2(r) — x1(5)
Tex1(s)  y2(r) — y1(s)

1= denirse

e A2=

Xo(r), —x1(8)  Tay2(7)
7= aGsry = 2D =N Ty )

—Toy1(s)  Tay2(7) (3.1.5)
Tax1(s)  —Taxa(7)
benzer sekilde § = B(s,r) = 72 ifadesinden
—Tay1(s)  x2(r) — x1(5)
B =pB(s,r)= Tax1 () y2(r) = ¥1(5) G16)

_Tayl (S) Tayz (T)
Taxl(s) _Taxz (T)

elde edilir.
A(s,r) ve B(s,r) iki degiskenli fonksiyonlar kesim noktasinda iki degiskenli bir fonksiyonla yani:
P(s,r) =c1(s) + ny(s)A(s,1r) = c,(r) + n,(r)B(s, 1) (3.1.7)
seklinde ifade edilebilir. Ayrica P(s,r) iki degiskenli fonksiyonu c¢;(s) ve c,(r) den esit
uzaklikta olmak zorunda oldugundan

IP(s, 1) — 1Nl = IP(s,7) = c2(MI
yazilabilir. Bu son esitlikte (3.1.7) kullanilirsa
nf ($)(A(s,m))? = nZ(r)(B(s,1))? (3.1.8)
elde edilir. (3.1.8)’de (3.1.5) ve (3.1.6) kullanilirsa

|xz(r>,—x1(s> Toay2 () [\ > |—Tay1(s) %5 (1)=x1(5)
e ylz‘(?iyfé(f) oA | WO e T | =0 (3.1.9)

|—Tay1 () Tay2(r)

Tax1(s) —Taxo(r) Tax1(s) —Tax2(r)

veya
n2(5)[— (22 () = %1 () Ta2 (1) = () = Y1 (SN Tay2 ()]’ = n2[(~ 02 (r) —
V() Toy1(s) = (x2(r) = 2,())Tax1 (5)]* = 0 (3.1.10)

bulunur. Burada (3.1.2) denklemi kullanilirsa
P(s,7) = (To?)ﬁ (s) + To%x1(5))[(x2 r)—x (5))Tax2 () + @2(r) — 1 (N Tey2 (7”)]2 -

(Tcg}’Z (r) + Tchz (7’)[(3’2 ) —»n (S))TaY1(S) + (xz (r) — (x1(5))Tax1(5)]2 = 0) (3.1.11)

bulunur. Bu denklem c; (s) ve ¢, (r) egrilerinin agiortay egrisidir.
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3.2. F,(s,r) Fonksiyonu

Bu yontemde P(s,r) aglortay noktalarimi elde edecegiz. c;(s) ve c,(r) egrilerinin
aciortaylart P(s,r) nin bir noktasinda oldugu zaman ¢, (s) ve c,(r) egrilerinin P yi igeren L (S)
ve L, (r) gibi iki noktasi vardir. Bunun sonucu olarak P noktasi agagidaki lineer iki denklemi saglar
oyle ki;

Li(s):{P = c1(s), T1(s)) = 0

ve (3.2.1)
Ly(r):{P — c2(r), T2(1) = 0

Buradan direk hesaplamayla

(P, t1(5)) = {c1(5), t1(5)) (3.2.2)
ve

(P, t5(1)) = {co(1), t2 (1)) (3.2.3)
elde edilir.

P(s,7) = (x(s,7),y(s, 1)) kabul edilip (3.1) ve (3.1.1) ifadeleri (3.2.2)’de kullanilirsa, yani
((x(s,7),¥(5, 1)), (Tax1(8), Tay1(5))) = ((x1.(5), y1(5)), (Tex1(5), Tey1(5)) )

x(s,1)Tex1(s) + y(s,1)Tey1(s) = x1(8)Tex1(s) + y1($)Tey1(s) (3.2.4)
ve benzer sekilde (3.1) ve (3.1.1) ifadeleri (3.2.3)’de kullanilirsa

((x(5,1),(5,1)), (Taxa (1), Tay2 (1)) = {2 (1), y2. (1), (T2 (1), Tay2 (1))

x(s5,M)Tax2(r) + y(5,1)Toy2 (1) = %2 () Tex2 (1) + y2 (N Ty, (r) (3.2.5)
elde edilir. Boylece (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinden

x(s,7)Tax1(5) + y(5,1)Tay1(s) = x1(8)Tax1 () + y1($)Tey1(5)

ve (3.2.6)
x(5,1)Tx2 (1) + y (s, 1) Ty (1) = x2(N)Tpx2 (1) + y2 (1) Ty ()

Tax1(s)  Tay1(s)

# 0 kabuli altinda cramer
Taxa(r) Toy,(r)

denklem sistemi bulunur. Bu sistemin A =

yoOntemine gore ¢Oziimii aranirsa

A= x1()Tex1(s) +  y1(8)Ty1(s) Tey1(s)
P ey (MTax () + v (1) Ty, (r) Tay2(1)
ve

A= Tex1(8)  x1(8)Tex1(8) + y1(8)Ty1(s)

2T Tyxa (1) xp (M Ty (1) + y2 (N Ty (r)

. i, . .
olmak iizere x(s,1) = 71 ifadesinden
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X1 () Tex1(8) + y1()Tey1(s)  Tpy1(s)
Xo (M) T X, (1) + ¥, (N Tey (1) Tey, (1)
Tex1(s)  Tey.(s)
Tax, () Toy,(r)

elde edilir. Benzer sekilde y(s,r) = %2 ifadesinden

Tex1(s)  x1(8)Tex1(8) + y1 ()T y1 ()
Toxa(r)  xp(r)Taxa(r) + y2 ()T y2 (1)
Taxl(s) TaYl(S)
Touxo (1) Tayo(1)
bulunur. Yani P(s,r) = ((x(s,r),y(s,r)) ifadesinden

P(s, 1) = c1(s) + ni()A(s, 1) = ¢, (r) + ny(r)B(s,r) bulunur. Ayrica P(s,r) asagidaki

x(s,r) =

y(s,r) =

IP(s,7) — c1(s)|| = lIP(s,r) — c,(r)]| denklemini saglar. Boylece

(P(s,1) = c1(5), P(s,7) = c1(8)) = (P(s,7) — ¢2(r), P(s,7) — c2(1))

veya

(P(s,7),P(s,1)) = 2(P(s,7), ¢1(5)) + {c1(5), €1 ())=(P (s, 7), P(s,7)) — 2(P(s, 1), c2(r)) +
(c2(r), c2(1))

veya

2((P(s,7),¢1(5)) = (P(s, 1), c2(r))) = (c2(r), 2 (1)) = {c1(5), €1 (5) )

ya da agiortay P(s, 1)

(c2(1), c2(N) = {c1(s), €1 (5))
2

(P(s,1),c1(5) —c2(r) ) =

denklemini saglar.

15



4. R? pE UYUMLU EGRININ KONUM VEKTORU

¥ = y(s), R? de birim hizl1 uyumlu egri olsun. Bu egrinin @ —Frenet ¢atis1 {e{, e$} seklinde
olmak iizere y = y(s) egrisinin bu ¢atiya gore konum vektorii
x = x(s) = pref' (s) + pzez (s) (4.1.1)
seklinde s parametresine bagli uq, 1, fonksiyonlari cinsinden yazilabilir. (4.1.1) ifadesinin tiirevi

alinir

dx(s) _dp
s E‘ﬁ (s) +uy

ve Frenet denklemleri kullanilirsa

def'(s) du, deg (s)
ds +Eez () + 1z ds

d d
STlef(s) = L efi(s) + KPS () + 2 ef (5) — 1 Kef (s)

veya

duy
_ K% — a-1 _ 0
ds Ho S

ve (4.1.2)

dy;
—+ 5, K¥=0
ds Hq

elde edilir. Ayrica (4.1.2)° nin ikinci denklemini (4.1.2)° nin birinci denkleminde

yazarsak (4.1.2)'nin ilk denkleminden

1 rdpy _
N

ds
olacagindan bu ifade (4.1.2)" nin ikinci denkleminde yazilirsa
drl(dm a-1 a
g[ﬁ(g—s )] +‘L41K =0 (413)

elde edilir. u; e gore ikinci mertebeden bu diferensiyel denklem y (s) uyumlu egrisinden elde edilen

bir karakterizasyondur. (4.1.3) ifadesinde
0=z Ve = [TK%s (4.1.4)

Degisken degistirmesi yapilirsa yani % (Q (% - S“'l)) + ,ulg = 0 dan
(@) e )

=0 (4.1.5)
bulunur. Bu denklemi ¢6zmeye ¢alisalim .
do _dodo _do1
ds dods dfp

Ve

(4.1.6)



du, dp;d6 dpg 1

ds " dods  ds o (+1.7)
ve
d’u, d (d@) _d (dy1 1) _d (dy1 1)1
ds? ds\ds) ds\ds o/ do\dé o/o
_d*up 1 1dodyy
T dh?% o2 p3d6 db
1 [d? ldu, d
I e S e (4.1.8)
0%|do? o d6 de
elde edilir. (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.8) ifadeleri (4.1.5)’de yerine yazilirsa
dol/du, 1 1 (d? ldu, d ds®1
deldin 1 o)y L(Lt_Ldmde)) a2 p_,
dfo\db o 0%\ do o do db ds 0
veya
dodu, 1 s%°1 p 1d?u; 1du,df  ds*1 L
de deé o? 0 o dB? p? df do s o
veya
1 dZ d a—-1 a—-1
1% g ds™t s
odf? o ds 0
veya
dzﬂl 2 ds*! a-1
gz (T T TS
en son
duf _ i}
702 +u; = 0%(a —1)s%72 + s¢71 (4.1.9)
bulunur. (4.1.9) denkleminin ¢6ziimiinii yapalim. Bu denklemin homojen denkleminin ¢éziimii
m?2+1=0
olacagindan
m?=—-1=+/-i
olup

Yp = €1 €086 + ¢, sin 6
olacagindan parametrenin degisimi metoduna gore
Yp = V1 €080 + v, sin6 (4.1.9)
seklinde tiirevlenebilen v; ve v, fonksiyonlar1 vardir. O halde buradan

Yp = V1 €0s6 + v, sinf — v; sin + v, cos O

olup
v1cosf +v;sinf =0 (4.1.10)
olacagindan y,' = —v; cos @ — v, sin@ — v; sin 6 + v; cos 6 denkleminden
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—vysinf + vy cos O = p? (@ — 1)s* 2 — 571 (4.1.11)
bulunur. O halde (4.1.10) ve (4.1.11)’ den

0 sin
2 a-2 a—1
, o (@—1)s%%—s 0sfl L s oae
P11 cosf sinf =sinfe®(a — 1)s § (4.1.12)
—sinf cos#@
cos @ 0
—sin@ 2 —1)s%2 _ ga-1
vh = sinf o°(a—1)s s = cosp?(a — 1)s%2 — a1 (41.13)

cos@ sin@
—sinf@ cos@

elde edilir.O halde (4.1.12) ifadesinden yani v; = sin g% (a — 1)s%~2 — s*~1 denkleminin her iki
tarafin integrali alinirsa

v, = [[ 0%sinf(a — 1)s*72d6 — [ s*1do] (4.1.14)
ve benzer sekilde (4.1.13)’den v} = cosfo?(a — 1)s%? — s%~1 ifadesinin her iki tarafinin

integrali alinirsa
v, = [[ 0% cosO(a — 1)s*2dO — [ s*71d0] (4.1.15)

bulunur. O halde (4.1.9):, (4.1.14) ve (4.1.15) denklemlerinden

Uy = cycos6 +c,sinf + vyef + v,ef

veya

S S
=c;c0s60 +c,sinf + [(a — 1).[ s?sinf (a — 1)s*~2d6 — f 5“—1d9]
0 0

N N
+ [(a — 1).[ 0% cos0s*72do — f s“‘lde]
0 0
bulunur.
Diger taraftan% = [(s) denilirse (4.1.2) denkleminin ilkinden
L, = % [I(s) — s*°1] (4.1.16)
bulunur. Béylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. y(s), R? de uyumlu birim hizli @ —Frenet ¢atili uyumlu egri olsun. O zaman Frenet

catilt uyumlu egrinin konum vektorii asagidaki sekilde yazilabilir.

s 0
X=X(s) = {cl cosB +c, sin6 + [(a - 1)[ 02sin 0 s%2dQ — f S"“lde]
0 s

S S
+ [(a — 1)f 0% cosAs* 2dO — j s“‘lde]} ef(s)
0 0

+{oll(s) —s*}ef (s) (4.1.17)
0 = [ do d.

1

Burada ¢ = <

Teorem 4.1.2. ¥(s), R? de uyumlu birim hizl {el(a) (s), ez(a) (s)} a —Frenet ¢atili bir uyumlu egri

olsun. Bu taktirde uyumlu egrinin konum vektori ve egriligi:
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d V d’y dy
—[—= —1)s%7? a-1___ K%s®1——=90 4.1.18
CYERRISY. QU AR a9
dir.

Ispat: y(s), R?de uyumlu birim hizh {el(a) (s), ega) (s)} a —Frenet ¢atili bir uyumlu egri olsun. O

zaman a —Frenet ¢atisi

de ™ (s
% = K@@ (s) (4.1.19)
(@)
de, (s
2 a( ) —K@e(s) (4.1.20)
esitliklerini saglar. (4.1.19) denklemi (4.1.20)’ de yerine yazilirsa
()
d 1 del (S) a (@)
d_<K_d—> K ®(s) =0 (4.1.21)

a—1

bulunur. Ayrica e (s) =T,y(s) =s % oldugu (4.1.21)'de yerine yazilirsa

d({1d dy dy
a-1_"" Krsa—1Z0 —
ds <K“ ds (S ds)) - ds 0

d d d? d
d_<_( —1)s*72, y+s“_1—y>+K“s“_1—y=0

veya

ds ds? ds

bulunur.
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5. UYUMLU EGRININ KENDiIi FRENET VEKTORLERINE GORE
UYUMLU KONGRUENT EGRILERIi

Bu béliimde uyumlu egrilerin kendi frenet vektorleri yardimiyla olusturduklar1 kongriians
uyumlu egrileri tanimlanarak bazi 6zel durumlar altinda 6zellikleri incelenecektir.

Tanmm 5.1 Bir y(t) uyumlu egrisi verilsin. w(t) egri boyunca egrinin her noktasinda
{ef(to), e5 (ty)} a —Frenet vektorleri ile siki sikiya bagli bir vektor alani olsun. Herhangi bir

t =ty igin {w(ty),y(ty)} lincer bagimsiz olmak iizere w(t,) vektér alanina gore bir
kongriiansi B(ty) — v (ty) € Sp{w(ty)} © y(ty) = B(ty) (modw(ty)) seklinde tanimlanir.

Bu sekilde taniml1 bagintinin denklik bagintisi oldugu kolaylikla gosterilebilir. Her bir ¢, igin

tanimlanan denklik bagintis1 ile elde edilen 08(t,) vektorleri diizlemde yeni bir uyumlu egri

olusturur. Olusturulan bu uyumlu egrinin regiiler olma sarti

dw(t) da(t) dw(t)

dt o + W(to) i + }{(to) dt ..

t=t,
ile verilir.

Bu boliimde y(s) uyumlu egrisinin @ —Frenet ¢atisim {e{'(s), e (s)} seklinde bu egriye
kongruent olan s* uyumlu yay parametreli B(s*) egrisinin @ —Frenet ¢atisin1 {E{*(s*), E5(s™)}

olmak tizere

B = L) (5.1)
ve
dEf(s™)
EF(s") = % (5.2)
ds*

seklinde tanimlanip ve f§ egrisinin egriligi

dE®(s*
kg(s*) = Cll—s(f) (5.3)

formiiliiyle hesaplanacaktir.

5.1. Uyumlu Egrinin Teget Vektoriine Gore Uyumlu Kongriient Egrisi

Tamim 5.1.1. {ef(s), e5(s)} a —Frenet vektorleriyle verilen uyumlu egri y olsun. y egrisinin yer
vektordi ile

B —v € Splef ()} &y = B mod(ef (s))
bagintis1 ile tamimli § vektoriinii yer vektorii kabul eden egriye y nin teget vektoriine gore

kongruent uyumlu egrisi denir.



B egrisinin uyumlu yay parametresi s* olmak iizere f uyumlu egrinin yer vektorii
B(s™) =y(s) + Aef (s) (5.1.1)
olarak yazilabilir. (5.1.1) esitliginin her iki tarafinin y uyumlu egrisinin s yay parametresine gore

tiirevi alinir, y egrisinin @ —Frenet catis1 kullanilirsa

dp(s") d_S*zd_y+/1’ “(s)-l—lK es(s)

ds* “ds ds
olur. Burada
d*B(s") - adﬁ(S) dp(s*) a1 A7B(ST) N ity
d—s*_( s*) p= P = (s") W—(s) EF(s™)
d%y dy dy d%y dy d%y
1-a a-1_"1" L — ca-1 a 1 a
G5 TGS me o as S g s a®
d *
(B () 7 = 5% el (s) + 2'ef (5) + ARy ef (5)
veya
ds”
(s Ef () —— = (s + Wefi(s) + 2K, ef (5)
veya
ds”
(sDEf (s —— = (s“71 + A)ef () + AKyef (s) (5.1.2)
bulunur. Burada
ds” (1-a) a-1 N2 2
——=0" J(s +1)2 + (AK,) (5.1.3)
bagntist Vardlr.Eger
(s 1457 J(s“ L4224+ (K2 =0 (5.1.3),
denilirse (5.1.2)|fade3|
s ) AK
EZ(s*) = %ef‘(s) + Tyeg(s) (5.1.4)

(5.1.4) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
dEf(s")  ((@=1)s*2+21")g — (s* '+ Ao’
ds a?

MK, + K}, )o — (AK
+( Y 7)20- ( V)O- a() YK ef‘(s)

s 14 )
ef(s) + %K}/eg(s)

o
veya
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dE{(s")

ds

((a C1)s®2 4 A — /I(K],)2> o= (s + 1o’
= 2 et (s)

VK, + 2K, + (s* 1 + 1)K, )o — (AK,) o’
+ Ky 4 p v) Y eg(s) (5.1.4),
bu ifadede

((a C1)s%2 4 4 = /I(Ky)z) o — (s + 1o’
pP= —

ve

R = (A'Ky + 2Ky, + (s* 1+ 1)K, )o — (AK,)a’

o2
denilirse (5.1.4), ifadesi
dE{(s*
tzg ) _ Pef(s) + Ref(s) (5.1.4)5
formuna doniisiir. Diger taraftan
dE¥(s*) dE{(s*) ds
I - ds  ds (5.1.5)
oldugundan (5.1.3) ve (5.1.4)3 ifadeleri (5.1.5) de g6z Oniine alinirsa
dE{(s") 1
= (Peft(s) + Reé"(S))—(S*)l_ag (5.1.6)
seklinde yazilabilir. Ayrica
dEZ(s™)
AL\ ds*
EZ (S ) - dE{Z(S*)
o
oldugundan
ES(s*) = Lef‘(s) +Le§‘(s) (5.1.7)
VPZ + R? PZ+R2
elde edilir. Bunlara ilaveten
dE{(s™)
kg(s*) =
(™) H 15
esitliginden
kg(s™) = (S*)l—_aGZ\/PZ + R?
veya
2 2
X [(a — s 24+ Q" — A(Ky) o—(s® 1+ /1’)0’] +
B0 = Gy

[(VK, + K, + (s¢~1 + 1)K, )o — (2K, )o']”
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dir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 5.1.1 y, K, egrilikli ve {ef'(s), e (s)}, a-Frenet catili uyumlu egri olsun. y uyumlu
egrisinin teget vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi £(s*) ise f nin @ —Frenet elemanlari

“li 2 K
Ef(s") = %ef‘(s) + 1L e (s)

P R
AL a*\ a a
E¥(s™) _—P2+R2 eg (S)+—P2 2 e; (s)

ve

1 [(a —1)s*2 4+ )" — A(K],)ZJ — (s 1 4 /1’)0’]2 +

kp(s™) = +—Si-az
P (SD0® | (K, + Ky + (57 + 49K, )o — (4K, )o]’

dir. Burada

o= \/(sf’f-1 + A% + (AK,)?

(@=1s2+27 = 2(,)*) o = (s + )0
0-2

(XK, + 2Ky, + (577 + 2K, Jo — (K, )a”
- 2

P =

o
dir.

Sonu¢ 5.1.1 y, K, egrilikli ve {ef(s),es (s)}, @ —Frenet catili uyumlu egri olsun. y uyumlu
egrisinin teget vektoriine gore yani
B(s*) =v(s) + Aef (s)

seklinde ifade edilen 8 uyumlu egrisininde A sabit ise § nin & —Frenet elemanlari

a-1 1K
Ef(s") = ef (s) + —e 2 (s)
E3(s") = ;6’1 (s) +L€§‘(S)
VP2 +R? VP2 + R?
ve egriligi de
kg
1

(s - a~\/[((0‘ —1)s% 2 + A(Ky) )G — (s%~ 10")] + [(AK’ + (5%~ 1)Ky)a — (AKY) ~’]

seklinde ifade edilir. Burada

0—\/ s2472 4+ (AK,)?

(¢ —1)s* 2 4+ (2K,)?6 — (s* 1)6’

P = 52
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(2K}, + 57K, )& — (AK,)§’

G2

R =
dir.
Ispat. Teorem (5.1.1) de A’ = 0 konumu ile yani

6=0ly_0 P=Pl|y_o R=Rl|y_,dansonug (5.1.1) bulunur.

5.2. Uyumlu Egrinin Normal Vektoriine Gore Kongruent Uyumlu Egri

Tamm 5.2.1 {e{(s), e5(s)}, « —Frenet vektorlii uyumlu egri y olsun. y egrisinin yer vektorii ile
B —v € Sp{e7 (s)} &y = f (mod(e3 (s))

bagintisi ile tanimli £ vektoriinii yer vektorii kabul eden uyumlu egriye y nin normal vektoriine

gore kongruent uyumlu egri denir.

B egrisinin uyumlu yay parametresi s*olmak iizere § egrisinin yer vektorii

B(s™) =y(s) + Ae7 (s) (5.2.1)

seklinde yazilabilir. (5.2.1) esitliginin her iki tarafinin y egrisinin uyumlu yay parametresi s ye

gore tiirevi alinir ve y ve § nin @ —Frenet catilar1 goz oniine alinirsa :

dp(s*) ds* dy _, des (s)
ds* "ds ds-l_)Le2 () +4 ds
veya
N\a—-lpa *dS* a-1,a I, a

(s")*“Ef(s )E =s%"ef(s) + Vez(s) — AK, ef (s)
= (s*1 = 2K, )ef(s) + Ve (s) (5.2.2)
bulunur. £(s*) egrisi uyumlu birim hizli egri oldugundan s* ve s arasinda
ds”
—= (5*)1—aJ(Sa—1 — AK,)% + (A)2 (5.2.3);
bagintis1 vardir.

o= \/(s“‘l - AKV)2 + (1)2 (5.2.3),
denilirse (5.2.2) ifadesi

a-1 __ /1!

EZ(s*) = Tyef‘(s) + —ef(s) (5.2.4)

seklinde yazilabilir. Eff(s*) m s ye gore tiirevi alinirsa

dE{(s™) _ ((a —1)s* 2 - 2K, — AK;) o—(s*t-2K,)o’ . s~ - JK, .y
ds o2 er(s) + — Y e (s)
A,”O- _ /1/,}/1 . /1[ u
+ — 7 & (s) — - K, ef(s)
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ve diizenlenirse

dE%(s") _ ((a —1)s*2 = 22K, — /IK;,) o—(s*1-2K,)o’ .

ds 0_2 €1 (S)
Ao —2Ay)—(s*"1—-2K,)K, o
4 r) ((;2 D% e ) (5.2.5)
olur. Burada
(a-1)s*"2-22"K, - 2K} Jo—(s*"1-1K,) )o’
_ ( a-bs 4 - y)" (s y)o (5.2.6)
ve
"l N\ _rca—1_
L = E Ry CT T MKk (5.2.7)
denilirse (5.2.5) ifadesi
dEX(s”
% = Ke&(s) + LeZ(s) (5.2.8)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan

dE{¥(s*) ds ds
——~ — = (Ke{{(s) + Leg
ds ds* ( er(s) + Lez (S)) ds*
oldugundan (5.2.3): ve (5.2.3), den
dE{¥(s") u a
ds - (S*)l_ao_ (Kel (S) + L€2 (S)) (5.2.9)
dEF(sM)
a *Y ds* H H
bulunur. O halde ES (s*) = —”dE,f(s*) ifadesinden
ds*
EF(s*) = Lef(s) + ;eg(s) (5.2.10)
K% + L2 K%+ 12
elde edilir. Ayrica B(s") egiligi kp(s*) = |22 | oldugundan (5.2.9) veya (5.2.6), (5.2.7) den

T O ————
(s¥)1-a g3

+{("o - 16") — (s*-1 = AK, K, 0]

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.1 y,{e¥(s),e5 (s) } uyumlu a —Frenet ¢atili uyumlu egri olsun. y uyumlu egrisinin

normal vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi £ ise f nin @ —Frenet elemanlart
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sa—1 _ K, ¢
Ee(s) = Y paiey + Lex(s)
o o)
ve
ES(5") =~ ef(s) + e £ (s)
K%+ 12 K%+ 12

ve egriligi

N P e

k[;(s*) = m (5211)

+[("o = X'a") = (s*~1 = AK,)K, 0]"

dir. Buradan asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonu¢ 5.2.1. y, K, egrilikli ve {ef*(s), ez (s)} a —Frenet catilh uyumlu egri olsun. y uyumlu
egrisinin normal vektoriine gére kongruent yani

B(s*) = y(s) + 2e7 (s)

seklinde yazilan B(s*) uyumlu egrisinin A nin sabit olmasi durumunda a —Frenet elemanlart

Ef(s") = tef(s) (5.2.12)

EF(s") = —e5(s) (5.2.13)
1

kg(s*) = (S*)T%_Ky (5.2.14)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki uyumlu egrisinin normal vektériine gore kongruent uyumlu egrisi 8 olsun.

O zaman
B(s*) =y(s) + 2e3(s)
seklinde ifade edileceginden ve hipotezde A nin sabit oldugu gbéz Oniline alinirsa (5.2.4) den
a—1_
Ee(s) = T2 o (5.2.15)

ve (5.2.6) ifadesinden K = ((e-1)s72-2K Jo—(s°" - Ky )o’

olup (5.2.3), den

0-2
o= (s*1-1K,) (5.2.16)
ve
o' = ((a - 1)s*? - IK;) (5.2.17)
olacagindan
_ ((a=1s772-2K5 )(s%71 - 2Ky )~ (471 - 2K, ) (@—1)s*2-2K})
K= 722K, =0 (5.2.18)
benzer sekilde
—(s¥1-2Ky)o
L= TVKV (5.2.19)
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veya (5.2.16) ifadesi (5.2.19) da yerine yazilirsa

L=-K, (5.2.20)
olacaktir. Nihayet (5.2.18) ve (5.2.20) ifadeleri (5.2.10) da g6z 6niine alinirsa
ES(s*) = —es(s) (5.2.21)

elde edilir. § nin egriligi (5.2.11) de

e _|leEEE) [ 1 . 1 .
p(s™) = rrcam ((5*)1_0,01(1/32 (S),(S*)T%Kyez (s))
- (S*)l_“a 14

Sonug 5.2.2 y, K egrilikli ve {ef*(s), es (s)} a —Frenet ¢atili uyumlu egrisinin normal vektoriine

gore kongruent uyumlu egrisi § olsun. y uyumlu egrisinin egriligi K, sabit ise § nin egriligi

1 [((a —1)s*2 — A’Ky) o— (s“‘l — AKV)G’]Z

40" e

(5.2.22)
+[(l”a —ANa') — (s“‘l — AKV)K],J]Z
Ispat. y uyumlu egrisinin K, egriligi sabitse K}, = 0 olacagindan (5.2.11) den (5.2.22)
elde edilir.
Sonuc 5.2.3 y, k,, egrilikli ve {ef*(s), e3 (s)} a —Frenet ¢atili uyumlu egrisinin normal vektdriine
gore kongruent uyumlu egrisi f oldugu durumda yani
B(s™) =y(s) + 2e5 (s)

Yaziliminda A sabit ve k, sabit ise f nin @ —Frenet elemanlari

ETY(s) = ef'(s)

E5(s*) = xez(s)

1
kg =+———K
B —(S*)l—ao- Y

dir.

Ispat. y uyumlu egrisinin normal vektdriine gore kongruent uyumlu egrisi § olsun. Eger K, ve A
sabit ise (5.2.3); den

o=|s*1 - 2K,| (5.2.23)

ve (5.2.4) ve (5.2.23) den E{*(s*) = +e{(s) bulunur. Ayrica (5.2.6)

K= ((@a—1)s*%)(s** - 2K,) —2(5“‘1 — K, ((a = 1)s72)

o
dan K = 0 bulunur ve
(s*7' - 2K, )K, (s* "1 —2K,)

L=+ =
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olacagindan
E5(s) = +e7 (s)
bulunur. Ayrica (5.2.11) denkleminden

1
kg(s™) = —(s*)l—“a3 /a‘*k%

1
= (S*)l—ao- KV

bulunur.

5.3. Uyumlu Egrinin Teget Vektoriiniin Egrinin Normal Vektoriine Gore Kongruent
Uyumlu Egri
Tamm 5.3.1. {e{*(s),e5(s)} uyumlu Frenet vektorlii , uyumlu egri y olsun. y egrisinin teget
vektori ile
B —ef (s) € Sple7 (s)} & ef (s) = B(mode; (s))
bagintist ile tanimli f§ vektoriinil yer vektorii kabul eden egriye y nin teget vektoriiniin egrinin
normal vektoriine gére kongriient egrisi denir.
B uyumlu egrisinin yay parametresi s* olmak tizere f§ egrisinin yer vektorii
B(s*) = eff(s) + 1ed(s) (5.3.1)
olarak yazilabilir. (5.3.1) ifadesinin her iki tarafinin y uyumlu egrisinin s yay parametresine gore

tirevi alinirsa
dp(s*) ds* def(s) dA des(s)
ds* “ds  ds +%62(s)+/1 ds

*

ds
s*a-1) EEf‘(s*) =K, e5(s) + Veg(s) — AK, ef (s)
= —AK,ef'(s) + (KV + A’)eg(s) (5.3.2)

bulunur.Boylece s* ve s arasinda

o8 = [k, + (, + 1) 39

bulunur. Eger

s D= \/ (=2K,)" + (&, +2)" =0 (5.3.4)
denilirse (5.3.2) ifadesi
Ef(s) = v on(s) + K8 g o) (5.35)

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
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dEZ(s™) —-A'K, — K}, )o — (—2K,, )o’ (=AK
= _ 2Ky QZ ) ef (s) + ———Kyef(s)
K, +21")o— (K, +1")d’ K, +24
(o ) (52 8)
_ (=22K, - 2K}, —KZ)o + (1K, )a’ 0 (s) + (K + 2" = 2K2)o — (K, + Ao’
B a? 1S o2 ez (s)
olacagindan
21K, — AK,, —K2)o + (1K, )a’
< G 2K, = K)o+ (2, 6536
K, +2" —AK%)o — (K, + 1o’
N _ (K QZ K +1) (5.3.7)
denilirse
dEY(s”
% = Me{(s) + Nes (s)
elde edilir. Ayrica
dEZF(s*) ds ds
Z—S'ds* = (Mef!(s) + Neza(s)) dS*
oldugundan (5.3.4) ifadesi goz Oniine alinirsa
dE#(s*) 1
;Sf = e (Mef(s) + NeZ(s))
bulunur. Ayrica
dE{(s™)
AL ds*
= [
ds*
— M a N a 5 3 9
IR CAR Ty i 539
bulunur. O halde S egrisinin egriligi
dEF(s™)
kg(s™) = ||———
(s%) H Is*
=(S*)T%_\/MZ + N2 (5310)1
2
1 , ) 2 12 [ +K, - K)o
= —(5*)1_%3J[(—2A K, — 2K}, —K,) o + (AKy)a] + (K, + 1)o" (5.3.10),
4

Boylece asagidaki teorem verilir.
Teorem 5.3.1. {ef'(s),e5(s)} uyumlu Frenet gatili konformable y egrisinin teget vektoriiniin,

egrinin normal vektoriine gore kongruent egrisi 8 ise f nin uyumlu Frenet catisi

es(s) (5.3.11)

(2 +K,)
o

A * _AKV a
Bf(s) = —Lefi(s) +
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M N
N Y a
e O e ) (>3.12)

dir. Burada

E3(s") =

= (—24'K, — 2K}, —KZ)o + (K, )a’
2

g
_ (Ky +2"— AKF)o — (Ky + )0’
o?

N

dir. Ayrica kongriient uyumlu £ egrisinin egriligi

kg = % J [(—22'K, — K}, — K2)o + (AK,)o’]* + [(2" + K}, — AK2)o — (K, + 1')o’]"
dir.
Sonug 5.3.1. {ef(s), e5 (s)} a —Frenet ¢atili ,uyumlu y egrisinin teget vektoriiniin, egrinin normal
vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi § ise yani
B(s™) = ef (s) + ez (s)

ise ve A sabit olmas1 durumunda 8 egrisinin @ —Frenet elemanlari

-2 1
EX(s") :mef(s)+me§(s) (5.3.13)
— -
EZ(s") :\/H_/lzef‘(s)+me§‘(s) (5.3.14)
ve egriligi
kp(s™) = Gyr=a K
dir.

Ispat: y uyumlu egrisinin teget vektoriiniin egrinin normal vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi

B olmasi halinde A sabit ise (5.3.4) den

o = K, |12 + 22 (5.3.15)

Ve (5.3.5) den

o' = Ki\1% + 22 (5.3.16)
— 1

EX¥(s") = ef(s)+ es(s) 5.3.17

O N o TAL A oy v (5:3.17)

olur. Diger taraftan (5.3.6), (5.3.15), (5.3.16) den

- (2K}, — K2)K, V12 + 22 + +(2K, ) (K} )V1Z + 22
B K2(1+ A%)
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_KWVIZ+ 22 KN+ 22
CORZA+22) 0 1+22
ve (5.3.7), (5.3.15), (5.3.16) den
N (Ky, — AK2) (K, V1% + 22) — K, K} V1% + 22
KZ(1+22)

_AKGVI+ A2 2K V12 422
KR+ A2) 142

olur. Ayrica

M+ N2 = JK%(l +A) KA+ ngu +22)(1 + 12)

(1+22)? (1+22)2 (1+22)?
=K,
olur. Boylece (5.3.11) den

ES(s*) = ef(s) + N

ez (s)

i
elde edilir. Ayrica (5.3.10): ve (5.3.19) dan

kp(s") = Gyimag X

bulunur.

(5.3.18)

(5.3.19)

Sonug 5.3.2. y uyumlu egrisinin teget vektdriiniin egrinin normal vektoriine gore kongruent uyumlu

egrisi 8 olsun. Eger y min K, egriligi sabitse f nin @ —Frenet elemanlari

—AK K, + 2’
Ef(s) = —ef(s) + (Yf,)eg(s)

ve
M N
ES(s") = ————6(s) + ——=0£(s)
/Mlz + N, ? /Mlz + N, *
ve egriligi

(5.3.20)

(5.3.21)

kp(s") = e J [(—22K, — K2)o + (4K, )o’']" + [(2" = 2K, )o — (X' + K, )o']* (5.3.22)

dir. Burada
_ (—22K, —K2)o + (2K, )’

o?

1

ve
_ (" - AK)Z,)J -+ Ky)a’

g2

1
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Ispat: y uyumlu egrisinin teget vektdriiniin egrinin normal vektdriine gore kongruent uyumlu egrisi

B olsun. Eger y nin kg egriligi sabitse (5.3.5) ayn1 olacagindan

—AK K, + 4
Ef(s") = —Tef(s) + (Vf,)esf(s)

ve (5.3.6), (5.3.23) ve (5.3.24), (5.3.21) ifadesine ve (5.3.12), (5.3.21) ifadesine ve nihayet (5.3.10);
, (5.3.21) ifadesine doniistir.

Sonugc 5.3.3. y uyumlu egrisinin teget vektdriiniin egrinin normal vektoriine gore kongruent uyumlu
egrisi B olsun. Yani

B(s") = ef(s) + Aeg(s)
yaziliminda A ve y nin K, egriligi sabitse f nin @ —Frenet elemanlari

- 1

EX(s") = ef(s) + es(s 5.3.25
1 -1
EY(s*) = ———e{(s) + ed(s) 5.3.26
2 T+A2 ' Vit '’ ( )
ve egriligi
1
kB(S ) = (s*)T“UKY (5327)

dir.
Ispat: y uyumlu egrisinin teget vektoriiniin egrinin normal vektoriine gore kongruent uyumlu

egrisi B olsun. A ve k,, sabit ise (5.3.4) den

o = |K,|[V1+ 22 (5.3.28)
ve
o' =0 (5.3.29)

olacagindan (5.3.5) den

-1 1
Ef(s") = —=ef(s) + ———=e5(s
1( ) m 1( ) m 2( )
ve (5.3.6) dan
_ —KJKN1+22  —K,V1+22
2TORE(1+42) 0 1+22
ve (5.3.7) den
| AR V1+22 —AK W1+ 22
2TOR@A+A) 0 1422
ve
ES(s*) = ! ef(s) + _ ey (s)
? Vitaz Vit ’

ve nihayet egrilik
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1+ 22 1+ 22

BTN = J(‘Kv— W) +<‘“‘v— V1”2> _ K,

olacagindan

1

kg = (sl g Ky

olur.

5.4. Uyumlu Egrinin Normal Vektoriiniin Uyumlu Egrinin Teget Vektoriine Gore
Kongruent Egrisi

Tamim 5.4.1. {ef (s), e5 (s)}, @« —Frenet ¢atili uyumlu egri y olsun.y egrisinin normal vektorii ile
B —e3(s) € Splef'(s)} & ez (s) = B(modey (s))

bagintist ile tanimli S vektoriinii yer vektorii kabul eden uyumlu egriye y nin normal vektoriiniin

egrinin teget vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi denir.

B uyumlu egrisinin yay parametresi s* olmak iizere, § egrisinin yer vektorii

B(s*) = e (s) + Lef(s) (5.4.1)

seklinde yazilabilir. (5.4.1) esitliginin her iki tarafinin y uyumlu egrisinin s yay parametresine gore

tiirevi alinirsa ;
dg(s™) ds” de2 (s) a( )+ /1 e (s)
ds* "ds  ds d

Ve a —Frenet esitlikleri kullanilirsa

ds*
(s")* 1EX(s*) s = —Kyef'(s) + AMef(s) + K, ez (s)

veya diizenlenirse

*

ds
(s 1EX(s¥) i (2 =K, )ef(s) + K, ef(s) (5.4.2)

bulunur. Boylece

(s*)*~ Nl J(A’ K,)" + 22K2

olacagindan

d *
denilirse (5.4.2) ifadesi

(A -K,) , AK
Ef(s*) = T f(s) + —e ¥(s) (5.4.4)

seklinde yazilabilir. Buradan
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4

g’ A=K
%) e+ —Kyef (s)

dEf(s) _ (A" —Ky)o— (X -

ds a?
(XK, + 2Ky )o — (2K, )’ o Ky
+ 0_2 ( ) K el (S)
1 _ el w2 (3! _ ’ Ie _1e2 A
_ (A"-K; AK,;)ZG (A'-Ky)o e (s) + (22'k,, Ky+/;1§y)a (AKy)a’ €4 (s) (5.4.5)
ve burada
A=K, =K% )o — (A - o'
( o=@ =k,) 516
_ (27K, —K§ + 4K} )o — (AKy )0’
o2

denilirse (5.4.5) ifadesi
dEJ(s”
% = Wef(s) + 0es(s) (5.4.7)
seklinde yazilabilir. Ayrica % = = (Wef(s) + 6e$
kullanilirsa
dE{(s*) 1

. %o (Wef(s) + Heg(s)) (5.4.8)

dE“(s*)
olarak yazilabilir. Diger taraftan ES(s*) = ”MW oldugundan
ds*
w 0

EY(s*) = ————ef(s) + ———e¥(s) 5.4.9

’ wZte? ' WZyo? (¢49)

dE% (s*)

bulunur. O halde £ uyumlu egrisinin egriligi kg(s*) = ” ifadesinden hesaplanirsa

1
¥ — 2 2
kg(s™) = (s*)l-aa‘/w +6 (5.4.10)
veya
1 A7 —Kl, — AK2)o — (A — K, )o']"
kp(s") = —5—= ( Ho— (¥ —Ky)o'] ) (5.4.11)
(s)17%0% [4[(24'K, — K2 + AK})o — (1K, )o’]
elde edilir.

Teorem 5.4.1. {ef(s), e5(s)} uyumlu Frenet ¢atili uyumlu y egrisinin normal vektoriiniin egrinin
teget vektoriine gore uyumlu kongruent egrisi § ise f nin @ —Frenet elemanlar1 y egrisinin Frenet
elemanlari cinsinden

A —K AK
W8 ey + —>ef ()

dEf (") _
ds*  (s")l %

Ef(s*) =

Ef(s*) = (Wef(s) + 0es(s) )
ve egriligi
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k[)’ (S*)

1 ! ! ! 2 ! ! ! 2
~ g I~ = A = (1 =)o + (22K, ~ K + 4K} )o — (2, )

Sonug 5.4.1. {e*(s), e5(s)} a —Frenet ¢atili uyumlu y egrisinin normal vektoriiniin egrinin teget
vektoriine gore uyumlu egrisi 8 ise yani
B(s™) = e5(s) + Aef (s)

ise ve A nin sabit olmasi1 durumunda f egrisinin @ —Frenet elemanlari

a *\ — a A [24
Ef(s™) = mel (s)+ mez (s) (5.4.12)
dEZ(s*
EF(s?) = ;S(f ) iy (Wef (s) + 05 () (5.4.13)
no__ I 2 _ I __ 4 2

(s917%0% | [(24K, — K2 + AK})o — (4K, )o’]”

Ispat. y uyumlu egrisinin normal vektoriiniin egrinin teget vektoriine gore uyumlu egrisi £ ise ve

A sabit ise (5.4.3) den

o =K1+ 22 (5.4.15)
ve
o' =KjV1+ 22 (5.4.16)
olacagindan (5.4.4) ifadesinde (5.4.15) kullanilirsa
BE(s") = s ef1(5) + ~se(5)
itk ite

olur. Diger taraftan (5.4.6) da (5.4.15), (5.4.16) kullanilirsa
W= (=K, = AKDK N1+ 22 + K KVI+22 -GV + 22 =K, V1 + 22

= = 5.4.17
K2(1 4+ 22) K2(1 + 22) 1+ 2?) ( )
ve benzer sekilde (5.4.7) de (5.4.15), (5.4.16) kullanilirsa
0= (-K2+2K} K, V1+22-AK, K/ V1+A2  —KjV1+22
- KZ(1+42) Kj(1+27)
_—K],\/1+/'l2 5418
T (1+2?) (5.4.18)
olur. O halde
K222(1+ 22) K2(1+12)
Jw2+92= |-L v =K 5.4.19
+ \/ (1 _|_/12)2 + (1 _|_/12)2 Y ( )

olur. Boylece
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—AK N1+ 22 —K, V1 + A2

2 2
E§(s") = —EA—efi(s) + — A —ef(s)
Y Y
=—" e%(s) + ———ef(s
NE AL e A

bulunur. Ayrica

1
kp(s) = ————/W2 162

(S*)l—(xo-3
1
= (s")1-ag3 Ky

olur.

Sonu¢ 5.4.2. y uyumlu egrisinin normal vektdriiniin egrinin teget vektoriine gére uyumlu egrisi

olsun. Eger  nin K,, egriligi sabit ise f nin @ —Frenet elemanlari

; 2
A *) — (/1 — KV) a Aﬁ a
Ef(s™) = . N ef(s) + - es(s) (5.4.20)
W, 0
E§(s") = ————e{'(s) + ———¢§(s) (5.4.21)
/le + 6,2 /le +6,°
1 27— AK2)o — (' —K,)o']’ +
67 = i [0 =)= .
S ¢ [(ZA’KV - Ky)a - (AKV)O-’]
dir. Burada
A" —2K%)o — (X' —K !
w, = ( V)Uaz @ —Ky)o (5.4.23)
227K, —K2)o — (1K, )o’
, = (21K, Z)Za (K)o (5.4.24)

dir.
Ispat. y uyumlu egrisinin normal vektoriiniin egrinin teget vektriine gore uyumlu egrisi 5 olsun.

Eger vy egrisinin K, egriligi sabitse (5.4.4) ifadesi

A —K AK
Ef(s) = %ef‘(s) +—ref(s)

(A" =2K3)o—(A'-K, )’

o2

olup ayni kalir. Oysa K, sabit oldugundan (5.4.6) dan W; = ve (5.4.7) den

_ (22'K,-K2)o- (K)o’
o?

01 elde edilir. Boylece (5.4.9) ifadesi

Wl 91
/le +0,° /le +0,°

E3(s) = er(s) + ez (s)
ve nihayet (5.4.10), ifadesi
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(5 = e | [ = K)o — (1 =K, )o T + (22K, — K)o — (2K, )o T

elde edilir.

Sonug 5.4.3. y uyumlu egrisinin normal vektdriiniin egrinin teget vektdriine gore uyumlu egrisi
olsun. Yani

B(s™) = efi(s) + Aef:(s)
yaziliminda A ve y nin K, egriligi sabitse f nin @ —Frenet elemanlari

-1 A

Ef(s") =mef‘(s)+me§‘(s) (5.4.25)
a *) _A a _1 a
ES(s™) = \/1-!-_/1261 (s)+ mez (s) (5.4.26)
1
dir.

Ispat. y uyumlu egrisinin normal vektdriiniin egrinin teget vektdriine gére uyumlu egrisi 8 olsun.

A ve K,, sabit ise (5.4.3) ten

o =K1+ A2 (5.4.28)
ve
g =0 (5.4.29)
olur. O halde (5.4.4) ten

E¥(s") = _— ez (s)

ve (5.4.6) dan
(KK N1+ 22 —AK V1 + 22

27K+ T (148 (5.4:30)
ve (5.4.7) den
—K2KN1+22  —K 1+ 22
= (5.4.31)

92 = =
K,(1+22) 1+ 4?)
olur. (5.4.30) ve (5.4.31) den

A2KZ(14+22) KZ2(1+212)
2 2 _ 14 14 —
N ‘j A+22 T (draE N

oldugundan (5.4.9) ifadesinden

ES(s™) = ef(s) + Negr

e¥(s
Newwrht 2(5)

ve B nin egriligi
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k (S*) :; W22+922
B (S*)l—ao-\’

1
G
_ 1
()R + A2
_ 1
()1 + 22

Ky

elde edilir.
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6. MATERYAL VE METOT

Diferensiyel geometri alaninda egriler teorisiyle ilgili cok sayida arastirma yapilmistir. Bu
arastirmalar baslangicta Oklid uzayinda dikkate alinmistir. 17.yy dan sonra Oklid disinda var olan
uzaylarda da es degerlerinin olup olmadigi incelenmis ve bunun sonucunda kayda deger bir¢cok
sonucun var oldugu goriilmiistiir. Egriler teorisiyle ilgili calismalar yapilirken genellikle
diferensiyel hesap ve integral ile ilgili yontemleri baz alinmistir. Ama son zamanlarda uyumlu tiirev
kavrami birgok bilimsel arastirmaya, calismalara kolaylik sagladigi 6zelliklerinden dolay1 bilim
diinyasina farkli bir bakis acis1 katmistir. Tez calismasinin giris kisminda uyumlu tiirev ve
literatiirdeki diger tiirevlerle ilgili kaynaklar detaylica incelenmis ve Oklid uzayinda bildigimiz
klasik tlirevle elde edilen bazi sonuglarin uyumlu tiirev ile de elde edilebilecegi goriilmiistiir. Klasik
tiirevle elde edilen bu ¢alismalardaki yontemler doktora tezine temel olusturarak,uyumlu tiirevi baz
almmuis ve bir diizlem egrisinin bu tiirev kullanilarak elde edilen uyumlu Frenet ¢atisi elde edilmis
ve egrinin uyumlu tiirev kullanilarak elde edilen geometrik elemanlar1 elde edilmistir. Ayrica bir
uyumlu egrinin egriligiyle diferensiyel geometrideki standart egrilik arasinda bagint1 elde

edilmistir.



7. BULGULAR VE TARTISMA

1
Tez galismasi siiresince uyumlu tlirev kullanilarak baglangicta s = (a$)« yay uzunlugu

parametresiyle parametrelendirilmis bir @ egrisinin uyumlu birim teget vektorii ve uyumlu birim
normal vektorii elde edilip egrinin uyumlu Frenet catis1 inga edilmistir. Sonrasinda egrinin uyumlu
egriligi hesaplanmis ve elde ettigimiz bu uyumlu egrilik ile standart egriligi arasindaki baginti elde
edilmistir.

Ayrica R? de regiiler parametrik C!-smifindan siirekli diizlem egrileri ¢, (s), c,() nin
aciortay egrililerine karsilik gelen F;(s,r) ¢ok degiskenli fonksiyonlar1 i = 1,2 i¢gin bulunmustur.
Ardindan R? de y birim hizli uyumlu egrisinin @ —Frenet catisina gore konum vektdrii ve
egriliginin mevcut oldugu elde edilmistir. Son olarak @ —Frenet catili uyumlu birim hizli y
egrisinin kendi Frenet vektorlerine gore, ilk olarak egrinin teget vektdriine gore kongruent uyumlu
egrisi, daha sonra normal vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi elde edilmistir.

Bulunan denklemlerin klasik tiirevle elde edilen neticelerle temelde geometrik olarak

oOrtiistiigli ama uyumlu tiirevin kullanilmasiyla baz1 kismi farkliliklar gézlemlendigi 6ne siirtilebilir.



8. SONUCLAR

Tez ¢aligmast siiresince ilk olarak

i fx+ bt = £G0)
T = -

1
olarak verilen uyumlu tiirevi kullanilarak s = (a$)e yay uzunlugu parametresiyle
parametrelendirilmis bir y(s) = (x(s),y(s)) egrisinin sirasiyla uyumlu birim teget vektori
el(a) (s) ve uyumlu birim normal vektorii eéa) (s) detayl bir sekilde 2. bolimde elde edilmistir.

Buna bagli olarak, y(s) egrisinin uyumlu Frenet ¢atisi

(a)
de; ’(s)
— == =K"(s).¢,°(s)
ve
(a)
de, " (s)
—2z 7 e —K@(s). el(a) (s)

seklinde elde edilmistir. Akabinde, y(s) egrisinin uyumlu egriligiyle klasik egriligi arasinda
1
e

t
dy
K2 ={ o] [a)
() 3 du )
0

bagintis1 bulunmustur. Bu esitliklerde uyumlu tiirev baz alindig i¢in mevcut klasik tiirevle kismi
farkliliklar goriilmektedir. Daha sonra R? de regiiler parametrik C* —smifindan siirekli diizlem
egrileri olan c¢;(s), c;(r) egrilerinin agiortay egrilerine karsilik gelen F;(s,7) = 0 ¢ok degiskenli

fonksiyonlar1 { = 1,2 igin sirasiyla
P(s,7) = (T2y1(8) + T2y (N[(x2(r) = 21 (9)) Tz (1) + (11 = (1 (NTey2 ()]
= (T2y2() + T2, ([ (72(1) = 1)) Tadn (8) + (22() = (x2(9))Tu1(5)]”

=0)

Ve
(c2(r), 2 (1) = (1 (5), &4 (5))
2
olarak detayl bir sekilde 3. boliimde elde edilmistir. Bunlara ilaveten R? de birim hizl1 « —Frenet

(P(s,1),c1(5) —c2(r) ) =

catili uyumlu y(s) egrisinin sirasiyla konum vektoriinii ve konum vektoriiyle egriligi arasindaki

bagmtiy1 sirastyla



s 0
X=X(s) = {cl cos +c, sinf + [(a — 1)f 02 sin 0 s*2dH — f s“‘lde]
0 s

+ [(a -1) fsgz cos 0s%72dH — fss“‘lde]} ef(s) + {o[l(s) — s* }e(s)
0 0

d (1 a—2 9y a-1 dzy) a.a—19Y _
ds(K“((a Ds ds+S ds +K"%s ds_O

seklinde elde ettik.
Son olarak, k, egrilikli ve {el(a) (s), ez(a) (s)} a —Frenet ¢atili uyumlu egri olan y egrisinin teget

vektoriine gore kongruent uyumlu egrisi 8*(s) olup, B(s)nin @ —Frenet elemanlarini

s+ K
e = S o) + D oo

P R
B () = s b/ () + T ef ()

VPZ ¥ VPZ+R? °

ve

2
ko(s®) = 1 [(a —1)s@2 4+ A" — A(Ky)za — (s 1+ /1’)0’] +
PRI |k, 4 K + (574 K, o — (K, )o ]
Y 14 14 14
elde ettik. Benzer sekilde y uyumlu egrisinin normal vektoriine gére kongruent uyumlu egrisi £ (s)

olup B nin a —Frenet elemanlarini

A o* s _AKY a ' a
Ef(s") = Y ef'(s) + ;ez (s)

K L
EY(s*) = ———e{(s) + ———=¢€5(s)
’ KZ+12 ' KZ+12 °
ve egriligi
2
) 1 [((@ = D)s=2 = 22K, = 2K} ) o = (5%~ = 2K, )o'
kg(s™) = (s")1-@. g3

+@o - Ay = (s%°1 - AK,)K, 0]’

olarak elde ettik.
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ONERILER

Kesirli hesap yontemleri 6zellikle uyumlu kesirli tiirev kullanilarak egriler teorisi i¢in daha
once klasik tiirevle elde edilen birgok karakterizasyonun temelde geometrik olarak ortiistiigii ama
uyumlu tiirev kullanilarak bazi kismi farkliliklar gézlemlendigi Ongoriilebilir. Diferensiyel
geometri alaninda dnemli bir yere sahip olan egriler teorisi konusunda klasik tiirev kullanilarak elde

edilen birgok calisma dikkate alindiginda bu calismadaki metodlar uyumlu tiirev kullanilarak

1
uygulandiginda kayda deger sonuglar 6ngoriilmektedir. Ancak bu ¢alismalar yapilirken s = (a§)«
yay uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis bir @ egrisinin uyumlu birim teget vektorii ve

uyumlu birim normal vektoriine ihtiyag vardir.

1
s = (a8§)a yay uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis bir a egrisinin uyumlu birim

teget vektdrii ve uyumlu birim normal vektdrii tanimlanip 2-boyutlu Oklid uzayda elde edilen
Frenet catisina benzer sekilde uyumlu tiirev kullanilarak 3-boyutlu Oklid uzayda ve Lorentz uzayda

egriler teorisi iizerine ¢esitli galismalar yapilabilir.
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