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Graf teori birgok bilim dalinda 6nemli uygulamalara sahiptir. Kimyasal graf teori molekiillerin
ozelliklerini gesitli graf parametreleri ile hesaplamay1 kolaylastirirken, fiziksel graf teori ise dzellikle
karmasik elektrik devrelerinin 6zelliklerini inceler.

Kimyasal yapilarin graf kullanilarak incelenmesi yakin zamanlarda kimyasal graf teori ile
gergeklesmistir. Bir topolojik indeks kimyasal bir yapinin fiziko-kimyasal 6zelliklerini, kimyasal tepkime
veya biyolojik aktivite ile iliskisini agiklayan, bu kimyasal yap1 ile ilgili sayisal bir ifadedir. Wiener’in
(Wiener, 1947) calismasi onciiliigiinde farkli 6zelliklere sahip topolojik indeksler tamimlanmig ve graf
parametrelerine bagli olarak incelemeler yapilmistir. Bilim insanlarinin topolojik indeksler ile ilgili
yaptigi en 6nemli ¢alismalar bu indekslerin alt ve st sinirlarint incelemeye yoneliktir.

Fizik alaninda, direng ve pil bulunan elektrik devreleri ile ilgili problemleri ¢6zmek igin
genellikle Kirchhoff kanunu kullanilmaktadir. Karmasik bir elektrik devresi ise bir grafa doniistiiriilerek,
graf teori aracihigr ile istenilen sonuca kolaylikla ulasilabilmektedir. Elektrik devreleri ve graf teori
caligmalar1 Kirchhoff (1847) tarafindan baslatilmistir. Karmagik elektrik devreleri ile yapilan ¢aligmalarda
diren¢ mesafesine (resistance-distance) bagli 6zelliklerin incelenmesi ve 6zellikle Kirchhoff indeksine
bagli caligmalar biiyiik dnem tagimaktadir.

Bu tez alt1 ana boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde, graf teorinin ortaya ¢ikisi ve graf teori
uygulamalari ile ilgili bilgilere drneklerle birlikte yer verilmistir. Ikinci boliimde, ana sonuglarda yer
alacak teorik ¢alisma igin gerekli temel tanim, teorem ve 6zellikler verilmistir. Ugiincii boliimde ise dort
ve besinci boliimler igin graf teorinin elektrik devrelerinde kullanimi ve topolojik indeksler ile ilgili
kaynak aragtirmasina yer verilmistir. Dordiincii bolimde, neredeyse (nearly) tam iki parcali graflar ile
elektrik devreleri arasindaki iligki incelenerek, elektrik devreleri yardimiyla neredeyse iki parcali graflarin
direng mesafesine dayali ozellikleri ele alinmigtir. Ayrica, iki pargali graflar ile elektrik devreleri
arasindaki iliski incelenerek, elektrik devreleri yardimiyla iki pargali graflarin direng mesafesine dayali
ozellikleri ele alinmugtir. Tezin besinci bolimiinde dereceye bagli harmonik, Sombor, forgotten ve Randi¢
topolojik indeksleri igin yeni bir yontem kullanilarak, bu topolojik indeksler i¢in yeni ve daha once
bulunan alt ve iist sinirlardan daha iyi olan sinirlar elde edilmistir. Son bdliimde ise, tez ¢alismasinda elde
edilen sonuglar ve dneriler yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Alt-iist sinir, direng mesafesi, dis merkezlilik, elektrik aglar1, Kirchhoff
indeksi, topolojik indeks.
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Graph theory has important applications in many disciplines. While chemical graph theory
makes it easy to calculate the properties of molecules with various graph parameters, physical graph
theory examines the properties of especially complex electrical circuits.

The study of chemicals using graphs has recently been realized with chemical graph theory. A
topological index is a numerical expression of a chemical structure that describes its relationship to many
physico-chemical properties, chemical reactions, or biological activities. With Wiener's (Wiener, 1947)
work, topological indices with different properties were defined and investigations were made depending
on the graph parameters. The most important studies of scientists on topological indices aim to examine
the lower and upper limits of these indices.

In physics, Kirchhoff's rules are commonly used to solve problems with electrical circuits with
resistors and batteries. Electrical circuits and graph theory studies were initiated by Kirchhoff (1847). In
studies with complex electrical circuits, it has great importance to examine the properties depending on
the resistance-distance and especially the studies related to the Kirchhoff index.

This thesis consists of six main parts. In the first section, information about the emergence of
graph theory and its applications are given with examples. In the second section, the basic definitions,
theorems and properties required for the theoretical study to be included in the main results are given. In
the third chapter, the source research on the use of graph theory in electrical circuits and topological
indices are given for the fourth and fifth chapters. In the fourth section, the relationship between nearly
complete bipartite graphs and electrical circuits is examined, and the properties of nearly complete
bipartite graphs based on resistance distance are discussed with the help of electrical circuits. Also, the
relationship between bipartite graphs and electrical circuits is examined, and the properties of bipartite
graphs based on resistance distance are discussed with the help of electrical circuits. In the fifth chapter of
the thesis, a new method is used for degree-based harmonic, Sombor, forgotten and Randi¢ topological
indices, and new bounds for these topological indices, which are better than the lower and upper bounds
found before, are obtained. The final section discusses the results obtained in the thesis with suggestions.

Keywords: Lower-upper bound, resistance-distance, eccentricity, electrical circuits, Kirchhoff
index, topological index.
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1. GIRIS

Rusya’nin Kaliningrad (Konigsberg) kentinde yasayan insanlar, sehrin
cevresinde bulunan yedi kopriiniin her birinden yalnizca bir kez gegecek bir rota
olusturmaya ¢alistilar. Denemeleri basarisiz oldugu icin neredeyse herkes bu gorevin
imkansiz olduguna inaniyordu. 1736 yilinda zamanin 6nde gelen matematikgilerinden
Leonhard Euler bunu ispatlayana kadar kimse bu teorinin dogrulugunu gosteremedi.
Euler’in ele aldig1 problem “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”
isimli makalesinde “Nehrin dallara boliinmesi, siralanisi ve koprii sayisi ne olursa olsun,
her kopriiyii tam bir kez gegmek miimkiin miidiir?” seklinde ifade edilmektedir (Euler,

1741). Ayn1 makalede problem i¢in ¢izdigi gosterim ise Sekil 1.1°de yer almaktadir.

Sekil 1.1. Euler tarafindan ¢izilen gdsterim

Euler’e gore her kopriiden yalnizca bir kere gecerek kara pargalari arasinda bir
seyahatin miimkiin olmadigi asagida verilen kurallar ile belirlenebilir (Euler, 1741):
e Ikiden fazla kara parcasinda tek sayida koprii bulunuyorsa bu tur

yapilamaz.



e Kopri sayisi tim bolgeler icin ¢ift iken sadece iki bolge i¢in tek ise, bu
tur tek olan bolgelerden biriyle baslamak sarti ile yapilabilir.
o Eger tek sayida kopriiye sahip hi¢ kara pargasi yoksa, bu tur istenilen
noktadan baglanarak yapilabilir.
Euler’den yaklasik 150 yil sonra W. W. Rouse Ball (Ball, 1892) Konigsberg
problemini ilk kez bir graf olarak gostermistir (Sekil 1.2).

Sekil 1.2. Ball’un Konigsberg kopriisii graf gosterimi

Sekil 1.3.Kdnigsberg kopriilerinin gliniimiizdeki yerleri



Giliniimiizde Konigsberg kopriileri yeniden tasarlanmistir. Sekil 1.3°de B
noktasi ile gosterilen Kneiphof adasi ve C alami Pregel nehrinin iki farkli kolu
tarafindan c¢evrelenmis olan kisimlardir. Bu durumda her kirmizi kdpriiden yalnizea bir
kere gegerek bir rota olusturmak miimkiindiir. C ve B kdselerinin dereceleri tek say1
oldugu i¢in burada bir Euler yolu bulunmaktadir. Yani, Sekil 1.3’deki harflendirmeler
ve yonler takip edilerek, BDBDCBAC seklinde olusturulan rota ile her bir kopriiden
sadece bir kere gecilir.

Konigsberg koprii problemi ile baslayan graf teori calismalari, agaclarin
disiplinleraras1 problemlerde kullanilmasiyla yayginlasmistir. 1847 yilinda G. R.
Kirchhoff elektrik aglarmin uygulamalari i¢in aga¢ yapilarin1 kullandi (Kirchhoff,
1847). Kirchhoff’un yaptigi ¢alismalar aga¢ yapisindaki graflar ile ilgili kavramlarin ve
teoremlerin olugmasinda biiyiik rol oynadi.

Kirchhoff’un c¢alismasindan 10 yil sonra, A. Cayley, kimyasal organik
izomerlerin sayilmas1 ve C H,,  , yapisindaki doymus hidrokarbonlarin izomerlerinin
tespit edilmesi i¢in agag¢ yapisindaki graflari kullandi (Cayley, 1857). Cayley'in agaclari
ele alarak yaptig1 ¢aligsmalar graf teorisinde sayma tekniklerinin baslangicini olusturdu.
Carl Wilhelm Borchardt tarafindan 1860'ta belirli sayida koseye sahip agaglar1 saymak
icin bulunan bir formiilii genisletmistir (Borchardt, 1860).

X XXX

Sekil 1.4. n =4 igin agaglar



Cayley’in ¢aligmalarindan sonra Sylvester ilk kez kimyasal graf kavramindan
bahsetmistir (Sylvester, 1878). Bu ¢alisma graf isminin kullanilmasi ve kimyasal graf
teorisi i¢in baglangi¢ olarak kabul edilmektedir.

n-2

Cayley teoremine gore, n tane kdseye sahip, n"° tane etiketlendirilmis agag

bulunabilmektedir (Cayley, 1889). Ornegin, n =4 olmak iizere Cayley teoremine gore
4*2 =16 tane etiketlendirilmis aga¢ elde edilebilmektedir. Sekil 1.4’de de goriilecegi

tizere her bir satirdaki graflar birinci grafin rotasyonudur. Basit olarak Cayley

formiilini
T)=n

olarak ifade edebiliriz. 2 koseye sahip sadece bir tane etiketlendirilmis agag¢ ve 3
koseye sahip 3 etiketlendirilmis aga¢ oldugu asikardir.

Graf teori literatiiriindeki 6nemli gelismelerden biri olarak bilinen icosian oyunu
1857 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan bulunmustur (Sekil 1.5). Hamilton
oyunu bir yirmi yiizliiden (icosahedron) yola ¢ikilarak bulundugu igin bu sekilde
adlandiriimigtir (Sowell, 2001).
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Sekil 1.5. Icosian oyunu ve ¢oziimii

Halbuki Hamilton yirmi yiizliiniin duali olan 20 koseli, 30 kenarli on iki yiiz-
liyli (dodecahedron) kullanmistir. Icosian oyununda amag bir noktadan baglayarak
biitiin noktalardan sadece bir kez gecerek tekrar basladigin noktaya donmektir. Bu
oyundaki gibi turlara Hamilton turu ad1 verilmektedir.

Graf teorinin meshur problemlerinden biri olan Dért Renk Problemi Francis
Guthrie (1852) tarafindan ortaya ¢ikarilmistir (Sekil 1.6). Graf teorisinin ilk
problemlerinin bir¢ogu gibi, dort renk probleminin yapist da bulmaca gibiydi. Bu



problemde amag, bir haritayr sadece dort renk kullanarak, iki sinir bolgesi ayni renk

olmayacak sekilde renklendirmektir.

g’ Tinting Maps.—In tinting maps, it is desirable for the
sake of distinctness to use as few colours as possible, and
at the same time no two conterminous divisions ought to
be tinted the same. Now, I have found by experience that
Jour colours are necessary and sufficient for this purpose,—
but I cannot prove that this is the case, unless the whole
number of divisions does not exceed five. I should like to
see (or know where I can find) a general proof of this
apparently simple proposition, which I am surprised never
to have met with in any mathematical work. F. G.

Sekil 1.6. Francis Guthrie'nin dort renk problemi ile ilgili yazisi

Bu problemin graf teori ile iligkisini gostermek i¢in haritadaki bolgeler koselerle

gosterilebilir (Sekil 1.7).

Sekil 1.7. Dort renk probleminin graf ile temsili

1879 yilinda Alfred Kempe dort renk teoremi igin bir ispat yayimladi (Steen,
1999). Kempe’nin yontemi dort renk teoreminin gergek ispatina olduk¢a yakin olsa da
hataliydi. 1890 yilinda Heawood tarafindan bes renk teoremi ve ispati yayinlandi. Bir
haritanin en fazla bes renk ile renklendirilebilecegini ispatlamak i¢in yine Kempe’nin
yontemini kullanmistir. 1891 yilinda Peterson, 1904 yilinda Weinecke, 1912 yilinda
Veblen, 1922 yilinda Franklin, 1926 yilinda Reynolds, 1936 yilinda Konig, 1940 yilinda
Winn, 1970 yilinda Ore ve Stemple dort renk probleminin ispati ile ilgili ¢aligmalar
yapmislardir. 1976 yilinda Heesch’in buldugu yontemden sonra, problemin ilk gecerli
ispat1 Appel ve Haken (1978) tarafindan yayinlanmistir (Wilson, 2013). Bu ispat ilk kez
bilgisayar aracilig1 ile yapilan bir ispatti. Bu nedenle bilim insanlar1 arasinda ispatin

dogrulugu konusunda bir tartismaya neden olmustu. 1997 yilinda dort renk problemi



i¢in yaymnlanan yeni ispatta da yine bilgisayar ile hesaplamalar yapilmistir (Robertson
ve ark., 1997).

Graf teori ile ilgili ilk kitap olan “Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen” 1936 yilinda Denes Konig tarafindan yayinlandi (Konig, 1936).

Matematik alaninda ¢alisan bilim insanlar1 her ne kadar graf yapilarinin teorik
ozellikleri ile ilgilenseler de aslinda teorik dzelliklerin giindelik hayattaki bir problemi
¢ozmeye yonelik oldugu; her bir grafin da séz konusu problemin matematiksel
modellemesi oldugu ve teorik olarak bulunmus sonuglarin bu problemin ¢6ziimiinde
kullanildig1 bilinmektedir.

Matematiksel anlamda karmasik olarak goriinen graf yapilari yaygin olarak
bilgisayar bilimlerinde ag yapilar1 i¢in kullanilmistir. Giindelik hayat problemlerini
iceren temel bilimler (fizik, kimya, biyoloji) graf yapilarinin uygulandigi alanlar olarak
bilinmektedir. Kimyasal graf teori, klasik graf teoriyi kimyasal maddelere ve olaylara
uygulayan matematiksel kimyanin bir alt alanidir:

- molekiiler yapilarda grafin kose noktalart atomlari, kenarlar baglari ve

agirlikl kenarlar ¢ift baglari temsil eder (Sekil 1.8),
- polimerlerde kose noktalar yapi taslarini ve kenarlar baglantilar1 temsil eder,

- kinetikte kose noktalar ara maddeleri, kenarlar yollar1 temsil eder.

C

P

c
0:7 \

(o]

Sekil 1.8. Bir molekiiliin graf ile gdsterimi

Yukarida bahsedilen konu basliklar1 disinda aromatik bilesikler, orbital ve
elektronlar1 iceren alanlar, niikleer manyetik rezonans (NMR) spektroskopisi analizi,

kristaller, reaksiyon haritalama gibi konularda da graf teori uygulamalarindan



yararlanilmaktadir (Bonchev, 1991; Dias, 1993; Trinajstic, 2018; Wagner ve Wang,

2018). Arthur Cayley 100 yil dnce organik molekiillerin yapilarini temsil etmek igin

graf agac yapilarin1 kullanmis olsa da, kimyasal bilesiklerin karakterizasyonu ve

tamimlanmasi igin teorik graf teknikleri yakin zamanlarda kullanilmaya baslanmistir
Deo (2017).
Graf teori bilgisayar biliminde de 6nemli bir yere sahiptir:

Ag yapilar: diinya iizerindeki dogay1 temsil eder. iletisim aglar1 devasa
graflardan meydana gelir. Graf yapisinin matematiksel temsili (matris
gosterimleri) iletisim aglarmin  veri kiimelerine etki eder. Verilerin
incelenmesi icin gorsellestirilmesini ve anlasilmasini saglar.

Veri madenciliginde kullanilan graf yapilari, verilerin iliskisel 6zelliklerini
temsil eder. Veri madenciliginde varsayima dayali bes yaklasim vardir.
Makine 6grenmesi alaninda ¢ok yaygin olarak kullanilan izomorfizm, graf
degismezleri, madencilik 6l¢limii graf tabanli veri madenciligi yaklagimlari
olarak bilinmektedir.

Web tasaruminda; web sayfalar1 koselerle, kopriiler kenarlarla temsil edilir.
Boylece web tasariminda c¢oziilmesi gereken problem bir graf haline
dontislir. Graflarn bu konuda baska bir uygulamasi da web sitesi
toplulugudur. Bu graf, bir tam graf ifade etmektedir.

Sekil 1.9. Sosyal medya kullanicist igin graf 6rnegi

Sosyal medya platformlarindan elde edilen verilen ile graf aglarn

olusturulabilmektedir (Sekil 1.9). Bunun i¢in kisiler kdse noktalari, Kkisilerin birbirini



takip etmeleri kenarlar olarak ele alinmaktadir. Kose noktalar1 begeni, paylasim, yorum
ve etiketleme olan graflar1 olusturmak da miimkiindiir (Chakraborty ve ark., 2018).
Astronomi ve astrofizik alanlarinda da graf teori uygulamalar1 yapilmaktadir.
Uzaydaki her bir noktanin farkli dagilimlar1 6zel bir ag yapis1 (minimum spanning tree-
MST) ile ilgilidir (Gower ve Ross, 1969; Zahn, 1971). Buradaki veriler graf ile
iligkilidir: galaksiler koseleri, galaksileri baglayan diiz ¢izgiler kenarlar1 ve galaksiler

aras1 uzakliklar da kenar agirliklarin1 olusturur (Barrow ve ark., 1985).

NWRIAT
DISC
SCARB1
RAN
NOS1 ® vocs TS
PEtA UKL RPA2
POLD4 POLE g5,
XRCCS TOPBP1 M'gl
POLAZ RADI7 eoparias | ]
GINS4 STK19
DNM1L TLR4
PHIP

Sekil 1.10. MPM Gen etkilesimi graf yapisi



Biyoloji ve tip alanlarinda, graf teori uygulamalar1 arasinda uygun ilag
belirlenmesi, bir proteinin veya genin islevinin belirlenmesi, ¢esitli hastaliklarin tedavisi
icin etkili stratejiler tasarlanmasi veya hastaliklarin erken teshisinin saglanmasi yer alir.
Protein-protein etkilesimi (PPI) aglar1, biyokimyasal aglar, transkripsiyonel diizenleyici
aglari, sinyal iletimi veya metabolik aglar, salgin hastaliklar graflar ile temsil
edilebilmektedir. Ornegin; Sekil 1.10’da, Malignant pleural mesothelioma
(MPM) isimli kanser tiirii ile iliskili genler koyu mavi kare sekilli koselerle; bu genlerle
etkilesimde bulunan yeni tespit edilmis genler kirmiz1 dairesel koselerle ve etkilesimi
bilinen genler ise acik mavi dairesel koselerle gosterilmistir. Ornege benzer sekilde
biyoloji alaninda bio-molekiiler aglarin modellenmesi ile biiylik bir agdaki onemli
genleri ya da proteinleri tanimlamak koseler kullanilir. Burada kdseler proteinleri ya da
genleri temsil eder.

Graf teori uygulamalari son yillarda dilbilimde de yer almaktadir:

- Kurallr yapida olan dillerin 6gretilmesi igin graf teoriden yararlanilmaktadir

(Sekil 1.11). Tiirk¢e’de kuralli bir dil oldugu i¢in bu konu ile ilgili ¢alismalar
mevcuttur. Graf yapist olustururken agirlikli koselerden yararlanilmaktadir.
Yiiklem (1), Ozne (2), Dolayl Tiimleg (3), Zarf tiimleci (4) ve Nesne (5)
ifade etmektedir (Mete, 2015)

1 1
1 ]
. 2
Ok, Sen oku. Kitah oku.
1
1
5
3 3

4
Kitaln bugiin oku. Kitabi bana oku. Bana bugiin ok

Sekil 1.11. Kuralli yapidaki Tiirk¢e climlelerde graf uygulamasi 6rnegi
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- Kuralsiz (devrik) yapida olan ciimleler de graflar ile temsil edilebilmektedir.
Devrik ctimleler nesne, 6zne, zarf ve dolayl tiimleg ile biten ciimleler olarak
smiflandirilarak incelenmektedir (Sekil 1.12). Bu yontem Tiirkge 6gretimini
gorsellestirmek i¢in kullanilmaktadir (Ceylan ve Filiz, 2018).

- Kavram  haritalarinda  graf  teorinin  matrissel  gosteriminden
faydalanilmaktadir. Boylece kavram haritasi olustururken kolaylik
saglanmaktadir. Kavramlar kose noktalarin1 ve kavramlar arasindaki iligkiler
de kenarlar1 temsil eder. Kavram haritalari, graf yapisi ile matrissel olarak

gosterilir (Uyangor ve Devrim, 2005).

ORU

SEN KITAEI

BANA BUGUN

Sekil 1.12. Kuralsiz yapida 6zne ile biten ciimleler i¢in 6rnek graf

Yukarida belirtilen graf uygulamalarinin yani sira ag yapisi olusturan tiim veri
setleri i¢in graf yapilari kullanilabilmektedir. Miizeler igin kisiye Ozel optimum gezi
rotasinin olusturulmasi, 6grenci sinav sonuglarinda, se¢imlerde, altyapi ¢alismalarinda
graf orneklerine rastlamak miimkiindiir.

Elektrik miihendisligi ve fizik uygulamalarinda graf teorisine olan ilginin son
zamanlarda artmasinin nedenlerinden biri, graf teorisinin molekiiler fizigin yani sira
elektrik devrelerinin (aglarnin) analizi ve tasarimina uygulanmasidir. Bir elektrik
devresinin davranisinmi tahmin etmek icin graf teorisini kullanma fikri, 1847'de G.
Kirchhoff ile ortaya ¢ikti Kirchhoff (1847) ve 1892'de J. C. Maxwell tarafindan
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gelistirildi (Maxwell, 1892). Sonrasinda W. S. Percival (Percival, 1937), Kirchhoff ve
Maxwell’in yontemlerini karmagik yapilara sahip aglara genislettiginde, elektrik
aglarinin graf yapilar ile analizinde bir doniim noktasi elde edildi. Gliniimiizde
karmasik elektrik devrelerinin graf teorisi ile analizi i¢in bilgisayar programlari
kullanilmaktadir (Calahan, 1972). Elektrik devreleri direnglerine gore seri, paralel ve
karisik bagli olmak {izere {i¢ tipe ayrilir. Bir grafin elektrik devresi ile temsil edilebilir.
Aymni sekilde bir elektrik devresi de graf haline dontstiiriilebilir. Grafin yonii devredeki
akim akisini ve kenarlar da direngler arasindaki seri ya da paralel baglantilar1 ifade eder
(Chen, 2012). Bu tez g¢alismasinda da graf teorisinin elektrik aglarina uygulamalari
lizerine yeni yontemler ile sonuglar elde edilmistir.

Molekiiler tanimlayicit olarak da adlandirilan topolojik indeksler, molekiiler
yapilart modelleyen herhangi bir graf i¢in uygulanabilen matematiksel bir formiillerdir.
Topolojik indeksler araciligi ile matematiksel degerleri analiz etmek ve bir molekiiliin
bazi fiziko-kimyasal ozelliklerini detayli olarak arasgtirmak miimkiindiir. Bu sayede,
pahali ve zaman alic1 laboratuvar deneylerinin yerine matematiksel olarak sonuclar elde
edilmektedir. Bu kapsamda, tez ¢alismasinda harmonik, Randi¢, Sombor ve forgotten
topolojik indeksleri i¢in yeni bir metot kullanilarak alt ve iist sinirlar verilmistir.
Bulunan yeni sinirlar daha 6nce bulunmus sinirlar ile karsilastirilmistir. Yeni sinirlarin
daha oncekilerden daha iyi oldugu goriilmiistiir.

Tez ¢alismasinin sonraki boliimleri asagidaki sekilde hazirlanmstir:

Tezin ikinci boliimiinde graflar, elektrik aglar1 ve topolojik indeksler ile ilgili
temel tanim ve teoremler bulunmaktadir.

Tezin iiclincii bolimiinde neredeyse tam iki parcali graflar ve iki pargali
graflarin elektrik aglari ile temsil edilmesi ve graf teori ile uygulamalar ile tezde alt ve
tist sinirlari arastirilan topolojik indeksler ile ilgili literatiir taramasi yer almaktadir.

Tezin dordiincii  bolimiinde c¢arpimsal dis merkezlilige (multiplicative
eccentricity) bagl sonuglar elde edilmistir. Neredeyse tam (nearly complete) iki pargali
graflarin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafeleri (multiplicative eccentricity
resistance distance) ile ilgili ¢alismalar ve neredeyse tam (nearly complete) iki pargali
graflarin elektrik aglar1 vasitasiyla gosterimleri yer almaktadir. Ayrica baskinlik
sayisina (domination number) gore siniflandirilan iki pargali graflarda ¢arpimsal dis
merkezlilik direng mesafesi (multiplicative eccentricity resistance distance) ile ilgili

sonuglar sunulmustur.
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Tezin besinci boliimiinde integraller i¢in karsilastirma teoremi (comparison
theorem for integrals) kullanilarak 6nerilen yeni yontemle bazi topolojik indeksler i¢in
yeni alt ve iist sinirlar bulunmustur. Bulunan yeni siirlarin daha 6nceki sinirlardan daha
1yi oldugu gosterilmistir.

Son boliimde ise tez kapsaminda elde edilen sonuglar ve gelecekte yapilabilecek

muhtemel ¢alismalar hakkinda bilgiler verilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde ana sonuglarda kullanilacak olan temel graf kavramlari

verilmistir.

Tamm 2.1. V (G)={v,,V,,...,,v, } kose kiimesi ve kose kiimesinin elemanlarini birbirine
baglayan E(G)={e,e,,..,e,} kenar kiimesinden olusan yapiya graf denir ve

G=(V(G),E(G)) seklinde gdsterilir (Wilson, 1979).

Tamm 2.2. G, ve G, graflarinin kose kiimeleri sirasiyla V, ve V,; kenar kiimeleri de
sirastyla E; ve E, olsun. Kose kiimesi V,UV, ve kenar kimesi E,UE, olan

G, =G, UG, grafi, G, ve G, graflarinin birlesimi (union) denir (Wilson, 1979).

Tanim 2.3. G, ve G, graflarinin kose ve kenar kiimeleri sirastyla V, ve V,; E, ve E,

olsun. Eger bu iki grafin higbir ortak kosesi yoksa ayrik graflar denir (Wilson, 1979).

Tamm 2.4. G, ve G, graflarinin kose kiimeleri sirasiyla V, ve V,; kenar kiimeleri de
sirastyla E; ve E, olsun. V, NV, kose kiimesine ve E; (1 E, kenar kiimesine sahip olan

G, =G, NG, grafi, G, ve G, graflarinin Kesisimi (intersection) denir (Wilson, 1979).

Tamm 2.5. S(G), G grafinin kise kiimesinin bir alt kiimesi olsun. G [V (G)\s (G)]
kiimesi graftan S(G) kiimesinin silinmesi ile elde edilen kiimedir ve G—S(G) olarak
gosterilir. Eger S(G)={v,} olacak sekilde tek elemana sahipse, G—S(G) yerine

G —v, kullanilir. Bu isleme G grafindan kose silme (deletion of vertex) denir. Kose

cikarma islemine benzer sekilde bir graftan kenar(lar1) da ¢ikarilabilir (Balakrishnan ve
Ranganathan, 2012).

Tamm 2.6. n tane késeye sahip G grafinin késeleri v,,v,,...,v, gibi bir etikete sahipse,

bu grafa etiketlendirilmis (labeled) graf denir (Balakrishnan ve Ranganathan, 2012).
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Tamm 2.7. G grafinin kose kiimesi V (G) ={v,,v,,...,. v, } olsun. Koselerin W :v,v,..v,,
seklinde olusturdugu diziye G de bir yiiriime (walk) denir. W nin baslangic kosesi v,
ve bitis kosesi de v, dir. G grafinin ayn1 kdsesinde baglayip ayni kdsesinde biten

yirimeye kapah yiiriime (closed walk); ilk ve son koseleri hari¢ tiim koseleri farkli
olan kapali olan yiiriimeye ise devir (cycle) denir. ilk ve son koseleri harig¢ biitiin
koseleri farkli olan yiirimeye ise yol (path) denir (Balakrishnan ve Ranganathan,
2012).

Tamm 2.8. G grafi iki grafin birlesimi olarak yazilabiliyorsa baglantisizdir (discon-

nected); iki grafin birlesimi olarak yazilamiyorsa ya da tim v;,v; €V (G) koseleri

arasinda bir yol (path) varsa baglantilidir (connected) denir (Wilson, 1979).

(5] Vo Us (5] g
[ ]

U3 4 g U3 (2K

Gl GZ

Sekil 2.1. Baglantisiz (Gl) ve baglantili (Gz) graflar

Tamm 2.9. Herhangi iki v,,v, eV (G) kdse iftini baglayan bir kenar varsa bu iki kose

komsudur (adjacent) denir ve v, ~ v, seklinde gosterilir .

Sekil 2.2. Komsu koseler

E(G) kenar kiimesinin elemanlar1 en az bir ortak koseye sahipse komsudur

denir (Wilson, 1979).
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€1

Sekil 2.3. Komsu kenarlar

Tamm 2.10. G grafinin bir kosesi kendisi ile komsu ise bu kenara ilmek (loop) denir
(Wilson, 1979).

Tamm 2.11. G grafi ilmek (loop) icermiyorsa ve graftaki ayni iki kose birbirine birden
fazla kenar ile baglanmiyorsa, bu grafa basit graf (simple graph) denir (Wilson, 1979).

Tanmmm 2.12. G grafinin iki kdsesi arasinda birden fazla kenar varsa; v, kosesini yine

kendisine baglayan bir kenar varsa G grafi ¢coklu graf (multi graph) olarak adlandirilir
(Wilson, 1979).

Bu tez ¢alismasinda sadece basit graflar goz oniline alinmustir.

Tamim 2.13. Sonlu sayida koseye sahip grafa sonlu graf denir. Sonlu olmayan graf

sonsuz graftir (Wilson, 1979).

Tamim 2.14. Herhangi bir v, eV (G) kdsesinin komsuluk kiimesi

Ng (V) ={v, eV (G): vy, G}

olarak tanimlanir. v, késesinin derecesi (degree) ise komsularinin sayisidir, yani

dir. v, kdsesinde bir ilmek var ise derece hesaplanirken iki kere sayilir (Wilson, 1979).

Tamm 2.15. G grafinda derecesi 0 olan bir kdse varsa, bu koseye izole kose (isolated
vertex) denir (Wilson, 1979).
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Tamm 2.16. G grafinda derecesi 1 olan kdse varsa, bu koseye ayrik kose (pendant
vertex) denir (Wilson, 1979).

Tamm 2.17. G grafinin kdselerinin derecelerinden olusan diziye derece dizisi (degree

sequence) denir. Derece dizisi kdse sirasina gore olusturuldugu igin artan ya da azalan

herhangi bir dizi ile benzer degildir (Wilson, 1979).

Tamm 2.18. G grafinin kdselerinin derecelerinin hepsi birbirine esitse, G grafina re-
giiler (regular) denir. v, eV (G) olmak iizere, d(v,)=r ise G grafi r—regiilerdir

(Wilson, 1979).

(5] Uz " Uz
e U e U3 p p
e U2 o U4 3

Uz LEE U3 (EE

Sekil 2.4. O-regiiler, 1-regiiler ve 2-regiiler graf 6rnekleri

Tamm 2.19. G grafinin minimum ve maksimum dereceleri
5(G)=min{d(v):veG} ve A(G)=max{d(v):veG|
olarak tanimlanir (Wilson, 1979).

Tanmm 2.20. G grafimn kése kiimesi V (G) olsun. Eger v, eV (G)\S(G) kosulunu
saglayan tiim koseler v, € S(G) olacak sekilde bir komsuya sahipse, S(G)<V (G)

kiimesine G grafinin baskinhk kiimesi (dominating set) denir (Balakrishnan ve
Ranganathan, 2012).

Tamm 2.21. G grafinin kardinalitesi minimum olan baskinlik kiimesi y — kiimesi

olarak adlandirilir (Balakrishnan ve Ranganathan, 2012).
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Tamim 2.22. G grafinin y —kiimesinin kardinalitesine baskinlik sayis1 (domination

number) denir ve y =y (G) ile gosterilir (Balakrishnan ve Ranganathan, 2012).

Tamm 2.23. Bir G grafin1 olusturan tiim kose ¢iftleri komsu ise tam graf (complete

graph) olarak adlandirilir ve K, ile gosterilir (Wilson, 1979).

.“l

Sekil 2.5. K, tam grafi

Tamim 2.24. Bir G grafini1 olusturan koseler iki farkli kiime igerisinde yer aliyorsa ve
karsilikli kiimeler arasinda kenarlar var ise G grafi iki parcal graf (bipartite graph)
olarak adlandirilir. 1ki pargali graflar, ayn1 kiime igerisindeki koseleri kendi aralarinda
kenara sahip olmayan, karsi kiimedeki koselerle baglantili iki kdse kiimesinden olusur.
Kiimelerin eleman sayilart m ve n olmak iizere iki parcali graf G

, 1le gosterilir.

th

Uy

Sekil 2.6. ki pargali graf
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Iki parcali grafin kiimelerinin biitiin koseleri karsilikli komsu ise bu grafa tam

iki parcal graf (complete bipartite graph) denir. Tam iki parcali graf m ve n kiime-

lerin elaman sayilar olmak tizere K

Sekil 2.7. K, , tam iki pargali graf

ile gosterilir (Wilson, 1979).

Tamm 2.25. Devir icermeyen baglantili bir grafa agac (tree) denir. Agag grafta derecesi

1 olan koseye yaprak (leaf) denir. Tim agaglar iki parcali graftir (Balakrishnan ve

Ranganathan, 2012).

Tamim 2.26. Agag grafta yalniz bir kdse diger tiim koselere komsu ise yildiz graf (star

graph) denir. n koseli bir yildiz graf S ile gosterilir (Wilson, 1979).

Tanim 2.27. Bir G grafinda d,, v, eV (G) kosesinin derecesi olmak tizere, G nin tiim

koselerinin derecelerinden olusan kdsegen matris

d, 0 O
0 d, 0

D(G)=|0 0
0 0

derece matrisi (degree matrix) olarak adlandirilir.
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Ornek 2.1. Asagida Sekil 2.8°de verilen G grafinin derece matrisini hesaplayalim.

Vo

Sekil 2.8. G grafi

v, ve v, koselerinin derecesi d, =d, =3, V,,V, koselerinin derecesi d, =d, =2

olmak iizere, G grafinin derece matrisi

O O N O
O N O O
w O O o

olur.

Tanim 2.28. Komsuluk matrisi (adjacency matrix), V (G) :{Vl,vz,...,vm} kiimesi G
grafinin kose kiimesi, &; de v; ve v, yi baglayan kenar sayisi olmak lizere nxn tipinde

bir matristir. A(G) ile gosterilen komguluk matrisinin elemanlari

Q- 1, vV, ~V,
i 0, diger durumda
bi¢imindedir.

Sekil 2.9. G grafi
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Ornek 2.2. Yukarida Sekil 2.9°da verilen G grafinin komsuluk matrisini hesaplayalim.

A matrisinin satirlar1 ve siitunlart kdseleri temsil etmek iizere,

1110
1010
AG) =
1100
0000

dir. Koselerin dereceleri de komsuluk matrisinden kolaylikla hesaplanir:

d,=21+1+1=4

d,=1+2=3
d,=1+2=3
d, =0.

Tamm 2.29. Laplacian matrisi, nxn tipinde simetrik bir matris olup, elemanlari

di’ i= J
Iij =<-1 Vi~V
0, diger

seklinde tanimlanir. Laplacian matris L(G) = [IijJ ile gosterilir (Wilson, 1979).

Bir G grafinin Laplacian matrisini, derece matrisi ile komguluk matrisi arasin-

daki fark olarak da asagidaki gibi ifade edebiliriz:

Sekil 2.10. G grafi
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Ornek 2.3. Yukarida (Sekil 2.10) verilen G grafinin Laplacian matrisini hesaplayalim.

o O w o
o N O O
= = O -
o O - -
o O - -

ve L(G)=D(G)—-A(G) oldugundan, G grafinin Laplacian matrisi

3 -1 -1 -1
103 -1 -1
L(G)= 1 -1 2 0
11 0 2

olarak hesaplanir.

Tammm 2.30. G grafinin herhangi iki kdsesi arasindaki en kisa yola bu kdseler

arasindaki uzakhk denir. G grafinin v; ve v; koseleri arasindaki uzaklik dg (Vi,vj) ile

gosterilir (Wilson, 1979).

Tamm 2.31. G grafinin v, €V (G) késesinin dis merkezliligi (eccentricity) bu kose ile

bu késeye en uzak kose arasindaki uzaklik olarak tanimlamir ve £(v;) ile gosterilir.

Yani, £(v;)= max{d (Vi) v eV (G)} dir (Wilson, 1979).

Tamm 2.32. Bir G grafindaki tiim koselerin dis merkezliliklerinin en biiyiigiine ¢ap
(diameter) denir (Wilson, 1979). Yani, herhangi iki kose arasindaki en biiyiik uzakliktir:

D=D(G)=max{e(v,):v, eV (G)}.

Tamm 2.33. Bir G grafindaki tim koselerin dis merkezliliklerinin en kiigligiine
yarigap (radius) denir (Wilson, 1979). Yani, herhangi iki kose arasindaki en kiigiik
uzakliktir:

r=r(G)=min{e(v,):v, eV (G)}.
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Tamm 2.34. G grafinda dis merkezliligi yarigapina esit olan koseye merkez kose denir.
Bu ozellige sahip koselerden olusan kiimeye G grafinin merkezi (center) denir ve

c=c(G) ile gdsterilir (Wilson, 1979).

Tanmm 2.35. G grafinin tiim kdselerinin dis merkezliligi esitse, yani r(G)=D(G) ise

yar1 merkezli (self-centered) graf olarak adlandirilir (Wilson, 1979).

Bu tez calismasinda yer alan “Carpimsal Dismerkezlilik Direng Mesafesi
(multiplicative eccentricity resistance distance) ile Ilgili Sonuglar” ana baslikl1 boliimde
bahsedilecek olan elektrik aglar (electric circuits), iki pargali, neredeyse tam iki pargali
(nearly complete bipartite) ve hemen hemen tam iki parcali (almost complete bipartite)
graflar ile ilgili temel kavramlar ve sonuglar, “2.1 Elektrik Aglar1 ve Iki Parcali Graflar

ile Ilgili Kavramlar” baslikl1 béliimde verilmistir.
2.1 Elektrik Aglar ve iki Parcah Graflar ile ilgili Kavramlar

Elektrik aglar1 kapsaminda asagida verilen kavramlar ile ilgili detayli bilgi
Young ve ark. (1996) tarafindan yazilan Kitapta bulunabilir.

Kirchhoff akim kanunu: Birinci ya da digiim kanunu olarak da adlandirilan bu

kanuna gore devrenin bir kosesine gelen toplam akim ¢ikan toplam akima esittir. Bu

nedenle, x=a,b ve N(x), x in komsulugu olmak {izere, ZyeN(x) Iy =Zy€v i, =0 dur.

a ve b koseleri i¢in I, akimi1 a lizerinden b ye gecerek giic kaynagna ulasir.

Buradan
l,, X=4a,
Dy =1-1, x=h,
e 0 dd.

olarak ifade edebiliriz.
Diger bir ifade ile bir koseden akim kollara ayriliyorsa bu kdseye gelen akim ile

bu koseden ayrilan akimlarin matematiksel olarak toplami sifira esittir. Bir formiil ile

ifade edecek olursak, | —(1,+1,+1,+...)=0 olacaktur.
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Kirchhoff gerilim kanunu: Ikinci Kirchhoff kanunu olup, gerilim ile alakalidir. Kapali

bir elektrik devresinde her bir elemana diisen gerilim miktarinin toplami ile bu devreye

uygulanan toplam gerilime esittir. U X ve 'y (ny =-U yx) koseleri arasindaki

Xy !
gerilimi gostermek tizere bir ag tizerindeki C dongiisii i¢in gerilim kanunundan
Z Uy =0
(x,y)eC

olmaktadir.

Ohm kanunu: V , | akiminin gectigi bir R direncinin ug¢ kdseleri arasindaki potansi-
yel farki gostermek tizere V =1 R ile ifade edilir. Yani, her x,yeV i¢in V=i r,

dir.

Tammm 2.1.1. a ve b (aralarina bir gerilim kaynagi baglandiktan sonra) koseleri
arasindaki efektif diren¢ a ve b arasindaki birim net akim basina potansiyel fark
olarak tanimlanir. Yani

V., —V
_ a b
Ry =

Iab
olarak ifade edilebilir.

Bir G grafinin tiim kenarlarina 1Q luk direng yerlestirildiginde, herhangi iki v,
ve V; kosesi arasindaki efektif direng, diren¢ mesafesi olarak adlandirihr ve r (vi ,vj)

ile gosterilir. G grafinin baglantili ve kenar agirlikli bir graf oldugunu varsayalim.

ATRIS E(G) kenarmin agirhgr da w; olsun. Kenar agirlikli bu grafin direng mesafesi

1
r.(v.,v. )= — olarak tanimlanair.
G (R W

ij
Efektif direnci bulmak i¢cin kullamlan yontemler: Efektif direnci hesaplamak i¢in en
yaygin kullanilan teknik seri ve paralel direncler kanunudur. Bu kanun ile seri ya da
paralel olan direncler elektrik devresinin yapisi degistirilmeden tek bir direng ile ifade

edilebilmektedir. R, ve R, direncleri seri olarak bagl ise toplam diren¢ R, =R, +R,

formiilii kullanilarak elde edilir. Paralel bagl direngler icin ise 1 = L + 1 formiilu

ab Rl 2
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kullanilir. Bagka bir teknik ise Y —A esdeger doniisiimii (equivalent transformation)

uygulamaktir. Bu doniisiim ile yildiz seklindeki devre liggen seklindeki bir devre haline

donistiiriilebilir (Sekil 2.11).

N

A B |
T
(
/ \ /Y_..r-'g R‘--M{.\I

(2} C (3) ©)

—

Sekil 2.11. Y —A ve A—Y esdeger doniisiimii

A dontisimiinden A+B+C =M olmak lizere

(B+C)A (A+C)B C(A+B)

R12:T7R13: M 'stz M

ve Y doniisiimiinden

R,=Q+P,R;=R+P,R,=R+Q

elde edilir. Tiim diren¢ mesafelerini toplarsak

R12+R;+R23 _AB+AC+BC o b

elde edilir. Buradan

olarak bulunur. Diger taraftan

PC = QB =RA="2C
M

dir. Bu esitligi

3
POR = ABC 1
A+B+C ) ABC
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seklinde yazabiliriz. Ayrica

1.1 :(ﬂ](A+B+C)
P R

1
Q | ABC

oldugundan

PQ+PR+QR:-£+£+E-PQRz—fEE—
P R Q A+B+C

elde edilir. Yani, esdeger doniisim (equivalent transformation) yapilirken direng

degerleri
A_PQ+PR+QR AB
R A+B+C
s PQPR+QR  AC
Q A+B+C
C=PQ+PR+QR’ R BC
P A+B+C

formiilleri kullanilarak hesaplanir.

a 5‘2 l’
A — —.
10V 20 § 303 A
. l l 9
.
a
1 2 3
85 | Vir—1 A
—"\\N\—e
4 5

Sekil 2.12. Elektrik devresinin graf gosterimi
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Sekil 2.12°de elektrik devreleri ve devrelerin graf olarak gosterimi mevcuttur.
Elektrik devreleri graf haline donistiiriilebildigi gibi graflar da elektrik devrelerine
doniistiiriilebilir.

Efektif direnci bulmak icin yukarida bahsedilen yontemleri graflar i¢in de
uygulayabiliriz.

Tanmm 2.1.2. 1 (Vi,vj), baglantili bir n—mertebeli G grafinin v, ve v; koseleri

arasindaki diren¢ mesafesi, L matrisi G grafinin Laplacian matrisi ve 1 de nxn

tipinde birim matris olmak tizere

ise
6 (%v;)=(T),, +(T),, —2(T),,
dir (1“111“ nin tersidir) (Babi¢ ve ark., 2002).

Diren¢ mesafesi kavrami kullanilarak, asagida Kirchhoff indeksi tanimi

verilmistir:

Tamm 2.1.3. Kirchhoff indeksi G grafimin her bir v, v; (1<i< j<n) kose ikilisinin

diren¢ mesafelerinin toplamina esittir. Yani, agik¢a

dir (Klein ve Randi¢, 1993).

Kirchhoff indeksi ayrica agagidaki gibi de ifade edilebilir:

Teorem 2.1.1. G grafinin Laplacian matrisinin 6zdegerleri 0= 4 < g1, <...< 1, (n>2)

n

olmak tzere

ile gosterilir (Gutman ve Mohar, 1996).
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Tez calismasiin 4. boliimiinde kullanilacak olan g¢arpimsal dis merkezlilik

direng mesafesi tanimi, sonucu ve diger kavramlar asagida verilmistir:

Tamm 2.1.4. G grafinin garpimsal dis merkezlilik direng mesafesi (multiplicative
eccentricity resistance distance) asagidaki gibi tanimlanir (Hong ve ark., 2018):

£G)= Y e (vi)es (V) (vivy)

v, ,vjeV(G)

Lemma 2.1.1. e, G grafinin komsu olmayan iki kosesini baglayan bir kenar ve

G =G +e olmak iizere, & (G) <&, (G) elde edilir (Hong ve ark., 2019).

Tammm 2.1.5. N mertebeli B,(n,n,,..,n,,,) grafi, P, yolunda bulunan i—inci

kosenin ayrik n, kose kiimesi (N :Z_D .

> ni) ile degistirilmesi ile elde edilir. P,
yolundaki komsu koseler i¢in o koselere karsilik gelen ayrik kiimelerdeki koseler de

komsudur. B (n,n,,..,Ny,,) grafi D ¢apl iki par¢ah grafur ve D ¢apl her iki

pargali graf B, (n,,n,,...,Ny,,) in bir altgrafidir (Jiang ve ark., 2020).

D+1

Lemma 2.1.2. D>3 i¢in N =Zni olmak iizere D ¢apli (diameter) herhangi bir iki
i=1

pargali graf B, (n, =1,n,,...,ny,; =1) grafinin bir alt grafidir (Jiang ve ark., 2020).

Lemma 2.1.3. n; kumesindeki bir kdsenin derecesi d; =n, ,+n;, ve n,=n,,,=0

j+l

D+1
olsun. PD(ﬂ):HHj, 6, =1-d,, Bj:(l—dj)—% (2< j<D+1) olmak iizere
j-1

j-1

By (n,,N,,...,N,,, ) grafinin Laplacian matrisinin karakteristik polinomu

D+1

de(11-1, ) - pa (A (- )"

=1

esitligi ile elde edilir (Jiang ve ark., 2020).

Jiang ve ark. (2020), B,(n,=1n,,...,n,,ny,, =1) iki parcali grafinin Kirchhoff

indeksini asagidaki yontem ile bulmustur.
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Lemma 2.1.4. n,=n,,, =0 olmak iizere D ¢aph (diameter) iki parcali graflarin Kf

ile gosterilen Kirchhoff indeksi

D N — N=D N n, D+1
Kf (B (N Ny M) = D = kZ;n +NZ
g-1"7q

q=2 =1 N; i T n
esitligi ile verilen Kf (B (n,n,,....Ny,,)) degeridir (Jiang ve ark., 2020).

Tamm 2.1.6. P,,, yol grafinin i—inci kosesinin n; ile temsil edilen bir klik (clique) ile
degistirilmesinden elde edilen G (n;,n,,...,n,,Ny,;) grafina, D ¢aph bir graf denir.

Yol grafinda kdseler komsu ise G, (nl, N,,....Np D+l) grafinda karsilik gelen koselerde

komsudur (Ellens ve ark., 2011).

Lemma 2.1.5. G=G;(Ln,,...,n,,1) grafi N koseli D capli (diameter) bir graf olsun.
G grafi {G; (Ln,,...Np,1): Ziz n=N —2} sinifinin bir alt kiimesidir (Wang ve ark.,

2010).

Ellens ve ark. (2011) herhangi bir D ¢aplh (diameter) grafin Kirchhoff indeksini
asagidaki gibi hesaplamistir:

Lemma 2.1.6. n, =n,,, =0 olmak iizere G grafinin Kirchhoff indeksi

Kf (G)= Di[N I, ]Zn +NDZ+1

= N, =, +nJ1+n
esitligi ile elde edilir (Ellens ve ark., 2011).

Lemma 2.1.7. Eger iki parcali bir grafin ¢ap1 (diameter) 2 ise bu graf tam iki pargal
graf olmalidir (Jiang ve ark., 2020).

Lemma 2.1.8. K

n,n,

bir parcasinda n,, diger parcasinda n, kose bulunan tam iki

parcali graf olsun. K grafinin Kirchhoff indeksi
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(n,+n,=1)(nf +nf)

mnn,

Ny ,Ny

olarak hesaplanir (Jiang ve ark., 2020).

Asagidaki lemmada tiim direng mesafelerini (resistance distance) elde etmek igin

bir bolgesel toplam kural1 verilmistir.

Lemma 2.1.9. G grafi basit, baglantili, N mertebeli bir graf ve her bir kenarinda 1

ohmluk direng olsun. G grafinin herhangi iki v; ve v; kosesi i¢in, d(v,) v, kosesinin
derecesi ve N(v,) de v, kdsesinin komsuluk kiimesi olmak iizere,
d(v)rs (vi,vj)+ Z(: )(rG (v;,a)—rg (vj,a)): 2
aeN(y

esitligi ile bir grafin tim direng mesafeleri hesaplanir (Chen ve Zhang, 2008).

Lemma 2.1.9’un 6zel bir durumu olarak Lemma 2.1.10 elde edilmistir.

Lemma 2.1.10. G grafi v, ve v, ayrik kdselerini igersin. Eger N (v,)=N(v,) ise

s (Va, V) = 2 elde edilir (Gervacio, 2016).

IN(v.))

Tamm 2.1.7. K, , |[X|=x ve |Y|=y olmak iizere, (X,Y) parcalanisi ile bir tam iki

X,y !
parcal graf olsun. G(x,y,p)=K, , —pK,(p<min{x,y}) grafina neredeyse tam iki
parcali (nearly complete bipartite) graf denir. G(x,y,p) neredeyse tam iki pargali

grafinin kose kiimesi {al,az,...,ax}U{ﬁl,ﬁz,...,ﬁy} ve kenar kiimesi {o 3, :11>s2>X,

1>t> y}\{alﬂl,azﬂz,...,apﬁp} dir. G(x,p)=K,,—pK,(p<x) grafina ise hemen
hemen tam iki parcalh graf (almost complete bipartite graph) denir.
G(x p)=K,,—PK,(p<x) ise neredeyse tam iki parcali (nearly complete bipartite)

graflarin 6zel halidir (Ge ve Dong, 2020).

Yukaridaki tanimdan faydalanarak asagidaki lemma verilmistir (Ge ve Dong,
2020):
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Lemma 2.1.11. G(x,y,p) neredeyse tam (nearly complete) iki pargali graf ve

[X]={L2,...x}, [y]={82,....y}, [p]={L2,..., p} olsun. Buradan,

1. 1<s,t<x icin,

ACAAE

2(x—1)
Xy —X—y’

egers=tves,te[p],

E, egers =t ves,t e[x]\[p].
y

2x-1 X+ Xy? —2Xxy + yp—y?
+ )
y(y-1) y(y-1)(x+y—xy)(x+y—p—xy)

egerse[p] ves,te[x]\[p].

2. 1<s,t<Yy igin,

rG (ﬂs’ﬁt):

2(y—1)
Xy —X—y

, egers=tves,te[p],

E, egers=t ves,te[y]\[p],
X

2y-1 Y+ X2y —2Xy + Xp — X°

egerse[p] ves,te[y]\[p].

x(x=1) x(x=1)(x+y-xy)(x+y—p-xy)’

3. 1<s,t<x ve 1<s,t <Yy igin,

rG (as’ﬂt):

X+Yy Xy -
- , egers=te|p|,
Xy—=x-y (xy=x=y)(xy—x-y+p) Le]
X+y-2 Xy

, egers#te|pl,
xy—x—y (xy—=x—-y)(xy—x—y+p) [p]

D(x-1)  (x=p)(x-1)

(xy—x—y) px(xy—x—-y+p)

, egerSe[p] Vete[y]\[p],

Y A e—— egerse[x]\[p] vete[p],

Xy —X—Y

1, (p-
x p )
1 (pYy-1), (y-p)(y-9
y b )
1

%_XY(Xy—x—y+ p)’ egerse[x]\[p] vete[y]\[p].
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Neredeyse tam iki parcali (nearly complete bipartite) bir grafin Kirchhoff

indeksi agsagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 2.1.12. G(x,y, p) bir neredeyse tam iki parali (nearly complete bipartite) graf

olsun. G(x,y, p) nin Kirchhoff indeksi:

p*(x+y-2)+2p (x=p)(x-1) (y-p)(y-1)

Kf (G(X,Y, =
( (X,¥,p))=x+y+ oy " .

pxy . (x=P)(y-p)
(xy=x=y)(xy=x=y-+p) y(y-1)(xy-x-y+p)

(y-p)(p-1)  (x=p)(y=P)  P(x=p)
(x=1)(xy—x-y) x(x-1)(xy—x-y+p) y-1

L Ply=p)  (x=p)(P-1

x—1 (y—l)(xy—x—y)_l'

dir (Ge ve Dong, 2020).

Lemma 2.1.13. G grafinin Kirchhoff indeksini y baskinlik sayisina (domination

number) bagl olarak

2yven,=n, =0, eger N=) 'n,
gq= .
y-1

2y-1ven =n, =0, eger N=) ""n

olmak iizere,

ile hesaplanir (Kirgiz ve Maden, 2021).

Bu tez calismasinda yer alan bazi topolojik indeksler i¢in sinirlar baslig

altindaki sonugclar ile ilgili temel kavramlar ve sonuglar, 2.2 boliimiinde verilmistir.
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2.2 Topolojik Indeksler ile lgili Kavramlar

Randi¢ indeksi iizerinde en ¢ok c¢alisilan topolojik indekslerden birisidir (Li ve
Shi, 2008; Du ve ark., 2021). Randi¢ (1975), bu topolojik indeksi asagidaki gibi

tanimlamustir.

Tamm 2.2.1. Herhangi bir G grafinda v. kosesinin derecesi d;, V. ile komsu olan bir
V; kosesinin derecesi de d; olmak iizere G grafinin R(G) ile gosterilen Randié

indeksi

dir (Randi¢, 1975).

Ornek 2.2.1. P, yol grafinin Randi¢ indeksini hesaplayalim.

Sekil 2.13. P, yol grafi

d,=d,; =1 ve d,=d,=d, =2 oldugu agikca goriilmektedir. Buradan, P, yol grafinin

Randi¢ indeksi

R(G)= 1
VIVJEE(G) d|dJ
1 N 1 N 1 N 1
J12 22 22 421
=£+1
2

olarak hesaplanir.

Randi¢ indeksinin 6zel hali olarak harmonik indeksi tanimlanmistir. Fajtlowicz

(1987), harmonik indeksin tanimin1 agagidaki gibi vermistir.
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Tamm 2.2.2. Herhangi bir G grafinda v; kosesinin derecesi d;, V; ile baglantili bir v,

kosesinin derecesi de d; olmak tizere G grafinm H(G) ile gosterilen harmonik

indeksi

2
viv;<E(G) di +d

H(G)=

i
dir (Fajtlowicz, 1987).
Ornek 2.2.2. K, , grafinin harmonik indeksini hesaplayalim.

(2] va
U3

Sekil 2.14. K3’2 grafi ve kdselerinin dereceleri

d,=d,=d;=2 ve d, =d; =3 oldugu agik¢a goriilmektedir. Buradan, K,, yol

grafinin harmonik indeks degeri hesaplandiginda

2
H(G)= .
vivjeE(G) i+ j
_p_ 2
2+3
1
5

elde edilir.

Tamm 2.2.3. Herhangi bir G grafinda v, kdsesinin derecesi d;, V; ile baglantili bir v,

kosesinin derecesi de d; olmak iizere G grafinn ABC(G) ile gosterilen atom-bag

baglantiillik (atom-bond connectivity) indeksi
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ABC(G)=

viv;eE(G)

ile tanimlanir (Estrada ve ark., 1998).

Furtula ve Gutman (2015), unutulmus (forgotten) indeksi asagidaki gibi

tanimladilar.

Tamim 2.2.4. Herhangi bir G grafinda v; kosesinin derecesi d;, v, ile baglantil bir v,

kosesinin derecesi de d; olmak iizere G grafinm F(G) ile gosterilen unutulmus
(forgotten) indeksi
F(G)= > (d’+d})
viv;€E(G)

dir (Furtula ve Gutman, 2015).

Yukarida bahsedilen topolojik indekslerin varlifi son zamanlarda yeni bir
indeksin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Gutman (2021) yeni topolojik indeksi

Sombor olarak adlandirmastir.

Tamm 2.2.5. Herhangi bir G grafinda v; kosesinin derecesi d;, v; ile baglantili bir v,

kosesinin derecesi de d; olmak iizere G grafinin SO(G) ile gosterilen Sombor
indeksi

S0(6)= 3 (d7rd;

viv;€E(G)

dir (Gutman, 2021).

Dereceye bagli (degree based) topolojik indekslere benzer sekilde dis
merkezlilige (eccentricity) bagh topolojik indeksler de tanimlanmis ve bunlarla ilgili

yeni sonuglar elde edilmistir.

Tamm 2.2.6. Herhangi bir G grafinda v, kosesinin dis merkezliligi (eccentricity) &;,
V; kosesinin dig merkezliligi (eccentricity) de &; olmak lizere G grafinin H, (G) ile

gosterilen dis merkezlilige (eccentricity) bagli harmonik indeksi
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2

v, <E(6) & T &

H,(G)=
dir (Ediz ve ark., 2017).
Tamm 2.2.7. Herhangi bir G grafinda v, kosesinin dis merkezliligi (eccentricity) &;,

V; kdsesinin dis merkezliligi (eccentricity) de &; olmak tizere G grafimn ABC, (G)

ile gosterilen dis merkezlilige (eccentricity) bagli atom bag baglantililik (atom-bond

connectivity) indeksi

dir (Farahani, 2013).



36

3. KAYNAK ARASTIRMASI

Graf teori ve uygulamalari tezin giris boliimiinde de bahsedildigi iizere ¢ok farkli
alanlar1 kapsamaktadir. Her bir alan igerisinde ise ¢esitli konular ile ilgili birgok ¢alisma
yapilmistir. Graf teorinin literatiirde genis bir yer kaplamasindan dolayi, tezin bu
boliimiinde 6zel olarak direng mesafesi ve Kirchhoff indeksi {izerine yapilan ¢aligmalar

ve topolojik indekslerin alt ve st sinirlari ile ilgili literatiire yer verilmistir.
3.1 Diren¢ mesafesi ve Kirchhoff indeksi

Stephenson ve Zelen (1989) “"Rethinking centrality: Methods and examples”
baslikli calismalarinda graf teorinin elektrik devrelerinde kullanilabilecegi fikrini ortaya
attilar.

Klein ve Randi¢ (1993) “Resistance Distance” baslikli makalelerinde ilk olarak

diren¢ mesafesi ve diren¢ mesafesi matrisini elektrik devrelerinin temellerinden

yararlanarak tanimladilar. Ayrica Kirchhoff indeksi Kf (G) icin de bir tanim verdiler.

Gutman ve Mohar (1996) “The Quasi-Wiener and the Kirchhoff Indices
Coincide” baslikli ¢alismalarinda Quasi-Wiener indeks ve Kirchhoff indeksin benzer
ozelliklere sahip oldugunu buldular.

Palacios (2001) “Resistance distance in graphs and random walks” baslikli
makalesinde direng mesafesini baglantili yonsiiz graflar iizerinde inceleyerek, bu
kavrami graflarda rastgele yiirtiyiisler (random walks) ile iliskilendirdi. Ayrica direng
mesafesi ve Kirchhoff indeksi i¢in genel bir alt sinir buldu.

Xiao ve Gutman (2003) “Resistance distance and Laplacian spectrum” baglikli
calismalarinda diren¢ mesafesi matrisinden yola c¢ikarak, direng mesafesi degerlerinin

Laplacian o0Ozdegerler ve Ozvektorlerle ifade edilebilecegini gosterdiler. Ayrica
R=[rG (Vi,vj )] direng mesafesi matrisinin 6zdeger ve Ozvektorlerinin Laplacian

0zdeger ve 6zvektorleri ile iligkili oldugunu ispatladilar.
Bapat ve ark. (2003) “A Simple Method for Computing Resistance Distance”
basliklt makalelerinde, bir G grafinin Laplacian matrisini kullanarak diren¢ mesafesini

hesapladilar. Laplacian matrisinin i—inci satir1 ve siitunun silinmesi ile elde edilen

matris L (i) ve i—inci satir ile j—inci siitunun silinmesi ile elde edilen matris L(i, j)
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olmak iizere 1, (v;,v;)=detL(i, j)/detL(i) ile hesaplanabilmektedir.

Zhou ve Trinajsti¢ (2009) “On resistance-distance and Kirchhoff index” baslikli
calismalarinda baglantili bir grafin direng¢ mesafesi ve Kirchhoff indeksinin
normallestirilmis Laplacian 6zdegerleri ile iliskili 6zelliklerini verdiler.

Palacios (2010) “On the Kirchhoff index of regular graphs” baglikli
caligmalarinda d —regiiler N mertebeli graflar i¢in bir Kirchoff indeks hesaplama for-
miilii verdi.

Das ve ark. (2012) “On Kirchhoff index and resistance-distance energy of a
graph” baslikli ¢alismalarinda diren¢ mesafesi enerjisini diren¢ mesafesi matrisinin
0zdegerlerinin mutlak degerleri toplami olarak tanimladilar ve direng mesafesi enerjisi
icin alt ve iist sinirlar verdiler. Ayrica, baglantili, molekiiler graflarin Kirchhoff indeksi
icin kdse sayisi, kenar sayisi, maksimum kose derecesi, ikinci maksimum kose derecesi
ve minimum kose derecesine bagl olarak bir alt sinir buldular.

Vos (2016) “Methods for determining the effective resistance” baslikl1 yiiksek
lisans tezinde, daha 6nce efektif direnci (resistance distance) hesaplamak igin literatiirde
verilen yontemlerden farkli bir yontem kullanmustir.

Giigli tanimlayicilar (resistive descriptors) 6zellikle fizik ve matematiksel kimya

alanindaki bilim insanlar1 tarafindan uygulamali olarak kullanilmaktadir. fg (Vi,vj ),

V(G) de bir reel fonksiyon olmak iizere Y(G) ile gosterilen giiglii tanimlayicilarin

(resistive descriptors) genel formiilii asagida verilmistir:

Kirchhoff indeksi Y(G) ile tamimlanmak istenirse, formiilde
fs (vi WV ) =1

olarak yazilabilir. Y(G) indeksi matematik, fizik ve kimya alanlarinda yaygin olarak

kullanilmaktadir (Palacios, 2016).
Li ve Wei (2016) “Some edge-grafting transformations on the eccentricity

resistance distance sum and their applications” baslikli c¢alismalarinda, giigli

tanimlayicilarda (resistive descriptors) fg (V;,V;) =& (v;)+;(v;) ifadesini kullanarak
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bir G grafinin dis merkezlilik direng mesafesi toplamini ¢(.), V (G) deki bir kdsenin

dis merkezliligi (eccentricity) olmak iizere

&(G)= > (gG(vi)+gG(vj))rG(vi,vj)

Vi vjeV(G)

olarak tanimladilar.
Hong ve ark. (2018) “Some transformations on multiplicative eccentricity
resistance-distance and their applications” baslikli calismalarinda bir G grafinin

carpimsal dis merkezlilik direng mesafesi (multiplicative eccentricity resistance

distance) & (G) yi asagidaki gibi tanimladilar:

E(G)= D &(w)es (Vi) (viv;).
vV, (G)

Hong ve Zhu (2019) “The First Two Cacti with Larger Multiplicative
Eccentricity Resistance-Distance” baslikli ¢alismalarinda, ortak sadece bir kdsesi olan
kaktiis graflar i¢in maksimum ve ikinci maksimum g¢arpimsal dis merkezlilik direng
mesafelerini hesapladilar.

Hong ve ark. (2019) “Extremal graphs with diameter 2 for two indices on
resistance-distance” baslikli ¢alismalarinda, ¢apt 2 olan graflar igin 1—inci, 2—inci ve
3—1{incii en biiyiik ve 1—inci, 2—inci ve 3—iincii en kii¢iik ¢arpimsal dis merkezlilik
diren¢ mesafelerini bulmuslardir. Ayrica ¢apt 2 olan graflarin diren¢ mesafesi matrisi
icin de 1—inci, 2—inci ve 3—iincii en biiyiik ve 1—inci, 2—inci ve 3—iincii en kiigiik
spektral yaricap (radius) degerlerini hesapladilar.

Das ve Gutman (2019) “Comparing Laplacian Energy and Kirchhoff Index”
baslikli ¢alismalarinda Laplacian enerji (LE) ile Kirchhoff indeksi (Kf)

karsilastirmiglardir ve LE > Kf oldugunu buldular.
Liu (2020) “Resistance Distance and Kirchhoff Index of the Diamond

Hierarchical Graph and the Generalized Corona Graph” bashikli ¢alismasinda
genellestirilmis pirlanta hiyerarsik (diamond hierarchical) ve corona graflar i¢in direng
mesafesi ve Kirchhoff indeksi hesapladi.

Jiang ve ark. (2020) “On the Kirchhoff index of bipartite graphs with given

diameters” baslikli calismalarinda belli yarigapa (radius) sahip iki pargali graflarin
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Kirchhoff indeksleri i¢in bir formiil verdiler. Ayrica bu graflar arasinda en biiylik ve en
kiigiik, ikinci en kiiglik, tiglincii en kiigiik Kirchhoff indekse sahip olanlar1 karakterize
ettiler.

Li ve Shen (2021) “Extremal bipartite graphs and unicyclic graphs with respect
to the eccentric resistance-distance sum” baslikli caligmalarinda belli yarigapa sahip iki
parcali ve unicyclic graflardan en kiigiik ve en biiyiikk dis merkezlilik direng-mesafesi
toplamina sahip olanlar1 karakterize ettiler.

Kirgiz ve Maden (2021) “A Note On Bipartite Graphs with Domination Number
2 and 3” baslikli calismalarinda baskinlik katsayis1 (domination number) 2 ve 3 olan
iki parcali graflar icin en kiiciik ve en biiylik carpimsal dis merkezlilik direng mesafesini

elde ettiler.
3.2 Topolojik indeksler

Uluslararast Temel ve Uygulamali Kimya Birligi (International Union of Pure
and Applied Chemistry-IlUPAC)’a gore bir topolojik indeks (veya molekiiler yapi
tanimlayict - molecular descriptor), kimyasal yapiin gesitli fiziksel ozellikleri,
kimyasal tepkime veya biyolojik aktivite ile korelasyonu i¢in kimyasal yapr ile iligkili
sayisal bir degerdir. Topolojik indekslerin sayisi1 olduk¢a fazladir ve bunlarin kimyasal
ya da biyolojik yapilarla iligkileri bilim insanlari tarafindan arastirilmaktadir (Gutman,
2013).

Randi¢ (connectivity) indeksi dereceye bagli topolojik indeksler igerisinde
onemli bir yere sahiptir. Randi¢ indeksinin farkli 6zelliklerine ait pek ¢ok g¢alisma
bulunmaktadir. Bu kisimda Randi¢ indeksinin alt ve st smurlar ile ilgili yapilmig
calismalara yer verilecektir.

Bollobas ve Erdos (1998) “Graphs of extremal weights” baslikli ¢caligmalarinda,
baglantili bir G grafi i¢in R(G)Z\/ n—1 ve esitlik durumunun sadece G grafinin

yildiz graf olmas1 halinde saglandigini gosterdiler.

Pavlovic ve Gutman (2001) “Graphs with extremal connectivity index” baslikli
caligmalarinda, en kii¢iik ve en biiyiik Randi¢ indekse sahip graflar1 buldular.

Delorme ve ark. (2002) “On the Randi¢ indices” baslikli ¢aligmalarinda,

ticgensel yap1 igermeyen ve minimum derecesi & olan bir G grafinin Randi¢ indeksi
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icin R(G)— §(n_5) —5(5_1) ! >0 alt sinirin1 buldular.

Caporossi ve ark. (2003) “Graphs with maximum connectivity index” baslikli

caligmalarinda, N mertebeli izole kose icermeyen graflar arasinda S, grafinin mini-

mum Randi¢ indekse sahip oldugunu buldular.
Aouchiche ve Hansen (2007) “On a conjecture about the Randi¢ index” baslikli

caligmalarinda, Randi¢ indeksi ile bazi graf degiskenleri arasindaki iligkileri buldular.

Ayrica, R(G) igin bir alt sinir elde ettiler.

Lokesha ve ark. (2013) “New bounds for Randi¢ and GA indices” baslikl
calismalarinda, Randi¢ indeksi i¢in degistirilmis Zagreb endeksi ile baglantili yeni alt ve
st sinirlar verdi. Ayrica G nin asilt kdse sayisi, maksimum kdse derecesi ve asil
olmayan (non-pendant) minimum kose derecesi degerlerini kullanarak bir tist sinir elde
etmislerdir.

Suil ve Shi (2018) “Sharp bounds for the Randi¢ index of graphs with given
minimum and maximum degree” baslikli ¢alismalarinda, N mertebeli, en kiigiik

JoA

O+A

derecesi & ve en biiyiik derecesi A olan bir G grafi i¢in R(G)> N oldugunu

ispatlamiglardir.

Zhang ve Wu (2022) “Randi¢ index of a line graph” baslikli ¢alismalarinda, line
graflarin Randi¢ indeksi ile ilgili alt sinir tanimlamiglardir.

Buyukkose ve Cangul (2022) “Some notes on Randi¢ index” baslikl
caligmalarinda, Randi¢, agirlikli Randi¢ ve genellestirilmis Randi¢ indeksi ile ilgili yeni
sonuglar bulmuslardir.

Harmonik indeks ve smirlar ile ilgili yapilan ¢alismalara asagida yer verilmistir.

Zhong (2012) “The harmonic index for graphs” baslikli ¢alismalarinda, bait
baglantili graflar i¢in minimum ve maksimum harmonik indeks degerlerini
bulmusglardir.

Li ve Shiu (2014) “The harmonic index of a graph” baslikli ¢alismalarinda, en
biiylik kose derecesi ve asili kenarlarin sayis1 gibi yapisal parametrelerini kullanarak
harmonik indeks iizerinde bir alt sinir olusturmuslardir.

Zhong ve Xu (2014) “Inequalities between vertex-degree-based topological
indices” baglikli ¢alismalarinda, Randi¢ ve harmonik indeksler arasindaki iliskileri

kurdu ve ayrica G grafinin harmonik indeksi i¢in alt sinirlar verdi.
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Li ve ark. (2016) “The harmonic index of some graphs” baslikli ¢alismalarinda,
minimum harmonik indekse sahip aga¢ yapisindaki graflart buldular.

Sun ve ark. (2019) “The harmonic index of two-trees and quasi-tree graphs”
baslikl1 caligmalarinda quasi agag¢ yapisindaki graflarin harmonik indeksi icin alt ve {ist
siirlar verdiler.

Hu ve Zhong (2022) “The harmonic index for trees with given domination
number” baslikli ¢alismalarinda, agag¢ yapisindaki graflarin harmonik indeksi igin alt ve
ist sinirlar verdiler.

Unutulmus (forgotten) indeksin sinirlari ile ilgili yapilan ¢aligmalar:

Khaksari ve Ghorbani (2017) “On the forgotten topological index” bagslikli
makalelerinde, unutulmus (forgotten) indeks igin yeni sinirlar 6nerdiler ve bazi 6zel
graflarin unutulmus (forgotten) indekslerini hesapladilar.

Gutman ve ark. (2017) “Graphs with Smallest Forgotten Index” baslikli
makalelerinde, en kii¢ik unutulmus (forgotten) indekse sahip graflar1 karakterize
etmistir.

Unutulmus (forgotten) ve graf parametreleri arasindaki iligkiler; maksimum ve
minimum kose derecesi (Elumalai ve ark., 2017), diizensizlik (irregularity) (Che ve
Chen, 2016; Milovanovi¢ ve ark., 2017), baskinlik sayis1 (domination number) (Alyar
ve Khoeilar, 2021) ve dongiisel (cyclomatic) sayr (Gutman ve ark., 2017) olarak
kapsamli bir sekilde arastirilmistir.

Topolojik indekslere ait oOzelliklere dair ¢alismalar devam ederken Gutman
(2021), Sombor indeks ile topolojik indekslere yeni bir bakis acis1 kazandirmigtir. 2021
yilinda tanimlanan bu indeks ile geometrik bir yorum yapilmaktadir.

Reti ve ark. (2021) “On the Sombor index of graphs” baslikli ¢alismalarinda,
Sombor indeksi i¢in baz1 yeni sinirlar elde etti.

Das ve ark. (2021) “On Sombor index” baslikli ¢alismalarinda, Sombor indeksi
ile birinci Zagreb graf indeksi arasindaki iliskileri elde etti. Ayrica Sombor indeksi
tizerinde bazi yeni sinirlar verdiler.

Horoldagva (2021) “On Sombor index of graphs” baslikli g¢alismalarinda,
maksimum derecesi A olan n mertebeli bir grafin ve gevresi (girth) g olan N merte-
beli bir grafin Sombor indeksi iizerinde alt sinirlar elde ettiler.

Filipovski (2021) “Relations between Sombor index and some degree-based
topological indices” baslikli ¢alismalarinda, Sombor ve unutulmus (forgotten) ile

Sombor ve Randi¢ indeksler arasindaki temel iligkileri gosterdi.
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Li ve ark. (2022) “On the extremal Sombor index of trees with a given diameter”
baslikli ¢alismalarinda, Sombor indeksine gére N mertebeli agaglar arasindaki en
biiyiik ve en kiigiik degerlere sahip graflar1 karakterize etmistir.

Cruz ve Rada (2021) “Sombor index of chemical graphs” baslikli
caligmalarinda, tek dongiilii graflar ve ¢ift dongiilii graflar arasinda en biiyiik ve en
kiigiik Sombor indeksini inceledi.

Chen ve ark. (2022) “Extremal values on the Sombor index of trees” baslikli
calismalarinda verilen bazi parametrelerle agaglarin Sombor indekslerinin ekstramal
degerlerini belirledi.

Kirgiz ve Maden (2022) “New Bounds for Some Topological Indices” baslikli
calismalarinda yeni bir metot kullanarak Harmonik, Sombor, Randi¢ ve unutulmus
(forgotten) indeksleri igin yeni alt ve iist sinirlar buldular.

Harmonik, Sombor, Randi¢ ve unutulmus (forgotten) indekslerin simirlar
hakkinda daha fazla bilgi (Li ve Shi, 2008; Che ve Chen, 2016; Ali ve ark., 2019; Liu ve
ark., 2020; Milovanovi¢ ve ark., 2021; Phanjoubam ve Mawiong, 2021)'de bulunabilir.
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4. CARPIMSAL DIS MERKEZLILIK DIRENC MESAFESI ILE ILGILIi
SONUCLAR

dg (Vi,vj) ile gosterilen uzaklik kavrami, graflarla ilgili bir ¢ok problemin

¢oziiminde kullanilan bir graf parametresidir. Bu parametre bazi durumlarda
dezavantajlar olusturmaktadir. Uzaklik parametresi iki kose arasindaki en kisa yol
oldugu icin, bu parametreye bagli ¢oziimlerde en kisa yoldan biraz daha uzun olan
yollarin dikkate alinmadig1 sonucuna varilabilir.

Bu dezavantajlar1 gidermek i¢in {izerinde birim direng bulunan bir kenarin iki

kosesi arasindaki efektif direng olarak tanimlanan r (Vi ,Vj) direng mesafesi (Klein ve

Randi¢, 1993) kullanilmaya baslanmistir. Diren¢ mesafesinin ve direng mesafesine bagl
diger Ozelliklerin hesaplamasi hem teorik ¢alismalar hem de gercek uygulamalar igin
olduk¢a onemlidir.

Tim bu bilgiler géz 6niinde bulundurularak, tez ¢alismasinin bu bdliimiinde
neredeyse tam (nearly complete) iki pargali ve iki pargali graflar i¢in ¢arpimsal dis

merkezlilik direng mesafeleri ile ilgili sonuglara yer verilmistir.

4.1 Neredeyse Tam Iki Parcah Graflar icin Carpimsal Dis Merkezlilik Direng

Mesafesi

D =3 capima (diameter) sahip neredyse tam iki pargali graflardan minimum
carpimsal dis merkezlilik direng mesafesine sahip olanlari ve minimum c¢arpimsal dis

merkezlilik direng mesafesi degerini bulalim:

Teorem 4.1.1. G, N mertebeli ve cap1 (diameter) D=3 olan bir neredeyse tam

(nearly complete) iki pargali graf olsun. Buradan

8N*—28N°%+44N? +60N —128 .
> , N gift
(03 N(N-2)
I 4N(2N2—7N +13)
, N tek
(N-1)(N-3)

dir.
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Esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart G =G Q%J , [%—‘ ,1) olmasidir.

Ispat. B,(n,=1n,,n,n, =1) smfindaki iki pargali graflar, G(n,+n,n,+n,,1)
neredeyse tam (nearly complete) iki pargali graflar ile gosterilebilir.

Eger n, =m olarak alirsak, buradan 1<m <3 olmak iizere B,(1,m,N-m-2,1)
elde ederiz. B,(1,m,N-m—2,1) grafim da G(m+1,N —m—-11) bi¢iminde yazabiliriz.
Burada Lemma 2.1.11°i kullanarak, G(m+1,N —m-1,1) grafinin Kirchhoff indeksini

asagidaki bi¢imde hesaplayabiliriz:

2
Kf(G(m+1,N—m—1,l)):N—1+(m_N+2) AP AN +2
m+1 m—-N +2 m
m+1 m-N+1

"N+ (meD)(m-N+D) N+ (mrL)(m-N+1)-1

N m-—N+2
(M+1)(N+(m+1)(m—N +1)-1)

m*° N
m-N+1 N+(m+1)(m—N-+1)

U,={a}, U,={b,b,,..b.}, U;={c,c,,...cy_,,} ve U,={d,} olarak ali-
nirsa, B,(1,n,,n;,1) grafi neredeyse tam (nearly complete) iki pargali G(x,y, p) grafi
olarak yazilabilir. x=|X|, y=JY|, p=1 ve X=U,UU,={d,b,b,..b,},
Y =U,UU, ={a,,¢,,C,,....Cy_, ,j oOlarak tammlanmustir. Ayrica 1<i<m ve

1< j<N-m-2 olmak iizere U,, U,, U, ve U, kiimelerinde bulunan kdoselerin dis

merkezliligi (eccentricity) agikca

dir. G (m +1L,N-m-1, l) in carpimsal dis merkezlilik direng mesafesi
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& (G(m+1LN-m-11))=6Kf (G(m+1L,N-m-11))+3r, (a,d,)

=2 Y r(be)+ D r(oub)+ D rs(cic)

beX,yeY beX,yeY bieX,yeY

esitliginden elde edilir.
Lemma 2.1.9, 2.1.10 ve 2.1.11°den vyararlanilarak, G(m+1,N—m—1,1) in

carpimsal dig merkezlilik direng mesafesi asagidaki gibi hesaplanir.

[k olarak r;(a,,d,) i hesaplayalim. G(m+1 N —m—11) in her bir kenarinda 1

Ohm’luk direng olsun. Buradan,

. (a.d )=2m—2N +mN?—=m?N —3mN + Np +m?* +1
ST (2m-mN +m?+1)(2m—p—mN +m® +1)

elde edilir. Burada p =1 oldugundan, r; (a,,d,) in direng mesafesi

fo (a,d;) = ﬁ
dir.
Ikinci olarak, Z Iy (bi,cj) yi bulalim. b, ve ¢, arasindaki kenar silindigi
beX cjeY
takdirde
G (M+L,N-m-11)=G(m+1LN-m-11)-hg
elde edilir.

b, ve c, arasma bir pil (battery) koyulursa, X ve Y kiimelerindeki diger tiim
kdselerin voltajlari esit olur. Bu nedenle, b,,b;,...,b, késelerini sikistirarak (contract) b

kosesini ve C,,C,,...,Cy_,, kOselerini sikistirarak (contract) c kosesini elde ederiz

(Sekil 4.1).
Sikistirillmis grafin (contracted graph) elektrik devresi ile gosterimi ise Sekil

4.2°de verilmistir.
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Sekil 4.1. G~ (m +1,N—-m-1, 1) icin sikistirilmig graf

Oncelikli olarak r;(b,,c;) i bulalim. Bunun i¢in rg(b,c,) in hesaplanmas
gerekir:

2m—2N +mN? —m*N —3mN + Np + m* +1
(2m—mN +m’ +1)(2m— p-mN +m’ +1)

Is (blfcl):

olarak elde edilir.

relag, by)

?'f;(rr-] R 1')']'

A

I'{;{q’.‘] 5 1')’]'

Sekil 4.2. G~ (m +1L,N-m-1, l) icin sikigtirilmus grafin elektrik devresi ile gosterimi
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Burada p =2 oldugundan,

i (b,6,) = 2m—2N +mN2? —=m?N =3mN + 2N + m? +1
e (2m—mN+m2+1)(2m—2—mN+m2+1)

elde edilir. r;(b;,c,) diren¢ mesafesi, r; (b, c,) ile 1Q luk direncin paralel olarak

baglanmasina esittir. Yani,

m?* —m’N +mN? —3mN +2m +1
(m+1)(m*—2mN +3m+N*-3N +2)

I's (bl’cl): m

dir. Buradan,
m(mN ~m-N?+3N —2)—1
biexzc:.ev ()= (m+1)(m—N+1)

™)

sonucu elde edilir.

Simdi, Z Iy (bi,bj) yi hesaplayalim. Tiim b,b, € X diren¢ mesafeleri

b eX,yeY
birbirine esittir. Bu nedenle, sadece I (b2 ,b;) i hesaplamak yeterli olacaktir. Neredeyse

tam (nearly complete) iki pargali graflarin direng mesafesi 6zelliklerini kullanarak,

2
b,,b)=—-—
"o (B21by) N-m-1
ve
m(m-1)
b,b. )=
b.éer(l J) m-—1
elde edilir.

Son olarak, z I (Ci,c j) diren¢ mesafesini neredeyse tam (neredeyse tam) iki

Gi.CjeY

parcali graflarin diren¢ mesafesi 6zelliklerini kullanarak hesaplayalim:

)_(N -m-2)(N-m-3)

> %(cng)=

C,,CJeY m+1

Sonug olarak, G (m +1L,N-m-1, 1) in garpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesi
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m*(-8N —4)+m*(16N° — 24N -16)
m(m+1)(m—N+1)(m-N+2)

E(G(M+LN-m-11))=

m2(34N2—12N3—3N—23)
_l’_
m(m+1)(m— N +1)(m-N+2)

m(4N*—14N° - N?+33N —14)+3(2N -1)(N -1)°

" m(m+1)(m-N+1)(m-N+2)

dir. & (G (m+L,N-m —1,1)) minimum degerini m= {%J —1 oldugunda alir. Bu

nedenle, G&%J,[%—‘,lj, 1<m<N-3 durumunda minimum degeri alan graftir.

Sonug olarak N nin tek ve cift degerleri i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

8N*—28N°+44N2+60N —128 o
- , N cift ise,
A (INI[N N(N-2)
2] 2 4N (2N? -7N +13) _
: N tek ise.
(N-1)(N-3)

Sonug 4.1.1. Eger G =B,(n, =1,n,,n,,n, =1) hemen hemen tam (almost complete) iki

pargal1 graf ise, G nin en kii¢lik carpimsal dig merkezlilik diren¢ mesafesi

5(6(5’1)}_ 8N —28N° + 44N’ ;LGON ~128
2 N(N-2)
dir.

Simdi D =3 ¢apina (diameter) sahip neredyse tam iki pargali graflardan ikinci
minimum ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesine sahip olanlart ve ikinci minimum

carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesi degerini bulalim:

Teorem 4.1.2. G grafi ¢ap1 (diameter) D =3 olan neredeyse tam (nearly complete) iki

parcali tam graf olsun. Eger N ¢ift ve N >6 ise

8N —12N° +20N? — 28N +24
N (N +1)(N -4)

5(6)>
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dir. Esitligin saglanmas1 i¢in gerek ve yeter sart G ;G(%—L%Jﬂ,l} dir. Yani,

G(%—l,%+l,lj grafi ikinci en kiigiik carpimsal dig merkezlilik direng mesafesine

sahiptir.

ispat. X,Y,U,U,,U,,U, kiimeleri Teorem 4.1.1’in ispatinda tanimlanan kiimeler

olsun. Ikinci en kiiciik carpimsal dis merkezlilik direng mesafesine sahip neredeyse tam

(nearly complete) iki pargali graflart bulmak igin dort farkli durum incelemek gerekir:

Durum 1. X ve Y kiimelerinden alinan birer koseyi karsilikli yer degistirerek,

N N N N
G(E—l,z+1,1j grafi elde edilir. Teorem 4.1.1°den faydalanarak, G (E—l,?+l,1j

grafinin ¢arpimsal dig merkezlilik direng mesafesi

4 3 2
g G(ﬁ_l’ﬂﬂllj _ 8N -12N°+20N” - 28N +24
N(N+2)(N-4)

olarak bulunur.

Durum 2. B, (1,%—1,%—1,1) grafinm U, ve U, kose kiimeleri arasindaki

kenarlardan birisini silerek, 83[1,%—2,%—1,2j grafi elde edilir.

B, (1,%—2,%—1, 2} grafinin  carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesini

hesaplayalim:

g;‘(Bg (1,%—2,%—1, ZD:GKf (BS [1,%—2, N —1,2) +3r; (a,,d,)+ 15 (a,b)

—2[ > or(bhy)+ Y rG(ci,cj)]—z > r(bic;)
{by.b; €U, \(by} {ci.¢;}eUs biiQEzL\J{bl}
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i1y

b jz—a2 N W eN2o

N N
Sekil 4.3. B, 1,;—2,;—1,2 graft

Simdi carpimsal dis merkezlilik direng mesafesi formiiliinde yer alan Kirchhoff
indeksini ve ilgili tim diren¢ mesafelerini hesaplayalim. B, (1,%— 2,%—1, 2} in

Kirchhoff indeksi Lemma 2.1.4 kullanilarak,

3 2
Kf B3(LE_2,E_1’ 2) _ 2N° —-15N“+50N - 64
2 2 (N—Z)(N—4)

elde edilir.

Kirchhoff indeksinin ardindan, ilk olarak r;(a,,d,) i hesaplayalm. r;(a,,d,)

direng mesafesini bulmak i¢in a, ve d, arasina bir pil (battery) koyalim. b;,b,,...,b,

2

ve C;,C,,...,Cy . koselerinin voltaji aynidir. Bu nedenle, bu koseleri sikistirarak

2

(contract) b noktasim ve ¢ kdoselerini elde ederiz (Sekil 4.4).

I

Sekil 4.4. r, (au d1) icin sikigtirilmig graf
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Sikistirilmig graftaki (contracted graph) yeni direng mesafelerinin ise

I (avb'): N2

oldugu agikga goriliir. Buradan,

2(3N -8)
(N-2)(N-4)

s (a1’d1): s (al’b1)=

olarak hesaplanir.

Ikinci olarak Z I (bi,bj) 1 hesaplayalim. Tim (bi,bj) ikililerin direng
{bl'bj}EUZ\{bl}

mesafeleri r; (b,,b,) iin direng mesafesi ile aymdir. Bu nedenle b, ve b, arasina bir pil

(battery) koyalim. b4,b5,...,bﬁ_2 yi sikistirarak b kosesine; Cl’CZ""’CE_l koselerini

2

sikigtirarak (contract) ¢ kdsesine doniistiirelim. Benzer sekilde d, ve b, kdselerini de

d kosesine doniistiirelim (Sekil 4.5).

Iy

Sekil 4.5. Z I, (bi b ) i¢in sikigtirilms graf
{b.b; JeU,\{b,}

Bu sikistirma (contract) islemlerini yaptiktan sonra Sekil 4.6°da verilen elektrik
devresi elde edilir.



Sekil 4.6. Sikistirilmis grafin elektrik devresi ile gosterimi

Sekil 4.7. Y — A esdeger doniistimii

Sikistirilmis grafin direng mesafeleri

o (ab)=rs(a,b,)=1r; (bpcl): I's (bucl):ﬁa
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oldugu agik¢a goriilmektedir. Y —A dontisimii ile R,, R, ve R, direngleri bulunur
(Sekil 4.7).
2 4 2N

¢=rG(a1,b')+rG(c',b')= N—8+(N —8)(N—2)= N?-10N +16

olmak tizere, Y biciminden A bi¢imine doniisiim yapildigindan,

20 24 4
+ + 5
R_R_N—Z N-2 (N-2)°  6N-16
o 2 " N?-10N +16
N -2
20 29 4 2
R_N—Z N-2 (N-2)° 6N-16
i ¢ N(N-2)

elde edilir. Tekrar Y —A doniistimii yapilarak, Sekil 4.8’de verilen elektrik devresi elde

edilir. R, ve R, direngleri de 1 degerli direnclere paralel oldugundan,

6N —-16
1=R ||[1=————
elde edilir.

I
||

1 1

GV - 16 6N —16
N4 _10N416 N2 10N} 16

AWM

6N —16
NT 2N

Sekil 4.8. Y — A esdeger doniisiimii ile elde edilen elektrik devresi
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Esdeger direng R, :% olarak hesaplanir. %—2 direncten ikililer secerek

toplam diren¢ hesaplanabileceginden,

N ols (N N )2
2 Tl==|=-2|=-3|%
, [N L2 2 )N

elde edilir. Yani,

Y n (bi,bj)=(N —-4)(N-6)

LAETAY Y

bulunur.

Ugiincii olarak, Z Iy (Ci,cj) diren¢ mesafesi toplamini bulalim. (ci,cj)
{ci,cj}eu3

ikililerinin tiim diren¢ mesafeleri r; (c,,C,) diren¢ mesafesine esittir. Bu nedenle ¢, ve

2

c, arasma pil (battery) koyalim. b,,b,,...,b, , koselerini sikistirarak (contract) b

kosesine; C;,C,,...,Cy . koselerini sikistirarak (contract) ¢ kdsesine déniistiirelim. Ben-

2

zer sekilde d, ve b, koselerini de d* kdsesine doniistiirelim (Sekil 4.9).

|

f s
(1] o -

Sekil 4.9. Z rs (Ci C; ) icin sikigtirilmig graf

{ci,cj}eu3

Sikistirma (contract) islemleri yapildiktan sonra Sekil 4.10’da verilen elektrik

devresi elde edilir. Yeni grafin direng mesafeleri asagidaki gibidir:

2
N—4

o (b.¢)=r5(b\c,)= T (bc)=

I (cl,d'): I (cz,d'):%.
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™ ui{w 1)

Sekil 4.10. Z I (Ci C; ) i¢in sikistirilmig grafin elektrik devresi ile gosterimi
{ci ,cj}eU3

Y — A esdeger dontisiimii (equivalent transformation) uygulandiktan sonra Sekil

4.11°de verilen elektrik devresi olusur.

Sekil 4.11. Y — A esdeger doniisiimii

Y — A doniisiimii icin uygulanan islemler asagida verilmistir:

. 1 4 N
(e d )+ (b.c)= N6 (N—6)(N—4) N’—10N+24
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ve Y bi¢iminden A bi¢imine doniisiim yapildigindan,

20 20 4
R R 4 N (N-4)°  4N-12 _8N-24
’ 2 N?-10N+24" ° N(N-4)

N—4

elde edilir. Y —A esdeger doniisimiinden (equivalent transformation) sonra Sekil

4.12°de verilen elektrik devresi elde edilir.

ko=

() [

A4N-12 4N 12
- 2 N2 10N 124

Sekil 4.12. Y — A esdeger doniistimii ile elde edilen elektrik devresi

R, ve R, direngleri 1/2 degerli direnglere paralel oldugundan,

1 1 4N-12
—=R —_—

i olarak hesaplanir. Buradan,

elde edilir ve egdeger direng R
> rG(ci,cj)=i[ﬂ_1)(ﬁ_2j1:(ﬁ_ j(ﬂ_zjz
(6.6 ]U; N\ 2 2 2 \2 2 N

U, kiimesi tizerindeki direng mesafesi toplami olarak hesaplanir.
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Dordiincti olarak r.(b,c. ) direng mesafesi toplamini hesaplayalim. Tim
G (R p p y

bl GUZ\{bl}
cjels

(bi,cj) ikilileri i¢in diren¢ mesafesi I (b,,c,) diren¢ mesafesine esittir. Bu nedenle

sadece r; (b,,c,) diren¢ mesafesini hesaplamak yeterli olacaktir.

3

(1N o N _1olop (1N o N o] b
2 72 2 72

olsun. b, ve ¢, arasma bir pil (battery) koyalim. b;,b,,...,b, ) koselerini b kdsesine,

2

€1 Cyuen Cy . koselerini ¢ kosesine sikistiralim (Sekil 4.13).
2

N N
Sekil 4.13. B, (1, E -2, E -1, 2) i¢in sikigtirilms graf

Graf elektrik devresine doniistiiriildiikten sonra islemler yapildiginda yeni direng

mesafeleri:

olarak hesaplanir. Sikistirilmis grafin (contracted graph) elektrik devresi ile gdsterimi

Sekil 4.14°de verilmistir.



s N N
Sekil 4.14. B, (1, E -2, ? =iL 2) icin sikistirilmus grafin elektrik devresi ile gosterimi

Y — A esdeger doniisiimii (equivalent transformation) i¢in uygulanan islemler

asagida verilmistir:

' ' 2 N-4
ro(0b)=r; (a.b)+ 15 (b'a ) =1+ TN e
1 1 N -2

"2 N4 2(N-4)

. (c.c)

Y bi¢ciminden A bicimine doniisiim yapildigindan R;, R, ve R, direngleri

2 N-4 4 N-4 2 4
N-6N-6 (N-6)(N-4)N-6 N-6(N-6)(N-4)
- 4

(N-6)(N-4)
2 N-4 4 N-4 2 4
o _N-6N-6 (N-6)(N-4)N-6 N-6(N-6)(N-4)
=
2
N -6

2 N-4_ 4 N-4 2 4

 N-6N-6 (N-6)(N-4)N-6 N-6(N-6)(N-4)
3T N—4

58
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olarak hesaplanir. Doniisiim ile elde edilen elektrik devresi Sekil 4.15°deki gibidir.

aN=_13N 24 N2 _BN412
[W=412(N=8) NEL=10N424

Sekil 4.15. Y — A esdeger doniisiimii ile elde edilen elektrik devresi

Buradan
) AN? — 28N +56
s (B,0)= N —10N2+36N —56

elde edilir. r;(b,,c,) direng mesafesi rg (b,,c,) e 1Q luk direncin paralel baglanmasi

ile elde edileceginden

AN? —28N +56
N(N-2)(N-4)

I's (bZ'Cl):

olarak hesaplanir. Toplam diren¢ mesafesi ise

N—4)\) N-2 N?—-7N +14
rG(bi'Cj)z[Tj( 5 er(bZ,C1)=T

beU,\{b}
cjeUs

olarak bulunur.
N N . . .
B;| 1, 5 2, 3 —-1,2| grafinin carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesi

asagidaki gibi hesaplanir:
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. N N 4(2N*-9N°+16N” +30N -120)
é:r BS (1’__21__112] =
N (N -2)(N-4)

Durum 3. B, (1, % -1 % -1 1) grafinda yer alan U, ve U, kose kiimelerinin arasindaki

bir kenar silinirse, B, (2,%—1,%— 2,1) elde edilir. Bu graf ile Durum 2’de elde edilen

graf birbirine izomorfik olduklar1 i¢in g¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafeleri
(multiplicative eccentricity resistance distance) esittir.
Durum 4. B, (1,%—1,%—1,1) grafinda bulunan U, ve U, kose kiimelerini birbirine

baglayan kenarlardan birini silerek B, (1, % =1l % -1, 1) grafi elde edilir.

Bu grafi G (%,%,2) neredeyse tam iki parcali grafi olarak yazabiliriz.
N N o . . . .
G(?’E’Zj grafinin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi asagidaki
gibidir:

gj(e(ﬂ,ﬁ,znzKf(G[ﬂ,ﬂ,ZD—z (o.c)+ > r(b.by)
2 2 2 2 b eX (b U{dy) by by <X by JU{dy]
< -la)

ve G(%%Zj grafinin Kirchhoff indeksi

4 3 2
Kf (G(ﬂ E’ZDZZN ~19N°+88N? — 224N + 256

22 (N-4)(N*-4N +8)

dir. Direng mesafelerini hesaplayalim:
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olmak tizere,

Z I's (Xi’ Yj ) =15 (a1’b1)+ I's (dl’cl)+ I's (d1’a1)+ I's (01’b1)

{Xi rYj}e{alvdllbl!cl}

+15(dy, b)) +15 (¢ a,)

dir. Ispatin devaminda Lemma 2.1.9, 2.1.10 ve 2.1.11°den yararlanilarak

4(N°-3N+4)  4(N’-5N+8) | 8(N-2)

{Xi,yj}%dl,bl,cl} o (x.3,)=2 N(N’-4N +8)+ N°—8NZ+24N -32 | N(N-4)

elde edilir.

Simdi Z I (bI b, ) = Z I (Ci C; ) degerlerini hesaplayalim.
b bjeX —{b jU{d,} ¢ .cjeY —{c jUfay )

Lemma 2.10’dan yararlanarak,

N?-10N +24
r,(b,b. )= r.(c,C|=—F7""—"
by ,bjeX —{by JU{d; } G( I J) ci,cjeYZ{c;l}U{al} G( J) 2N

elde edilir. Ardindan I (bi,cj) degerini bulalim. Bunun i¢in b, ve c, arasina
by eX ~{by}U{d,}
¢; €Y —{o}Ufa}

bir pil koyalim. X ve Y kiimelerinin diger koseleri arasindaki voltaj degerleri aynidir.

Bu nedenle, r;(b,,c,) yi bulmamiz yeterli olacaktir. b, ile c, arasindaki kenar

N B YA R R
2 2 2 2

elde edilir. Bunun i¢in n>8 olmak iizere 15 (b,,C,) yi hesaplayalim:

silindiginde
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4(N2—5N +12)

o (BarCo) = N(N?=4N+8)’
Buradan,
(N-4)°(N*-5N +12)
b.c )=
b X “(or]U{dy} rG( ' CJ) N (N2 —4N +8)
cjeY —{c}U{a}

olarak hesaplanir. G (% : % , 2] nin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi

*(G(N N ZD 4(2N° —11IN* + 26N’ +12N* — 272N +576)
22’

- N (N®-8N? +24N -32)

dir.
Sonug olarak N >6 ve ¢ift ise 1. durumda verilen graf en kiigiik ikinci garpimsal

dis merkezlilik direng mesafesine sahiptir.

Teorem 4.1.3. G grafi ¢ap1 (diameter) D =3 olan neredeyse tam (nearly complete) iki

parcali tam graf olsun. Eger N tek ve N >11 ise

*

: (G)>4(2N5—7N4+11N3—57N2—72)

(N+3)(N-3)(N+1)(N-5)

dir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in yeter ve gerek kosul G = G(%, N;3,lj

olmasidir. G(% N;3 ,lj grafi ikinci en kiigiik ¢arpimsal dis merkezlilik direng

mesafesine sahiptir.

Ispat. Teorem 4.1.2’ye benzer olarak, dért durum sz konusudur:

1. G(E,N+3,1j,
2 ' 2

2. B{2,¥,¥,1}
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3, Bs[l,E,M,g)
2 2

4. G(M,N+1,2].
2 2

Bu dort durum i¢in dig merkezlilik ¢arpimsal direng mesafeleri:

{ (N—-3 N+3 4(2N°-7N*+1IN°®~57N* —5N -72)
G( T2 D: (N=5)(N+3)(N—3)(N +1)

3 N- AN (2N*—9N°®+2IN? +17N —111
. BS(Z,N 3 N 3,1D: ( +2UN 41 )
(N*-1)(N-3)

_ _ A4(2N* —7N*+4N?+ 21N - 40
. B{LN 5N_1’2] 4 )
(N=5)(N-1)(N+1)

olarak hesaplanir.

Simdi, G(%, N2+1,2j in c¢arpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesini

hesaplayalim. Bu grafin Kirchhoff indeksi

( (N—l N +1 D 2N7 —19N°® +86N° —219N* + 270N° —97N? + 90N +15
Kf| G| —=,—=.2||=
2 (N=1)(N+1)(-4N + N -1)(-4N + N’ +7)

olarak hesaplanir. Buradan G(ENTHZJ in carpimsal dis merkezlilik direng

mesafesi asagidaki gibi bulunur:

5*(@('\'_1 N +1 ZD 2(4N8—22N7+51N6—46N5—129N4+78N3+953N2)
“ 2 7)) N(N+1)(N-1)(-4N+N?-1)(-4N +N? +7)

2(74N +175)
N (N -1)(N +1)(-4N +N*-1)(-4N + N*+7)

n tek oldugunda;
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1. 7<N <9 kosulunda Bs(z,NT*)’,NT_3,1J,
2. N >11 kosulu icin ise G(NT_?’ N2+3,1j

en kii¢iik ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesine sahiptir.

Asagidaki teoremde en kii¢iik ¢arpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesine sahip

3 ¢apli (diameter) graflar verilmistir.

Teorem 4.1.4. G grafi N >6 koseli ve D =3 capli (diameter) bir graf olsun. Buradan

4N“* -8N?*+48N —68

—, N gift
é‘:(G)Z (N_l)(N_Z)
AN®+4N?—8N +48
5 , N tek
N°—4N +3

dir ve esitlik durumu igin gerek ve yeter sart G =G (1, {%J , [%—l ,1) olmasidir.

Ispat. 1<m <N -3 olmak iizere n, =m ve n, =N —-m-2 olsun. G,(L,m,N-m-2,1)

in carpimsal dis merkezlilik direng mesafesini hesaplayalim:

. N _ N
& (G4 (L, m,N —m—-2,1)) = 6Kf (BS (1’?_2’?_1’2D+3r6 (a,.d,)

—2[{ > on(bib)+ Y r(ene)+ Y (o).

b,,bj}eUZ {bi ,bj}GUz bieU,,cjel;

Lemma 2.1.6’dan faydalanarak,

S e T

elde edilir.
Teorem 4.1.1’in ispatina benzer sekilde diren¢ mesafeleri bulunarak, G

grafinin minimum ¢arpimsal dig merkezlilik diren¢ mesafesi hesaplanir:
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& (Gy(Lm N-m-21))

:6[(N ~1)(N-m=2)+(N-1)m+(N-1-m)(m+1)
m(N-m-2) N -1

_ N 2 _ _ _
1l 3(N-1) L _4m-2Nm+2m 1+mm 1 +(m N +2)(m—N+3)
m(m—N+2) N-1 N-1 N-1

m’(4N® —8N —20)+m(16N” —4N°+4N —40)+N*(9-6N)-3
m(N-1)(2+m-N)

elde edilir. f: (G3 (1, m, N —m—2,1)) minimum degerini m= L%J—l durumunda alir.

Sonug olarak,

4N* -8N?*+48N —68

5:(63 (1’ EH%HJ 4 4N(3N+;1N)ETE;I\T )+248

N?-4N +3

, N ciftise

, N tekise

elde edilir.

4.2  iki Parcah Graflar icin Carpimsal Dis Merkezlilik Diren¢c Mesafesi

Bu bolimde, N=Y"n mertebeli B (n,n,...n, ) bicimindeki iki parcalt

LU
graflarin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi (multiplicative eccentricity

resistance distance) incelenmistir.

Teorem 4.2.1. G grafi N(N>6) koseli ve baskinlik sayisi (domination number)
y =2 olan iki pargali graf olsun. Bu durumda, B, (1,LN /2J,fN/2—|,1) en kiiciik

carpimsal dis merkezlilik direng mesafesine (multiplicative eccentricity resistance

distance) sahiptir.

ispat. G grafi B, (1, n,, n3,1) sinifinda olmalidir. 1< K <3 olmak tizere, Lemma 2.1.13

kullanilarak, Kf (82 (LK,N-K —2,1)) kolaylikla hesaplanir. Buradan, Sekil 4.16’da
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verilen B, (1,K,N —K—2,1) grafinin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi

(multiplicative eccentricity resistance distance)

& (B, (LK, N—K=21))=6Kf (B, (1L, K,N-K -2,1))+3r;(a,d,)

2l Y (Y)Y r(xex)

X €V,,y €V, X Xj €V

-2 z rG(yi'yj)

Yi,YjeVs

olarak elde edilir.
Carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesini (multiplicative eccentricity

resistance distance) hesaplamak i¢in dncelikle r; (a,,d;) degerini hesaplayalim. Bunun

icin &, ve d, arasina bir pil koyalim.

R YN-K-2

Sekil 4.16. B, (1, K,N-K- 2,1) grafi

X Xpyons X V& Y1, Voo Yk KOselerindeki voltaj degerleri aynidir. Bu nedenle, bu

koseler sikistirilarak (contract) X ve y olarak gosterilebilir. Sikistirilmis graf

(contracted graph) her bir kenari igin asagida verilen direng mesafelerine sahip

olacaktir:

Is (ai,x-):%’ rG(X"y'):m’ I's (y"dl)Zm'

Buradan,
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1-N

fe(%,d1)=|<(K_—hH2)

olarak elde edilir.

Simdi, > g (Xi, yj) degerini hesaplayalim. Bu adimda, 5 (X, Y,) degerini

% €V5,YjeVs
bulmak yeterli olacaktir. Iy (Xi, yl) kenar1 silinir ve Sekil 4.17°de bulunan

B, (L K,N—-K—2,1) grafi elde edilir.

T YN-K-2

Sekil 4.17. B, (1, K,N —K —2,1) grafi

X, ve Y, koseleri arasma bir pil koyulur. X,,X;,...X¢ V€ Y,, Vs, Yy k2

koselerindeki voltaj ayni oldugu igin X ve Yy olarak adlandirilan iki koseye

sikistirilabilirler (contract) (Sekil 4.18).

ra(ay, )

'r(-;(y, ,a1) §

, ra(a, 535’)
ra(y ,dy)

‘(y1,dy)

ra(y, )

Sekil 4.18. B, (1, K/,N-K-— 2,1) icin sikistirilmig grafin elektrik devresi ile gosterimi
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Yeni grafin direng mesafeleri asagidaki gibidir (Sekil 4.18):

1

s (ai’xl)z s (yl'xv)zm, e (a1’X1)= I's (d1'y1)=1,

. 1 . . 1
rG(X’y):(K_l)(N—K—3)’rG(dl’y)er(a“y)=N—K—3'

Y — A esdeger doniisimii (equivalent transformation) kullanilarak,

K?(1-N)+2K + KN (N —3K ) +1

r_ y =
< 0w %) (K?=K(2+N)+1)(K?+K(2-N)-1)
ve
A )_KZN—KZ—KN2+3KN—2K—1
X €Vy,YjeV, ¢ i’yj - (K_N+1)(K +1)
elde edilir.

Iy (Xl,xz) degeri bulunarak, inyxjevz Iy (waj) hesaplanir. X, ve X, arasina bir

pil (battery) koyalim. X, X,,..., Xx V€ Y., ¥, Yy «_, kOseleri sikistirlarak (contract), X
ve y haline getirilir. Y —A esdeger doniisiimii (equivalent transformation) kullanilarak

s (X, X, ) direng mesafesi

2
rG(Xl’XZ)_ N-K -1
olarak elde edilir. Buradan,
K(K—l)
xixzje:ver(Xi,Xj): -K-1

oldugu agiktir.

(R |

Sonrasinda, Z rG(yi,yj) degeri bulunur. Bunun i¢in Z rG(x. X.)

YiYjeVs % XjEV,

degerini elde etmek i¢in kullanilan yontem araciligr ile

N-K-2)(N-K-3)

Z rG(yi’yJ'):( K +1

Yi lyj GVS
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elde edilir.

Son olarak B, (1,K, N —K—2,1) grafinin ¢arpimsal dis merkezlilik direng

mesafesi (multiplicative eccentricity resistance distance) asagidaki gibi hesaplanir:

. 3(1-N)
& (B, (LK,N-K-2,1))=6Kf (B,(LK,N-K —2,1))+K(K_—N+2)
K®N—K?-KN?+3KN-2K-1| 2K(K-1)

_2 (K=N+1)(K+1) N-K-1

2[(N-K=2)(N-K-3)]
B K +1 '

& (B, (LK,N-K—-21)) ifadesinin K=(N-2)/2 i¢in minimum degerini

aldig1 aciktir.

Teorem 4.2.2. G grafi N koseli ve baskinlik sayisi (domination number) y =2 olan

iki parcali bir graf olmak iizere, en biiyiik carpimsal dis merkezlilik direng mesafesine

sahip graf sinifi

B,(IN/2|-111[N/2]-1)
dir.

Ispat. y =2 baskinlik sayisina (domination number) sahip iki parcali graflardan en
biiyiik Kirchhoff indekse sahip olanlar agac yapisinda oldugundan, en biiyiik ¢arpimsal
dis merkezlilik direng mesafesine sahip olanlar BZ(K,l, 1L,N-K —2) (13 K <N —3)

simifinda yer almaktadir.

Lemma 2.1.13’den

Kf (B,(K,.LLN-K-2))=N*~(K+N)(K+2)+1
olarak hesaplanir.

T,X,Y ve Z kiimeleri bagimsiz kiimeler olmak iizere, T = {tl,tz,...,thKfz},

X ={X\ X X} Y ={Yy,} ve Z={z} olsun. Diren¢ mesafeleri
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2(N-K-2)(N-K-3) _2K(K-1)

rG(yl7Zl):l7 Z rG(ti’tj): 5 ) Z rG(XiYXj)_T1

xi,xlex

> r(x.t)=3K(N-K-2)

XleX,tjeT

dir. Kirchhoff indeksi ve diren¢ mesafeleri yukaridaki gibi olmak iizere

B, (K LILN-K- 2) grafinin ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi
& (B, (K. LLN—K =2))=6Kf (B, (K,LLN-K -2))-2r, (y,,2)

o Z, olen)e Z ol F ot

xi,xjeX

=9K (N —K)—18K +9N (1-3N )+ 22

olarak hesaplanir. &, (B2 (K,l,l, N - K —2)) degeri K = LN /2J—l icin maksimum

degerini alir.

Teorem 4.2.3°de kolaylik olmasi i¢in G(m, p) =K, » — PK, bicimindeki hemen
hemen tam (almost complete) iki pargali graflardan yararlanilacaktir. Burada, baskinlik

sayist (domination number) y =3 ve N(N=4a, @ €Z*) mertebeli olan iki parcal

graflardan en kiiciik carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesine (multiplicative

eccentricity resistance distance) sahip olanlar karakterize edilmistir.

Teorem 4.2.3. Baskinlik sayisi (domination number) »=3 ve mertebesi

N (N =4a, a e Z*) olan graflar icerisinde, B, (1,%,%—2,%,1) graf siifi en kiiciik

carpimsal dis merkezlilik diren¢ mesafesine (multiplicative eccentricity resistance

distance) sahiptir.

Ispat. Teorem 4.2.3’(in ifadesinde bahsedilen graflar 1<M+K<N-2 ve

N =4a, a € Z" olmak lizere
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B;(n,=1n,=M,n,=K,n,=N-M -K-2,n,=1)

graf sinifinin bir alt simifidir. Lemma 2.1.12°den

N -1 N -1 _N[ K-1 _M—lj

Kf(Bs(l’M’K’N_K_z_M’l))z M K+M-N+2 K-N+2 K+1

(1+M+K)1+M+K-=N) (1+M)(1+-N+M)
(M+K+2-N)K MK

. (M+K+3-N)N
1+K '
(X,Y) iki pargali grafin pargalanisi olsun. X =V, UV, UV, ={a,, ¥, Y,r- Y 0 }
Y =V, UV, ={X\ Xprees X1 24, 250 Zy ko dir. Graf hemen hemen tam (almost

complete) iki pargali graf oldugu i¢in X =Y dir.
a, ve d, koselerinin dis merkezlilikleri (eccentricity) &(a,)=¢(d,)=4 dir.

V,,V, ve V, kiimelerinin dis merkezlilikleri (eccentricity) ise &(V,)=¢(V,)=3 ve
g(V3) =2 dir. Buradan B, (l, M,K,N-K-2-M ,1) grafinin ¢arpimsal dis merkezlilik
diren¢ mesafesi

& (B (LM, K,N—K -2-M,1))=12Kf (B, (LM,K,N =K -2—M 1)) +4r, (a,,d,)

6 X () X rG(yi,zj)}

X €Vy,YjeV; Yi€Vs,zjeV,

A 2 nlsn)s £ wlan)

XX} €V Z;,2j€V,
3 > w(x7)-8 % (v
% €V,,z5eV, Yi Yj€Vs

olarak bulunur. Sonug olarak N(N=4a,an+) mertebeli, baskinlik katsayisi

(domination number) y =3 olan en kiigiik ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesine

sahip hemen hemen tam (almost complete) iki pargali graf
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olarak elde edilir.

2y-1 -
N=>""n mertebeli B (n,n

117721

nZH) bicimindeki iki parcali graflar i¢in de

benzer sonuclar verilebilir.
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5. BAZI TOPOLOJIK INDEKSLER iCIN SINIRLAR

Graflarin en Onemli uygulama alanlarindan biri Kimya alanidir. Kimyasal
bilesiklerin bazi temel biyolojik ve fiziko kimyasal 6zelliklerini tahmin etmek igin
bircok molekiiler yap1 tanimlayicilar1 (topolojik indeksler) ortaya ¢ikmis; kimya veya
matematik alanlarindaki arastirmacilar tarafindan c¢alisgilmigtir. Wiener'in (Wiener,
1947) c¢alismasi referans alinarak, bir¢ok farkli topolojik indeks tanitilmis ve
incelenmistir. Atom-bag baglantililik (atom bond-connectivity), aritmetik-geometrik,
Zagreb, Randi¢, harmonik, Sombor, unutulmus (forgotten) indeksleri, molekiiler yap1
tanimlayict indeksler grubundaki dereceye bagli topolojik indekslerdir. Topolojik
indeksler icin iist ve alt sinirlarin incelenmesi kimya, teorik ve uygulamali matematikte
oldukc¢a 6nemlidir.

Tez caligmasimin bu bolimiinde dereceye baglh Randi¢, harmonik, Sombor ve
unutulmusg (forgotten) indeksleri ile dis merkezlilige bagli harmonik ve dis merkezlilige
bagli atom-bag baglantililik (atom-bond connectivity) indeksleri ele alinarak alt ve {ist

sinirlarin bulunmasi i¢in yeni bir metot dnerilmistir.

Bu bolim boyunca, fy :[1,00)—>R, y>1 sabit olmak iizere fy fonksiyonu

kullanilacaktir. Asagida verilen integraller i¢in karsilastirma teoremi ve ortalama deger

teoremi ana sonugclar i¢in kullanilacaktir:

Teorem 5.1. (Integraller icin karsilastirma teoremi) s,t e[a,b] olsun. Her Xe[a,b]

i¢cin
s(x)<t(x)= j-s(x)dx < it(x)dx

dir (Buck, 1956).
Teorem 5.2. (Ortalama deger teoremi) f : [a, b] — R siirekli bir fonksiyon olsun.

j)-f (x)dx=f(c)(b-a)

olacak sekilde bir ¢ €[a,b] mevcuttur (Buck, 1956).
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5.1. Harmonik ve Randi¢ indeksleri i¢in Yeni Sonuclar

Asagida verilen lemmalar ana sonuglarda kullanilacaktir.

Lemma 5.1.1. y bir sabit olmak iizere f, (X) fonksiyonu azalan fonksiyon olsun. Eger

y>1ve x,>2 ise

Xo+1 Xo

I f,(x)dx< f, (%)< I f, (x)dx

Xo Xo—1

esitsizligi saglanir.

Ispat. y bir sabit olmak iizere f,(X) fonksiyonu azalan fonksiyon olsun. Eger y>1 ve

X, = 2 ise integraller i¢in ortalama deger teoreminden

yazilabilir.

Ayrica, f, (%)=0 ve f, fonksiyonu azalan oldugu i¢in, j f, (x)dx integrali

X1

enaz f (x,) olmaldir. Yani,

dir. Sonug olarak ise

Xo+1 Xo

'[ f,(x)dx< f, (%)< I f, (x)dx

Xo Xo—1

elde edilir.
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Lemma 5.1.1°den yararlanarak agagidaki sonucu verebiliriz.

Lemma5.1.2. y sabit ve &, <X, <A olmak iizere f, (x) fonksiyonu azalan fonksiyon

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler saglanir:

y =1 igin,

A

i 1 (%)= [ f(x)dx=f,(a),

A-1

ve

yazilir. Eger 6, <y <A ise Lemma 5.1.1°den

o, +1
£ (%)< f,(5,+1)< | f,(x)dx<

S,

n

S,
Sre—3
us
—
S,
—
>
~
o
>
AN
—
>,
—~
S
~

ve benzer sekilde

— >

f,(%)=f (A-1)> fy(x)dxzj fy(x)dx> f, (A)

elde edilir. Bu ise istenilen sonugtur.
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Herhangi bir G grafinda v; kosesinin derecesi d;, v; kosesinin derecesi de d,

olmak tizere, G grafinin harmonik indeksin H (G)= z oldugunu hatirla-

viv;€E(G) di + dj

2
yalim. X,y >1 olmak iizere, f, (X) =—— olsun. Eger y bir sabit olmak lizere f, (x)
X+Yy
fonksiyonu azalandir. Elementer integral islemleri kullanilarak asagidaki sonug elde

edilir:

j:fy(x)dx:Zln(erbj.

y+a

Yukarida verilen bilgiler goz oOniinde bulundurularak, asagidaki teoremde

harmonik indeks i¢in alt ve tist sinirlar verilmistir.

Teorem 5.1.1. G, m kenarli, p asili (pendant) koseli, en biiyiik derecesi A, asili
olmayan (non-pendant) en kiiciik dereceli kdsesinin derecesi 6, olan bir graf ve C,, , ug

koselerinin derecesi 1 ve X olan kenarlarin sayisi olmak iizere

H(G)z(m—p)j_ fA(X)dX+(p—Cm)j_ fl(x)d“CMﬁ

1 1

ve

o, +1

H(G)<(m- p)é;[+1 f (x)dx+(p—Cwn) j f,(x)dx+C,

S

%146,

dir. Yukaridaki her iki esitsizlikte esitlik kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart

G =K., olmasidir.
Ispat. E(G) kenar kiimesini asagidaki gibi ti¢ farkli kiimeye ayiralim:

X ={vivj € E(G):(di,dj)z(l,A)},
Y :{vivj €eE(G):vy, ¢ X vevy, asil kenar},

Z=E(G)-{xXUY}.
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B e{X,Y,Z} olmak iizere S, = Z fdvj (dVi ) olsun. Boylece harmonik indeks

Vivjep

H(G)=S,+S, +S,

biciminde yazilabilir.

oldugu kolaylikla goriilmektedir. Lemma 5.1.2 (i) ve (iv)’den

S, z|sY|j fl(x)dx:(p—ClyA)j‘ f,(x)dx

1 1

ve

A
S, 2[S,| [ f,(x)dx=(m—p) [ f,(x)dx
A—
olacagindan, buradan harmonik indeks i¢in asagidaki sonug elde edilir:

H(G)z(m—p)j fA(x)dx+(p_c1,A)j fL(X)dx+C,y

1 1
$imdi yine E (G) kiimesini asagidaki sekilde pargalayalim:
X ={vivj € E(G):(di,dj)z(l,dn)},
Y = {vivj €eE(G):vy, ¢ X vevy, asil kenar},
Z=E(G)-{xXUY}.
Be{X,Y,Z} olmak iizere S, yukandaki gibi tanimlansin. Bdylece benzer

sekilde
H(G)=S, +S, +S,

elde edilecek ve

S =G iy,
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olacaktir. Lemma 5.1.2 (ii) ve (iii)’den

5, Sy
S <[] | f.(x)dx=(p-Cy;) [ f.(x)dx
o1

Sp-1

ve

8, Sy
SZ£|SZ|_[ fﬁn(x)dx:(m—p)J‘ f, (x)dx
5,1 5,1

olacagindan, buradan harmonik indeks i¢in asagidaki iist sinir bulunur:

o, +1 Oy +1 2
H(G)g(m—p);[ fé‘n(x)dx+(p—Cl‘5n)5[ f,(x)dx+C,, Lo

Simdi esitlik durumunu alt sinir i¢in ispatlayalim. Alt sinir icin esitligin

saglandigin1 kabul edelim. Ayni zamanda

A+l

l, =(p-Cy,) J' f,(x)dx

>

ve

olsun.

Lemma 5.1.2°den S, 21, ve S, >1, oldugu agiktir. Alt smir igin esitlik
kosulunun saglandigini varsayalim. Yani, S, =1, ve S, =1, durumunu goz Oniine
alalm. Esitlik kosulunun saglanmasi icin |, =0 ve 1, =0 olmalidir. Buradan
p-C,,=0 ve m—p=0 dir. Bu nedenle, her vyv;€E(G) i¢in vyv,eX oldugu

agiktir.
Eger G=K, , ise

2m

H (Kl,n—l) = T

dir. Harmonik indeksin iist sinir1 i¢in de ispat benzer yontemle gosterilebilir.

Lemma 5.1.2°den asagidaki sonucu elde ederiz. Alt sinir, Li ve Shiu (2014)’de
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bulunan alt sinir ile aynidir.

Sonu¢ 5.1.1. G grafi Teorem 5.1.1°de verilen graf ile aym1 6zelliklere sahip olsun.

Buradan

+
A 1+A 1) 1+6,

n

bulunur. Esitligin her iki tarafta da saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G= K, , ya

da G regiiler graf olmasidir.

Ispat. Alt smir icin Lemma 5.1.2 (i) ve (iv) kosullarindan Af f.(x)dx> f,(A) =ﬁ
As1 A

ve I f,(x)dx> f, (A) :% dir. Ust siir icin Lemma 5.1.2 (ii) ve (iii) kosullarmdan

sy A ;e _

Jﬂ f, (x)dx<f, (5n)_—n ve ] f,(x)dx < fl(cin)zlJran dir.

Ust sinir igin esitlik kosulunun saglandigimi varsayalim. Sonug 5.1.1°de {ist smir

icin verilen esitsizlikler esitlik durumuna gelir. m=p oldugunu yani tiim kenarlarin

astli (pendant) oldugunu kabul edelim. Tim asili (pendant) v,v; e E (G) icin d (Vi ) =A
ve d(v;)=1 olur. Bu nedenle G=K, , dir. Eger p=0 ise asili (pendant) kenar
olmayacagindan tiim Vv;, v; eV (G) igin d (v, ) =d (V j ) olur. Yani graf regiilerdir.

Uyar1 5.1.1. Teorem 5.1.1°de verilen alt sinir Sonug 5.1.1°de ve dolayisiyla Li ve Shiu

(2014)’nun makalesinde verilen alt sinirdan daha iyidir.

Ozel olarak, Sonug 5.1.1°de p =0 almarak asagidaki sonug elde edilir. Alt sinir
Li ve Shiu (2014)’de bulunan alt sinir ile aynidir.

Sonu¢ 5.1.2. G grafi basit baglantili m kenarli, en biiyiik kose derecesi A ve en kiigiik

kose derecesi o olan bir graf olsun. Buradan

|3

elde edilir. Her iki sinir icin de esitlik G grafinin regiiler graf olmasi ile saglanir.



80

Herhangi bir G grafinda v; derecesi d;, v; de derecesi d; olan iki kdse olmak

iizere, G grafinin Randi¢ indeksinin R(G)= >’ ﬁ bi¢iminde tanimlandigin
VivjeE(G) i

i
hatirlayalim. X,y >1 olmak iizere, fy(x):% olsun. Eger y sabit alimrsa f, ()
Xy

fonksiyonu azalandir. Bu fonksiyonun integral degeri

z f, (x)dx =—2\/B\/_92\/5

olarak hesaplanir.

Teorem 5.1.2. G, m kenarli, p asili (pendant) kdseli, en biiyiik derecesi A, asili
olmayan (non-pendant) en kiiciik dereceli kosesinin derecesi 6, olan bir graf ve C |, ug

koselerinin derecesi 1 ve X olan kenarlarin sayisi olmak iizere

R(G)=(m- p)j' f,(x)dx+(p-C,,) T fl(X)dx+C1,A%

1 A-1
ve
o+l o+l 1
R(G)<(m-p f. (x)dx+(p-C f(x)dx+C, , ——
( ) ( )g'- 5n( ) ( m)(_)[ 1( ) 115”\/57

dir. Her iki sinir i¢in de esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart G =K, |

olmasidir.
Ispat. Teorem 5.1.1°in ispatinda yapilan ispata benzer olarak yapilabilir.

Lemma 5.1.2’yi kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz. Ust sinir ayn1 zamanda
Lokesha ve ark. (2013) tarafindan da elde edilmistir. Burada ayni tist sinir farkli bir

metot kullanilarak elde edilmistir.

Sonu¢ 5.1.3. G grafi Teorem 5.1.2°de verilen graf ile ayn1 6zelliklere sahip olsun.

Buradan
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dir. Her iki sinir igin de esitligin saglanmast igin gerek ve yeter sart G=K, , yada G

grafinin regiiler olmasidir.
Ispat. Sonug 5.1.1%in ispatina benzer sekilde yapilir.

Uyan 5.1.2. Teorem 5.1.2°deki iist smirin, Sonug 5.1.3 ve dolayisiyla Lokesha ve ark.

(2013) tarafindan verilen iist sinirdan daha iyi oldugu agiktir.

Eger p =0 alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.1.4. G grafi basit baglantili m kenarli, en biiyiikk derecesi A ve en kiigiik

derecesi ¢ olan bir graf olsun. Buradan
m
<R(G)<—
()<

elde edilir. Her iki sinir i¢in de esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G grafinin

regiiler olmas1 durumunda saglanir.

5.2. Sombor ve Unutulmus indeksleri icin Yeni Sonuclar

Lemma 5.1.1°¢e benzer olarak asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 5.2.1. y bir sabit olmak iizere f, (x) fonksiyonu artan fonksiyon olsun. Eger

y>1ve X, =2 ise integraller i¢in ortalama deger teoreminden

Xo+1

J. f, (X)dX =1, (C)

Xo

olacak sekilde bir ¢ e [Xo, X, +l] mevcuttur. Buradan,

Xo+1 Xo+1

[ f,()dx=1,(c)= 1, (%)= [ f,(x)dx.

X Xo



Ayrica, f (x,)=0 ve f, fonksiyonu y > 2 icin artan oldugu icin, I f, (x)dx

X1

integtalinin degeri en az f, (x,) olmalidir. Yani,

Sonug olarak,

Xo Xo+1
J' f,(x)dx<f (%)< j f, (x)dx
Xg—1 Xo

elde edilir.
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Lemma 5.2.1°den faydalanarak, Lemma 5.1.2’ye benzer sekilde Lemma 5.2.2

verilir.

Lemma 5.2.2. y sabit ve &, <X, <A olmak iizere f (x) fonksiyonu artan fonksiyon

olsun. Dort durum s6z konusudur:

y =1 i¢gin,

=~

Ispat. 5, <X, <A olsun. Eger y =1 ise f, artan oldugu i¢in
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ve

oy +1 o+l
f(%)2f,(,+1)> [ f,(x)dx= [ f, (x)dx=f, (5,)
S, 9,
ve benzer sekilde
A A
f,(%)<f,(A-1)< | f (x)dx< | f,(x)dx< f,(A)
A-1 A-1

Herhangi bir G grafinda v; derecesi d;, v, de derecesi d; olan iki kdse olmak

iizere, G grafinin Sombor indeksinin SO(G)= > ,/d?+d} oldugunu hatirlayalim.

viv;eE(G)

X,y =1 olmak iizere, f, (x)=+/x*+y* olsun. Eger y>1 sabit ise f, fonksiyonu

artandir. Fonksiyonun integral degeri asagidaki gibi hesaplanir:

| = [(\)¢+¥7) 10 olmak tizere,
J 1008 (0= 1,09 [ (00| 31,00 0, (x)
formil 1 gin uygulame,
1= o[-y frow)
e

Ji

yydx

WIW

= X{X* +Yy? I dx I\/ﬁdx
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elde edilir ve 1 = [{/x* +y*dx oldugundan,

2 2 2
| :—X X Yy +—Sinh71 1
2 2 y

olarak hesaplanir. Son olarak, sinh™ x =1In (X +/%x° +1) oldugundan

'[ x2+y2dx=x—“‘)(22+y2ergln(xh/x2 +y2)

sonucu elde edilir. Belirli integral i¢in de asagidaki ifade elde edilir:

j‘lf (X)dx = y? b\/y2+b2—aw/y2+a2+1|n b+4/y? +Db? |
2 2y? 2 (a+.y*+a’

Teorem 5.2.1. G, m kenarli, p asili (pendant) koseli, en biiylik derecesi A, asili
olmayan (non-pendant) en kiigiik dereceli kosesinin derecesi J, olan bir graf ve C, | ug

koselerinin derecesi 1 ve X olan kenarlarin sayist olmak tizere

SO(G)<(m-p) T f,(x)dx+(p—C,,) T f,(x)dx+C, ,V1+A?

1 A-1
ve
O, +1 op+1
SO(G)Z(m—p)I f5n(x)dx+(p—C1’5n)_[ f,(x)dx+C,, \1+6;
6n y

dir. Alt ve iist smirda esitligin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart G=K,

olmasidr.
Ispat. E (G) kenar kiimesini asagida gosterilen bigimde alalim:

X ={wv, €E(G):(d,d;)=(14)},

Y ={vv; €E(G):vy; ¢ X ve vy, asili kenar},
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Z=E(G)-{XUY}.

ﬁe{X,Y,Z} olmak tizere S, = Z fdvj (dvi) olsun. Boylece Sombor indeksi

viviep

SO(G)=S, +S, +S, dir. Buradan,

S, =C, W1+

oldugu kolaylikla goriiliir. Lemma 5.2.2 (i) ve (iv)’den

A A
S, £|SY|j fl(x)dx:(p—CM)J' f,(x)dx
A1 Al

1

ve

A

S, <|S,| J. f,(x)dx=(m- p)j_ f, (x)dx

A-1 1

oldugundan, Sombor indeks i¢in asagidaki tist sinir elde edilir:

SO(G)<(m-p) j: f,(X)dx+(p—C,,) _T f,(x)dx+C, ,V1+A%.

1 A-1

Lemma 5.2.2 (ii) ve (iii)’yi kullanarak Sombor indeks i¢in asagidaki sonug elde

edilir:
o, +1 5+l
SO(G)Z(m—p)I fﬁn(x)dx+(p—C115n).[ f,(x)dx+C,; \1+5; .
oy S
A+1 A+l
I, =(p—C1'A)J‘ f.(x)dx ve I, =(m-p) I f, (x)dx olmak iizere, iist sinir igin esitlik
A A

kosulunun saglandigini varsayalim. Yani, S, =1, ve S, =1, durumunu goz Oniine
alalm. Esitlik kosulunun saglanmasi i¢cin 1, =0 ve 1, =0 olmalidir. Buradan
p-C,,=0 ve m—p=0 dir. Bu nedenle, her vyv,€E(G) i¢in vy, e X oldugu

aciktir.

Diger taraftan, G= K, , ise

SO(K, ) =myL+(n-1
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dir. Sombor indeksin alt sinir1 i¢in de ispat benzer yontemle gosterilebilir.
Teorem 5.2.1’in sonucu olarak, Sombor indeks i¢in asagidaki sinirlari elde ederiz.

Sonu¢ 5.2.1. G grafi Teorem 5.2.1’de verilen graf ile ayn1 6zelliklere sahip olsun.

Buradan

(m—p)v/25, + pyl+ 8% <SO(G)<(m—p)v2A+ pyl+AZ

olur ve her bir esitsizligin esit olmas1 durumu i¢in gerek ve yeter sart G= K, , ya da

G grafinin regiiler olmasidir.

Sonug 5.2.1’de p =0 alirsak, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.2.2. G grafi basit baglantili m kenarli, en biiyiik derecesi A ve en kiiciik

derecesi 6 olan bir graf olsun. Buradan

my25 < SO(G) < m2A

dir. Her iki sinirda esitlik kosulu i¢in gerek ve yeter sart G grafinin regiiler olmasidir.

Herhangi bir G grafinda v; derecesi d;, v, de derecesi d; olan iki kdse olmak

tizere, G grafinin unutulmus (forgotten) indeksin F(G): Z (di2+dj2) oldugunu

viv;€E(G)

hatirlayalim. X,y >1 olmak iizere, f, (x)=x’+y” olsun. Eger y>1 sabit ise f,

fonksiyonu artandir. Tlgili fonksiyonun integral degeri

3 3
£ (x)dx=y?(b—a)+ 22

D Sy &

olarak hesaplanir.

Son olarak unutulmus (forgotten) indeks i¢in yeni sinirlar verelim.

Teorem 5.2.2. G, m kenarli, p asili (pendant) koseli, en biiyiik derecesi A, asil1 ol-
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mayan (non-pendant) en kiiiik dereceli kdsesinin derecesi d, olan bir graf ve C,,, ug

koselerinin derecesi 1 ve X olan kenarlarin sayisi olmak iizere

F(G)<(m- p)j_ fA(x)dx+(p—CllA)j_ f,(x)dx+C,, (1+A2)

1 1

ve

o, +1 o, +1

n n

F(G)z(m—p)(! fgn(x)dx+(p—C115n)J' f,(x)dx+C,, (1+§nz)

a8

dir. Her iki smir igin de esitlik saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart G=K,

olmasidir.
Ispat. Teorem 5.2.1’in ispatina benzer sekilde verilebilir.

Sonu¢ 5.2.3. G grafi Teorem 5.2.1°de verilen graf ile ayn1 6zelliklere sahip olsun.

Buradan

(m-p)s: + p(l+5n2)£ F(G)<(m-p)A®+ p(1+A2)

olur ve her bir esitsizlikte esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart

G=K,,, yada G grafinin regiiler olmasidur.

Eger G grafinda p =0 ise asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.2.4. G grafi basit baglantili m kenarli, en biiyiikk derecesi A ve en kiigiik

derecesi ¢ olan bir graf olsun. Buradan

2ms? < F(G)<2mA?

dir. Esitlik kosulunun her iki sinir i¢in de saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin

regiiler olmasidir.
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5.3. Dis Merkezlilige Bagh Harmonik ve ABC Indeksleri icin Yeni Sonuclar

Lemma 5.1.1°den yararlanarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Lemma 5.3.1. y bir sabit ve r<x,<D olmak iizere f (x) fonksiyonu azalan

fonksiyon olsun. y >1 igin, iki durum s6z konusudur:

Ispat. r <x, <d olsun. Lemma 5.1.1°den

r+1 r+1

f, (%)< f,(r+1)< J f, (x)dx < ! f (x)dx< f (r)

r

ve benzer sekilde
D

f, (%)= f,(D-1)2 T f,(x)dx> [ fy(x)dx> (D).

D-1 D-1

Herhangi bir G grafinda v; kosesinin dis merkezlIilifi (eccentiricity) & Ve v,

kosesinin dig merkezliligi (eccentiricity) de ¢; olmak tzere, G grafinin dis merkezlili-

ge (eccentiricity) bagl harmonik indeksinin H, (G)= 2 X,y >1 olmak iizere,

& &

2 -
f,(x)=—— olsun. Eger y>1 sabit ise f (x) fonksiyonu azalandir. Temel
X+ Yy

islemlerden yararlanarak,

jjfy(x)dx:Zln(erbJ

y+a
elde edilir.

Yukarida verilen bilgiler g6z onlinde bulundurularak, asagidaki teoremde dis

merkezlilige (eccentricity) bagli harmonik indeks i¢in alt ve st sinirlar verilmistir.
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Teorem 5.3.1. G, m kenarli, yaricap1 (radius) r ve capi (diameter) D olan bir graf
olsun.

Uc koselerdeki dis merkezliligi (eccentricity) D—1 ve D olan kenar sayis1 p

ise

H,(G)=(m-p) _T fo (X)dx+

D-1

oD_1”

ve ug koselerde dis merkezliligi (eccentricity) r ve r+1 olan kenar sayis1 p, ise
r+l

H,(G)<(m=p,) [ f,(x)dx+

r

1+ 217"

dir. Her iki sinir i¢in de esitlik durumunun saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

G =K, , olmasidir.

Ispat. E(G) kenar kiimesini X ve Y biciminde iki farkl kiimeye ayiralim:
X ={vv, €E(G):(s,¢,)=(D-1D)},
Y=E(G)-X.

Be{X,Y} olmak iizere S, = > f, (D, ).Buradan H, (G)=S, +S, olup,

vivjef

2
Sy =0——pm

2D-1
dir. Lemma 5.3.1’den

D

Sy =|S| _[ fo (X)dx=(m-p,) T fo (x)dx

D-1 D-1

elde edilir. Buradan dis merkezlilige (eccentricity) bagli harmonik indeks igin bir alt

sinir elde ederiz:

HS(G)z(m—pl)i fo (X)dx+ o,

1

2D-1

Yine E(G) kenar kiimesini asagidaki sekilde parcalayalim:
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X ={vivj = E(G):(gi,aj)=(r,r+1)},

Y =E(G)-X.

Be{X,Y,Z} olmak iizere S, = > f, (D, ). Buradan H,(G)=S, +S, dirve

vivjef
2
S —
* d+2r P2
oldugu kolaylikla goriiliir. Lemma 5.3.1’den
r+1 r+l

Sy <[8y| [ fo (x)dx=(m=p,) [ o (x)dx

r

olacagindan, dis merkezlilige (eccentricity) bagli harmonik indeks i¢in asagidaki sonug

elde edilir:

r+1

H,(G)<(m=p,) | f,(x)dx+

r

11217

Simdi esitlik durumunu alt sinir igin inceleyelim. Alt smir icin esitligin

saglandigini ve

I, =(m-p,) j.. fo (x)dx

D-1

oldugunu varsayalim. Esitligin saglanmasi i¢in |, =0 olmalidir. Buradan m—p, =0

dir. Bu nedenle, her v,v; € E (G) igin Vv; € X oldugu agiktir.

Lemma 5.3.1°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.3.1. G grafi Teorem 5.3.1’de verilen graf ile ayn1 Ozelliklere sahip olsun.

Buradan

m—p1+ 2p, ng(G)sm_p2+ 2p,
D 2D-1 r 1+2r

bulunur. Esitlik kosulunun her iki tarafta da saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

G =K, , olmasidur.
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Uyan 5.3.1. Teorem 5.3.1°de verilen sinirlar Sonug 5.3.1°de verilen sinirlardan daha
iyidir.
Sonug 5.3.1’den, daha 6nce Sowaity ve ark. (2019) tarafindan da elde edilen

sonug yeni bir yontem ile elde edilir.

Sonu¢ 5.3.2. G grafi basit baglantili m kenarl, r yarigapli ve D ¢apli bir graf olsun.

Buradan

m
—<H_(G)=
D S( ) r

elde edilir. Her iki sinir i¢in de esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin yari

merkezli (self-centered) graf olmasidir.

Uyan 5.3.2. Sonu¢ 5.3.1°de verilen smirlar Sonug 5.3.2°de verilen sinirlardan daha
iyidir.

Herhangi bir G grafinda v; kosesinin dis merkezliligi (eccentricity) &, v,
kosesinin dis merkezliligi (eccentricity) de &; olmak lizere G grafinin dis merkezlilige

(eccentricity) bagli atom bag baglantililik (atom-bond connectivity) indeksinin

ABC (G) = 1 + 12 oldugunu hatirlayalim.
\/ g & &g

X, y=1 olmak izere, f (x)= 1, olsun. y>2 igin fonksiyon
X

1.2
y Xy

azalandir. Fonksiyonun integral degerini hesaplayalim:

x+y 2

I —J. —+———d

X Yy Xy fj
Ve U=,/X+Yy—2 alinirsa,

elde edilir.
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y >2 durumu i¢in u=./y—2sect ve du=./y—2secttantdt doniisiimii uygulanarak,

t =arcsec / = arcsec
y —

olmak uzere

2y—4
| =2y fsec3 tdt
Jy
dir.
jsec3 tdt =secttant — j tan? t sectdt
Isec” tdt =secttant — jsec3 t+ Isectdt
ve
t = arcsec Rl — 2
y—2
oldugundan,

I_y—2Nx+y—2\/ X +In“lx+y_2+&}:fy(x)x+y_2In’/X+y_2+\/;
y

- Jy y—2 -2 y—2

elde edilir. Boylece

olarak hesaplanir.

Teorem 5.3.2. G, m kenarl, yarigap1 (radius) r ve ¢ap1 (diameter) D olan bir graf
olsun.

Ug koselerdeki dis merkezliligi (eccentricity) D—1 ve D olan kenar sayist p,
ise
2D-3

D
ABC,(G)= f d —_—
( ) (m & DJ.1 i e D(D_l)

ve ug koselerdeki dis merkezliligi (eccentricity) r ve r+1 olan kenar sayis1 p, ise
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i 2r-1
ABCS (G)S(m—pz) J. fr(X)dX+p2 m

r

dir. Her iki sinirda esitlik durumu i¢in gerek ve yeter sart G = K, olmasidir.

Ispat. E (G) kenar kiimesini asagidaki sekilde ayiralim:
X :{vivj € E(G):(gi,gj)z(d —1,d)},
Y=E (G) - X.

Ispatin devami Teorem 5.3.1’in ispat1 ile benzer sekilde verilebilir.
Lemma 5.3.2’yi kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 5.3.3. G grafi Teorem 5.3.2’de verilen graf ile ayn1 6zelliklere sahip olsun.

Buradan

ABC, (G)=(m-p)

J2D-2 2D-3
+ 0
D D(D-1)

ve

Aecg<e>s<m—pz>”:‘2+p2\/rf[j)

dir. Her iki sinir i¢in de esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart G =K,

olmasidir.
Uyan 5.3.3. Teorem 5.3.2°deki sinirlar Sonug 5.3.3’de verilen sinirlardan daha iyidir.

Sonu¢ 5.3.3’de elde edilen esitsizlik Lee (2016) tarafindan farkli metot

kullanilarak bulunmustur.

Sonug 5.3.4. G grafi basit baglantili m kenarli, r yaricapli ve D ¢apl bir graf olsun.
Buradan

2D-2

m=——=< ABC, (G)<m 2r-2

r
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elde edilir. Sinirlarda esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart G grafinin

yar1 merkezli (self-centered) graf olmasidir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu béliimde, tez calismasinda elde edilen sonuglara ve gelecekte yapilabilecek

caligmalara deginilmistir.

6.1 Sonuclar

Tez calismasinda oncelikli olarak neredeyse tam iki pargali graflar ele alinmistir.
Bu graflar elektrik devreleri haline getirilerek, karmasik devreler elde edilmistir. Y —A
esdeger doniisimii (equivalent transformation) kullanilarak, devreler basit hale
doniistirilmistir. D =3 i¢in minimum ve ikinci minimum carpimsal dis merkezlilik
diren¢ mesafesi (multiplicative eccentricity resistance distance) degerine sahip olan
neredeyse (nearly) tam iki pargali graflar karakterize edilmistir. Ayrica, D=3 g¢apl
(diameter) biitiin graflar i¢erisinde minimum ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi
degerine (multiplicative eccentricity resistance distance) sahip olan graf smifi da
karakterize edilmistir.

Sonrasinda iki pargali graflar ele alinmistir. Burada iki pargali graflar baskinlik
sayisina (domination number) bagli olarak smiflandirilmistir.  Baskinlik  sayisi
(domination number) 2 olan iki parcali graflardan en kiigiik ve en biiyiik ¢arpimsal dis
merkezlilik diren¢ mesafesi (multiplicative eccentricity resistance distance) degerine
sahip olanlar karakterize edilmistir. Ayrica baskinlik sayis1 (domination number) 3 olan
iki pargali graflardan en kiiciik ¢arpimsal dis merkezlilik direng mesafesi (multiplicative
eccentricity resistance distance) degerine sahip olanlar karakterize edilmistir.

Ana sonuglarin yer aldigi son bolimde ise dereceye bagli bazi topolojik
indeksler icin yeni bir metot kullanilarak, yeni alt ve iist smirlar bulunmustur. Ozetle,
Randi¢, harmonik, Sombor ve unutulmus (forgotten) indeksleri ele alinarak alt ve ist
siirlari bulunmasi i¢in yeni bir metot onerilmistir. Yeni metot ile elde edilen sinirlarin

daha 6nce bulunmus olan siirlardan daha iyi oldugu gosterilmistir.

6.2 Oneriler

Graf teorinin elektrik aglar1 ilizerine uygulamalar1 ile ilgili yapilabilecek

calismalar agagida siralanmaistir:
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1. Diren¢ mesafesine bagli yeni bir indeks tanimlanip, bu indeks i¢in en kiiciik ve
en biiyiik degerler belirlenebilir.

2. Iki parcali, hemen hemen (almost) tam iki parcali ve neredeyse (nearly) tam iki
parcali graflarin en biiyiik, ikinci, iiglincii ve diger en biiyiik ¢arpimsal dis
merkezlilik direng mesafesi (multiplicative eccentricity resistance distance)
degerleri hesaplanabilir.

3. Ogzel graf tiirleri i¢in en kiiciik ve en biiyiik carpimsal dis merkezlilik direng
mesafesi  (multiplicative  eccentricity  resistance  distance)  degerleri

hesaplanabilir.

Tez calismasinda verilen yeni metot araciligiyla topolojik indeksler ile ilgili

yapilabilecek caligsmalar ise asagida bulunmaktadir:

1. Dereceye bagh farkli topolojik indeksler icin yeni alt ve iist sinirlar
tanimlanabilir.

2. Dis merkezlilige bagli diger topolojik indeksler i¢in benzer uygulamalar
yapilabilir.

3. Diren¢ mesafesine bagli indeksler i¢in benzer uygulamalarin yapilip
yapilamayacagi arastirilabilir.

4. Verilen yeni yontemden yola ¢ikarak, topolojik indekslerin alt ve st sinirlarinin

incelenmesi i¢in yeni yontemler bulunabilir.
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