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OZET

KUADRA FIBONA-PELL DiZILERININ BINOM DONUSUMLERI VE
UYGULAMALARI

Eda GUNDUZ
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danmisman: Dog. Dr. Arzu OZKOC OZTURK
Mayis 2023, 50 sayfa

Bu calismada ilk olarak bazi 6zel tam say1 dizileri ve kuaterniyonlarin giiniimiize kadar
olan siireci incelendi. Ikinci boliimde, yine 6zel tam say1 dizileri, binom katsayilar,
iiretec fonksiyonu ve kuaterniyonlar ile ilgili temel bilgiler verildi. Ugiincii boliimde ise
caligmanin asil konusu olan kuadra Fibona-Pell dizisi i¢cin binom doniisiimii tanimland1 ve
ardindan bu yeni binom doniisiimii i¢in rekiirans bagintis1 bulundu. Daha sonra dizinin
Binet formiilii, tirete¢ fonksiyonu ve cesitli toplam formiilleri elde edildi. Dordiincii
boliimde ise daha once bir tezde ele alinan kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu icin binom
doniisiimii uygulandi. Ardindan ii¢iincii béliimdeki benzer sonuglar kuadra Fibona-Pell
kuaterniyonunun binom doniisiimii icin bulundu. Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer
verildi.

Anahtar sozciikler: Binom Doniisiimleri, Fibonacci Dizisi, Pell Dizisi, Kuadra
Fibona-Pell dizisi, Kuaterniyonlar.
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ABSTRACT

BINOMIAL TRANSFORMS AND APPLICATIONS OF QUADRA
FIBONA-PELL SEQUENCES

Eda GUNDUZ
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Arzu OZKOC OZTURK
May 2023, 50 pages

In this study, first of all, the process of some special integer sequences and quaternions
until today was examined. In the second part, basic information about special integer
sequence, binomial coefficients, generating function and quaternions are given. In the
third part, the binomial transform is defined for the quadra Fibona-Pell sequence, which is
the main subject of thesis, and then the recurrence relation is found for this new binomial
transform. Then the Binet formula of the sequence, the generating function and various
sum formulas are found. In the fourth part, binomial transform is applied for the quadra
Fibona-Pell quaternion, which was discussed in a thesis before. Next, similar results in the
third section were found for binomial transform of the quadra Fibona-Pell quaternion. In
the last part, results and suggestions are presented.

Keywords: Binomial transforms, Fibonacci sequences, Pell sequence, Kuadra Fibona-Pell
sequence, Quaternions.



1. GIRIS

Fibonacci, Ortagag Avrupasinin 6nde gelen matematikgilerinden birisidir. Italyanin Pisa
sehrinde diinyaya gelmistir (1170-1250). Bu sehirde dogdugu i¢in Leonardo Pisano ya da
Pisal1 Leonardo olarak da biliniyordu. Babasi Afrika’nin kuzey kiyisinda Bugia’de
giimriik tahsildariyken Fibonacci’yi Hint-Arap say1 sistemi ve hesaplama yontemleri
ile tanmistirmustir. Fibonacci, 1202°de Hint-Arap rakamlarini hesaplamada nasil kullandigini
acikladig1 Liber Abaci isimli kitab1 yazmistir. Leonarda Fibonacci, Liber Abaci (Hesap-

lama kitabi) isimli eserinde yazdig1 Fibonacci sayilariyla ilgili su problemi ortaya atmustir.
Bir adam her yan1 kapali bir yere bir ¢ift tavsan koymus. E8er bir c¢ift tavsan her ay yeni
bir c¢ift tavsan dogurursa ve diinyaya gelen her yeni bir cift tavsan sonraki ay iiretken
olursa, bir y1l sonunda tavsan sayisi ne olur? Fibonacci bu hesaplamalarin sonucunda
1,1, 2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... say1 dizisini bulmustur. Bu say1 dizisinde her

terim kendinden Onceki iki terimin toplamini vermektedir .

Bu say1 dizisi 1634 yilinda Fransiz kokenli Felemenkli matematikci Albert Girard

aracilifiyla

Fn+2:Fn+l+Fn (L.1)

biciminde formiillestirilmistir [1].

Fibonacci say1 dizisinin bazi kullanim alanlari1 vardir, bunlardan bazilar1 sunlardir:
Bitkilerin cigek gobeklerinde, ayciceginin tanelerinde, tiitiin bitkisinin yapraklarinin
dizilisinde, ¢cam kozalaginda, karnabaharin yapraklarinda, muz bitkisinin pullarinda,
papatya filizlerinde, salyangozun kabuk yapisindan insan anatomisine kadar pek cok
yerde Fibonacci say1 dizileri goriilmektedir. Ayrica Siileymaniye ve Selimiye camilerinin

mimarisinde de Fibonacci say1 dizisi goriilmektedir.



Leonardo Da Vinci’nin Kusursuz Adam modelinde yer alan dlgiimler, binlerce yildir
izerine tartigilan ve aragtirmalar yapilmakta olan altin orana dayanmaktadir. Dizinin
herhangi bir terimini kendinden 6nceki terime boldiigiimiizde sonug yaklasik olarak ayni

cikmaktadir. Bu sayiya da “Altin oran” denilmektedir [2].

Fibonacci sayi dizileri diger bilimlerinde ilgisini cekmistir. Fibonacci sayilarina benzeyen
ama baglangic terimleri farkli olan bir¢ok sayi dizisi vardir. Bunlardan bazilar1 Lucas
sayilari, Pell sayilari, Pell-Lucas sayilari, Jacobsthal sayilar1 ve Jacobsthal-Lucas sayilari

gibi say1 dizileridir [3].

19.yy’da Fransiz matematik¢i Edouard Lucas bu say1 oriintiisiine Fibonacci dizisi adini
vermistir. Edouard Lucas var olan Fibonacci say: dizisindeki baglangic degerlerini
degistirerek Lucas sayilarini olusturmustur. Bunlar 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76,
123, ... dir. Fibonacci ve Lucas sayi dizilerinin gesitli 6zellikleri ve genellestirmeleri i¢in

[4-6] kaynaklarina bagvurulabilir.

D. Tasc1 [7] calismasinda, baslangi¢ kosullart Do = Dy =D, =1 ve D3 =2 olan, n > 4
i¢in,

D, =D, >+2Dy, 3+Dy, 4 (12)

seklinde dordiincii dereceden rekiirans bagintisina sahip quadrapell sayilarini tantmlamig

ve bu sayilar lizerine bazi cebirsel 6zdeglikler elde etmistir.

A. Ozkog [8] makalesinde, Wy = W; =0, W, = 1 ve W5 = 3 baslangic kosullari ile, n > 4
icin

W, =3W,_1— 3Wn—3 —Wh4 (13)

seklinde kuadra Fibona-Pell say1 dizisini tanimlamis, Fibonacci ve Pell sayilariin
ozelliklerinden faydalanarak kuadra Fibona-Pell say1 dizisi iizerinde bazi calismalar

yapmuigtir.

Binom katsayisi (x+y)" nin binom agiliminda énemli bir yere sahiptir. Euclid M.O. 300
yil civarinda ’Elements’ isimli kitabinda n = 2 i¢in binom acilimini tanimlamastir. Hintli

matematikci Aryabhata (476-550) ise n = 2 ve n = 3 icin bu acilim1 gosteren bir bagka



matematik¢i olmustur. Daha sonra Fars matematik¢i Omer Hayyam (1048-1131) tarafindan
pozitif tam sayili iistler icin binom teoremi bulunmustur. Ama buna ragmen Ingiliz
matematikci ve fizik¢i olan Isaac Newton (1642-1727) teoremi simdiki haline getirerek
literatiire gecirmistir. 1915 yilinda G. Fontene [9] ¢alismasinda, genellestirilmis binom
katsayilarin1 tanimlamistir. Daha sonra M. Ward [10] tarafindan 1936’da bu katsayilar
yeniden tanimlanmistir. 1969°da H. W. Gould bu sayilara, Fontene-Word binom katsayilar

adin1 vermistir [11].

Bunlarin yaninda binom doniisiimleri ile ilgili literatiirde giin gittik¢e artan calismalara
devam edilmektedir. Ornegin, H. Prodinger 1994 yilinda [12] ¢alis masinda binom dénii-
stimleri hakkinda genel bilgiler vermistir. M. Z. Spivey ve L. L. Steil 2006 yilinda [13]’de
Hankel doniisiimlerinin binom doniigiimlerini incelemislerdir. K. W. Chen 2007 yilinda
[14] makalesinde, binom doniisiimlerinin ¢esitli 6zelliklerini vermistir. H. H. Giilec ve N.
Taskara [15]’de binom katsayil1 Fibonacci sayilarim1 tanmmmlamiglardir ve bu sayi dizileri
izerine calismislardir. S. Falcon ve A. Plaza [16]’da k—Fibonacci dizilerinin binom
doniistimlerini tanimlamiglardir. N. Taskara, K. Uslu ve H. H. Giilec [17] ¢alismalarinda,
binom katsayili Lucas sayilarinin ¢esitli 6zelliklerini vermiglerdir. P. Bhadouria, D. Jhala
ve B. Singh [18]’de k—Lucas dizilerinin cesitli tipteki binom doniisiimlerini vermislerdir.
[19] makalesinde S. Falcon, k—Fibonacci dizisinin yinelemeli binom doniisiimleri iizerinde
calismisti. N. Yilmaz ve N. Taskara [20] ¢alismasinda, Padovan ve Perrin sayilarinin
binom doniisiimlerini ¢alismiglardir. Yine S. Falcon referanslardaki [21] makalesinde
Fibonacci dizisi ve genellestirilmis k—Fibonacci sayilarinin binom doniisiimlerinden,
rekiirans iligkilerinden ve bazi toplam formiillerinden bahsetmistir. C. Kizilates, N. Tuglu
ve B. Cekim [22]’de quadrapell dizileri, quadrapell dizilerinin binom doniisiimii, quadrapell
sayilarinin matris dizilerinden ve son olarak quadrapell matris dizilerinin binom doniigtimii

tizerine ¢aligmiglardir.

Modern cebirdeki en 6nemli gelismelerden biri de kuaterniyonlarin kesfi olmustur.
Kuaterniyonlar 1843 yilinda Irlandali William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan
tanimlanmugtir. Hamilton kuaterniyonlar: tammmlamakla iki vektor icin bolme igleminin
de miimkiin olabilecegini, yeni bir carpma islemini vektor cebirine dahil ederek
gostermistir. Hamilton’un kesfi olan kuaterniyonlar, giiniimiizde kuantum fiziginden

bilgisayar bilimlerine pek ¢ok alanda kendisini gostermektedir, daha fazla bilgi i¢in [23,



24] kaynaklarina bagvurulabilir. Kuaterniyonlar, ii¢ boyutlu uzayda dénen hareketin he-

saplanmasinda, fiziksel biiyiikliikleri ifade etmede, grup teorisinde, elementer parcaciklarin
siniflandirilmasinda, kontrol sistemlerinde, endiistriyel robot kollarinin hareketlerinde
kullanilmaktadir. Ayrica fizik alaninda da kullanilmaktadir. Fizikte kullanim buldugu

konulardan birisi ve belki de en 6nemlisi Einstein’in 6zel ve genel rolativite teorileridir.

Gecmisten giiniimiize kadar bir¢ok alanda kendisine yer bulan Fibonacci ve Fibonacci tipli
say1 dizisi olan Lucas say1 dizileri polinomlarla ve kuaterniyonlarla da iligkilendirilmistir.
1883 yilinda polinomlarla olan iligkilendirmeyi de Belgikali matematik¢i Charles
Catalan ile Alman matematik¢i Ernst Jacobsthal ilk olarak ortaya ¢ikarmistir. [25-27]
calismalarinda, Fibonacci ve Lucas polinomlarinin cesitli genellemeleri yapilmistir.
[28]’de, A. F. Horadam tarafindan literatiire katsayilar1 Fibonacci say1 dizisinin terimleri
ile olusturulan kuaterniyonlar girmistir. Ayrica A. F. Horadam [29] calismasinda, kuater-
niyonlarin rekiirans bagintilarini incelemistir. Yine [30, 31] calismalarinda ise Fibonacci
ve Lucas say1 dizileri kuaterniyon ve polinomlarla iligkilendirilmigtir. Son zamanlarda
kuaterniyon dizilerinin genellestirmeleri iizerine de bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Fibonacci
ve Lucas say1 dizilerinin yam sira farkli say1 dizilerinden yararlanarak olusturulmusg
kuaterniyon dizileri de mevcuttur [32, 33]. M. R. Iyer, Fibonacci kuaterniyonlar1 ve
genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlar1 arasindaki iligkiyi [34]’de calismistir. Daha
sonra M. R. Iyer [35] ¢alismasinda, Fibonacci kuaterniyonlar1 ve Lucas kuaterniyonlari
arasindaki iligkiyle veren calismalar yapmustir. S. Halic1 [36] makalesinde, Fibonacci
kuaterniyonlarin1 ve Lucas kuaterniyonlarin1 ele almis ve bu kuaterniyonlarla ilgili
cesitli toplam formiilleri bulmustur. E. Polath [37] ¢alismasinda, Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarinin yeni bir genellestirmesi iizerine yogunlasmis ve elde ettigi bu yeni

genellestirilmis kuaterniyonlar i¢in toplam formiilleri tiiretmistir.

A. Ozkog ve A. Porsuk [30] “A Note for the (p,q)—Fibonacci and Lucas Quaternion
Polynomials” isimli ¢aligmalarinda (p,q)—Fibonacci ve Lucas kuaternion polinomlarini
tanimlamiglardir. Ayrica yazarlar tarafindan Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu, toplam

formiilleri ve binom toplamlar tiiretilmistir.



E. Polatli ve S. Kesim [38] de “On Quaternions with Generalized Fibonacci and Lucas
Number Components” isimli ¢calismalarinda Binet formiillerini kullanarak binomiyal

toplam formiillerini elde etmislerdir.

Son yillarda reel say1 dizileri kullanilarak kuaterniyon ve oktonyon say1 dizileri tanimlama,
yeni tanimlanan bu say1 dizilerinin cebirsel 6zelliklerini arastirma ve 0zgiin sonuglara
ulagsma yoniinde bilimsel ¢alismalar artmaktadir, daha fazla bilgi icin [39—41] ¢alismalarina

bagvurulabilir.

A. F. Horadam [28] makalesinde, kompleks Fibonacci sayilarin1 ve Fibonacci kuaterniyon

sayilarini1 tantmlamis ve bu sayilarin bazi 6zelliklerini sunmustur.

S. Halic1 [39]°da Fibonacci ve Lucas sayi dizilerinin, C. B. Cimen ve A. Ipek [42]’de Pell
ve Pell-Lucas say1 dizilerinin, A. Szynal-Liana ve I. Wloch [33]’de Jacobsthal say1 dizisini
kuaterniyonlarla ifade edip, bu yeni kuaterniyon dizilerinin say1 dizileri ile aralarindaki

iliskiyi detayl bir sekilde incelemislerdir.

F. Kaplan ve A. Ozkog Oztiirk [43] calismalarinda, Horadam kuaterniyon dizilerinin binom
doniisiimiinden bahsetmis ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar vermistir. Yine ayni1 makalede

yazarlar Horadam kuaterniyonlariin yinelemeli binom doniistiimii ile ilgili caligmiglardir.

E. Polath [44] makalesinde, quadrapell kuaterniyonlarinin belirli 6zellikleri iizerine
cebirsel 6zdegliklerden bahsetmis ve ayn1 zamanda quadrapell kuaterniyonlarin binom

doniisiimlerini ilk kez ele almigtir.

T. Cetinalp [45] tezinde, kuadra Fibona-Pell kuaterniyonlarinin yani sira kuadra
Fibona-Jacobsthal say1 dizilerinin 6zellikleri ile kuaterniyon kavraminin bazi cebirsel

ozellikleriyle ilgili calismalar yapmugtr.

Bu calismada giris kismindan sonra ikinci boliimde gerekli on bilgiler, tanim ve teoremler
verilmistir. Orjinal sonug¢lardan olusan ii¢iincii boliimde ise kuadra Fibona-Pell dizisinin
binom doniisiimii tanimlanmig ardindan bu binom doniisiimil i¢in rekiirans bagintisi
bulunmus ve en son Binet formiilii elde edilmistir. Buradan hareketle kuadra Fibona-Pell
dizisinin binom doniisiimii icin ¢esitli toplam formiilleri ve bagintilar elde edilmistir.

Calismanin son boliimii olan dordiincii boliimde ise ii¢iincii boliimde Fibona-Pell tamsay1



dizisinin binom doniistimii i¢in bulunmus benzer sonuglar Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin

binom doniisiimii i¢in bulunmustur.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tezin bu boliimiinde, ¢calismanin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi tanim, teorem
ve kavramlara yer verilecektir.
2.1. TAMSAYI DIZILERI

Bu alt boliimde ¢alismanin temelini olusturan ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip
tamsay1 dizilerine 6rnek olan Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas tamsay1 dizileri ile ilgili

bazi temel kavramlar iizerinde durulacaktir.

Tanmm 2.1. F;,, n. Fibonacci sayisin1 gostermek ilizere, Fy = 0 ve F; = 1 basglangic

kosullarina sahip her n > 1 tamsayisi i¢in

Fn+1:Fn+Fn71

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir [3, 46].

Bazi Fibonacci sayilari,

Cizelge 2.1. ik On Fibonacci Sayisi

n|(0|1/2|3/4|5/6|7 |89 ]10
F, 01123581321 |34|55

seklinde ifade edilir. (1.1) bagintisinin karakteristik denklemi
2 _
x*—x—1=0 2.1

olup bu denklemin kokleri ise,

o= 5 ve B = 2.2)



dir. Fibonacci sayi dizisi i¢in Binet formiild,

an_ﬁn

E

(2.3)
dir [3].

Tanim 2.2. L,, n. Lucas sayisin1 gostermek iizere, Lo = 2 ve L; = 1 baslangi¢ kosullari
ve her n > 1 tamsayist i¢in

Ln+l =Ly+ Ly (24)

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir [3, 46].

Fibonacci say1 dizisi gibi bazi1 Lucas sayilar verilecek olursa,

Cizelge 2.2. Ik On Lucas Sayisi

n|0[1]2|3|4]5/|6|78]9]|10
L,|2|1|3/4]|7/|11 |18 |29 |47 |76 | 123

cizelgesi elde edilir. (2.4) bagitisinin karakteristik denklemi
X —x—1=0

olup bu denklemin kokleri Fibonacci say1 dizisinin de kokleri olup,

1+/5 1-v5
7 ve B = 7

dir. Buradan sonug olarak Fibonacci ve Lucas say1 dizilerininin karakteristik denklemleri

ve koklerinin ayn1 oldugu soylenebilir. Lucas say1 dizisi i¢in Binet formiilii ise,

L,=0o"+p" (2.5)

dir.



Fibonacci ve Lucas tam say1 dizilerinin karakteristik denklemlerinin kokleri arasinda

a+p = 1,
a—B = V5,
af = -1

esitlikleri gecerlidir. Ayrica Fibonacci ve Lucas tam say1 dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonlari

sirastyla
s X
F(x) = ZOan" =T (2.6)
n=
ve
=, 2—x
n=
dir [3].

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda bazi cebirsel 6zdeslikler mevcuttur. Bu 6zdegliklerden

bazilar1 agsagida verilmistir.

Fop = FuLy,

Ly=Fo1+Fr,, Ln=F2o— Fya,
SF? =12 —4(-1)",
SFy=Ly1+Lpy,

2F1 = Fy+ Ly,

2F, = Fy + oo,

FynFy = FpiFn i = (= 1) *FinFis
Ly = LnFp—m+1 + Lin—1Fn—m,

LomLon = Ly, + Ly —4(=1)"*",

Fm+kafk - Fm+smes - (_1)m_sEka+s’



Fnin = Fni1Furr — Fp1 By,
i—o () Fi = Fan,

Yo (F)Li = Lan,
o (D EnFn 1 F = Fan,

Yo () LinLoy \Li = Lynn,

?:() (7) Fn—i = Fintn,

Zn F R Enner_(_l)mEnn_Fm
=0t m — Lm—(—l)m—l ’

n L . Lmn+m*(*1)man*En
i=0*+~mi — me(fl)mfl )

Tam say1 dizileri arasinda bir diger ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip dizi olan

Pell say1 dizisi asagida verilmistir.

P,, n. Pell sayisim1 gostermek iizere, Py = 0 ve P| = 1 baslangi¢ kosullar1 ve her n > 2 tam

say1sl1 i¢in

Py =2P, 1+PB

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine, Pell say1 dizisi denir [3].

Bazi Pell sayilari,

Cizelge 2.3. Ik On Pell Sayis1

n 01|23 4

5

6

7

8

10

P lOo|1[2]5]|12

29

70

169

408

985

2378

seklinde ifade edilir. (2.8) bagintisinin karakteristik denklemi

P—2x—1=0

olup bu denklemin kokleri,

10

(2.8)

2.9



y=1+vV2ved=1-2 (2.10)

dir.

n. Pell say1 dizisi i¢in Binet formiilii ise,

(2.11)
dir [47]. P, Pell say1 dizisi olmak iizere, iirete¢c fonksiyonu asagidaki sekilde verilir [6].

(oo}

X
Px)=) PX'=—F7— 2.12
W= P =15 (2.12)

Son olarakta Pell-Lucas say1 dizisinden bahsedilecek olursa; ¢g,, n. Pell-Lucas say1sini

gostermek tizere, gy = 2 ve ¢ = 2 baslangic kosullar1 ve her n > 2 tamsayisi icin
dn = 2qn—1+qn—2 (2.13)

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine Pell-Lucas say1 dizisi denir.

Bazi Pell-Lucas sayilari,

Cizelge 2.4. Ik On Pell-Lucas Sayisi

n (0|12 3]4]|5 6 7 8 9 10
qn |2 1216|1434 |82 | 198 | 478 | 1154 | 2786 | 6726

seklindedir. (2.13) bagintisinin karakteristik denklemi
P —2x—1=0
olup bu denklemin kokleri,

y:H—\/EveS:l—\/E

11



dir.

Sonug olarak, Pell sayi dizisi ile Pell-Lucas say1 dizisinin karakteristik denklemlerinin ve

koklerinin ayni oldugunu goriilmektedir.

n. Pell-Lucas say1 dizisi i¢in Binet formiilii ise,
gn=7"+0" (2.14)

dir [48]. g,, Pell-Lucas sayi dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu,

—2x—x

> 2—2x
q(x) = ) and" = 5 >
n=0

ile ifade edilir [8].

Yukarida ele alinan ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip tam say1 dizilerine ek
olarak simdi de dordiincii dereceden rekiirans bagintisina sahip Kuadrapell ve kuadra

Fibona-Pell tam say1 dizileriyle ilgili bazi temel kavramlara ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.3. D, n. Kuadrapell sayisin1 gostermek iizere Do =Dy =Dy =1ve D3 =2

baslangi¢ kosullar1 ve her n > 4 tamsayisi i¢in
Dy =Dp 2+2Dy 3+ Dp4

0zyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine Kuadrapell say1 dizisi denir.

Bazi1 Kuadrapell sayilari,

Cizelge 2.5. Ilk On Kuadrapell Sayis1

n 01234567 /|8]9]10
D,|1|1|1|24|5/9|15|23 38|62

seklindedir. (1.2) bagintisinin karakteristik denklemi

12



AP —2x—1=0 (2.15)
olup bu denklemin kokleri,

I+V5 o 1-V5

D) 7B D) , V=

o =

—1++/3i —1—+/3i
TR ve5:T

dir. Kuadrapell say1 dizisi i¢in Binet formiilii,

B 3 a2n o B2n a2n+2 _ B2n+2 (_1)n+1 ,},Zn . 62n
=3 () () (5es) ew

dir. Ayrica Kuadrapell say1 dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu,

1—2x+x%—x°
Ax +5x% — 4x3 +x*

D(x) = r;)ann = (2.17)

ile verilir [22].

Simdi de kuadra Fibona-Pell tam say1 dizisi ele alinsin.

Tamm 2.4. W, n. kuadra Fibona-Pell sayisin1 gostermek tizere Wy =W =0, W, =1 ve

W3 = 3 baglangi¢ kosullar1 ve her n > 4 tamsayisi i¢in
W, = 3anfl - 3Wn73 —Wh4

Ozyineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine kuadra Fibona-Pell say1 dizisi denir.

Bazi1 kuadra Fibona-Pell sayilari,

Cizelge 2.6. Ilk On Kuadra Fibona-Pell Sayisi

n (0|1[{2(3/4|5|6/| 7 | 8| 9 |10
W, 00| 1]3]9|24|62| 156 | 387 | 951 | 2323

seklindedir. (1.3) bagintisinin karakteristik denklemi

13



o3 43x+1=0 (2.18)

olup bu denklemin kokleri,

1+V5 . 1-v5
2 B= 2

o= L Y=14V2 ved=1-2

dir. Kuadra Fibona-Pell say1 dizisi icin Binet formiilii,
B yn _&n a — Bn

W, = =5 — a—B (2.19)

dir [8]. Ayrica W, kuadra Fibona-Pell say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu ise,

W(x)= Y W' = 4 (2.20)

ile verilir [8].

Teorem 2.5. W,, F,,, L, ve P, say1 dizileri arasinda asagidaki bagintilar mevcuttur [8]:
W,=P,— F,, n>0,

Wi +Wo1 = (Y +6") — (" + "), n>1,

V5F, +2V2P, = (Y' = 8") + (a" = B"), n> 1,

Ly +P 1 +B=a"+B"+7"+06", n>1,

lim,, eo i = 7.

2.2. BINOM KATSAYISI VE OZELLIKLERI

Tanmm 2.6. 0 < k < n olmak iizere (Z) , negatif olmayan n elemanli bir kiimenin & elemanl

alt kiimelerinin sayisini veren ifadelere binom katsayis1 denir ve

n!
0, aksi taktirde

14



ile gosterilir. Burada n < k ise (}) =0 ve 0! = 1 olarak tanimlanr.

Binom katsayilarinin Pascal tli¢cgenini iirettigi bilinmektedir. Pascal ticgeninin pek ¢cok
ilgin¢ 6zelligi mevcuttur. Bunlardan biri Pascal iiggeninin simetrik olmasidir. Pascal
icgeninin diger bir 6zelligi ise satirlarindaki sayilarin toplaminin 2’nin kuvvetlerini verdigi
bilinmektedir ve };_, (Z) = 2" ile bulunmaktadir. Son olarak Pascal ticgeni kullanilarak

Fibonacci sayilar1 da bulunabilmektedir.

Sekil 2.1. Pascal Uggeni

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Teorem 2.7. (Pascal Ozdesligi) n ve r pozitif tam sayilar ve < n olmak iizere

<n) - (n— l) + (n— 1) (2.22)
r r—1 r
dir [3].

Ispat. (2.21) kullamlarak

(Z:D T (": 1) T (- 1)!(51n__111!(r— IS (E’tn—_llz!r)!




(n—1)'r (n—1)(n—r)
(r—1)'(n=r)lr rl(n—r—1)!(n-r)
(m—Dlr+m—-1)(n—r)

rl(n—r)!
_ n(n—1)!
 rl(n—r)!
n!

Y (n—r)!
_(n

- ()

bulunur. [l

Yine cok kullanigh bir 6zellik agsagida ispatiyla verilmistir ve ardindan binom teoremine

deginilmistir.

Teorem 2.8. r ve n negatif olmayan tam sayilar ve r < n olmak iizere

()= (%)

Ispat. (2.21) esitliginden

bulunur. []

Teorem 2.9. (Binom Teoremi) x, y reel sayilar ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak

uzere

(x+y)" = Z (Z)x""‘y" (2.23)

k=0
dir [47].

Koshy [3] eserinde asagidaki sonuglar1 vermistir, bu sonuclarin ispatlar1 agik ve net

oldugundan ispatlar1 verilmeyecektir.

Teorem 2.10. Asagidaki esitlikler gecerlidir:

(14+x)" = oo ()"

16



(1—x)" =Xp_o (=1 (1),
Y7o (=1 () =0,

Yicise (1) = Licrek ()

Yukaridaki sonuclar diginda binom katsayisiyla ilgili literatiirde bir ¢ok 6zellik mevcuttur.

Bu sonuglardan bazilart asagida verilmitir
() =) G,

k() =nGo) = =kt 1) (1),

("¢ = Q@) + G2 (1) + () (5) -+ 6) (§)
() @)+ DG+ G )+ + () (70 =20,

Yo Gety) =4,
Y ()xkyF = (x+y)",

17



<r+;l+ l) ,

Zkﬁn (rJ/gk)

Yo<k<n (Z) = (1]111:11) ;

o (DO G = () ()
Lo () () (058 = (57 (759

Binom katsayisi ile ilgili toplam notasyonu tanimlanacak olursa; r, n € Z ve r < n olmak

tizere f : Z — R ve f (k) = a olsun. a,, a,1, ay42,..., a, terimlerinin toplami

n
ar+ary1t+ar2+...t+a, = Zak
k=r

dir. Binom katsayist ile ilgili diger bir ka¢ sonugta asagida verilmistir.
Yib=nb, beR,

Yo (akFbk) =Yg ax F X bis

Yi b(a)=bY]_,ar, bER,

Yocijek (j)¥Y = Locick® Yo jck (5.

2.3. URETEC FONKSIYON

Urete¢ fonksiyonu Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre (1667-1754) tarafindan
kesfedilmigtir. Rekiirans bagintis1 ve kombinatorik problemlerin ¢6ziimii i¢in dnemlidir.

Ureteg fonksiyonlar1 temelde gesitli katsayilari takip eden kuvvet serileridir [49].

Urete¢ fonksiyonun tanimi matematiksel olarak ifade edilecek olursa, ag, ai, as,...

herhangi bir gercel say1 dizisi olmak iizere
g(x):a0+a1x+a2x2—l—...—l—anx”—i—...: Zanx" (2.24)
n=0

fonksiyonu, {a,} dizisi i¢in iirete¢ fonksiyon olarak tanimlanir.

18



i > n icin a; = 0 oldugunda ay, ay, ay,...,a, sonlu dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonlar1 da

tanimhdir. Dolayisiyla ag, ay, az, ...,a, sonlu dizisi i¢in
g(x) =ag +ax 4 arx® + ...+ apx"

iireteg fonksiyondur. Urete¢ fonksiyonla ilgili bazi temel matematiksel islemlerin yapi-
labilecegi bilinmektedir. Buna drnek olarak, f(x) =Y~ ja,x" ve g(x) = Y~ b,x" iireteg
fonksiyonlari arasinda toplama, ¢ikarma ve carpma iglemleri yapilabilmesi sayilabilir. Bu

islemler ¢, = Y a;b,—; olmak iizere

fx)Fglx) = Z (an Fby) X"

f0)ogl) = Y ew”

dir. {c,} dizisi, {a,} ve {b,} dizilerinin konvoliisyonu olup iirete¢ fonksiyonu f(x) - g(x)
dir.

Ozellikle, f(x) = Y7 ox" = 1= = g(x) dir. Bu durumda her 7 igin a, = 1 = b, olur. O
zaman ¢, = Y.;' 5 1-1=n+1 olur. Buradan, her pozitif tamsay1 1’lerin dizisinin kendisiyle

konvoliisyonu ile elde edilir. Yani sonug olarak,

= - 1 1
n;)n-i-lx —(Zx”) (nsz> = 1% (1—x)2

elde edilir [47].
2.4. KUATERNIYONLAR

Calismanin bu boliimiinde kuaterniyon kavrami ve kuaterniyonlarla ilgili bazi1 6zellikler
verilecektir. Ayrica Fibonacci, Lucas, Pell ve kuadra Fibona-Pell kuaterniyonlar: tanitilacak

ve bu kuaterniyonlar ile ilgili bazi cebirsel 6zdeslikler verilecektir.

Tanm 2.11. > = —1, j> = —1, k* = —1 ve i jk = —1 olmak iizere
ij = k=—ji, (2.25)
jk = i=—kj,



ki = j=—ik

esitlikleri ile tanimli i, j ve k birimsel imajiner elemanlar1 i¢in,

H={P=a+bi+cj+dk: a,b,c,d € R} (2.26)

kiimesine reel kuaterniyonlar kiimesi denir. Bu kiimenin her bir elemanina reel kuaterniyon

denir.

P = a+ bi+ cj+ dk bir kuaterniyon olsun. Burada P kuaterniyonunun skaler kismi

Py = a ve vektorel kismi P = bi+ c¢j + dk olarak tanimlanir.

Simdi de kuaterniyonlarin esitligi i¢in iki tane kuaterniyon tanimlansin:

P=a)+bji+cij+dk

Ve

Q=a2+b2i+62j+d2k

kuaterniyonlar ise burada,

ay=a, by =by, cir=cyved =dy

oluyorsa P ve Q kuaterniyonlar1 esit kuaterniyonlar olarak ifade edilmektedir [50].

Tanim 2.12. P = a+ bi+ cj + dk kuaterniyon olmak iizere

a—bi—cj—dk

kuaterniyonuna P kuaterniyonunun eslenigi denir.

Ayrica P, Q € H ve A € R olmak iizere esitlikler

&
_H

Sl
I

8

_H

S

>
~
I
>
n



dir.

2.4.1. Fibonacci ve Lucas Kuaterniyonlari

A. F. Horadam [28]’de tam sayr dizilerinin rekiirans bagmtilarinin katsayilariin
alinmasiyla olusturulan tam say1 dizilerine 6rnek olarak Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarimi tammmlamistir. A. F. Horadam yine aym ¢alismada bu kuaterniyonlarin
cebirsel 6zelliklerini calismis ve genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlarini tiiretmistir. S.
Halic1 [36]’da yine Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla ilgili ¢calismalar yapmais ve S.

Halic1’nin [36]’daki ¢calismasi ile bu kuaterniyon dizilerine ilginin artti§1 goriilmiistiir.

Tamim 2.13. F,, n. Fibonacci sayis1 olmak iizere

On=F,+ iFn—l—l g an—l—Z + an+3 (2.27)

esitligine n. Fibonacci kuaterniyonu denir [28].

Simdi de Lucas kuaterniyonu tanimlansin. L,, n. Lucas sayis1 olmak iizere

K, =L,+ iLn—l—l + jLn+2 + kLn—I—S (2.28)

esitligine n. Lucas kuaterniyonu denir [28].

0O, ve K, esitliklerinin rekiirans bagintilar1 sirasiyla

Qn+2 = Qn-H + Qn

veE

Kn+2 - Kn+1 + Kn

dir.

Karakteristik denklemleri ise

X —x—1=0
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olup karakteristik denklemin kokleri

dir.

Simdi Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla ilgili ispatlanmisg bir ka¢ teorem verilsin.

Teorem 2.14. Q, Fibonacci kuaterniyonu olmak iizere

Qn - iQn—H - an+2 - an+3 = 3Ln+3

esitligi gecerlidir [36].
Teorem 2.15. n > 1 i¢in

Kn=0n1 +Qn+1
esitligi gecerlidir [36].

Teorem 2.16. Q, Fibonacci kuaterniyonu ve K, Lucas kuaterniyonu olmak iizere, Binet
formiilleri sirasiyla, n > 0 icin

Op=——"F7— (2.29)
ve

K, = aa" + BB" (2.30)
dir. Burada @ = 1+ict+ jo* + ko’ ve B = 1+if + jB* + kB> dir [36].

Teorem 2.17. Her m,n € Z i¢in Q,,+, Fibonacci kuaterniyonunun iirete¢ fonksiyonu,

- Om+0Om—1x
¥ Qe = 2ot Qi
n—0 —X—X

dir [36].

Teorem 2.18. Q, Fibonacci kuaterniyonu i¢in ilk n+ 1 tek terim toplami ve ilk n + 1 ¢ift

terim toplamu sirasiyla,

Y i1 =020 — Qo
i=0

veE

Y 02 = 02py1—(1,0,1,1)
i=0
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dir [36].

Teorem 2.19. n > 0 i¢in

veE

dir [36].

Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar: gibi ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip bir

baska tam say1 dizisi ise Pell kuaterniyonlaridir. Asagida Pell kuaterniyonlarinin tanimi ve

Pell kuaterniyonlariyla ilgili ispatlanmig bir ka¢ formiil mevcuttur.

Tanim 2.20. P,, Pell say1 dizisi olmak iizere
OP, :Pn+ipn+l +an+2+kPn—|—3

esitligine n. Pell kuaterniyonu denir [39, 42].

Teorem 2.21. n > 0 olmak iizere Pell kuaterniyonunun Binet formiilii,

— 88"
ob, = Z’yn =
2v2
dir. Burada y = 1 +iy+ jy* +ky® ve § = 1+i6 + j&2 + k&% dur [45].

Teorem 2.22. QP, Pell kuaterniyonu olmak iizere iirete¢ fonksiyonu,

Cx+i+j(x+2) +k(2x+5)

Glx) 1 —2x—x2

dir [45].

Teorem 2.23. QP, Pell kuaterniyonu i¢in ilk n+ 1 terim toplamu,
L 1
Y op = 3 [OP, 12+ QP 1 — OP + OP)
i=0

dir [45].

23
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2.4.2. Kuadra Fibona-Pell Kuaterniyonlar1 ve Baz1 Ozellikleri

Yukarida incelenen Fibonacci, Lucas ve Pell kuaterniyonlar: ikinci dereceden rekiirans
bagintisina sahip tam say1 dizilerine 6rnektir, bu kisimda ise dordiincii dereceden rekiirans
bagintisina sahip tam say1 dizilerine 6rnek olan kuadra Fibona-Pell kuaterniyonlariyla ilgili

bilgi verilecektir.

Tamm 2.24. W, kuadra Fibona-Pell say1 dizisi olmak lizere
OWp = Wy +iWy 1 + jWoi2 + kW3 (2.34)

biciminde tanimlanan QW,, ifadesine kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu denir [45].

Teorem 2.25. n > 0 olmak iizere kuadra Fibona-Pell kuaterniyonunun Binet formiili,

_y'-88" aa"-Bp”

W, = 2.35
dir [45].
Teorem 2.26. OW,, kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu icin iirete¢ fonksiyonu,
2 e i 2,3
k(3 —3x" —
G(x):x +ix+ j+k(3—3x"—x) (236)

X 43x3 —3x+1
dir [45].

Teorem 2.27. Her m,n € Z i¢in QW,,., kuadra Fibona-Pell kuaterniyonunun iiretec¢

fonksiyonu,
OW,, + (QWmfl —OW, + Qm)x
> + (QWm + QWmfl - mel)xz - QWmflx?)
Z QWm+nxn =
et x4 +3x3 -3x+1
dir [45].

Teorem 2.28. QW,, kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu icin ilk n+ 1 terim toplami,

/! 1
ZQVVZ - 5 [QWn+2 _QWn—H - Qn+3 +(17 17 15_1)]
i=0
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dir [45].

Teorem 2.29. OW, kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu olmak iizere n > 0 i¢in

n

y (’:) OW; = 25 0P, — 01,

i=0

dir [45].
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3. KUADRA FIBONA-PELL DiZISININ BINOM DONUSUMU

Literatiirde dizilerin binom doniisiimleri ile ilgili bir ¢cok makale bulmak miimkiindiir [51].
Bunlardan biri K. W. Chen [14] tarafindan ¢alisilmig ve daha sonra S. Falcon ve A. Plaza
[16] tarafindan incelenmigtir. [12]’de A = {aj,ay, - - } dizisi verildiginde, B dizisi binom
doniisiimii B(A) = {b,} olarak asagidaki gibi tanimlanir

by=Y (’Z) a; 3.1)

i=0

Ayrica binom doniisii ile ilgili detayli bilgi [21, 52] ¢calismalarinda bulunabilir. Ornegin
[22]’de yazarlar Kuadrapell dizisinin binom doniisiimii i¢cin dordiincii dereceden rekiirans

bagintisina sahip 6zel binom dizilerini dikkate almiglardir.

Bu boliimde benzer mantikla kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olusturuldu.
Dordiincii dereceden rekiirans bagintisina sahip olan kuadra Fibona-Pell dizisinin binom
doniistimii uygulandiginda elde edilen yeni dizi i¢in iirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii ve

toplam formiilleri basta olmak iizere bazi cebirsel 6zdeglikler bulundu [53].

Tanmmm 3.1. W,,, n. kuadra Fibona-Pell dizisi olsun. Kuadra Fibona-Pell dizisinin binom

doniistimii
" /n
i=0 \!
dir.

Yardimci Teorem 3.2. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun. O halde

b1 = i <’:) (Wi +Wii1)

i=0
dir.

Ispat. (3.2) yardimiyla,
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n+1 n+1
n+1 n+1
b= ("7 =T (T

i=0 L i—1

elde edilir. Ayrica (,",) + () = ("J]Tl) ve (,7,) = 0 oldugundan

bnt1 =§ Kzi:) " CN e

n

bui1 =Y, (?) (W +Wii1).

i=0

dir. Boylece

elde edilir, yani ispat tamamlanir. O]

Yukaridaki Yardimci Teorem yardimiyla kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii

icin asagidaki Teorem verilir.

Teorem 3.3. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun. O halde

" /n
bn+1 :bn+z <l.>Wi+1

i=0

dir.

Kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimiiniin rekiirans iligkisi asagida elde edilmistir.

Teorem 3.4. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun . O halde n > 4 ve

by =b; = 0,by = 1 ve b3 = 6 baslangi¢ degerleri icin b,
bp+3 =Tby12 —15b,41 4+ 10b, — 2b,, (3.3)

rekiirans bagintisini verir.

Ispat. Yardimci Teorem 3.2 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir,
bny3 = Kiby12+Libyy1 +Miby+Niby .
Tanim 2.1 g6z 6niinde bulundurularak denklem sistemi c¢oziilecek olursa

n=1=by=Kibs+Liby+Mib; +Nbg
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n=72= bs=Kiby+Lb3+ M by + Nb;
n=23=bg=K\bs+Liby+Mib3+ Nb,

n=4=b;=K\beg+Libs+Miby+ Nb3
elde edilir. Sonug olarak

Ki=7,L =—15,M, = 10, N; = —2.

bulunur ve ispat tamamlanr. [

Elde edilen yeni binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu asagida bulunmustur.

Teorem 3.5. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun. Binom doniisiimiiniin

tirete¢ fonksiyonu

x2 —X3

Tl —Tx+ 1522 — 103 + 244

b(x)
dir.

Ispat. Varsayalim ki
b(x) = Z bix',
i=0

W, i¢in binom doniigiimiiniin iirete¢ fonksiyonu olsun. O halde

b(x :b0+b1x+b2x2+b3x3+---

Txb(x) = Thox + 7b1x2 + 7b2x3 + 7b3x4 +---
= 15box> 4 15b1° 4+ 15box* + 15b3° + - - -
10x°b(x) = 10box> + 10b1x* + 10b2x° + 10b3x° + - - -

(x)

(x)
15x%b(x)
(x)
2x4b(x) = 2box* 4 2b1x° + 2box® + 2b3x" 4 - - -.

olup, (3.3) denkleminden,

(1—7x415x% — 10 + 2x*)b(x) = x> — °

28



elde edilir ve buradan b,,’in binom doniisiimii i¢in iirete¢ fonksiyonu
x? —x3

b(x) —
) = T T 52— 100 128

olarak bulunur. O

b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimiine ait cebirsel 6zdeslikleri bulmak i¢in

gerekli olan bir diger formiilde asagida bulunan Binet formiiliidiir.

Teorem 3.6. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun. n > 0 i¢in b, nin

Binet formiilii
(y+1)"=(8+1)" a®—p*>

bn = y—8 o—B

3.4)

dir.

)C2 *XS

1—7x+15x2—10x3
1 —7x+15x% — 1023 +2x* = (2x* —4x+ 1) (x> — 3x + 1) oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Ispat. Ureteg fonksiyonun b(x) = o olduguna dikkat edilsin. Buradan

Boylece b(x) asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

2 3

X~ —X X X
1—7x+152 108 4224~ 2% —4x+1 x2—3x+1
_ i (y+1)n_(6+1)n_ g (in—ﬁzn
n=0 }/_5 n=0 (X—ﬁ
i ((y+1)n_(6+1)n_a2n_ﬁ2n)
" Y=o a—p

burada o = 1+2\6, B= 1*2\6, y=1+ V2 ve 8 = 1 —+/2 dir. Kuadra Fibona-Pell dizisinin

koklerini kullanarak,

(r+1)' = (6+1)" @ —p”
y—3 Y

b, =

elde edilir. n

En genel haldeki seri acilimlart i¢in asagidaki sonu¢ bulunmustur.
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Teorem 3.7. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii olsun. O halde, tim n € N

ve m,s € N, s > m i¢in

A = (I=(r+1)")(1 = (6+1)")
B = (1—a™x)(1-p>"x)

D

olmak tizere

dir.

Ispat. (3.4) denkleminden

oo mn+s __ mn-+s 2(mn+s) _ R2(mn+s)

o = y—96 o—p
SR (T e B ()¢
= (yyt 15)S ’;((H 1y — & - ?S ;O((é +1)"x)"
s Ty Py ey

elde edilir. Toplam formiilii yardimiyla islemlere devam edilecek olursa,

(yyjs)s(1—<y1+1>"1x)‘(5y+15)s< <51+1) )

o 1
_Oc—ﬁ (1—a2mx> (1—[32’"x)
_ 1 <(y+1)(1—(3+1) x) = (8+1)5(1—(y+1)"x ))
y—0 (I—(y+1)mx)(1 — (6 + 1)"x)
1 (a2S(1—ﬁzmx)—ﬁ%(l—a?mx))
o—p (1 —a?mx)(1 = B2mx)
_ 1 <<(7+1)S—(5+1)S)—((7+1)s(5+1)’”—(5+1)S<Y+1)’”)x>
y—& —((y+ 1)+ (6 +1)")x+ ((y+1)(6+1))mx2
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B 1 (( 2s st) o (azsﬁzm . B2sa2m)x
5 (T g g )
(r+1)*—(8+1)° C((y DS+ 1) ((y+1)sfn;:g6+1)5*m> X

y6
—((y+ 1)+ (8 +1)mx+((y+1)(8+1))mx

gZ - (@B (S )
1 — (o™ + B2m)x + (o) ?"x?

(Y+1 (6+1) ) ((y+1)1§;o‘+1))’" <(y+1)s—';l/:(55+1)s—m>x

1 o2 — (Xﬁ 2m aZ(s—m) _ ﬁZ(s—m)
‘F( o- ) oa—p '
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

’;bmnﬂx": 1(a—B) ((Y+1)s—(5+1)s) _ Hy=9) (( o — B> ))

A (y—8)(a—P) B, a—B)(r—5
_<W+1M6+Uﬁwa—ﬁ><W+lwm—«a+nsm)x
Al (y—8)(a—P)
+(0‘ﬁ)2m(3/—3) o2(s=m) _ g2(s=m) X
B, (a—B)(y—9)
_L(bs((?’+1)—(5+1))(0¢—B)+((Y+1)—(5+1))(0523—[325))
Al (0 —PB)(r—9)
_i<(a B)(y+1)° - (5+1)S)_bs((7+1)—(5—1—1))(05—[3))
Bi (a—B)(y—95)
{ bs—m((y+1)=(5+1))(ax—B)
(y+1)(8+1)" +((y+1) = (8 +1))(a2s—m) — g2(s—m))
Al (a—B)(y—9) x

o @ B)-9)
=i (Gag ) 5 (s ) T e
+

m aZ(s—m) _ BZ(s—m 1 (,},+ 1)5 m (5 1 1
_A_l< o — X+Bl( ’}/ 5 )X—B—lbs mX

1 1 2m 1
:b o _ —_ _ R R

elde edilir. Dolayisiyla sonug bulunur. [
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Bir sonraki teoremde tiim toplam sonuclarini iceren genel bir formiil elde edilmistir.

Teorem 3.8. b, kuadra Fibona-Pell dizisinin binom doniigiimii olsun. O halde tim n € N

ve m,s € Z,s > m icin

Ay = (y+1D)"S+1D)"—((y+D)"+(6+1)")+1
B2 _ a2mﬁ2m_(a2m+ﬁ2m)+1

2(mn+s) _ ﬁZ(mn—i—s) 1 (,},+ 1)mn+s _ (6 + 1)mn+s
o— Y—0

G = —

| N
) 3
/-~

R

a2(s—m) _ ﬁ2(s—m)) 1 ((,},+ l)s—m _ (5 + 1)s—m>
+ —
_ 7—o

a—p B, y-6

()4 (o5

<a2(mn+m+s) _ ﬁZ(mn—i—m—i—s)) N 1 ((,},+ 1)mn+m+s _ (6 + 1)mn+m+s>

_|_

olmak tizere

2 1 1

n m
Z bmk+s = A_ (bmn+s 3 bs—m) als B_ (bmn+s i bs—m + bmn—|—m+s - bs) + A_ (bs - bmn—|—m—|—s> +C2
k=0 2 2 2

dir.

Ispat. (3.4)’den

Diiys =
kgo k+ Z ,)/_6 a_B

k=0

(,},+1)s ((Y+1)m)n+l—1 _(5—}—1)3 ((5+1)m)n+1_1
e R N G

25 (a2m)n+1 _1 [32“ <ﬁ2m)n+l 1
a-B a?m—1 +a—[3 B2 —1
((r+my ' =1) (8 +1)m=1)

(r+ 1= D(E+1"=1)

((@+1m ' =1) (r+1"=1)
@G+ =D((r+ "= 1)

o (@) =) (B -1\ g (B 1) (021
Tap | @0 D ) Ta-p | BT

n <(Y+ 1)mk+s —(5+ 1)mk+s B o2 (mk+s) _ﬁZ(mk+s)>

|
—~~
<=
||+
o’h—k
=
~/

<=
||+
> =

!
T N
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_ (y S 1) — (p+ )M — (v 16+ 1)+ (r+1)°
(=) ((r+ D"+ )" = ((y+ )"+ (8 +1)") +1)
@M+ )" = ()M - (4 DYy D"+ (54 1)
(r=8)((r+ )"+ )" = ((y+ )"+ (8 + 1)") +1)
aZ(mn+m+s)B2m_a2(mn+m+s) 2sB2m+a25
(a—B) (B> — (> + B>") +1)
ﬁZ(anrers) o2m — BZ(anrers) _ ’BZSaZm _|_ﬁ2s
T @B (@ p 1)

m mn+s __ mn-+s
(y+ 1)(5+1) ((y+1) y_gaﬂ)

(y+1)mn+m+s7(6+1)mn+m+s
_ ( =

|

> —(y+1)m™eé+1)" ((,,H)H,,_

) n ((y+1);:(66+1)5)

(6+1)™
y—0

)

(y+1)m(o+1)"—
mn+s) __ BZ(mlH-
o—p

o2 (mn+m-+s) _ﬁZ mn-+m-+-s)

a—p

((y+1)m
(aﬁ>2m (a

L

ﬁz

) - (&

)

+ (ap)" (S

+(8+1)m)+1

g

aZmﬁZm _ (a2m_|_ﬁ2m) +1

elde edilir.

Islemler sonucunda

n
Z bink+s
k=0

_ (r+D)"(+D)"(@—p) ((y+ D)™ - (6 + D™ (o

(mn+s)

B)*"(y—9)

_ ﬁ 2(mn+s)

A < (a—B)(r—9) )‘

(r+ 1) = (§+ 1)

OCZ
( (a—B)(7—5)

)

B,
n(y—8)

—B) (aB)
( (a—B)(r—9) )+
(,Y+ 1)mn+m+s _ (6+ 1)mn+m+s> N ,},_ 6

(mn+m+s)

aZ(sfm) _ ﬁZ(sfm)
(v=38)(

B,

_ B 2(mn+m-+s)

)+ )"«
a—B o?
(a—PB)(r—9) B,
7—5 a2s_ﬁ2s )

Ar
=(
yH1S—(5+1)°
)_ B, <(7—5)(a—ﬁ)
+((y+1

I R

(r—

a—p)

6)(o—p)

)_

A

a—B [
LS ((a—BXY—&
(amﬂuy+w—46+mxa—ﬁ>

6 + 1)mn+s)

(a—pB)(v—
— by s((Y+1) —

(6 + 1))(a2(mn+s) _ BZ(mn+s))
5)

(aﬁ)zm ((06 B)((r+ )™ —(
(a—=B)(r—9)

+((r+1) -

(6 + 1))(O¢—ﬁ)>

(8+1))(a*

y+1 6+1m<b (y+1)— (8+1))(c—B)

By + )™ = (6 +1)"™) = bs-m((y+1) -

(¢ —B)(r=9)

—-m) __ B2(s—m))>

(0613 )" (

(a—B)(y—9)
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1 mwmﬂ«y+U—%6+nxa—ﬁ)+«y+n—45+mxawmﬂwg_5mmﬂww)
A (¢ —p)(r—9)
+j_Ca—ﬁxw+wm“”*%6+Um””ﬂ—mwmﬂ«%HJ—w+Uxa—ﬁU
By (a—B)(y—9)
+_L<m«7+n—46+Uxa—ﬁ)+«Y+U—%6+Uxa”—B%U

Az (a—p)(y—9)

bulunur.

Karakteristik denklemin (2.18) kokleri yerlerine koyuldugunda,

om 1 om a2(mn+s) _ ﬂZ(mn—O—s) 1 (,},+ l)mn—l-s _ (6 + 1)mn+s
- _bmn-i-s + _bmn—i-s +— -
A B> A a—p B> y—96
m 1 om aZ(s—m) _ R2(s—m) 1 L1 (§4+1)
PRI S B L L ()T -(0+1)
Ay B; A> o — ﬁ B; Y— 0
1 1 aZ(mn—l—m—l—s) _ BZ(mn—l—m—l—s) 1 (Y"‘ 1)mn+m+s _ (6 + 1)mn+m+s
+ _bmn—i-m-‘rs T .
B> Aj o— ﬁ B; Y— 0
1 1 1 (a®—B%\ 1 [((y+1)—(6+1)°) 1
+-—by— —bs+—— —ﬁ o (Y ) ( ) — —buntmss
A> B; As o — ﬁ B; Y— ) A>
om 1 1
= A_2 (banrs - bsfm) + B_2 (banrs + bsfm + bmn+m+s - bs) + A_2 (bs - bmn+m+s) + CZ

sonucu cikar.
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4. KUADRA FIBONA-PELL KUATERNIYONUNUN BINOM
DONUSUMU

Bu béliimde, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniisiimii olusturulup bu
binom doniisiimii ile ilgili bazi cebirsel dzdeslikler elde edilecektir [53]. T. Cetinalp
[45] tezinde kuadra Fibona-Pell dizisinin kuaterniyon halini incelemis ve Binet formiilii,
iretec fonksiyonu, toplam formiilleri elde etmistir. [43] de ise ikinci dereceden rekiirans
bagintisina sahip Horadam kuaterniyon dizisine binom doniisiimii uygulanarak elde edilen
yeni kuaterniyon dizisine ait sonuglar incelenmisgtir. T. Cetinalp [45] tezinde, W, kuadra

Fibona-Pell dizisi olmak iizere,

oW, =W, +iW,. 11+ jWyi0 + kW,H_g,

esitligini kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu olarak tanimlamigtir. Baglangi¢c de8erleri

OWo = j+3k,
OW, = i+3j+09k,
OW, = 1+43i+9j+24k,

OWs = 3+9i+24j+62k

olmak iizere QW,,, n. kuadra Fibona-Pell kuaterniyonu olsun. Kuadra Fibona-Pell dizisinin
binom doniistimii
" /n
b qn = Z (l> QVVI
i=0

dir.

Binom doéniisiimiiniin rekiirans bagintisini bulmak i¢in ilk adim olarak bir Yardimci Teorem

verilecektir.
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Yardimci Teorem 4.1. bg, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniisiimii

olsun. O halde

" n
bgni1 =Y, (z) (OWi + QWi 1)
i=0
dir.
Ispat. (3.1) denkleminden
" n
i=0 \!
n+1
n+1
bgn—i—l = ( )vilv
i=0 !
n+1
n+1
bgn1 = ( ; )viz‘f’QWO
i=1

olduguna dikkat edilsin. Burada (}) + (,",) = (”’:1) ve ( nt1) = O kullanilirsa

(

n+1 n

M+

/\|——|
S
\_/

bgni1 = +

i

fl)}QWiJrQWo

n+1

)3
Qw,+f( )le

(OW; + OWi11)

=S o~
Il
LI

Qv

Wi ( )QWi+QWo

N
Il
B,

I
I
S

/\/3\
N—— ~—0

I
™=

Il
o

elde edilir. n

Asagidaki teoremde yukaridaki Yardimci Teorem kullanilarak bg, i¢in rekiirans bagintisi

elde edilmistir.
Teorem 4.2. bq, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniisiimii olsun. n > 4
icin

bgn+3 = Tbqny2 — 15bqy41 + 10bg, — 2bg,— 4.1)

dir. Burada baglangi¢ degerleri

bqo

baq,

J+ 3k,

i+4j+ 12k,
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bgy = 1+5i+16j+45k

Ve

bgs = 6+21i+61j+ 164k

dir.

Ispat. Yardimci Teorem 4.1 kullanilirsa

bgn+3 = Kobqni2 + Lobgn i1 +Mabgy + Nabgn—
elde edilir. n = 1,2, 3,4 olarak alindiginda

n=1= bqs = Kobqs + Lobgr + M>bq| + N>bqo,
n=2= bqs = Krbqs + Lobgs + M>rbgr +Nobq,
n =3 = bqs = K2bqs + Labgs + Mabgs + N2bqa,

n =4 = bq; = Kybqe + Labgs + Mabqs + N2bg3
bulunur. Bu ¢oziim i¢in yukaridaki tanim ve cramer kurali dikkate alinirsa
Ky=7,L,=—-15 My =10, N, = -2
elde edilir. Boylece

bgn+3 = Tbqni2 — 15bgn+1 + 10bgn — 2bqy,—

olup ispat tamamlanur. 0

Teorem 4.3. bg, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniisiimii olsun. Binom

doniislimiiniin iirete¢ fonksiyonu

bqo + (bgy —Tbqo) x+ (bgr — Thq + 15bq0)x2
+ (bgs — Thqs + 15bq) — 10bgq) x>
1 —7x+15x2 —10x3 +2x*4
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dir. Burada bqy = j+ 3k, bqy =i+4j+ 12k, bgy = 1 +5i+ 16+ 45k ve bgz = 6 +21i+
61+ 164k dir.

Ispat. Varsayalim ki
bg(x) =Y bgix'
i=0

OW, i¢in binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu olsun. O halde

bq(x) = bqo+bq1x+ bgyx® + bgsx’ + -,

Txbg(x) = Tbgox + Tbq X2+ Tbgox” + Tbgax* + - -,
15x%bq(x) = 15bqox* + 15bq1 x> + 15bgox* + 15bgsx® + - - -,
10x3bq(x) = 10bqox3 + 10bq1x4 + 10bq2x5 + lObq3x6 + -,

(x)

2x*bq(x) = 2bqox* 4 2bq x> + 2bgoxS + 2bg3x’ + - - -,
dir. (4.1) denkleminden

(1 —"Tx+ 15x* — 10x° 4 2x*)bg (x)

= j4+3k4(i—3j—9K)x+(1—2i4+3j+6k)x>+(—1+i—j—k)x’

elde edilir ve bg,, binom doniigiimii icin tireteg fonksiyonu

bqo + (bg — Tbqo) x + (bgz — Tbqy + 15bgo) x*

+ (bgs — Thqa + 15bq; — 10bgo) x°
1 —7x+ 15x2 — 10x3 + 2x*

bulunur.

Simdi cebirsel 6zdeslikler icin kullanilacak olan Binet formiilii bulunsun.

Teorem 4.4. bq,,, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniistimii olsun. n > 0

veE

A+B(y+1) = P,
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A+B(5+1) = R,

C+D(a?) = &,

C+D(B*) =T

olmak iizere binom doniisiimii i¢in Binet formiilii

Ply+1)"—R@E+1)" So? — T2

bg, =

dir.

Ispat. Varsayalim ki, Teorem 4.3 de

y—0 a—p

payda esitlendiginde

B+D
A+2C
B—-3A—-4C+2D

A—-3B+C—-4D

— bq07
= bgz—Tbqr+ 15bq1 — 10bq,
= bgy—Tbq1 + 15bqy,

= bg1—Tbqo

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi ¢oziildiigiinde

S a = >
I

= —IObqO—|— 15bQ1 —7b(Z2+bQ37
= —3bqo+ 10bg; — 6bq> + bgs,
—10bqo +24bq1 — 13bgr + 2bgs3,

= 4bqo — 10bq; + 6bq2 — bg3

bulunur. Kuaterniyon degerleri yerlerine yazildiginda

A = —10(j+3k)+15(i+4j+12k)—7(1 +5i+ 16 +45k)

+6+21i+ 61+ 164k

= i—j—k—1,
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B = —3(j+3k)+10(i+4j+ 12k) — 6(1+5i+ 16 +45k)
+6+21i+61j+ 164k
= i+2j+5k,
C = —10(j+3k)+24(i+4j+12k) — 13(1 +5i+ 16 +45k)
+2(6+21i+ 61 + 164k)
= —1+i+k,
D = 4(j+3k)—10(i+4j+ 12k) + 6(1 +5i + 16 +45k)
—(6+21i+ 61+ 164k)

= —i—j—2k

bulunur. Son olarak gerekli hesaplamalar yapildiginda

b ( ) Ax+B Cx+D
X =]
4 2x2 —4x+1  x2—3x+1
Ax B Cx D

2x2—4x—|—1+2x2—4x—|—1 +x2—3x—|—1+x2—3x+1
14(w+¢w—«6+1y)+B<K¢+UWH—(6+1V“)

y—96 y—5
(a+1)"—(B+1)" (@+ 1)1 — (B4 1)+

+C( B )+D( - )
_ A(Y‘f’ 1)"—A(5+1)”+B(y+ 1>n+1_B(5+1)n+1
i y—96

C(in _ CﬁZn —|—DOC2”+2 —Dﬁ2n+2

+ o p
_ D) ABr 1)~ (5+1)" (A+B(8+1))
= .

o' (C+Do?) — B> (C+DB?)
+
a—p

sonucu bulunur. ifadeyi daha net yazabilmek icin

A+B(y+1) = P,
A+B(5+1) = R,
C+Da’? = S,
C+DB*> =T
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notasyonlar1 kullanilirsa

po — P D" —RE+ 1" So — T
Gn = = o p

bulunur. []

Asagidaki iki teoremde, bg;,, binom doniisiimii i¢in toplam formiilleri tiiretilmistir.

Teorem 4.5. bq,, kuadra Fibona-Pell kuaterniyon dizisinin binom doniisiimii olsun. O

halde tiim n € N ve m,s € N, s > m i¢in

Er = (I=(r+1)")(1—-(+1)"x),

G = (1—o*x)(1-p>x),
1 [(Sy*—-T&% 1 (P(y+1)=R(S+1)*
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada ilk olarak gerekli 6n bilgiler verilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde,
ikinci dereceden rekiirans bagintisina sahip tam say1 dizilerinden; Fibonacci, Lucas,
Pell ve Pell-Lucas tam say1 dizileri tanitilmis ve bazi cebirsel 6zdeslikler verilmistir.
Bunun yanisira dordiincii dereceden rekiirans bagintisina sahip tam sayi1 dizilerinden;
kuadra-Pell ve kuadra Fibona-Pell tam say1 dizilerinin tanimlar1 ve yine bu dizilerle ilgili
onemli 6zdeslikler hatirlatilmistir. Akabinde binom doniisiimii ve 6zelliklerinden, iirete¢
fonksiyon tanimindan ve son olarakta kuaterniyon kavramindan bahsedilmistir. Daha sonra
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari, kuadra Fibona-Pell kuaterniyonlariyla ilgili tanimlar
ve baz1 6nemli 6zdeslikler verilmistir. Ugiincii bliimde ise daha 6nce tanimlanmis kuadra
Fibona-Pell tam say1 dizisinin binom doniisiimii olusturulmus ve elde edilen yeni tam say1
dizisi icin rekiirans bagintisi, Binet formiilii ve iirete¢ fonksiyon kavramlar1 yeniden ele
alinmistir. Ardindan Fibona-Pell dizisinin binom doniisiimii ile ilgili en genel haldeki
toplam formiilleri bulunmusgtur. Son boliimde ise Fibona-Pell kuaterniyon dizisi i¢cin binom

doniistimii uygulanip elde edilen dizi i¢in benzer sonuglar incelenmistir.

Gelecekteki calismalarda yine dordiincii dereceden rekiirans bagintisina sahip bir tam say1
dizisi olan kuadra Fibona-Jacobsthal dizisi i¢in binom doniisiimii yapilip rekiirans bagintisi,

Binet formiili, lirete¢ fonksiyon ve diger cebirsel 6zdegliklerin bulunmasi planlanmaktadir.
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