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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

ESNEK QUASILINEER IC CARPIM UZAYLARI

Mehmet Sirin GONCI

Batman Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Hacer BOZKURT
2023, 62 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Aziz HARMAN
Dog. Dr. F. Miige SAKAR
Dr. Ogrt. Uyesi Hacer BOZKURT

“Esnek Quasilineer I¢ Carpim Uzaylar1 ve Bazi Genellestirmeleri” isimli bu yiiksek lisans tezi
calismast bes boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimii olan giris boliimiinde esnek kiimeler ve
quasilineer uzaylar ile ilgili baz1 bilgiler verilmistir. ikinci béliimde lineer uzaylardaki bazi temel kavram
ve teoremler ile beraber Housdorf metrik kavramlar1 verilmistir. Uciincii béliimde quasilineer, normlu
quasilinner ve i¢ ¢arpim quasilineer uzaylar ile ilgili bazi tanim, kavram ve sonuglar verilmistir.
Dérdiincii boliimiinde esnek kiimeler ve esnek quasilineer kiimeler ile ilgili bazi temel bilgiler ve tezin
son bolimiinde kullanilacak bazi teoremler verilmistir. Besinci boliimii ise g¢alismamizin orjinal
boliimiidiir. Bu bdlimde esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzay kavrami tanimlanmis ve bu yeni kavram ile
ilgili baz1 teorem ve sonuglar elde edilmistir. Ayrica esnek quasilineer uzaylarda zemin kavramiyla ilgili
bazi sonuglar da bu béliimde yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Esnek I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar, Esnek Kiime, Esnek Lineer

Uzay, Esnek Quasilineer Uzay, I¢ Carpim Quasilineer Uzaylar1, Normlu Quasilineer Uzaylar, Quasilineer
Uzaylar, Zemin
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ABSTRACT

MS THESIS

SOFT INNER PRODUCT QUASILINEER SPACES

Mehmet Sirin GONCI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
BATMAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Dr. Hacer BOZKURT
2023, 62 Pages

Jury
Prof. Dr. Aziz HARMAN
Assoc. Dr. F. Miige SAKAR
Asst. Prof. Dr Hacer BOZKURT

This master's thesis work named "Soft Inner Product Quasilinear Spaces and Some
Generalizations" consists of five chapters. In the introduction, which is the first part of the thesis, some
information about soft sets and quasilinear spaces is given. In the second chapter, some basic concepts
and theorems in linear spaces and Housdorf metric concepts are given. In the third chapter, some
definitions, concepts and results about quasilinear, normed quasilinner and inner product quasilinear
spaces are given. In the fourth chapter, some basic information about soft sets and soft quasilinear sets
and some theorems that will be used in the last part of the thesis are given. The fifth part is the original
part of our study. In this section, the concept of soft inner product quasilinear space is defined and some
theorems and results related to this new concept are obtained. In addition, some results about the concept
of floor in soft quasilinear spaces are given.

Keywords: Floor, Inner Product Quasilinear Spaces, Normed Quasilinear Spaces, Quasilinear
Spaces, Soft Inner Product Quasilinear Spaces, Soft Linear Space, Soft Quasilinear Space, Soft Set



ONSOZ

Bu c¢alismada esnek i¢ carpim quasilineer uzay kavrami ortaya atilmistir. Bu
kavram ile ilgili yeni bazi tanim, teorem ve Ornekler sunulmustur. Ayrica esnek
quasilineer i¢ ¢arpim uzaylarinin zemini incelenmistir. Burada elde edilen bulgular,
quasilineer fonksiyonel analizin gelisimine 6nemli dl¢lide katk: saglamaktadir.

Yiiksek lisans tez jiiri iiyelerim olan ve bana bilgileri ile destek olan Prof. Dr.
Aziz HARMAN ve Dog. Dr. F. Miige SAKAR’a destek ve tesviklerinden dolay1
tesekkiir ederim. Ayrica bu ¢alismanin hazirlanma siirecinde bana her konuda yardimda
bulunan, higbir bilgisini esirgemeyen, bana gosterdigi destegi, sabri ve hos goriisii i¢in
degerli damisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Hacer BOZKURT’a sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim.

Tez hazirlanma siirecinde bana her kosulda sabir gosteren sevgili esim Nazan
GONCI ve bu siiregte ailemize katilan kizzim Hazal GONCI’ye manevi desteklerinden
dolay1 tesekkiir ederim.

Mehmet Sirin GONCI
BATMAN-2023
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SIMGELER

: Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

~Bir E normlu uzaymnin bostan farkli tim kapali ve simirh alt
" kiimelerinin ailesi
_ Bir E normlu uzayinin bostan farkli tiim kapali, sinirli ve konveks alt
" kiimelerinin ailesi

: [a, b] araliginda taniml, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1

[a,b] araligindan Q.(E)’ye tamimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin
uzay1

: @ merkezli, r yaricaplh acik yuvar

: 8 merkezli, r yarigaph kapali yuvar

: Infimum (Supremum)

: "<" kismi siralama bagintisi lizerinden supremum
: X quasilineer uzaymin regiiler (singiiler) alt uzay1
: Simetrik alt uzay

: Esnek kiime

: Mutlak esnek kiime

: Esnek elemanlar

: Esnek reel sayilar

: Esnek sirali kiime

: Q’nun esnek quasi vektori

: Q tizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi

: Esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzay1
: Esnek normlu uzay

: Q uzerindeki tim esnek noktalarinin ailesi

: (G,P) esnek kiimesinin destegi

: R’nin bostan farkl1 tiim sinirl alt kiimelerinin ailesi
: § vektoriiniin W'deki zemini

: ¢’ nun zemini
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1. GIRIS

Gilinlik yasamda kullandigimiz kisilere veya durumlara gore siirekli
degisebilen ve matematiksel olarak aciklamakta zorlandigimiz ¢ok fazla kavram
bulunabilir. Baz1 aragtirmacilar bu zorlugun {istesinden gelebilmek i¢in yeni bu belirsiz
kavramlart matematiksel olarak modelleyebilmek icin ¢aligmalarda bulunmaktadirlar.
Aragtirmacilarin yapmis oldugu bu calismalar sonucunda olasilik teorisi, bulanik
kiimeler teorisi ve sezgisel bulanik teorisi gibi teoremler ortaya ¢ikmustir.

Bu teoriler arasinda dikkat g¢eken teorilerden biri L.A. Zadeh tarafindan
(Zadeh, 1965)’de ortaya atilan bulanik kiimeler teorisidir. Bir baska teori ise 1999
yilinda Molodtsov’un ortaya atmis oldugu esnek kiime teorisidir (Molodtsov, 1999).

Matematigin bir¢ok alaninda esnek kiime teorisi ile ilgili ¢ok fazla arastirma
yapilmistir. (Maji & dig. 2002, 2003)’de karar verme problemlerine esnek kiimeler
teorisini uygulamig daha sonra esnek kiimelerde bazi islemler tanimlanmistir. (Pei &
Miao, 2005)’de esnek kiimeler ile bilgi sistemleri arasindaki iliskileri arastirilmistir.
(Aktas & Cagman, 2007)’de esnek grup kavrami tanimlanmis ve bazi 6zellikleri
incelenmislerdir. (Kharal & Ahmad, 2011)’de esnek kiime teorisi iizerine ¢alismalarda
bulunmaktadir. (Shabir & Naz, 2011)’da esnek topolojik uzaylar1 tanimlanmigtir.
(Ayglinoglu & Aygiin, 2012) esnek kompaktlik gibi bazi yeni kavramlar iizerinde
calisilmistir. (Das & Samanta, 2012)’da esnek reel sayilar tanimlanmis ve 6zellikleri
incelenmistir. (Nazmul & Samanta, 2013)’da esnek kiimelerle ilgili baz1 tanim ve
teoremler verilmistir.

Bununla beraber (Aseev, 1986)’den yararlanilarak (Yilmaz, Cakan & Aytekin,
2012)’de quasilineer uzaylarin topolojisi incelenmistir. (Aseev, 1986)’de normlu
quasilineer uzaylar1 tanimlanmistir. (Cakan, 2016)’da ise normlu quasilineer uzaylar
teorisine iliskin bazi yeni sonuglar1 verilmistir. (Bozkurt & Yilmaz, 2016) ’da i¢
carpim quasilineer uzay tanimlanmistir. Yine bu tanim verilirken quasilineer uzaylarda
oldugu gibi kismi siralama bagintis1 goz oniinde bulundurulmustur. Olusturulan i¢
carpim fonksiyonuyla birlikte quasilineer uzayda bir norm tanimlanmis ardindan lineer
uzaylara benzer sekilde i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarin da 6zel bir normlu quasilineer
uzay oldugu goriilmiistiir. Yine (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a))’da ise lineer i¢ ¢arpim
uzaylarinda verilen bazi sonuglarin karsiliklari, i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarinda da
verilebilmistir.

Quasilineer uzay kavraminin bir esnek kiime iizerinde tanimlayabilecegini
diisiinen (Bozkurt, 2020)’de esnek quasilineer uzaylar ve esnek normlu quasilineer

uzaylarin tanimimi yapmistir. Yine aymi ¢alismada esnek quasilineer uzaylarda da
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esnek lineer uzaylarda elde edilen bircok teoremin tutarli karsiliklart elde
edilebilmistir. (Aseev, 1986) caligmasindan normlu uzaylarin bir genellestirmesi
olarak normlu quasilineer uzaylarin verildigini ve lineer fonksiyonel analizden her i¢
carpim uzayin bir normlu uzay oldugunu biliyoruz. Bununla beraber her i¢ ¢arpim
quasilineer uzayin bir normlu quasilineer uzay oldugundan yola ¢ikarak biz de bu tez
calisgmamizda esnek normlu quasilineer uzaylarin genellestirmesi olan esnek i¢ ¢arpim
quasilineer uzay kavramini tamimladik. Bu yeni kavrami tanimlarken tipki i¢ ¢carpim
quasilineer uzaylarda oldugu gibi goriintii kiimemizin kiime degerli olmas1 gerektigini
gordiik. Yine aymi sekilde esnek normlu quasilineer uzayda verilen kismi siralama
bagintisinin esnek i¢ carpim quasilineer uzaylarda da olmasi gerektigini gordiik.
Ayrica bu yeni kavram ile ilgili baz1 tanim, teorem, Ornek ve sonuglar sunduk.
Calismamizin son boliimiinde ise quasilineer uzaylara 6zgii olan zemin kavrami ile
ilgili esnek quasilineer uzaylarda bazi sonuglar elde ettik yine burada bir esnek
quasilineer uzayda esnek quasi vektoriiniin zeminini inceledik quasilineer uzaylarda
verilen bazi teoremlerin esnek quasilineer uzaylarda karsiligi olup olmadigim
arastirdik.

Bes boliimden olusan bu tezin ilk boliimii olan giris boliimiinde esnek kiimeler
ve quasilineer uzaylar ile ilgili baz1 bilgiler verilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde lineer uzaylardaki bazi temel kavram ve teoremler ile
beraber Housdorf metrik kavramlar1 verilmistir.

Tezin T{glincli boliimiinde quasilineer, normlu quasilineer ve i¢ carpim
quasilineer uzaylar ile ilgili bazi tanim, kavram ve sonuglar verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde esnek kiimeler ve esnek quasilineer kiimeler ile
ilgili baz1 temel bilgiler ve tezin son boliimiinde kullanilacak bazi teoremler
verilmistir.

Tezin besinci bolimiinde ise esnek i¢ carpim quasilineer uzay kavrami
tanimlanmis ve bu yeni kavram ile ilgili baz1 teorem ve sonuglar elde edilmistir.
Ayrica esnek quasilineer uzaylarda zemin kavramiyla ilgili bazi sonuglar elde

edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde genel olarak calismamizin ilerleyen kisimlarinda kullanacagimiz
lineer fonksiyonel analizin bazi temel kavramlarini, teoremlerini ve sonuglarini
verecegiz. Ayrica Hausdorff ayrimi, uzakligi ve metrigide bu kisimda verilecektir.

2.1. Temel Fonksiyonel Analiz Kavramlari

Tamm 2.1.1. X bostan farkli bir kiime ve d, X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olmak

tizere d: X X X — R fonksiyonu verilsin. d fonksiyonu Vx,y,z € X i¢in

o dxy)=0x=y (2.1.1)
o d(x,y) = d(y, x) (simetri) (2.1.2)
o d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Gggen esitsizligi) (2.1.3)

kosullar1 saglaniyorsa d fonskiyonuna X iizerinde bir metrik, (X,d) ¢iftine ise bir
metrik uzay denir.

Eger (2.1.1) aksiyomu yerine d(x,x) = 0 aksiyomu yazilirsa, d’ye bir yarimetrik
(X, d) ikilisine de yarimetrik uzay denir (Kreyszing, 1989).

Tanmim 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay ve K € X olsun. Eger K kiimesi herbir noktasinin
etrafinda bir yuvar igeriyorsa K’ya acik kiime denir. Eger K kiimesinin X’e gore
tiimleyeni agik ise K’ya kapali kiime denir (Kreyszing, 1989).

Tanmm 2.1.3. X bostan farkli bir kiime ve t’da X’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger;

o petveXET,

o T'nin her hangi sayida elemanlarinin birlesimi t'nun da elemanidir,
o T'nin sonlu sayida elemanlarinin kesisimi t'nun da elemanidir

sartlar1 saglaniyorsa t’ya X tizerinde bir topoloji ve (X, T) ikilisine de topolojik uzay
denir (Maddox, 1973).

Tanmm 2.1.4. (X, 1) bir topolojik uzay olmak iizere ve x # y olacak sekildeki her
X,y € X igin x ve y’yi igeren T’nun iki ayrik acik altkiimesi bulunabiliyorsa (X, t)’ya

Hausdorff uzayi denir (Maddox, 1973) (Wilansky, 1978).

Tamm 2.1.5. (X, T) bir topolojik uzay olmak tizere ve K € X olsun. Eger K’nin her

acik Ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahipse K’ya kompakt kiime denir (Kreyszing, 1989).



Teorem 2.1.1. R"’nin bir X alt kiimesi verilsin. X’ in kompaktligi ancak ve ancak X
kapal1 ve sinirlt ise saglanir (Kreyszing, 1989).
Tanmm 2.1.6. X bir kiime olmak iizere ve “<”, X iizerinde bir bagint1 olsun, eger bu

bagint1 Vx,y,z € X i¢in;

o X <X (2.1.4)
o x<yy<zisex<z (2.1.5)
o Xx<yy<xisex=y (2.1.6)

sartlarin1 sagliyorsa bu bagintiya X iizerinde bir kismi siralama bagmntis1 denir
(Kreyszing, 1989).

Tamm 2.1.7. X bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olmak iizere. X lizerinde " + " ve
" . " skalerle carpma islemleri,

o +HXXX->X; Xy >x+y

) SKXX->X;(o,x) > a-x

seklinde tanimlanir. Eger Vx,y,z € X ve Va, B € Kiigin
x+y)+z=x+(y+2),

X+y=y+Xx,

X + 0 = x oluyorsa 0'ya X'in sifir elemani denir. ,

vx € Xicin x + (—x) = 0 oluyorsa — x'e,x'in tersi denir,
a-xXx+y)=a-x+a-y,

(a+PB) x=a-x+B-x,

a-(B-x)=(x-P)-x,

1 - x = x olacak sekilde 1 € X vardir

S A G oo S

sartlar1 saglaniyorsa X’e K iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir (Debnath &
Mikusinski, 2005).

Tamm 2.1.8. X lineer bir uzay olsun ve K cismi iizerinde toplama ve skaler ¢arpma
islemleri gergeklestirsin. Bir Y < X altkiimesi, K iizerinde (+) ve (-) islemleri olan
lineer bir uzay yapisina sahipse, Y uzayina X 'in alt vektor uzay1 denir. (Debnath &
Mikusinski, 2005).

Teorem 2.1.2. K cismi {izerinde verilen bir X lineer uzayinda Y € X alt kiimesi
verilsin. Y kiimesi X’in bir alt vektdr uzayi olabilmesi i¢in ancak ve ancak Va, 3 € K
ve Vy,,y2 € Yicin a-y; + -y, € Y olmalidir (Debnath & Mikusinski, 2005).
Tamm 2.1.9. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. A € X verilsin. Eger,

vx,y € Ave VA € [0,1] icinA-x+ (1 —A)-y €A oluyorsa A’ya konveks kiime
denir (Debnath & Mikusinski, 2005).



Ornek 2.1.1. S={(x,y) € R%:x? + y? < 1} birim kiiresi R?>’nin konveks bir alt
kiimesidir. Ayrica her alt vektor uzayida konveks bir kiimedir (Debnath & Mikusinski,
2005).

Tanim 2.1.10. K cismi iizerinde verilen X bir lineer uzay ve ||-||: X = R bir fonksiyon

olsun. ||-|| fonksiyonu Vx,y € X ve Va € K igin

1. ||| = 0 ancak ve ancakx = 0 (2.1.7)
2. lloc- x|l = |al ||| (2.1.8)
3. lIx +yll < lIxIl + llyll (2.1.9)
kosullarin1 gergeklestiriyorsa ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir morm ve (X, ||-]|)

ikilisine ise normlu uzay denir. Eger ||x|| = 0 © x = 0 sart1 yerine sadece ||x]| = 0
sart1 alinirsa ||-|| fonksiyonuna X {izerinde bir yar1 norm ve (X, ||-||) ikilisine ise yar1
normlu uzay denir (Wilansky, 1978).
Teorem 2.1.3. (X, ||-]]) bir normlu uzay olsun.
d:XxXX->R

dix,y) =[x —yll
olarak tanimli d fonksiyonu, X iizerinde bir metrik fonksiyonudur. Bu teoremde
tanimlanan d metrigine normun iirettii metrik ya da norm metrigi denir
(Wilansky, 1978).
Sonuc 2.1.1. Her normlu uzay norm metrigiyle bir metrik uzaydir (Wilansky, 1978).
Tamm 2.1.11. (X, ||-||) bir normlu lineer uzay olsun. Ve > 0 i¢in bir N dogal sayisi
vardir dyle ki her n > N i¢in ||x, — X|| < € oluyorsa (x,) dizisi x € X’e yakinsaktir
denir. x, - x(n - ) veya lim,_ X, = X ile gosterilir (Debnath & Mikusinski,
2005).
Tanmim 2.1.12. (X, ||-]]) bir normlu lineer uzay olsun. Ve > 0 igin bir M dogal sayisi
vardir dyle ki her m,n > M i¢in ||x,, — X,|| < € oluyorsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi
denir (Debnath & Mikusinski, 2005).
Tamm 2.1.13. Bir normlu lineer uzayda se¢ilen rastgele bir Cauchy dizisi yakinsak
ise bu uzaya tam normlu uzay denir. Tam normlu uzaylara ise Banach uzay1 adi
verilir (Debnath & Mikusinski, 2005).
Tammm 2.1.14. X bir lineer uzay, (.,.):X X X — C fonksiyonu asagidaki sartlari
sagliyorsa, bu fonksiyona X’de bir i¢ ¢arpim ve (X, (.,.)) ikilisine de bir i¢ ¢arpim

uzayi denir. ¥x,y,z € X ve A € C i¢in

1. xx)=0ve(x,x)=0x=20 (2.1.10)

2. xy)={yx 2.1.11)



3. (Ax,y) = Mx,y) (2.1.12)
4. (x+yz)=(x2z)+(yz) (2.1.13)

(Kreyszing, 1989).
Teorem 2.1.4. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) X bir i¢ ¢carpim uzayi ise, Vx,y € X i¢in
I(x, | < Il [yl (2.1.14)
dir (Debnath & Mikusinski, 2005).
Sonuc 2.1.2. (Uggen Esitsizligi) X bir i¢ carpim uzayi ise, VX, y € X i¢in

lIx + yll < lIxll + llyll
’dir (Debnath & Mikusinski, 2005).

Teorem 2.1.5. Her i¢ carpim uzayi;

lIxIl = /(x,x) (2.1.15)
ile bir normlu lineer uzaydir (Maddox, 1973).

Teorem 2.1.6. (Paralelkenar Ozelligi) X bir i¢ carpim uzayi ise ¥x,y € X i¢in

lIx+yllZ + llx — ylI> = 2IxI1* + llyllI*) (2.1.16)

“dir. (2.1.16) esitligini saglamayan bir normun, (2.1.15) kullanilmasiyla, bir i¢
carpimdan elde edilemeyecegi sOylenebilir. Dolayisiyla her normlu uzay bir i¢ ¢arpim
uzayi degildir (Kreyszing, 1989).

Teorem 2.1.7. (X, ||.||]) normlu uzaymin bir i¢ ¢arpim uzay1 olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul Vx,y € X vektorleri i¢in paralelkenar oOzelligine sahip olmasidir
(Kreyszing, 1989).

Tamm 2.1.15. Bir H i¢ ¢arpim uzayi, i¢ ¢carpimla tanimlanan norm altinda Banach
uzay1 ise H’ye bir Hilbert uzayi denir (Maddox, 1973).

Ornek 2.1.2. C" uzay1

n

(xy) = z XkYk

k=1
i¢ carpimu ile birlikte n-boyutlu bir Hilbert uzayidir (Maddox, 1973).

Ornek 2.1.3. C[a, b] uzay1
1

(x,y) = f x(Dy[©dt

fonksiyonu ile birlikte bir i¢ ¢arpim uzayidir. Fakat i¢ ¢arpimla tanimlanan

1
2

1 1
1]l = (x,%)2 = f IX(O)[2dt
0
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normuyla tam bir uzay degildir. Dolayisiyla Hilbert uzayi da degildir (Maddox, 1973).
Onerme 2.1.1. Bir i¢ carpim uzayinda
Xp = X Ve y, 2 yise (X, Vo) = (X, y)dir (Kreyszing, 1989).
Tamm 2.1.16. Bir X i¢ carpim uzay1 olsun. X’in x ve y gibi iki eleman1 verildiginde
eger
(x,y)=0

ise, x elemani, y elemanina dik’dir denir ve x L y seklinde yazilir. S € X olsun. Vx,
y € Si¢in x L y ise S ye ortogonaldir denir. Ayrica her x € S i¢in ||x|| = 1 oluyorsa
S'ye ortonormal kiime denir.

x ve y ortogonal elemanlari i¢in (x,y) = 0 yazilabileceginden ||x + y||* =
[Ix|I? + llyll* bagmtisi kolayca elde edilebilir (Kreyszing, 1989).
Teorem 2.1.8. Eger {xi,..,x,} kiimesi ortogonal ise || xxll? =X |lx,||? dir
(Maddox, 1973).
Tamm 2.1.17. X bir i¢ carpim uzay1 ve K’da X’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
K+ ={k € K:(k,m) =0,m € A} kiimesine K’min dikeyi denir (Debnath &
Mikusinski, 2005).
Teorem 2.1.9. X i¢ carpim uzayi, A'da X’in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. At

kapal1 bir alt uzaydir (Debnath & Mikusinski, 2005).
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2.2. Hausdorff Metrik

Birinci boliimde adi gecen lineer uzay olmayan kiime ailelerinin en 6nemlilerinden
ikisi R™’in kompakt ve kompakt-konveks alt kiimelerinin siniflar1 olan Q(R™) ve
Q. (R™)’dir. Bundan dolay1 bu kiimelerdeki quasilineer yapiy1 anlayabilmek igin bu
kisimda (Bhaskar, Lakshmikantham, & Vasundhara Devi, 2006) referansindan

yararlanarak R™ kompakt ve kompakt-konveks alt kiimelerinin ailesini deginecegiz.

Tanmm 2.2.1. x € R" ve K kiimesi R™’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. x
noktasinin K’ya olan d(x, K) uzakhigi, d(x,K) = inf{||x — k||: k € K} olarak verilir.
S.(K)={x € R":d(x,K) < €} kiimesine K’nin e-komsulugu denir. S.(K) nin
kapams kiimesi ise, S.(K) = {x € R™: d(x,K) < €} altkiimesidir. R"’nin 6 merkezli
1 yarigapl birim kiiresini §;l = 5,(0) ile gosterilir. Ayrica Ve > 0 ve bostan farkli
herhangi bir K ¢ R™ i¢in S.(K) = K + e-gz olur (Bhaskar, Lakshmikantham, &
Vasundhara Devi, 2006).

Tanmim 2.2.2. K ve M kiimeleri R™’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. dy (M, K) =

sup{d(m,K):m € M} yada
dy(M,K) = inffe > 0:M S K +¢-5;

degerine M’nin K’dan Hausdorff ayrimi denir. Genellikle, dy (K, M) # dy(M, K)
esitsizligi dogru oldugundan Hausdorff ayrimi bir metrik fonksiyonu degildir
(Bhaskar, Lakshmikantham, & Vasundhara Devi, 2006).
Tamm 2.2.3. R™’nin bos olmayan K ve M alt kiimeleri arasinda
D(K,M) = max{dy(K,M),dy(K, M)}
uzakligina Hausdorff uzakhgi denir. Bu D fonksiyonu,
1. D(K,M) =0
2 D(K,M)=0o M=K
3. D(K,M) =D(M,K)
4 D(M,K) < D(M,N) + D(N,K)
bagintilarini sagladigindan R™’nin bostan farkli alt kiimelerinin ailesinde bir metrik
tanimlar. Buna Hausdorff metrik denir.

Eger R™’nin bostan farkli kapali ve smirl ailelerinin kiimesi olan Q(R™)’yi
alirsak Hausdorff uzakligiyla tanimli D fonksiyonu tizerinde bir metrik tanimlar. Yani
(Q(R™),D) bir metrik uzaydir (Bhaskar, Lakshmikantham, & Vasundhara Devi,
2006).
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Teorem 2.2.1 M,M’,Kve K’ € Q.(R") ve her A = 0 igin
e D(M+M,K+M)=DM,K)
e D(M+M,K+K)<DMK)+DM, K)
e D(-MA-K)=ADM,K)

durumlar1 saglanir (Bhaskar, Lakshmikantham, & Vasundhara Devi, 2006)
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliim (Aseev, 1986) calismasi temel alinarak quasilineer uzaylar ve normlu
quasilineer uzaylardaki temel tanim ve sonuglardan olusacaktir. Burada Aseev’in
quasilineer uzay tanimini verirken bir kismi siralama bagintis1 kullandigin1 gorecegiz.
Yine burada Aseev kismi siralama bagintisi vasitasiyla quasilineer uzay lizerinde norm
kavramini da tanimlayabilmis ve 0zel olarak bu bagintinin “ =" bagintis1 olmasi
durumunda quasilineer uzayin bir lineer uzay oldugunu belirtmistir. Aseev’in (Aseev,
1986) calismasindan yola ¢ikarak bir quasilineer uzay ile lineer uzay arasindaki en
temel farkin bir quasilineer uzayda her elemanin tersinin mevcut olmadigini goriiyoruz.
Buradan da her lineer uzaym bir quasilineer uzay teskil ettigini fakat tersinin dogru
olmayabilecegini sonucunu ¢ikariyoruz.

Ayrica bu boliimde (Aseev, 1986) calismasindan yola ¢ikilarak lineer i¢ ¢arpim
uzaylarmin bir genellestirmesi olan i¢ ¢arpim quasilineer uzay1 kavrami (Bozkurt, 2016)
caligmasindan yararlanilarak verilecektir. Ayrica i¢ ¢arpimin olusturdugu norm altinda
uzayimiz bir Banach uzayi ise bu uzaya Hilbert quasilineer uzay denilecegini ve klasik
lineer i¢ ¢arpim uzaylarindaki bir takim 6zelliklerin i¢ carpim quasilineer uzaylarinda
saglanip saglanmadigi (Yilmaz, Bozkurt, & Cakan, 2016) calismasindan yararlanilarak
gosterilecektir.

Bu boliimiin devaminda ise i¢ ¢arpim quasilineer uzaylarinda 6énemli bir yeri
olan ortogonallik ve ortonormallik kavramlar1 (H.Bozkurt & Y.Yilmaz, 2016)’dan
yararlanilarak verilecek ve bu kavramlarla ilgili baz1 6rnek ve teoremler sunulacaktir.

Burada R™’nin tiim bostan farkli kapali ve sinirli alt kiimelerinin ailesini Q(R™),
tim bostan farkli kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerinin ailesini Q.(R") ile

gosterecegiz.

14



3.1. Quasilineer Uzaylar
Tanm 3.1.1. Bir Q kiimesi iizerinde her q,w,z,v € Q ve her a, skaler sayilar i¢in
asagida verilen sartlari saglayan bir “ < > kismi siralama bagintisi, bir cebirsel toplama

islemi ve reel sayilarla ¢arpma iglemi tanimliysa bir quasilineer uzay denir (Aseev,

1986).

1. q=¢q (3.1.1)
2. S W,WSRZ=(q<SXZ (3.1.2)
3. gqSw,wsqg=>q=Ww (3.1.3)
4. q+w=w+gq (3.1.4)
5. g+(w+2z2)=((Q+w)+z (3.1.5)
6. q+ 6 = qolacak sekilde bir 6 € Q vardir. (3.1.6)
7. a.(B.q) =(a.p).q (3.1.7)
8. a(q+w)=aq+aw (3.1.8)
9. 1L.a=q (3.1.9)
10.0.q =16 (3.1.10)
1. (a+B).gq<aq+B.q (3.1.11)
12.qsw,zSv=>q+zsw+vV (3.1.12)
13.SW=aqs aw (3.1.13)

Quasilineer uzaylarimi kisaca QLS olarak gosterebiliriz. Bir lineer uzay q < w &
q = w kismi siralama bagintisiyla birlikte quasilineer uzaydir. Ancak tersi her zaman
dogru degildir (Aseev, 1986).
Q:(R) ve Q(R) kiimeleri bir “S” kapsama bagintisi
M+N={m+n:me€M,n€ N}
cebirsel toplama iglemi ve
AM={Am:m € M}
skalerle ¢arpma islemleri ile beraber birer quasilineer uzaydir. Q(E) = {M € Q(E): M
konveks}'dir. Eger E sonlu boyutlu ise, toplama islemi
M+N={m+nme€M,n€ N}
ile tantmlidur.
Lemma 3.1.1. Q quasilineer uzayinin 8 elemani minimaldir. Yani g < 6 = q = 6 olur
(Cakan & Yilmaz, 2015).
Tamm 3.1.2. Bir Q quasilineer uzayinda q' + q = 0 olacak sekilde bir q' € Q var ise

q' elemanina q’in tersi denir. Eger bir g elemanmin tersi mevcut ise tektir. Bir q
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elemaninin tersi mevcut ise q elemani regiiler aksi takdirde singiilerdir denir (Aseev,
1986).

lleride yalmz 0 elemaninin minimal olmadig1, regiiler elemanlarinda minimal
olabilecegini (Y1ilmaz, Cakan, & Aytekin, 2012)’den yararlanarak sdyleyebilecegiz.
Lemma 3.1.2. Bir Q quasilineer uzayinin her q € Q i¢in q' € Q olacak sekilde tersi
mevcut ise Q’deki kismi siralama bagintis1 esitlik bagintisi halini alir. Bu durumda
(3.1.11) sart1 dagilma Ozelligi sartina doniisiir. Dolayisiyla Q@ bir lineer uzay olur
(Aseev, 1986).

Sonu¢ 3.1.1. Her reel lineer uzay aymi zamanda bir quasilineer uzaydir. Ancak her
lineer uzay bir quasilineer uzay olmayabilir.

Sonuc¢ 3.1.2. Bir reel lineer uzayda (3.1.1)-(3.1.13) sartlarim1 saglayacak sekilde bir
kismi siralama bagintisi sadece esitlik ile elde edilir (Aseev, 1986).

Tezin devaminda —q = (—1).q esitligini kabul edecegiz. Bir Q quasilineer
uzayindaki q € Q’nun regiiler olmasi i¢in ancak ve ancak q —q =0 yani q¢' = —q
olmasidir.

Tamm 3.1.3. Q bir quasilineer uzayinda M € Q verilsin. Eger M kiimeside Q’deki ayni1
islemlerle ve kismi siralama bagintisiyla beraber bir quasilineer uzay teskil ediyorsa
M’ye Q’nun bir alt uzayi denir (Aseev, 1986).

Teorem 3.1.1. Q bir quasilineer uzay ve W € Q olsun. W alt uzaydir & Vq,w €
W,Vaq, B € Ricin aq + fw € W olur (Aseev, 1986).

Tammm 3.1.4. Q@ bir quasilineer uzay olmak iizere bir q € Q igin —q =q ise
q elemanina simetriktir denir. Q’in tiim simetrik elemanlarmin kiimesi Q4 ile gosterilir.
Ayrica Q, ve Qg kiimeleri sirastyla Q’in regiiler ve singiiler elemanlarinin kiimelerini
gostermektedir (Aseev, 1986).

Teorem 3.1.2. Q,, Q4 ve Qg U {0} kiimeleri Q’in alt uzaylaridir (Aseev, 1986).

Onerme 3.1.1. Bir Q quasilineer uzayinda her regiiler eleman minimaldir (Y1lmaz,

Cakan, & Aytekin, 2012).
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3.2. Normlu Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.2.1. Q bir quasilineer uzay olmak iizere bir ||. [|o: Q — R reel fonksiyonu i¢in

asagida verilen sartlar saglaniyorsa, Q lizerinde bir norm denir (Aseev, 1986).

1. gq#0=|lqllg>0 (3.2.1)
2. llq+wllg < llallq + llwllg (3.2.2)
3. lleqllq = lalllqllq (3.2.3)
4. q<sw>=|lqllg = llwllg (3.2.4)
5. Ve > 0icin 3q, € Q vardir 6yle ki

qsSw+gevellgell £e=q < wolur. (3.2.5)
Q quasilineer uzayinda bir norm fonksiyonu tanimliysa Q quasilineer uzayina bir
normlu quasilineer uzay denir. Normlu quasilineer uzayda her elemanin toplamsal
tersi varsa bu normlu quasilineer uzay, reel normlu lineer uzay olur.
Tamm 3.2.2. Q bir normlu quasilineer uzay olsun. Q iizerinde Hausdorff metrik tanimi1
asagidaki sekilde yapilir. Her g, w € Q i¢in
ho(qw) = inflr > 0:q < w+al,w=< q+aj, llalllq < r} (i = {1,2}) (3.2.6)
qQWEQ icin qgsw+ (q—w) ve w=sq+ (w—q) bagmtilar1 dogru oldugundan
hq(q, w) iyi tammlidir. Ayrica tammdan dolayr Vq, w € Q i¢in hg(q,w) < [lqg — wllq
esitsizligi dogrudur. Hy(q, w) metrik aksiyomlarini saglar (Aseev, 1986).
Lemma 3.2.1. @ normlu bir quasilineer uzay olmak iizere cebirsel toplama ve reel
sayilarla ¢arpma islemleri, Hausdorff metrige gore siireklidir. Ayrica @Q’deki norm
fonksiyonu da Hausdorff metrige gore stireklidir (Aseev, 1986).
Hausdorff metrige gore Va € R icin
* hQ(O(' qa-w)=|af - hQ(q:W)
e hg(@tw,z+v) <hg(q,z) +hg(w,v)
e |lqllq = hq(q,6)

sartlar1 saglanir.

Lemma 3.2.2. Q bir normlu quasilineer uzay olmak tizere;

a) qu, — qo, Wy = Wy ve Vn € N i¢in q,, < wy, olsun. Bu durumda q, < wy olur.
b) qn = qo Ve Z, = o olsun. Eger Vn € N i¢in q, < w,, < z, ise w,, = (g olur.

¢) qn + Wy, = qo ve w, — 0 olsun. Bu durumda q,, — q olur (Aseev, 1986).

17



Ornek 3.2.1. E bir Banach uzay1 ise IM[[q&) = suplIm|lg, Q(E) iizerinde bir norm
tanimlar. Bu durumda Q(E) bir normlu quasilineer uzaydir. VM, N € Q(E) ve Va € R
icin M # 0 olsun. Bu durumda 3m € M vardir &yle ki m # 0g’dir. Oyleyse ||.||g
normunun pozitiflik 6zelligi geregi ||m||g > 0 olur. Bu ise

IMllcg) = sup |lml|[g >0
meM

demektir (Aseev, 1986).
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3.3.1¢ Carpim Quasilineer Uzaylari

Bu béliimde i¢ ¢arpim quasilineer uzay kavramini vermeden 6nce bu tanim i¢in
gerekli olan bazi kavramlan (Cakan & Yilmaz, 2015) ve (Yilmaz & Bozkurt, 2016)’
dan yararlanarak verelim.

Tamm 3.3.1. (Q, <) bir quasilineer uzay, M € Q ve q € M olsun. “<” kismi siralama
bagintisina gére q elemanindan dnce gelen M kiimesindeki tiim regiiler elemanlarin
kiimesine g elemanimin M’deki zemini, g elemanindan 6nce gelen Q kiimesindeki tim
regiiler elemanlarin kiimesine ise g elemanmin Q’deki zemini denir ve sirasiyla FqM ve
FqQ ile gosterilir. Buna gore

F'={weM:w<q}
ve

FP={weQ:wx<gq}
dir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Tanim 3.3.2. Bir Q quasilineer uzayinda her w € Q i¢in supF,, mevcut ve

w = sup{q € Qr:q < w}
oluyorsa Q quasilineer uzayina saglam zeminli (solid-floored) denir. Eger yukaridaki
sart saglanmiyorsa bu durumda Q’e saglam zeminli olmayan (non-solid floored)
quasilineer uzay denir.

Yukarida verilen tanimda anlatilmak istenen @ quasilineer uzaymin “<”
bagintisina gore supremumudur. Doayisiyla bir Q quasilineer uzayinin saglam zeminli
olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart her w € Q i¢in supF, mevcut ve w € supF,,
olmasidir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).

Tamm 3.3.3. @ bir quasilineer uzay olsun. Q’i kapsayan saglam zeminli quasilineer
uzaylarm en kiiciigiine Q’in saglamlastirllmasi denir ve Q ile gosterilir. Yani, Q’i
kapsayan baska bir saglam zeminli W quasilineer uzay1 varsa Q € W’dir.

Saglam zeminli bazi Q quasilineer uzaylarinda Q = Q’dur. Ornegin; Q.(R)
saglam zeminli bir quasilineer uzaydirve Q. (R)’nin saglamlastirmasi kendisine esittir.
Yine aymi sekilde (¢ (R)), = (Qc(R)), dir. Q bir quasilineer uzay ve w € Q ise w’nin

Q’deki zemini

FM? = {z € (Q)r:z < W}

ile gosterilir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
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Lemma 3.3.1. Q;(R) singiiler elemanlarmin kiimesi olan Q/(R), altuzaymnin
saglamlastirmast Q. (R)’dir. Yani (Q¢(R)); =Q¢(R)’dir (Y1lmaz & Bozkurt, 2016).
Sonuc 3.3.1. Daha genel olarak (Q;(R™)), = Q. (R™) dir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Tamim 3.3.4. Bir Q quasilineer uzayinda bir i¢ ¢arpim, Q x Q’den Q(R) igine tanimli

asagidaki sartlar1 saglayan bir (. , .) fonksiyonudur. Her q, w, z, u, v € Q ve her a € R

i¢in;
1. qwe€Q,ise{qw)E€E (Q(R))r =R (3.3.1)
2. (q+w,z) S(q,z) +(w,z) (3.3.2)
3. (a.q,w)=a-{qw) (3.3.3)
4. (q,w) =(w,q) (3.3.4)
5. q€Qrigin{(q,q) = 0ve(q,q) ={0} & q ={0} (33.5)
6. g WMlaw) = sup {”(a,b): ae€ Fqé,b € F‘f ”} (3.3.6)
7. gqswveusv={(qu) < (w,v) 3.3.7)

8. Ve > 0igin bir q. € Q vardir oyle ki
q<W+qgeve(de ge) S Se(B) iseq < w (3.3.8)

’dir. Burada S¢(0) kiimesi Q (R)’de 6 - merkezli € — yarigapl kiireyi géstermektedir.

Bu i¢ ¢arpimla birlikte Q quasilineer uzayina bir i¢ ¢arpim uzay denir. q € Q

llalle = /Il(q,q)lln(m

seklinde tanimli fonksiyon bir norm tanimlar ve bu norma i¢ ¢arpim normu denir

(Y1lmaz & Bozkurt, 2016).

i¢in

Sonu¢ 3.3.2. Bir Q i¢ carpim quasilineer uzayinin regiiler alt uzay: olan Q, ayni i¢
carpim ile bir (lineer) i¢ carpim uzayidir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).

Lemma 3.3.2. (Schwarz Esizsizligi) Q bir i¢ carpim quasilineer uzay1 olmak iizere, her
q,w € Q i¢in

g, Wllagey < llallgliwllg (33.9)
olur (Yilmaz & Bozkurt, 2016).

Teorem 3.3.1. Q bir i¢ carpim quasilineer uzay1 olmak {izere

llqllo = v IKa, Dlam (3.3.10)

esitligi Q tizerinde bir norm tanimlar (Y1lmaz & Bozkurt, 2016).
Teorem 3.3.2. n pozitif tamsay1 olmak tizere M, N € Q. (R™) i¢in
(M,N) = {{m,n)gn:m € M,n € N} (3.3.12)
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fonksiyonu bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpim ile Q-(R™) bir i¢ ¢arpim quasilineer
uzayidir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Uyan 3.3.2. Bir i¢ ¢arpim uzayimnin normu paralelkenar kanununu saglamak zorunda
degildir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Sonu¢ 3.3.3. Sonu¢ 3.3.2 den her i¢ ¢arpim quasilineer uzaymnin regiiler alt uzayi
tizerinde bu i¢ ¢arpim klasik i¢ carpim olacagindan paralelkenar kurali saglanir (Y1lmaz
& Bozkurt, 2016).
Teorem 3.3.3. Bir i¢ carpim quasilineer uzayinin regiiler altuzayi lizerinde paralelkenar
kanunu saglanir (Y1lmaz & Bozkurt, 2016).
Uyan 3.3.3. Onerme 3.3.3’{in ispat1 klasik lineer fonksiyonel analize benzerdir. Ancak
quasilineer uzaylardaki dizinin yakinsakligi, lineer uzaylardaki bir dizinin
yakinsakligindan farkli olduguna dikkat edilmelidir. Buradaki yakinsaklik quasilineer
uzayin Hausdorff metrigine gore yakinsakligidir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Onerme 3.3.1. Q bir i¢ carpim quasilineer uzay! olmak iizere q, = q ve w,, > w ise
(qn, wpn) = (q, w)dir (Yilmaz & Bozkurt, 2016).
Tamm 3.3.5. Bir Q i¢ carpim quasilineer uzayima

ligll < ||No|| iken g < N,

sartin1 saglayan Ny # 6 bulunmasi durumunda i¢ ¢arpim () —uzayr denir. Burada

llqll = 3/{q,q) oldugunu hatirlatalim. Bu tamim (Aseev, 1986) de verilen normlu
quasilineer uzaylarla ilgili olan Q —uzay1 taniminin dogal bir sonucudur.
Hatirlatalim ki bir normlu lineer uzay Q —uzay1 olamaz. Ciinkii ||q|| < ||NQ||

olmasi durumunda q = N olacaksa ”%” < ||NQ || olacagmdan% = N, olmas: gerekirdi.

Bu ise dogru degildir. Oyleyse Q —uzay1 kavrami normlu lineer uzaylar i¢in anlamsiz
bir kavramdir ve sadece nonlineer quasilineer uzaylar i¢in anlamli hale gelir (Yilmaz &

Bozkurt, 2016).
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3.4. Hilbert Quasilineer Uzaylar

(Q, |I-11) bir quasilineer uzay ise
h(gw) =inflr > 0:q<sw+al,w=<q+allallly <7} ={12}) (3.4.1)
esitliginin Q iizerinde bir metrik tanimladigimi biliyoruz. Onemle belirtmek gerekir ki
her g,w € Q i¢in hy(q,w) = |lq — wl|, esitligi burada saglanmayabilir. Fakat
ho(@,w) < llg —wllg (34.2)
esitsizligi daima dogrudur. Bu esitsizlikten dolayi, normlu quasilineer uzaylarm
topolojik 6zelliklerini norma gore incelemek yerine bu normdan tiiretilen metrige gore
incelemek daha dogru olacaktir. Zira,

d(q,w) =llq —wl| (3.4.3)
bir metrik belirtmez. Bu sebeple bu normun norm metrigi (3.4.2) ile verilen metrikle
verilmez. Onun yerine (3.4.1) ile verilen metrik norm metrigidir. Bu metrige Housdorff
metrik de denir. Eger Q lineer uzaysa h(q,w) = d(q,w) oldugunu biliyoruz (Aseev,
1986).

Tamm 3.3.5. Q bir i¢ ¢carpim quasilineer uzay1 olsun. Eger g, w € Q icin

ll{g, w)llq®) = 0 ise q ve w’ye ortogonaldir denir. ¢ L w ile gosterilir (Bozkurt &
Yilmaz, 2016 (a)).

Tamm 3.3.6. Q bir i¢ ¢arpim quasilineer uzay1 ve M © Q ortogonal alt kiimesi olsun.
Her q € M i¢in ||q|| = 1 ise M ye ortonormaldir denir (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a)).
Ornek 3.3.6. Q(R)’nin Q = [0,1] ve W = {0} elemanlarini alalim.

Q. WMoy = [[{m - n:m € [0,1],n € {0}}]| , ) = {0}l = 0
oldugundan Q ve W, Q(R)’nin ortogonal elemanlaridir (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a)).
Ornek 3.4.3. Q(R)’nin m = [0,1] ve n = [—1,0] elemanlarini alalim.

K@, Wllaw) = l{m - n:m € [0,1],n € [-1,0]} o) = I[-10lllaw) =1
oldugundan Q ve W, Q(R)’nin ortogonal elemanlar1 degildirler.

M,N € Q(R) igin (M,N) ={m -n:m € M,n € N} = {0} olmasi1 durumu M ya
da N kiimelerinden en az birinin {0} tek noktasi1 olmasi ile saglanir. Kisacast Q(R)’nin
her bir elemanina dik olan eleman sadece {0} tek noktasidir (Bozkurt & Yilmaz, 2016
(a)).

Ornek 3.4.4. M;, M,, M3, M, c Q(R?) olmak iizere

M; ={(0,m):0 <m <1},

M, = {(m,0):0 <m <1},

M; ={(0,—-m):0 <m < 1},
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M, ={(—m,0):0<m < 1}
olsun. M;, M,, M5 ve M, kiimeleri Q(R?) nin birer elemanidir. Ayrica, Tanim 3.4.1°dan
{M,M,} ve {M;,M,} kiimeleri Q(R?)’nin ortogonal alt kiimeleridir (Bozkurt &
Yilmaz, 2016 (a)).
Sonu¢ 3.3.5. Ornek 3.4.4.°deki My, M,, M3,M, icin, {M;, M,} ve {M3, M,} kiimeleri
Tanim 3.4.2°den Q(R?)’nin birer ortonormal alt kiimesidirler (Bozkurt & Y1lmaz, 2016
(a)).
Teorem 3.3.5. Q bir i¢ carpim quasilineer uzayi ve q,w € Q olsun. Eger g L w olmasi
icin gerek ve yeter sart Fqé 1 FM? “dir (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a)).
Sonug¢ 3.3.6. Herhangi bir Q i¢ ¢carpim quasilineer uzayinda M, N € Q ise (3.3.6)’dan

KM, M) llay = sup {Im, n)lloqy:m € R, n € RY}

oldugunu biliyoruz. Tanim 3.4.1 geregince |[(M, N)||qr) = 0 ise M ve N birbirlerine
dik olur. Bu ise herhangi bir Q i¢ carpim quasilineer uzaymda iki elemanin dik
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin elemanlarin Q’daki zeminleri olan kiimelerin,
klasik i¢ carpim uzay1 olan Q,- regiiler alt uzayinda birbirine dik olmasidir (Bozkurt &
Yilmaz, 2016 (a)).
Ornek 3.4.5. Bir Q i¢ carpim quasilineer uzaymda q € Q, ve w € Q ise

g, willaw) = Sup{”(m, Mllomy:m € E,n € F‘f}
= sup {Il{q, Wllag:n € F2}
=0
olmast igin her n € K M? i¢in [[{g, n)|lqw) = O olmas1 gerekir. Bu da her n € FM? icin

(gq,n) = 0 olmasi demektir (Bozkurt & Yilmaz, 2016).
Sonug¢ 3.4.3. Q bir i¢ carpim quasilineer uzay1 q,w € Q ve q L w olsun. Bu durumda,

llg +wll* < liqll* + lIwll?

n

*dir. Ayrica {q4, ..., g}, Q de ortogonal vektorler ise
Z dx

2 n
< Nl
k=1 k=1

esitsizligi saglanir (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a)).

Tamm 3.4.3. Q bir i¢ ¢arpim quasilineer uzayi, M’da Q’nun bostan farkli alt kiimesi

olsun.

23



Mt = {q € Q: (g, wMllawy = 0,w € M} kiimesine M’min dikeyi denir (Bozkurt &
Yilmaz, 2016 (a)).

Teorem 3.3.6. Q bir i¢ ¢arpim quasilineer uzayi, M’da Q’nun bostan farkli alt kiimesi
olsun. M kapal1 bir alt uzaydir (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a)).

Uyan 3.3.5. Eger, Q bir klasik i¢ ¢arpim uzay1 olsaydi, M+ nin kapalihg |{q, —
m, z)| < |lg, — ml|||z]| esitsizliginden kolayca goriilebilirdi (Bozkurt & Yilmaz, 2016

(2)).
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3.5. Esnek Lineer Uzaylar
Bu boliimde ilk olarak esnek kiimeler ve bazi ozellikleri tanitilacaktir. Daha
sonra esnek lineer uzay ve esnek quasilineer uzaylar ile ilgili baz1 temel kavramlar ve
teoremler verilecektir.
Tamm 3.4.1. Q bir evrensel kiime, P, Q i¢in uygun parametrelerin bir kiimesi ve P(Q)
Q’in bir kuvvet kiimesi olsun. F : P — P(Q) bir doniisiim olmak tizere (F, P) ikilisine
Q iizerinde esnek kiime denir (Molodtsov, 1999).
Yani, esnek kiime Q’in alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen bir ailesidir.
Her p € P igin F(p) deger kiimesine esnek kiimenin bir p-elemani denir. Burada, F(p)
kiimesi bos kiime veya Q’in bos olmayan bir alt kiimesidir. Bir (F, P) esnek kiimesi
(F,P) = {(p,F(p)) I p € P, F(p) € P(Q)}
seklinde ikililer yardimiyla gosterilir (Molodtsov 1999).
Q iizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi S(Q,P) ile gosterilir (Aygilinoglu &
Aygiin 2012).
Ornek 3.4.1. Q = [0,50] bir evrensel kiime ve P= {pembe, turuncu, mavi, sari, yesil}
parametrelerin bir kiimesi olsun. Bu durumda,
F (pembe) = {a € Q |a <10} = p;,
F (turuncu) = {a € Q | 10 <a < 20} = p»,
F (mavi) = {a € Q |20 <a < 30} = ps,
F (sar1) = {a € Q |30 <a <40} = p4
F (yesil) = {a € Q |40 <a <50} = ps
olmak iizere
F = {(pembe, p1), (turuncu, p2), (mavi, p3), (sar1, ps), (yesil, ps)}
Q tizerinde bir esnek kiimedir.
Tanim 3.4.2. F, G € S (Q, P) olsun. Bu durumda, her p € P igin
e F(p) = @ ise bu esnek kiimeye bos esnek kiime denir ve @ gosterilir.
e F(p) = Q ise bu esnek kiimeye mutlak esnek kiime denir ve Q ile gosterilir.
e H(p) = F(p) U G(p) seklinde tanimlanan H esnek kiimesine F ve G esnek
kiimelerin birlesimi denir ve bu durum H = F N G ile gosterilir (Maji & dig.

2003).

Tanmm 3.5.3. F, G €S (Q, P) olsun. Bu durumda, her p € P igin
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e F(p) € G(p) ise F esnek kiimesine G’nin bir esnek alt kiimesi denir ve bu durum
F € G ile gosterilir. Ayrica F € G ve G € F ise F ve G esittir denir.

e H(p) = F(p) N G(p) seklinde tanmimlanan H esnek kiimesine F ve G esnek
kiimelerin kesisimi denir ve bu durum H = F N G ile gosterilir (Pei ve Miano

2005).

Tamim 3.5.4. F € S (Q, P) olsun. Bu durumda, her p € P igin F¢(p) = Q — F(p) seklinde
tanimlanan F¢ : P — P(Q) doniisiimiine F esnek kiimesinin tiimleyeni denir. (F¢)c = F
oldugu agiktir (Ali ve dig. 2009).
Q tizerindeki tiim esnek noktalarin ailesini SP(Q) ile gosterecegiz.
Onerme 3.4.1. Esnek noktalarin herhangi bir sayida birlesimi de esnek bir kiime olusturur.
Ayrica, her esnek kiime kendisine ait olan tiim esnek noktalarin bir birlesimidir (Das &
Samanta 2013(a)).
Tammm 3.5.5. Q bostan farkli bir kiime ve P uygun parametrelerin bir kiimesi
olsun. € : P — (Q fonksiyonuna Q iizerinde bir esnek eleman denir. FES(Q, P) olmak
tizere her p € P i¢in &(p) € F(p) ise € esnek elemant F esnek kiimesine aittir denir ve
bu durum p € F ile gosterilir. Buradan bir F esnek kiimesi, her p € P igin
F(p) = {e(p) | q* €EF}

olarak ifade edilebilir (Das & Samanta 2012).
Tamim 3.5.6. F, G esnek reel sayilar olsun. Bu takdirde her p € P icin

o (F+6G)(p)=F(p)+G(p)

e (F-6)(p)=F(p)-aG(p)

o (F.6)(p) = F(p). G(p)

o F|(p) = [F(p)|

ile tanimlanir.

F+ G, F — G, F. G ve |F| nin bir esnek reel say1 oldugu esnek reel sayilarin tanimindan
kolayca goriiliir (Das & Samanta 2012).

Tamm 3.5.7. F,, F,, ..., F,, S(Q, P)’nin n tane esnek kiimesi olsun. S(Q, P) tizerinde

F =F, +F, +---+ F, cebirsel toplama islemi VA € P igin,

FA)={q+q,++q,q €F(D),i=1.2,..,n}

ile tanimhdir. S(Q, P) lizerinde a skaler sayisi ve A € P parametresi i¢in aF skaler ile

carpma islemi,
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afF =G, G(1) = {aq; q € F(D)}
ile tanimlidir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Tanim 3.5.8. Q bir K cismi iizerinde vektdr uzayi, P parametrelerin kiimesi olsun ve
G’de (Q, P)’de esnek bir kiime olsun. Eger VA € P parametresi i¢in G (1), Q’in bir
lineer alt uzay1 oluyorsa G'ye Q’in esnek lineer uzay1 veya esnek vektor uzayr denir

(Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Ornek 3.4.2. R™ n boyutlu Oklid uzayim goz éniine alam. P = {1,2,3, ...,n}

parametrelerin kiimesi olmak tizere G: E — P(R™) fonksiyonu,;
G() ={t € R"; t'nini'inci elemani1 0},i = 1,2, ...,n

ile tanimlanirsa G, R™’in bir esnek lineer uzay1 olur (Das, Samanta, & Majumdar,

2013).

Tamim 3.5.9. F, Q’in esnek vektor uzay1 ve G:E — P(Q)’e bir esnek kiime olsun.

Eger; her A € P i¢in

e (G(A) Q’in lineer alt uzayidir,
e F(A) 2 G(A)dir,

sartlar1 saglaniyorsa G’ye F’nin esnek lineer alt uzayidir denir (Das, Samanta, &

Majumdar, 2013).

Teorem 3.4.1. Bir F esnek vektor uzayinin G esnek alt kiimesi F ’nin esnek lineer alt
uzayidir ancak ve ancak her a, f € K icin aG + fG < G’dir (Das, Samanta, &
Majumdar, 2013).

Tamm 3.5.10. G, Q’in esnek lineer uzay1 olsun. Q’in bir esnek elemanina G ’nin esnek
vektorii denir. Benzer olarak (K, P) esnek kiimesinin bir esnek elemanina esnek skaler

denir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Ornek 3.5.3. Ornek 3.4.2.°de verilen esnek vektdr uzayini goz niine alalim. Burada

G’nin X esnek elemant,

GG) = (L1, ., 0;_pp, ., ERM i =12, ...,n
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ile tanimlidir. g, G nin bir esnek vektoriidiir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Tamm 3.5.11. VA € P i¢in 6, Q’in etkisiz elemani olmak tizere G(1) = 0 ise § esnek
vektoriine G’nin null esnek vektori denir. Tim null esnek vektorlerinin kiimesi © ile

gosterilir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Tanim 3.5.12. §, w, G’nin esnek vektorleri ve &’da esnek skaler olsun. Her A € P i¢in
G ve w esnek vektorlerinin toplami (§ + w)(4) = (A1) + w(A4) ile ve §’in skaler ile
carpimi (&@. G)(1) = @(4).§(A) seklinde tanimlidir. Agikga § + W, & W, G’nin esnek
vektorleri olur (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Teorem 3.4.2. (W, P), G esnek vektor uzaymin non-null esnek altkiimesi olsun. Her
@, [ € (W,P) ve k, § esnek skalerleri icin k - @ + § - § € (W, P) ise (W, P)’ye G nin

esnek alt uzayi denir.

Q, K cismi iizerinde bir lineer uzay ve E de parametrelerin kiimesi olsun. VA € P
icin Q (1) = Q ise Q’e mutlak esnek lineer uzay diyecegiz. Burada %, ¥, Z esnek vektor
uzayin esnek vektorlerini &, 8 ise VA € P i¢in @(1) = a, £ (1) = B bigimindeki esnek
reel sayilar1 ifade edecektir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).

Tamm 3.5.13. Q mutlak esnek vektor uzay1 olsun. Bir |. ||: SE (Q) — R(FE) fonksiyonu

VA € P igin asagidaki sartlar1 sagliyorsa Q iizerinde bir esnek norm denir.

1. Herg € Qicinll g 1= 0,
2. |l 4 ll= 0 ancak ve ancak § = 0,
3. Her g € Q ve @ esnek skaleriigin || @. 4 ll= |&| Il g I,

4. Her g wE€Q, 1 g+w <l gl +Il w Il

Q esnek vektor uzayina ||. || esnek normuyla birlikte esnek normlu lineer uzay denir.

(é, II-11, P) veya (Q, Il II) ile gosterilir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).
Ornek 3.5.4. R(E) tiim esnek reel sayilarin bir kiimesi olsun. Her § € R(E) igin
I.I: R(E) - R(E)

I RE]
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ile taniml1 |I. || fonksiyonu R(E) tizerinde bir esnek normdur (Das, Samanta, &

Majumdar, 2013).

Tamim 3.5.14. Q vektdr uzay iizerindeki her norm Q esnek vektor uzay iizerinde esnek

norma genisletilebilir (Das, Samanta, & Majumdar, 2013).
Teorem 3.5.3. (@, II. 11, P) bir esnek normlu uzay ve ||. || esnek normu
“¢eQver€ePicin{ll gl (1):G(A1) = &} tek nokta kiimesidir” (3.5.3)

kosulunu saglasin. Bu durumda her 4 € P ve & € Q i¢in G(1) = & olmak {izere

Il 1:Q - RY
IEN=Iqgl )
ile tanmiml1 || . ||; fonksiyonu da Q tizerinde bir normdur (Das, Samanta, & Majumdar,
2013).
Tamm 3.5.15. (Q, II. ll, P) bir esnek normlu lineer uzay olsun. Her §, w € Q igin
d:Q x Q - R(A)

a@@w) =llg—wl

ile taniml1 d fonksiyonu Q iizerinde bir esnek metriktir (Das, Samanta, & Majumdar,

2013).
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3.6. Esnek Quasilineer Uzaylar

Tamm 3.6.1. (G,P), Q quasilineer uzay iizerinde bos olmayan bir esnek kiime olsun.
Her b € Supp(G, P) icin G(b), Q'nun bir alt quasilineer uzayiysa, (G,P)’ye Q iizerinde
bir esnek quasilineer uzay denir (Bozkurt, 2020).

Ornek 3.6.1 Q = Q. (R) bir quasilineer uzay ve (G,(QC (R))r ), Q tlizerinde bir esnek

kiime olsun G: (QC (R))r—> P(Q) fonksiyonunu

G(q) = {[—q, ql:q € (Qc(IR%))r}
ile tanimlayalim.
Her q ESupp(G,(QC(]R))r) icin G(Q), 2c¢c(R)'nin bir alt quasilineer uzayi
oldugundan, (G,(Q¢ (]R))T, Nc(R)’de bir esnek quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).

Teorem 3.6.1. Bir (G,P) esnek quasilineer uzayinin (F,P) esnek alt kiimesinin esnek bir
alt quasilineer uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her a, f E Ricina - F+ [ - F C
F olmasidir (Bozkurt, 2020).

Tamm 3.6.2. (G,P), Q'nun esnek bir quasilineer uzayi olsun. Q'nun esnek bir elemanina
(G,P)’nin bir esnek quasi vektorii denir. (R, P) esnek kiimesinin esnek elemanina ise
esnek skaler denir (Bozkurt, 2020).

SQV(Q), Q’nun tiim esnek quasi vektorlerinin kiimesini ifade edecektir.

Teorem 3.6.2. Her G, W,, € SQV(Q)Ve her @ esnek skaleri igin SQV(Q) kiimesi

We, @ §SWVee; < ey,

Qel

A

" < " bagmtist

Ge, T We, = (q/—-l\_-‘;v)elﬂaz
cebirsel toplama islemi
@ Ge, = (@ "Qqe,
esnek skalerle carpma islemleri ile birlikte bir quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).

Tanim 3.6.3. SQV(Q) bir esnek quasilineer uzay ve |l. II:SQV(Q) - R*(R)’ye tanimli
bir fonksiyon olsun. Eger |l. || fonksiyonu asagida verilen sartlar1 sagliyorsa, SQV(Q)’de

bir esnek norm denir. Her §e, G , We, € S QV(Q) ve @& esnek skaleri i¢in;
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o G, # 0,isellg.l>0,
o |G, + We, |l < [|e, || + (e,

o @ dell = a4,

b
o o, < Weyise [|Ge, || < [IWe, |
e Heré > 0icin en az bir Z, € SQV(Q) vardir 8yle ki g, < W,, + Z, ve [IZ.|l < €ise

e, < We, olur (Bozkurt, 2020).

SQV(Q) esnek quasilineer uzayma ||.|| esnek normuyla birlikte bir esnek normlu

quasilineer uzay denir ve (Q, Il. II) ile gosterilir (Bozkurt, 2020).

Ornek 3.6.2. Q bir normlu quasilineer uzay olsun. SQV(Q), Gell = lel+Il g llg normu

ile bir esnek normlu quasilineer uzaydir (Bozkurt, 2020).

Tamm 3.6.4. Q bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Q iizerinde esnek Housdorff
metrik su sekilde tanimlanir. Her Ge,, We, € 0 icin

h(Ge,, We,) = Inf{F = 0: o, < W, + @5, We, < G, + a5, lla} Il < £} (i = {1,2})

dir (Bozkurt, 2020).

Tanim 3.6.5. (Q, Il. II) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Her g, ,W,, € Q icin

hg (qe iy v”vez) tiim esnek metrik aksiyomlarini saglar (Bozkurt, 2020).

Tamm 3.6.6. (Q, Il. II) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Eger n — oo iken
hg (c"[;‘n, 5120) - 0 ise {qgn} esnek vektorlerinin dizisi qgo esnek vektoriine yakinsar denir

(Bozkurt, 2020).

Tamm 3.6.7. (Q,1.1) bir esnek normlu quasilineer uzay olsun. Her € = 0,3m € N
vardir dyle ki her i,j > m igin hg (Qéi, Qg}.) < € ise {q;‘n}’e Cauchy dizisidir denir

(Bozkurt, 2020).

Teorem 3.6.3. (Q, II. II) bir esnek normlu quasilineer uzay ise cebirsel toplama ve esnek

reel sayilarlar ¢arpma islemleri esnek Hausdorff metrige gore siireklidir (Bozkurt,
2020).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu bolimde (Aseev, 1986), (Das & Samanta, 2013), (Bozkurt, 2020)
caligmalarindan yararlanilarak fonksiyonel analizin gelisimine katki saglayacagi
diisiiniilen esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzay1 kavramu tanitilacaktir. Uciincii béliimde
goriildiigli gibi Aseev, (Aseev, 1986)’da lineer uzaylarin genellestirmesi olan
quasilineer i¢ c¢arpim uzayir kavramini ortaya atmis ve bu kavramla ilgili lineer
fonksiyonel analiz ile tutarli sonuglar elde edebilmistir. Yine Aseev ayni ¢alismasinda
quasilineer uzay iizerinde bir norm tanimlamis, bu norm ile birlikte quasilineer uzaya
normlu quasilineer uzay demistir. Daha sonra (Bozkurt, 2016)’da Aseev’in
caligmasindan yola ¢ikilarak i¢ carpim quasilineer uzayi kavrami tanitilip bu kavram ile
ilgili baz1 temel teorem ve sonuglar elde edilmistir. Diger yandan dordiincii boliimde
goriiyoruz ki (Molodtsov, 1999) ilk olarak esnek kiime teorisini ortaya atmis ve daha
sonra bir ¢ok arastirmaci tarafindan esnek kiime teorisi ile ilgili ¢aligmalar yapilmstir.
Bu ¢alismalardan biri de Das’in esnek lineer uzay kavramini tanittigr (Das & Samanta,
2012) calismasidir. Yine (Das & Samanta, 2013) esnek normlu uzaylar1 ve esnek lineer
operator kavramlarini ortaya atmis ve bu kavramlar ile ilgili sonuglar elde etmistir.
Daha sonra (Bozkurt, 2020) calismasinda esnek quasilineer uzay ve esnek normlu
quasilineer uzay kavramlarini tanimlayabilmistir. Yine ¢alismasinda bu yeni kavramlar
ile ilgili bazi tanim, teorem ve 6rnekler sunmustur.

Biz de bu boliimde, iigiincii bolimden yararlanarak i¢ carpim quasilineer
uzaymin bir genellestirmesi olan esnek i¢ c¢arpim quasilineer uzay kavramini
tanitacagiz. Tanimlayacagimiz bu i¢ carpim fonksiyonu esnek lineer i¢ ¢arpim
uzayindan farkl olarak (Bozkurt, 2016) calismasinda kullandig1 gibi bir kismi siralama
bagintisinin da olmasi gerektigini gorecegiz. Yine bu boliimde esnek i¢c carpim
quasilineer uzaylarinda iki esnek vektoriin ortogonalligi ve ortonormalligi ile ilgili
bilgiler sunacagiz. Ayrica iki esnek vektoriin dikligi ile ilgili baz1 arastirmalara yer
verecegiz.

Calismamizin devaminda ise quasilineer uzaylara 6zgili olan zemin kavramiyla

ilgili baz1 incelemeler esnek quasilineer uzaylarda verilecektir.
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4.1. Esnek Quasilineer i¢c Carpim Uzaylar
Q bir mutlak esnek quasilineer uzay yani VA € P ig¢in Q(1) = Q olsun. Bu
boliimde bir mutlak esnek quasilineer uzayin esnek quasi vektorlerini ¢, w, Z ile esnek
reel sayilar1 @,b,¢ ile gosterecegiz. Oncelikle esnek quasilineer i¢ carpim uzayini
tanimlamadan 6nce bu kavram i¢in gerekli olan baz1 yeni tanim ve drnekleri verelim.
Tamim 4.1.1.  Q bir esnek quasilinear uzay, W € Q ve § € W olsun.
FYV = {f € W R g}

kiimesine ¢ vektoriiniin W’deki zemini denir. Eger W = Q ise sadece §’nun zemini

dememiz yeterlidir ve §’nun zeminini kisaca Fj ile gosterebiliriz.
Tamim 4.1.2. Bir Q esnek quasilinear uzayinda her § € Q igin supFz mevcut ve

g = sup{f € Q,: i < G}
ise Q esnek  quasilineer  uzaymma  saglam  zeminli  denir. Eger
q= sup{ﬁ'l € Q,:m < Q} esitligi saglanmiyorsa Q’ya saglam zeminli olmayan esnek
quasilineer uzay denir.

Ornek 4.1.1. (Alefeld & Mayer, 2000)’deki Ornek 12’yi dikkate alalim.
(G, (Q;\(@))r)’ Q’C\(TR)’nin bir esnek kiimesidir. Her A € (QC (]R))r icin
q(D) = [-4,4] € Qc(R)
olacak sekilde (G, (QC (]R))r)’nin g esnek quasi elemanini ele alalim.
¢’ ’nun zemini:
Fo=1{we(Q®) WX g}
= (W) € (2cR)),: W) E 7))
olur.

Ornegin, 1={1}€ (QC(]R))r icin §({1}) = [-1,1] € Q.(R) olur. Eger
w({1}) = {0}, 2((1}) = {3} ve {1} = {Z} ise @, 2 € F; olur fakat & ¢ F; olur.
Teorem 4.1.1. (Qﬁ)) mutlak esnek quasilineer uzayi saglam zeminlidir.

Ispat. O, (R) saglam zeminli quasilineer uzay oldugundan her x € Q-(R) i¢in x =
supk,’dir. §vew, Q.(R) mutlak esnek quasilineer uzaymin iki esnek quasi vektori

olsun.

Q. (R) saglam zeminli quasilineer uzay oldugundan her A parametresi igin

G() = supFyy = sup (WD) € (2c(R)) :W(A) E ()}
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olur. Buradan (Q,C\(@))’nin esnek saglam quasilineer uzay oldugu elde edilmis olur.
Tamm 4.1.3. Q bir esnek quasilinear uzay olsun. Q’yu iceren saglam zeminli esnek
quasilineer uzaylarmn en kiigiigiine Q ’nun saglamlastirilmasi denir. Ve bu kiime (’Q\) ile
gosterilir. Buradan Q’yu kapsayan baska bir saglam zeminli W esnek quasilineer uzayi
varsa (6) € W oldugunu anliyoruz.

Simdi esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzayinin tanimini verelim.
Tamm 4.1.4. Q bir mutlak esnek quasilinear uzay ve VA € P igin Q (1) = Q olsun.

(.):SE(Q) x SE(Q) - Q(R)(P)

fonksiyonu, her g, w, Z,V € () ve & esnek skaleri i¢in;

L. (4, w) € (QR), =R,

2. (G+W2) E(G.5) + W 2),

3. (a-q,w)=a-(q,w),

4. (q,w) =(w,q),

5. G €Q igin(g,w)30ve (§,3) = {0} g = {6},
6. 114G, ) lay=sup{ll (g, w) l:q € F{®,w € F},

7. §LZvew < vise(q,w) C (Z,7),

8. V&= 0icin3G; € Q vardir 6yle ki § < W + Gz ve (§z Gz) € Sz(6)’dir.
sartlarmi sagliyorsa bu fonksiyona Q iizerinde bir i¢ ¢arpimdir denir. Burada Sz(6)
kiimesi Q(R)’de 6 merkezli £ yarigapl kiimeyi gostermektedir.
Bu i¢ ¢arpim ile birlikte Q esnek quasilineer uzayina esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayi
denir ve (Q,(.), P) ile gosterilir.
Uyari 4.1.1. Eger Q esnek lineer uzay ise Tanim 4.1.4° de verilen kosullar reel esnek i¢
carpim uzay1 sartlar1 kosullar olur. Ayrica § esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzayinin Q,
regiiler alt uzay1 da ayni i¢ ¢arpim ile bir esnek i¢ ¢carpim uzayi olur.
Ornek 4.1.2. Q = QO (R) olsun. (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a))’den her A, B € Q igin
Q’in (A,B)y={ab:a € A,b € B} ile bir quasilineer i¢ ¢arpim uzayi oldugunu
biliyoruz. § ve W sirastyla

G: P—PQ)
1 -4 =q*

Ve

w:P - P(Q)
A-w) =wh
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olacak sekilde Q = Q’C\(TR) mutlak esnek quasilineer uzayimnin iki esnek quasi elemani
olsun.
Buradan § (1), W(1) € Q olur. Her §, W € Q i¢in
(.) :SE(Q) xSE(Q) - Q(R)(P)
Gw) =(q,w)@)
_ (q’l, W/l)
= {x’ly’l:x’L €qtyte W/l}
=(q(),w), (A € P)
fonksiyonu Q da esnek quasilineer i¢ carpim uzay1 olma sartlarini saglar. Dolayistyla bu
i¢ carpim ile Q bir esnek quasilineer i¢ ¢carpim uzayidir. Ayrica Q(R)’da ayni i¢ ¢arpim
ile bir esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayidir. Yine (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a))’den n
pozitif tam say1 olmak tizere her F, G € Q-(R") i¢in Q- (R™)’in (F,G) = {{f,g)rn: f €
F, g € G} ile bir quasilineer i¢ ¢arpim uzay1 oldugunu biliyoruz.
Ayrica
()N :SE(Q?(@")) x SE(Qc(R™)) - Q(R)(P)
@w) =(q,w))
- ( ql’wl>
_ {(xa'yA)Rn:xa € gyt e WA}
=(q(1),w(A)), (1 € P)
da QC’(TI@‘) iizerinde bir i¢ carpim fonksiyonudur. Yani Q;(Tl@‘) bu i¢ ¢arpim ile bir
esnek quasilineer uzaydir.
Onerme 4.1.1. Her 1 € P igin (.); fonksiyonu Q quasilineer uzayinda bir i¢ carpim
olsun. Buradan VA € P,V§, W € Q igin;
(.) : SE(Q) xSE(Q) - Q(R)(P)
@ w) -G, w)A) =(q), WD),
fonksiyonu Q esnek quasilineer uzayinda bir esnek quasilineer i¢ ¢arpim fonksiyonudur.
Ispat. Oncelikle bu i¢ carpim iyi tammhdir. V§,W € Q,, ve 1 € P icin §(1) = q ve
w(A) = w olsun (g, W)(A) = (G(1), W(D)r = (q, W)y € (Q(R)); olur.
Her 4, W, Z € Q igin
(@+w,2)() = (@) + W), Z())x
S (G, WD)a + (W), Z(M)z
=(q,2)(D) + (W, 2)(1)

bulunur.
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Her §, W € Q ve her esnek @ skaleri icin,

(@-qwy(A) =(a@)-qg),w))i
=ad) (G, WD)
olur.
Her g, W € Q igin
(G, W)(D) =G, WD)y = (W), (D)1 = (W, §)(D)
elde edilir.
VA€ P,V§ € Q, igin (§,§)(1) = (§(1),§(1))A = {0} oldugundan (g,q) = 0
olur. Ayrica (g, §)(1) = 0 ise (G(1),§(1)); = {0} olur. Béylece, VA € P i¢in (1) = 0

olacagindan § = 6 elde edilir. Tersi de agik¢a saglanir. Her §, W € Q igin

1G, W) lory = sup{lZ(D)]: 2(2) € (G(1D), w())}
= supf{lqw|:q € G(1),w € W(A)}
= sup{ll (q,w) ll: q € Fz(),w € F(n}

= sup {II (g w) ll:q € Féb:),w € FME?)}
olur.

Her §,w,%, 7 € Q icin § < W ve W < ¥ ise §(A) < Ww(A) ve 2(1) < #(4) olur.
(Bozkurt, 2020)’dan, (G(1),Z(1)); € (W(A),T(1)), elde edilir. Bdylece, i¢ garpimin
tanimindan (g, Z) € (W, ¥) bulunur.

VéF 0 icin 3G € Q bulunsun &yle ki her §,Ww € Q icin § < W+ gz ve
(Ge, Gz) € S=(0) olsun. VAEP icin g <wQ) + g:(1) ve
(Gz(1), Gz(D)), € S2(8)(A) olur. Q {(-),: A2 € P} i¢ carpimu ile bir quasilineer i¢ carpim
uzay1 oldugundan G(4) < W(A) elde edilir. Bu da bize § < W oldugunu gosterir.

Sonu¢ 4.1.1. Bir @ quasilineer uzayindaki her (.)y i¢ ¢arpim, Q esnek quasilineer
uzayindaki esnek quasilineer i¢ carpima genisletilebilir.
Ispat. Her 1 € P ve her §, W € Q icin
(.):SE(Q) x SE(Q) - Q(R)(P)
(G, W) - (G, w)A) =(G(1), W(d))q
fonksiyonu Q esnek quasilineer uzaymnda bir esnek i¢ garpim fonksiyonudur. ispati

yukaridaki dnermeye benzer olarak gdsterilebilir.
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Teorem 4.1.2. Eger (q,w) € Q X Q ve A € P igin (.) i¢c carpim1 Q esnek quasilineer
uzayinda bir i¢ ¢arpim olmak iizere;

"({g, W)(1): §, w € Q vardir dyle ki §(A) = q, W(1) = w} tek degerlidir.” (4.1.1)
sart1 saglaniyorsa (q,w); = (¢, w)(A) ile tanimh (.),:Q X Q@ = Q(R) fonksiyonu Q
tizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Ispat. Bu i¢ carpim yukaridaki kosul geregince iyi tanimlidir. Burada (.) esnek
quasilineer i¢ carpim aksiyomlarmi sagladigindan (.); i¢c ¢arpimi da quasilineer ic¢
carpim aksiyomlarini saglar.

Onerme 4.1.2. (Q,(.), P) bir esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Her §, W, % € Q

ve &, [ esnek skalerleri i¢in;

Ve

olur.

Teorem 4.1.3. (Q, ) P) bir esnek quasilineer i¢ ¢carpim uzay1 olsun ve (4.1.1) sartini
saglasin. Her §, W € Q icin

4G, W) <11 g Il W |l (4.1.2)
olur.

Ispat. Q bir esnek quasilineer i¢ carpim uzay oldugundan esnek i¢ ¢arpim tanimindan

ve (Bozkurt & Gonci, Kabul Edildi)’den her §, W € 0 icin
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114G W) lag=sup {I (@, w) law):q € FL®,w € F}

sup | I, w)l:q € FO,w € F(Q)}

w

IA

sup{ll q gyl w Il 5529 € F32,w € £}
sup {

IA

p
p{I gl aeF@)supfiwilgiweFQ)
G liglhw llg
olur.
Teorem 4.1.4. ((), (.), P), (4.1.1)’1 saglayan esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzay olsun. Her
g € Q igin,
I g =11 (g, W) o) (4.1.3)
esitligi Q iizerinde bir esnek quasi norm tanimlar.
Ispat. Her g€0, 1G1=/1(33 lloqrmy=0 ve 11Gll=0 ancak ve ancak
m = 0 ancak ve ancak § = @ sartlar1 agik¢a saglanir.
Simdi, (4.1.3) ile verilen esnek quasi normun Q esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayinda
licgen esitsizligini sagladigini gosterelim. Her §, W € Q igin (4.1.2) den,

Il G+ wI*=I (G +W,q + W) o
<I(g, @) + (G, W) + (W, q) + (W, W) |
G+ w2

olur. Her § € Q ve & esnek skaleri i¢in

l&-gll= \/II (@-q,@-q) llom

- J I @@ - () lag

= |a| /ll @, 9) lomw

=lal gl
‘dir.
Her §,W € Q igin esnek quasiliner i¢ carpim uay:r tanimindan § < W iken
(g,q) € (W, W) olacagindan,
I G 1I2=11 (G, ) o) <Il (W, W) llgm)=Il W II?

olur.
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Her €30 icin bir g, € Q0 vardir oyle ki @ SW+G: ve Gl < €ise
e Gedll gy = €2 olur.

Buradan da (g, §e)am) < Sz2(6) olur. Q bir esnek quasilineer i¢ carpim uzayi
oldugundan § < W + Gz ve (e, §e)am) < Se2(0) ise § < W elde edilir.
Boylece |l. || normu tiim esnek quasilineer sartlarini saglar.
Uyant 4.1.2. Her qwe€Q ve 2€P icin {(§,W)(1):q, W € Q 6yle ki G(A) =
q, W) = W} kiimesi tek degerli ise
g n@ =@ low W:3(1) = q} (4.1.4)
kiimesi de tek degerlidir.
Uyan 4.1.3. Quasilineer i¢ ¢arpim uzaylarinda oldugu gibi bir esnek quasilineer i¢
carpim uzayinin da normu paralel kenar kanunu saglamayabilir.
Teorem 4.1.5. Bir esnek quasilineer i¢ carpim uzayinin regiiler alt uzayinda paralel
kenar kanununun saglanmasinin nedeni bu i¢ carpimin klasik esnek i¢ carpim olmasidir.
Ispat. Q’yu bir esnek quasilineer i¢ garpim uzay1 olarak alirsak Q’nun regiiler alt uzay1
bir esnek lineer uzay olur. Bu esnek lineer alt uzayi lizerinde tanimli olan i¢ ¢arpimin da
klasik i¢ c¢arpim olacagini biliyoruz. Dolayisiyla bu alt uzayda paralel kenar kurali
saglanir.
Ornek 4.1.3. Q = Q-(R) olsun. Ornek 4.1.2°de verilen esnek i¢ carpim ile Q-(R) bir

esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayidir. Bu esnek quasi i¢ carpimdan tiiretilen esnek quasi

norm ise
IgnQ = J 4G, G g
- J 1{@M?}:a* € gDl
— sup [l
AeG(A)
dir.

Her A € P igin g(1) = w(4) = [0,1] € Q-(R) olacak sekilde iki esnek §,w €
Q;ZTR) quasi elemanlarmi alalm. Buradan [| Gl (D) =W 1 D) =1, Ig+w Il (1) =
2vellg—w Il (A) =Tolur.Fakat || §+ W 12 +1l g — W I2# 2 | § I?+ 2 | w 1>’dir.
Ornek 4.1.4. Q = IR? olsun. (Bozkurt & Yilmaz, 2016 (a))’den bir g € IR? igin IR?

1
quasilineer uzaymin || q lI= (g4, g2)Il = (ZL-Z=1||CIL'||?R)2 ile bir normlu quasilineer

uzay1 oldugunu biliyoruz. Ayrica IR? q,w € IR? igin (q,w) = X7 {(q;, w;)r ile bir
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quasilineer i¢ ¢arpim uzayidir. Simdi IR? mutlak esnek quasilineer uzayimnin § ve w iki
esnek quasi elemanim alalim. Buradan A € P icin (1) = (q7,¢%), W (1) = (wi,wf)
€ IR?olur.
(.) :SE(IR?) x SE(IR?) - Q(R)(P)
(Gw) = (512, w)()
= > {alwi) g
i=1
fonksiyonu IR? esnek quasilineer uzayinda bir esnek quasilineer i¢ carpimdir. Bu i¢

carpim tiim esnek quasi i¢ carpim sartlarini saglar. Ayrica bu esnek quasi i¢ ¢garpimdan
1

2 2
IG lre=1 G gz (1) = <Z "CIi"IZR>
i=1

esnek quasi normu elde edilir.

(@, II-1I, P) esnek normlu quasilineer uzay ise

G w) =inf{eS 03w+ G wIa+a T, 6} G = (12D
esitligi Q iizerinde bir esnek Hausdorff metriktir. Her §, W € Q i¢in h(q, W) =l § — W |

esitligi burada saglanmayabilir. Fakat h(g, W) < Il § — W | esitsizligi daima saglanir.

Tanim 4.1.5. (4.1.1) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayi esnek quasi
i¢ carpim lizerinde tanimlanan esnek Hausdorff metrige gore tam ise bu esnek i¢ carpim
quasilineer uzaya tamdir denir. Tam olan esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayina esnek

quasilineer Hilbert uzay1 denir.

Ornek 4.1.5. Ornek 4.1.2 de tammlanan (Q(R),(.),P) esnek quasilineer i¢ ¢arpim
uzay1 P parametre kiimesi lizerinde bir esnek Hilbert quasilineer uzayidir. Her A € P
icin (Q(R)’nin (g, w)(1) = (GA), W)y i¢c carpimu ile bir esnek i¢ g¢arpim
quasilineer uzay oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki {g,,}, ((Q(A@), h) esnek Hausdorff

metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Ve > 0 i¢in AN € N vardir dyle ki her m,n >

N igin;
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Gn < Gm + G Gm < G + 350 1351 <€ (@ ={1,2)
dir. Buradan VA € P i¢in
Gn(A) < G + G5 (D, G (D) R Gn(A) + G5, D NG DI K EQ) G ={1,2})

boylece A parametresi i¢in §,(4)’nin Q(R)’de bir Cauchy dizisi oldugu elde edilmis
olur. Q(R) tam oldugundan en az bir §(41) € Q(R) ve M; vardir 6yle ki VA € P ve

Vn = M icin;

Gn (D) G + G5, D) < Gu(D + 35D, G5 DI K € (= {1,2)
bulunur. VA € P ve K € N* i¢in K = max{M,: A € P} seqilirse;
NGEll R Eveqn R G+ G5n G < Gy + G5, elde edilir.

Bu da bize @, — § € (Q(R) oldugunu gosterir. Ayrica VA € P igin §(1) € Q(R) iken
d € (A(R) olur. Boylece (2(R),{.),P) bir esnek Hilbert quasilineer oldugu elde

edilmis olur.

Onerme 4.1.3.. (Q, ) P), (4.1.1) sartin1 saglayan bir esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzay1

olsun. V§,w € Q icin §, — § ve W, > W ise ve n — oo iken (g, W,,) = (g, W) olur.
Ispat. §,, — G ise V€ = 0 icin AN € N vardir 6yle ki Vn > N iken

+ G50, R Gn + G5, 135,11 R € (0 = {1,2))

N
N

In

*dur. Benzer sekilde W,, — W ise V& > 0 i¢in IM € N vardir 6yle ki Vn > M iken

A

Wy KW + Win, W < Wy + Wiy, W51 < € (= {1,2})
*dur.
(T, W) EAG + Gin, W + Wi,) €4, W) + (G, Wipn) + {G1n W) + (GTn Win)
ve
(G, W) € (Gn + G5n, Wy + W5y) € (G, W) + (Gn, W) + (G5n W) + (G50, Wiy

olur. Eger
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Zin = (q, Win) + (Gin, W) + (Jin, Win)
ve
Zzn = {Gn» Win) + (Qon Wn) + (G2n, Win
dersek Z5,, 75, € Q(R)’dir. (4.1.2)’den
Iz 1l = 1G, Win) + (Gin, W) + (Gin, Win)l]
L NGMIwEN + NGE W I+ IGE. WLl
olacagindan n — oo iken |25, || = 0°dir. Yine benzer sekilde (4.1.2)’den
1Z5nl = G, W55) + (Gzn, Wn) + (G5n, W3n) |l
NG W5l + 1G5 W, 1| + 1G5, 1175,

olacagindan n — oo iken ||Z5, || = 0’°dir. Béylece her € = 0 icin K = max{N, M} olacak

sekilde 3K € N vardir 6yle ki her n > K i¢in
(Gn) Wn) S 4G, W) + 200, (G, W) S (G, Wn) + 25, and 1251 < € (i = {1,2})
olur. Bu da bize n — oo iken (G, W,) — (g, W) olur.
Tamim 4.1.6. Q bir esnek i¢ carpim quasilineer uzay ve §, W € Q olsun. Eger
I (G, W) lory=0

oluyorsa § ve W’ye ortogonaldir denir ve § L W ile gosterilir. M, Q esnek i¢ carpim
quasilineer uzaymin bos kiimeden farkli esnek quasi alt kiimesi olsun. Eger Q’nun
esnek quasi vektorii §, M nin tiim esnek quasi vektorlerine dik ise § ile M ortogonaldir

denir ve § L M ile gosterilir.

Tamim 4.1.7. Q esnek quasilineer i¢ carpim uzay1 ve M’de bos kiimeden farkli esnek
quasi alt kiimesi olsun. VA € P i¢in M (1) # @ kiimesi Q’da ortogonal ise ve M nin tiim
esnek quasi vektorlerinin normu 1’e esit ise M’ye ortonormaldir denir. Yani V§, w € M

i¢in
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oluyorsa M’ye Q’da ortonormaldir denir.

Ornek 4.1.6. Ornek 4.1.2°deki ((Q(]R), (. ),P) esnek i¢ carpim quasilineer uzayini
dikkate alalim. § ve W her 1 € P i¢in g(1) = [0,1] € Q-(R) ve w(1) = {0} € Q-(R)

olsun. Buradan
I {(G(D), W) lgmy=Il {[0,1],{0}) lor)= 0

olacagindan § ve W esnek vektorleri birbirine dik yani || (§, W) llqr)= 0 olur. Simdi
(Qc(R)?,(.), P) esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzayini goz oniine alalm. G7, G5, Gz, Gs €

Q¢ (R)? olmak iizere VA € P igin;
G:(AD) ={(0,h):0<h <1}
g1 ={(h,0):0<h <1}
g;(1) ={(0,—h):0<h <1}
ds(1) = {(-h,0):0<h <1}
olsun. Bu durumda
(g1, CNIz)"Q(R) = "<6~13,C~I4)IIQ(R) = "(‘71"74>|IQ(R) = "(‘72;C73>"Q(R) =0

olur. Yani g; esnek quasi vektorii g, esnek quasi vektoriine, g3 esnek quasi vektorii G,
esnek quasi vektoriine, ¢, esnek quasi vektorii g, esnek quasi vektoriine ve g, esnek
quasi vektorii §; esnek quasi vektoriine dik olur. Eger F = {§y,d,}, G = {3, 44}, H =
(G, .} veya I = {G,, G} alirsak F, G, H ve I kiimelerine Q- (R)’nin ortonormal esnek

quasi alt kiimeleri denir.
Teorem 4.1.6. Q esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzayinda eger § L i ise
Ng+wIESNGIE+lwi*ve 1 g—w <G I2+ Il W I olur.
Ispat. §,W € Q ve § L W ise;

g+ wi*=Il (g +W,q +Ww)

SUAG @) I +HICG, W) I +1 (W, @) | +1I (W, w)
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=[G I* +Il wII?
olur. Benzer sekilde
IG—wI*=I(G—w,q—w)l
<0G, @) Il +0 4G, W) 1L +1 (W, @) | +1I (W, w) |
=[G I* +Il wII?
elde edilir.

Tamim 4.1.8. VA € P icin M(1) # @ olacak sekilde M, Q esnek i¢ carpim quasilineer
uzaymin esnek quasi alt kiimesi olsun. Q’nun M ortogonal tiim esnek quasi

vektorlerinin kiimesine M nin ortogonal tiimleyeni denir. M+ ile gdsterilir.

Teorem 4.1.7. Q bir esnek quasilineer uzay1 ve M’da Q’nun bos kiimeden farkl1 esnek

quasi alt kiimesi olsun. Bu durumda M+, Q’nun kapali bir alt uzayidr.

ispat. § ve W esnek quasi vektorleri Q nun M’ye ortogonal olan esnek quasi vektorleri
olsun. Yani ¢, w € M*t olacak sekilde ¢, w € Q alalim. Her ¢, E € R(R) esnek skaleri

ve Z € M esnek quasi vektorii igin;
I{@-g+B-w2)1Z1@ 42 I+ (F-w,2) I
=la| 11 4g, 2) Il +|B| I (w,2) Il
=0
olur.

Buradan &-§ + - W € M* elde edilmis olur. Béylece M+, Q esnek quasilineer ic
carpim uzaymin alt uzayidir denir. Simdi M+ nin kapalihigini gosterelim. {g,}, M*'de
bir esnek quasi vektor ve {g,} — § olacak sekilde bir § € Q olsun. V€ > 0 icin en az

bir N € N vardir 6yleki Vn > N icin;

G+ G5 G < Gn + 350 135 < € (= {1,2])

N
<

In

44



olur. Buradan ve her esnek i¢c carpim quasilineer uzayir bir esnek normlu
quasilineer uzay1 oldugundan @, < § ve § < §,, elde edilir. Her Z € M icin Z < 2
oldugundan 0 = (G, 2 214G, 2) I ve 1(§,2) I < I{G,, 2)l =0 elde edilir.
Béylece |l (g, Z) lI= 0 olur. Buradan § € M* elde edilmis olur. Yani M* kiimesi Q

kapali bir alt uzay1 olmus olur.
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4.2. Esnek Quasilineer Uzaylarin Zemini
Tamm 4.2.1. Q bir esnek quasilineer uzay ve @-f = 0 olacak sekilde @,f esnek

skalerleri olsun. Bu durumda her § € Q igin

1

@+p)-G=a-G+p-q
oluyorsa Q’ya esnek homojenize quasilineer uzay denir.

Teorem 4.2.1. Bir Q esnek quasilineer uzayi i¢in Q.(Q) esnek homojenize quasilineer

uzay olmasina ragmen (Q) esnek homojenize olmayan bir quasilineer uzaydir.

ispat. ilk olarak Q.(Q) nun esnek homojenize quasilineer uzay oldugunu gésterelim.
Yani her § € Qc(Q) ve @-f =0 icin (& +f)-G=a& -G+ -G esitliginin dogru
oldugunu gosterelim. Q. (Q) bir esnek quasilineer uzay oldugundan (& + ) -§ < @ -
G + [ - § daima dogrudur. Kabul edelim ki her A € A parametresi igin ¢ € (@ - § + f -

d)(A) olsun. Buradan bir a, b € §(A) igin,

c=a&a+ BA)b

elde ederiz.

(mL P Q) B
c=@+PW 7w+ mman?] (4.2.1)
yazilabilir. Eger t = % ve k = % olarak alirsak @-f ¥ 0 oldugundan iki durum
ortaya cikar.
Durum I:Egerd,ﬁeﬁé*isedgd+ﬁ:%g ive()g%
e A= . L~ .5 @ ~= =~ @
Durum 2: Eger &, € R™ ise & < a+ﬁzﬁ< 1V€0<m

bulunur.

&)
a)+pA)

den ¢ = (& + B)(M)k € §(A) elde edilmis olur.

a+—L%Y _pe g) olur. Yani (4.2.1)

konvekslik tanimi geregince k = A ED
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Boylece keyfi bir A € A parametresi icin ¢ = (& + §)(1)k € § (1) dur.

Ornek 4.2.1. Q(R) bir esnek homojenize quasilineer uzay degildir. Kabul edelim ki,

F:P - Q(R)
A — FQ) = {3.4)

olsun. Buradan (2 - F)(1) = {6,8} olur. Fakat (F + F)(1) = F(1) + F(1) = {6,7,8}

~ o~ o~

olur. Dolayisiyla &+ = 0 icin 2-F # F + F dir. Burada &(1) = a olacak sekilde

alimustir.

Ornek 4.2.2. Q(R?) esnek quasilineer uzayini goz oniine alalim. Kabul edelim ki bir A

parametresi i¢in;
Fi={(0,u):0<u<?2}
F,={(©,0):0<u<?2}

olmak iizere F (1) = {F,, F,} bir esnek quasi vektorii olsun. Ornek 4.2.1’e benzer olarak

her A parametresi i¢in &(1) = «a ise
2P = {2F, 2F;}
elde ederiz. Ote yandan;

(F+F) ={F,R}+{F,F}
= {(0,20):0 < u <2} U{(1,u):0<u<2}U{(2uw0):0<u<2)

olur. Bu da bize Q(RZ)’nin @(1) =1, f(1) =1 esnek skalerleri icin esnek

homojenize olmayan bir quasilineer uzay oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.2. Q bir esnek homojenize uzay ve G € Qg ise en az bir F € Q vardir dyle

ki G = F — Fdir.

Ispat. G, Q esnek homojenize quasilineer uzaymin bir esnek simetrik quasi vektorii

olsun. yani G = —G olsun. Ayrica G = G oldugunda G + G = G —G olur.

Ayrica her A parametresi icin (G + G)(1) = (G — G)(A)’dir. Q bir esnek homojenize
quasilineer uzay oldugundan G (1) + G (1) = (2G)(A).



G
G = 5(/1) - —(/1)
olacagini gosterir. Yani G = g —g elde edilmis olur.

Simdi bir esnek quasilineer uzayin zemini ile ilgili elde ettigimiz bazi sonuglar1 verelim.
Teorem 4.2.3. Q bir esnek quasilineer uzay ve U € Q ise

a) {0} e Fy,
b) Eger U € Vise Fy € Fy'dir.
¢) UtcVtise Fg c Fydir.

d) Fg = {0}
*dir.

ispat. §, U’ nun keyfi bir esnek quasi vektorii olsun. Bir A parametresi igin,

4@ A0 am | = KGR AT am || = [KGA).0)am | = {0}
oldugundan {0} € Fz dir.

Kabul edelim ki U € V olsun. V§ € Fy igin § € Fy oldugunu gostermeliyiz. Eger § €
Fy ise U’da en az bir @i elemani vardir dyle ki § € Fy’dur. Diger yandan U € V
oldugundan i € V olur. Dolayisiyla Fy EUgey Fy olur. Bdylece § € Fy elde edilmis

olur. U+ € V+ iken Fﬁ,‘ c Fé‘ benzer sekilde gosterilebilir. Ayrica bir A parametresi igin

Fo, ={7€Q:q% {5}}
={g) € Q:g(A) < 0}
= {0}

dir.

Tamim 4.2.2. § bir esnek quasilineer uzay olsun. M € Q konvekstir ancak ve ancak her

4, W € M ve @ esnek skaleri icin @§ + (1 — &)W € M dir.
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Teorem 4.2.4. Q bir esnek quasilineer uzay ve M, Q’nun bir alt uzay1 olsun. F g, Q nun

konveks alt uzayidir ancak ve ancak F);, Q ’nun altuzayidir.

ispat. Vd,b € Fy; ve her A parametresi i¢in d(A) = a € Fy;, b(1) = b € Fy, ¥(1) =
x € M,$(1) =y € M ve &) = a esnek skaleri olmak iizere &-d + (1— &) b € Fyz

olsun. Tanim 4.1.1°den en az bir %, j € M vardir 6yle ki
@ aW+(1-a)- bW @ nD+(1-a) -y
dir. Buradan her A parametresi igin,
a)-aM+(A-a)-b) e -z +(1-a)) -5
olur. Ayrica,
a)-aM+(A-a)-b) e -z +(1-a)) -5

elde edilir. Boylece a-a+(1—a)-b<a-x+(1—a)-yEM esitsizligi elde
edilmis olur. Diger yandan bir ¢ € M vardir 6yle ki @ -d + (1 — &) - b € M, icin & -
d+({—@a&)-b+¢&=0 olur. Buradan her A parametresi icin, (& - a)(1) + (1 — @) -
b(A) + é(1) = 6 elde edilir bu da bize @ -a+ (1 —a)-b € M, oldugunu gosterir.
Boylecea-a + (1 — a) - b € Fy; olur.

Yine ayn1 sekilde her A parametresi i¢in @(1) = a € Fy,b(A1) =b € Fy, X(1) =
x€M,y(A) =y €M ve her a,b€Fy icin a-a+ (1—a) b €Fy olsun. Tanim
4.1.1°den en az bir x, y € M vardir dyle ki

a-a+t(l—-a)-bja-x+(1—a) -y
olur. Her A parametresi i¢in

@ an+(I-a)-bM)=a-a+(1—-a)-bJIa-x+(1—-a) y
=@ »M+(A-a)-y)

elde edilir. Bu da bize @-d+(1—@&)-b<a-%¥+ (1 —&) -y oldugunu gosterir.
Diger yandan en az bir d € M vardir 6yle ki & -d + (1 — @) - b € M, oldugundan «a -
a+ (1 —a)-b+d = 0 yazilabilir. Bu da her A parametresi i¢in
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@ aM)+d-a& b)) +d) =80

olur. Bu da bize & - @ + (1 — @) - b € M, oldugunu gosterir. Boylece & - d + (1 — &) -

b € Fy oldugunu gostermis olur.

Teorem 4.2.5. Q bir esnek homojenize quasilineer uzayinda bir § € Q icin F

konvekstir.

Ispat. Q esnek homojenize quasilineer uzayinda W, w’ € Fgigna-w+ (1—a) W' €

F; oldugunu gostermeliyiz. Bir § € Q i¢in
Fy={weQ,w=q}

dir. Buradan her W, w’ € F5 i¢in w < § olur. Q bir esnek quasilineer uzay oldugundan

~ o~~~

Y}
%z
N
QR
N
<
¢
—
=
|
Y]
N/
T
A
P
=
|
Q
N/
N

olur. Buradan da

+(A-&)-§

N

a-w+(d-a-w<a-

N

elde edilir. Q bir esnek homojenize quasilineer uzay oldugundan § € Q icin

a-j+(I-a&)-g=@+1-a)-Gg=4

Bl

olur. Buda bize @ - W + (1 — &) - w’ € F5 oldugunu verir. Dolayistyla Fz’nun konveks

oldugu gosterilmis olur.

Uyan 4.2.1. Bir Q esnek quasilineer uzaymin esnek yiizey vektdriiniin zemini
konvekstir. Ancak ve ancak Q esnek quasilineer uzayr homojenizedir. Yukaridaki
teoremde  homojenize olmasaydi bir § € Q i¢in @ - § + 5 -G = (& + B) - G esitsizligi

her &, f i¢in saglanmayacagindan F5 olmazd.

Teorem 4.2.6. Q bir esnck Hilbert quasilineer uzay ve K’da Q’nun bir konveks altuzay1

olsun. K’ nun zemin kiimesi yani Fz, Q ’nun konveks tam olan bir alt uzayidr.
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Ispat. Ilk olarak Fgz'nin Q’nun bir konveks esnek alt uzay: oldugunu gosterelim. K,
Q’nun konveks alt kiimesi oldugundan 0 < & < 1 ve her §,W € K igin & - § + (1 —
a)yw e K olur. Kabul edelim ki @,b € F % olsun. Bu durumda en az bir g, w € K vardir

oyle ki;

N
N

@gveb< W

olur. Diger yandan Q esnek quasilineer uzay oldugundan 0 < & < 1 icin

N

d-aa-gve(l-a)-b(dA-a)-w

Ve

A

d-da+(A-a)-ba-g+dA—-a&)  -w

elde edilir. Ayrica K, Q’nun esnek konveks altuzay: oldugundan & - § + (1 — &) - W €
K’dir. Bundan baska @-d+(1—&)-b€K,’dir. Bu da @-a+(1—@&)-b€Fg
oldugunu gosterir. Simdi Fg’nin tam oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki a,, € Fg ve
d, > d € Q (n - ) olsun. Eger @, € Fg ise en az bir §, € K vardir 6yle ki Vn € N
i¢in

@, < q, (4.2.2)

dir. Diger taraftan @, — @ € Q ise V& = 0 i¢in 3n € N vardir dyle ki Vn > n, igin

N

d, R d+at, a<d, +as,and||a;, ]| <&@ =1{12}) (4.2.3)

dir. (4.2.2) ve (4.2.3)’den her n € N igin @ < g, + a5, ve llas,ll < & elde edilir. Ayrica

Tanim 3.5.14’ten her n € N i¢in @ < §,, olur. Simdi @ € K, oldugunu gosterelim.

Q bir esnek Hilbert quasilineer uzay oldugundan ve (Bozkurt, 2020)’den n — o iken
—d, » —d ve d, — d, — d — a elde edilir. Buradan V& = 0 i¢in 3n, € N vardir dyle

ki Vn > ng igin

an_dn

A

ﬁ—d-}-din,ﬁ—d g dn_dn +a§n Ve ||ﬁfn|| g é(i = {1;2})

olur. Buradan Vn € N i¢in @, € Fg ve Q bir esnek Hilbert quasilineer uzay oldugundan
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A

0Rad—a+al,a—a0+as,vellas,|l <&@G=1{12)

Ve

elde edilir. (Bozkurt, 2020)’deki Tanim 4.1.4°den 0 = @ — @ bulunur. Bu da bize d €

K, oldugunu sdyler. Boylece Fg nin tam oldugu gosterilmis olur.

Uyan 4.2.2. Bir esnek Hilbert quasilineer uzayin alt uzaymin zemini bu alt uzay tam

olsun veya olmasin daima tamdir.

Teorem 4.2.7. Q bir esnek quasilineer i¢ carpim uzay1 olsun. Her & € Q esnek quasi

vektorii igin Fx kiimesi kapali ve sinirlidir.

ispat. (d,) € F: ven - o iken d, > d € Q olsun. d, > d ise V& 5 0 icin en az

bir ny € N vardir 6yle ki Vn > n; i¢in
dy < d+df,d < d, +d5, ||d5|| < &2 (i ={1,2})

olur. d,, € F; oldugundan her n € N i¢in d,, < € olur. { bir esnek i¢ ¢arpim quasilineer

uzay oldugundan

N
A

d X d, +ds, ve ||ds,]|” = |(d5n dSa)|| R &igind I d, X &

bulunur. Simdi d € §, oldugunu gosterelim. Eger n — oo iken d,, —» d ise —d, —

—d’dur. Bu nedenle V& & 0 i¢in en az bir n, € N vardir 6yle ki Vn > n, i¢in

=

d, <d+df,d<d,+ds,]|

aop ~ E2
dill 25 (=12}

N[ =

L. . . ~ €
—dy R—d +efy, —d = dn + & 1851 £ - (= {1,2)

olur. Her n € N i¢in d,, € Q, oldugundan d,, —d,, = 0°dir. § bir esnek i¢ ¢arpim

quasilineer uzay oldugundan

in

- " e~ - - e - - - 1
dp—d, <d—-d+df, +é,ved—d<d, —d, +d5, + &5, ||d5, + 5| < &2
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bulunur. Tanim 3.3.4’den

0% d—d+d5, + &, ve [|d5, + &5II" = [(d5a + &5 d5u + €50y T =
0d—-d

ve

d~ - d~ g 6 + ~§n + é'2“571 ve ”ngn + éZn“Z = ”( ~§n + ézgn: ~§n + é2£n>||Q(R) g €= d~ -
d<0

elde edilir. Boylece d — d = 0 olur. Bu da bize d € Q, oldugunu gosterir. Ayrica her
d € Fsve d € Q, i¢in d < & oldugunu biliyoruz. Q bir esnek i¢ ¢arpim quasilineer uzay

oldugundan || d II<|l ¢ Il bu da bize Fz’nun smirliligin verir.

Teorem 4.2.8. Bir esnek i¢ carpim quasilineer uzayinin herhangi bir esnek quasilineer
vektoriinlin zemini o uzayin alt uzay1 olmayabilir. Ama bir esnek quasilineer elemaninin

zemininin ortogonal tlimleyeni uzayin daima bir alt uzayidir.

Ispat. 0 bir esnek i¢c ¢arpim quasilineer uzay olsun. Bir § € Q icin Fz = {d €
Qr:a

oldugundan @, § esnek skaleri igin

Q
2

N

G} dir. Eger a,beF; ise @< gve b< g olur. Q bir quasilineer uzay

a-da

A
A

@-gvef-bp-q

olur. § bir esnek quasilineer uzay oldugundan @ -d@+ f-b < &- G+ f - § elde edilir.
Fakat her &,/ esnek skaleri i¢gin Q bir esnek quasilineer uzay oldugundan & - @ + f3 -
b < § saglanmayacagindan &-d+f-b < § olur. Dolayisiyla Q’nun her esnek

quasilineer vektoriiniin zemin kiimesi her zaman alt uzay olmayabilir.

Simdi Fz'nun @ daima alt uzay1 oldugunu gosterelim. ¢,d € F ve Z € F; olsun @,

esnek skalerleri i¢in,

W{z,@-c+B-d)IKINEZa-é) I+ (zE-d)l
I (Z, &) Il +8 Il (Z,d) I

a
0
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buluruz. Budabize @-é+f-d € Fg‘ oldugunu gosterir. Dolayisiyla Fj, Q’nun daima

alt uzayidir deriz.

Ornek 4.2.3. Q = Q,(R) ve bir A parametresi i¢in §(4) = [1,3] olacak sekilde § € Q
esnek quasi vektoriinii goz ontine alalim. gy, §, € Fz ve A parametresi igin, §;(4) = {1}
ve g, (1) = {3} ise §; () + G, (A1) = {4} buluruz. Fakat {4} & Fj(;) dir. Dolayisiyla Fy,

Q’nun alt uzay1 degildir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonuglar

Tezin 4.boliimiiniin 1.kisminda esnek i¢ carpim quasilineer uzay kavrami
tanimlanmis ve bu yeni kavram ile ilgili baz1 tanim, teorem ve sonuglar elde edilmistir.
Elde edilen sonuglar 4.bolimde ayrintili olarak verilmistir. Ayrica quasilineer
kavramlara 6zgli zemin kavraminin esnek quasilineer uzaylardaki teorem ve sonuglari

4.boliimiin 2.kisminda verilmistir.

5.2. Oneriler

Esnek quasilineer i¢ carpim uzaylar1 ve bazi genellestirmeleri isimli bu yliksek
lisans c¢alismamiza dayanarak lineer fonksiyonel analizdeki bazi temel teorem ve
sonuglarin esnek quasilineer i¢ ¢arpim uzaylarindaki karsiliklar1 incelenebilir. Ayrica
fonksiyonel analizde 6nemli bir yer tutan bazi 6nemli cebirsel kavramlarin esnek

quasilineer uzaylar tizerindeki durumlari incelenebilir.
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