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Son yillarda, kapulalar kullanilarak iki degigkenli yeni istatistiksel dagilimlarin elde edilmesi ile
ilgili ¢alismalar artmaktadir. 1959 yilinda Abe Sklar tarafindan tanitilan kapulalar, tek boyutlu
marjinalleri (0,1) araliginda diizgiin dagilin olan ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlaridir. Ayrica,
kapulalar, degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini da ortaya koymaya olanak saglayan fonksiyonlardir.
Literatiirde Arsimedyan, Fairlie-Gumbel-Morgenstern, Gauss gibi ¢esitli kapula aileleri bulunmaktadir.
Bu aileler kullanilarak giincel hayatta karsilasilan ¢esitli iki degiskenli veri setlerinin analizi i¢in mevcut
dagilimlardan daha esnek yeni istatistiksel dagilimlar elde edilebilir. Bu dagilimlarin bilinmeyen
parametreleri igin istatistiksel sonu¢ ¢ikarimin yapilmasi gercek verilerin modellenmesinde oldukga
onemlidir.

Bu ¢alismada, tez ¢alismasi igin ihtiya¢ duyulan genel tanimlar verildikten sonra modifiyeli unit
iistel dagilim adinda yeni dagilim tamitimigtir. Dagilima iliskin bazi dagilimsal o6zellikler; yasam
fonksiyonu, hazard fonksiyonu ve kuantil fonksiyonlar: elde edilmistir. Parametre tahmini i¢in en gok
olabilirlik, bayes, en kiiciik kareler, agirliklandirilmis en kiigiik kareler, Anderson-Darling ve Cramer-von
Mises yontemleri kullanilmigtir. Simiilasyon ¢alismasinda parametre tahminlerinin yan ve hata kareler
ortalamasi hesaplanmigtir. Ayrica gergek veri uygulamasi yapilarak yeni modifiyeli unit istel dagiliminin
diger dagilimlarla kiyaslanmasi yapilmistir. Bu tez ¢alismasinin sonraki béliimlerinde Arsimedyan kapula
tireticileri, fonksiyonlart ve 6nerdigimiz modifiyeli unit istel dagilimi kullanarak iki degiskenli yeni
dagilmlar dretilmistir. Bu yeni dagilimlara iliskin bazi dagilimsal 6zellikler; kapali formda yasam
fonksiyonu, hazard fonksiyonu elde edilmistir. Parametre tahmini igin en ¢ok olabilirlik ve bayes tahmin
yontemleri kullanilarak simiilasyon ¢alismasinda parametre tahminlerinin yan ve hata kareler ortalamasi
hesaplanmugtir. Ayrica yeni elde edilen iki degiskenli dagilimlarin gergek verilere uygulamasi yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Arsimedyan Kapula, Bayes Tahmini, En Cok Olabilirlik Tahmini, iki
Degiskenli Dagilim, Modifiyeli Unit Ustel Dagilim.
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In recent years, studies on obtaining new bivariate statistical distributions using copulas have
been increasing. Copulas introduced by Abe Sklar in 1959 are multivariate distribution functions whose
one-dimensional marginal ranges are uniform distrubition. In addition, copulas are functions that allow to
reveal the dependency structure between variables. In the literature there are various families of capula
such as Archimedean, Fairlie-Gumbel-Morgenstern, Gauss. By using these families, new statistical
distributions that are more flexible than existing distributions can be obtained for the analysis of various
bivariate data sets encountered in daily life. Making statistical conclusions for the unknown parameters of
these distributions is very important in modeling real data.

In this study, after giving general definitions which are needed to for his thesis study, new unit
distribution called, the modified unit exponential distribution, is introduced. Some distributional
properties of this new distribution such as survival function, hazard function and quantile functions are
obtained. Maximum likelihood, bayesian, least squares, weighted least squares, Anderson-Darling and
Cramer-von Mises methods are used for parameter estimation. In the simulation study, the mean error
squares of the parameter estimates are calculated. In addition, the new modified unit exponential
distribution is compared with other distributions by applying real data. In the next sections, a new
bivariate distributions is generated using Archimedean copula generators, their functions and the
modified unit exponential distribution proposed. Some distributional properties of this new distributions
such as survival function and hazard function are obtained. In the simiilation study, the biases and the
mean error squared of parameter estimations are calculated by using the maximum likelihood and
bayesian estimation methods for parameter estimation. In addition, the new bivariate distributions
obtained have been applied to the real data.

Keywords: Archimedean Copula, Bayes Estimation, Bivariate distribution, Maximum
Likelihood Estimation, Modified Unit Exponential Distribution.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

F(.) : Dagilim fonksiyonu

f() - Olasilik (yogunluk) fonksiyonu

h()) : Hazard (tehlike) fonksiyonu

S() : Yasam fonksiyonu

L@®].) : Olabilirlik fonksiyonu

2(0].) - log-olabilirlik fonksiyonu

7(0) : Onsel dagilim

Q() : Teklif Fonksiyonu

g (0 | ) : Sonsal dagilim

E@].) : Beklenen deger

LS(0) : En kiiglik kareler ampirik dagilimi
WLS(0) . Agirliklandirilmis en kiigiik kareler ampirik dagilimi
AD(0) : Anderson-Darling ampirik dagilimi
CVM (0) : Cramer-von Mises ampirik dagilimi
C(u,v) : Kapula dagilim fonksiyonu

c(u,v) : Kapula olasilik yogunluk fonksiyonu
o(.) : Arsimedyen Kapula iirete¢ fonksiyonu
T : Kendall’in Tau’su

o) : Sperman Rho’su

Kisaltmalar

DF : Dagilim fonksiyonu

OYF : Olasilik yogunluk fonksiyonu

ECO . En ¢ok olabilirlik

EKK . En kii¢iik kareler

AEKK : Agirliklandirilmis en kiigiik kareler
AD : Anderson-Darling

CVM : Cramer-von Mises

MzZMC : Markov Zincirleri Monte Carlo
M-H : Metropolis-Hastings

AIC - Akaiki bilgi kriteri

BIC : Bayesci bilgi kriteri

CAIC : Diizeltilmis Akaiki bilgi kriteri
HQIC : Hannan-Quin bilgi Kkriteri

HKQ_ : Hata Kareler Ortalamast

MUU : Modifiyeli Unit Ustel

AMH > Ali-Mikhail Haq
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Literatiirde tek degiskenli ve ¢ok degiskenli yeni dagilimlarin elde edilmesi
ve oOzelliklerinin incelenmesi ile ilgili birgok ¢alisma mevcuttur. Mevcut ¢ok
degiskenli istatistiksel dagilimlarin marjinal dagilimlart genelde aynmi dagilimdir.
Ornegin ¢ok degiskenli normal dagilimin marjinal dagilimlar tek degiskenli normal
dagilimdir. Gergek hayatta birbirlerini etkileyen rasgele degiskenlerin ayni dagilima
sahip olmas1 miimkiin olmayabilir. Bu tip nedenler ile yeni ¢ok degiskenli dagilimlar
elde etmek igin literatiirde kapula fonksiyonlar1 kullanilmaya baglanmigtir. Sklar
(1959) tarafindan ortaya atilan Kapula terimi, “baglanti, bag” anlamina gelen Latince
isimlerin bir araya gelmesinden olugsmustur. Kapulalar, tek boyutlu marjinalleri (0,1)
araliginda diizgiin olan ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlaridir. Ayrica, kapulalar,
degiskenler arasindaki bagimlilik yapisint da ortaya koymaya olanak saglayan
fonksiyonlardir. Yani kapulalar, ¢ok degiskenli dagilimin bagimlilik yapisindan
marjinal dagilimlari ayirmamizi saglayan fonksiyonlardir (Nelsen, 2006). Literatiirde
Arsimedyan, Fairlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), Gauss gibi parametrik kapula
aileleri yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Morgenstern (1956), Gumbel (1960) ve
Farlie (1960) tarafindan yazilan makalelerdeki modellerin birlestirilmesi ile elde
edilen kapulalar FGM kapulalar ailesi olarak adlandirilmistir (Lai ve ark., 2009).
Amblard ve Girard (2002), genel bir iretici fonksiyon kullanarak Fairlie-Gumbel-
Morgenstern (FGM) kapulalarini1 genellestirmisler ve bazi 6nemli 6zelliklerini
incelemislerdir. Fischer ve Klein (2007), bu genellestirilmis FGM kapulalar i¢in belli
tek degiskenli dagilimlarin olasilik yogunluk-kuantil fonksiyonlarina dayali yeni
tireticiler sinifi tanitmiglar ve iki yeni kapulay1 ifade eden iki yeni tiretici fonksiyon
onermislerdir. Kapulalar, degiskenler arasinda lineer veya lineer olmayan iliskiyi
6lgmek i¢in kullanilabilirler (Nelsen, 2006). Genest ve MacKay (1986), iki degisken
arasindaki iliskiyi 6lgmeye yarayan Kendall’m uyum katsayisina geometrik bir
yorum vermek i¢in literatiirde en yaygin kullanilan Arsimedyen kapulalarinin nasil
kullanilabilecegini gostermislerdir. Genest ve Rivest (1993) ise Arsimedyan
kapulalar1 i¢cin Kendall’in 7 ’suna dayali parametrik olmayan bir tahmin prosediirii
onermiglerdir. Ali ve ark. (1978), Cook ve Johnson (1981), Frank (1979) ve Gumbel
(1960), Arsimedyan kapulalarinin genel iiretici fonksiyonu yerine gesitli fonksiyonlar
kullanarak literatiire yeni tek parametreli kapula ailelerini kazandirmiglardir. Nelsen

(1997), Arsimedyan kapulalarmin {iretici fonksiyonu icin Yyeni bir fonksiyon



kullanarak yeni iki parametreli kapulalar ailesini tanitmis ve Ozelliklerini
incelemistir. Hasan ve Najjari (2013), Arsimedyan kapulalar ailesinin {iretici
fonksiyonu olarak kosekant hiperbolik fonksiyonunu kullanarak bu kapulalar
ailesinin yeni bir iireticisini tamimlamiglardir. Najjari (2018), Arsimedyan kapulalar
ailesinin Ttretici fonksiyonu olarak kotanjant fonksiyonunu kullanarak yeni bir
trigonometrik Arsimedyan kapulalar ailesini elde etmistir. Alhadlaq ve Alzaid
(2020), belli kosullar altinda (0,1) araliginda tanimli dagilim fonksiyonlarinin ve
olasilik ¢ikaran fonksiyonlarinin Arsimedyan treticileri olarak kullanilabilecegini
gbzlemislerdir. Iyi bilinen Arsimedyan kapulalarinin ¢ogunun bu iireticiler araciligi
ile elde edilebilecegini gostermislerdir. Susam (2020) ise, iiretici fonksiyon olarak
farkli bir kotanjant fonksiyonu kullanarak Arsimedyan kapulalarinin yeni bir tipini
elde etmis ve kotanjant kapulasinin bagimlilik parametresini tahmin etmek igin sdzde
(pseudo) en gok olabilirlik yontemini kullanmistir. Ayrica bu yeni kapulaya iligkin
gercek veri analizi de yapmistir. Celebioglu (2003), iki degisken arasindaki
bagimlilik yapisin1  Arsimedyan kapulalart ile modellemek igin gercek veri
uygulamas: gergeklestirmistir. Arslan ve ark. (2012), iki boyutlu Arsimedyan
kapulalarindan Clayton, Gumbel ve Frank kapulalarina iliskin Kendall’mn 7 ’su
araciligiyla Ki-kare uyum iyiligi testinin doviz (dolar-euro) verilerine uygulanmasi
sureti ile hangi kapulanin bu veriler igin kullanilmasi gerektigini tespit etmislerdir.
Karakas ve ark. (2017), Genest ve Rivest (1993) tarafindan o6nerilen Kendall’in
7 ’suna dayali parametrik olmayan tahmin prosediiriinii kullanarak Arsimedyan
kapulalar ailesinden olan Clayton, Gumbel, Frank, Ali Mikhail Hag ve Joe
kapulalarinin bagimlilik parametreleri gercek veri kullanarak tahmin etmislerdir.
Karakas (2018), Bitlis’in 2012-2017 yillar1 arasindaki giinliik maksimum ve
minimum sicakliklar arasindaki iliskiyi agiklamak i¢in Gumbel, Clayton, Frank, Joe
ve Gauss kapula ailelerinin bagimlilik parametrelerini tahmin etmek i¢in parametrik
olmayan metot olan Kendall Tau ve Spearman Rho katsayilarii kullanmislardir.
Guloksuz ve Kumar (2019), yeni tek parametreli iki degiskenli Arsimedyan kapulasi
tanimlamak i¢in yeni bir iiretici fonksiyon onermislerdir. Ayrica, Genest ve Rivest
(1993) tarafindan oOnerilen Kendall’in 7 ’suna dayali parametrik olmayan tahmin
prosediiriinii kullanarak yeni bagimlilik parametresini tahmin etmislerdir. Son olarak
gercek veri seti kullanarak yeni elde ettikleri kapulayr diger kapulalar ile
karsilagtirmiglardir. EI-Sherpieny ve Almetwally (2019), Arsimedyan kapulalarindan
Clayton kapulasina dayali iki degiskenli genellestirilmis Rayleigh dagilimini tanitip



bu dagilima iligkin giivenilirlik ve hazard fonksiyonlarini incelemislerdir. Ayrica bu
dagilimin bilinmeyen parametrelerinin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik (MLE)
metodunu kullanmiglardir. Tahmin edicilerin performansini degerlendirmek igin
monte carlo simiilasyon ¢alismas1 yapmislar ve bu dagilimi gergek veri seti ile analiz
etmiglerdir. Muhammed ve ark. (2021), Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), Ali-
Mikhail-Hag (AMH), Plackett ve Clayton kapulalarina dayali iki degiskenli ters
Topp-Leone (BITL) dagilimlarini tiiretmislerdir. Farkli kapulalara dayali olarak elde
edilen bu BITL dagilimlarinin bilinmeyen parametrelerinin tahmini ig¢in en ¢ok
olabilirlik tahmin yontemini kullanarak model parametreleri i¢in asimptotik giiven
araliklarin1 elde etmislerdir. Bu modellerin performansina yo6nelik Monte Carlo
simiilasyon ¢aligsmasi gergeklestirmislerdir.

Bu tez ¢alismasinda 3. Bolimde kapula ve 6zelliklerinden bahsedildikten

sonra bir alt bolimde (0,1) arahgina sahip modifiyeli unit dstel Dagilimi
Onerilmistir. (0,1) araligmma sahip siirekli bir¢ok dagilim bulunmaktadir. Bunlar

igerisinde en ¢ok bilinmekte olan dagilimlardan bir tanesi beta dagilimidir. Ancak

beta dagiliminin veri modellemede yetersiz kaldigi durumlar, ortaya (0,1) araliginda

beta dagilimina alternatif olacak yeni dagilimlar ¢ikmasi ihtiyacini dogurmustur.
Bunlara Johnson SB dagilimi (Johnson, 1955), Topp-Leone dagilimi (Topp ve
Leone, 1955) ve Kumaraswamy dagilimi (Kumaraswamy, 1980) o6rnek olarak
verilebilir. Bahsettigimiz bu dagilimlara ek olarak (0,) araliginda olan dagilimlari,
dontistim yontemi ile (0,1) araligina gevirerek tiretilmis olan yeni birim dagilimlar
da Onerilmistir. Birim dagilimlara, birim-lojistik dagilimi (Tadikamalla ve Johnson,
1982), birim-gama dagilimi (Consul ve Jain, 1971), Birim-Weibull dagilimi
(Mazucheli ve ark., 2018), birim-Lindley dagilimi1 (Mazucheli ve ark., 2019b) gibi

bazi alternatif dagilimlar vardir.

1
Caligmamizda tstel dagilima Y = (1—sech(X))« doniisimii uygulanarak yeni

birim aralikta modifiyeli unit Gstel dagilim elde edilip, veri modelleme ve daha esnek
dagilim elde etme amaciyla ekstra parametre ekleme ve doniisiim sayesinde unit tstel

dagiliminin daha genel hali elde edilmistir. Dagilim elde edilirken kullanilan

1
Y = (1—sech(X))« doniigiimii, taranan ilgili literatiirde ilk kez kullanilmustir. Elde

edilen modifiyeli unit istel dagilimin bazi temel dagilimsal 6zellikleri incelenmis,

dagilima ait parametre tahminleri i¢in en ¢ok olabilirlik, bayes, en kiigiik kareler,



agirliklandirilmis en  kiigik kareler, Anderson-Darling ve Cramer-von Mises
yontemleri kullanilmigtir.  Tahmin edicilerin HKO ve yan Kriterlerine gore
performanslari simiilasyon yardimi ile kiyaslanmistir. Ayrica gergek veri uygulamasi
yapilarak, elde edilen yeni modifiyeli unit istel dagiliminin diger dagilimlarla
kiyaslamasi yapilmigstir.

Daha sonra 5. Boliimde literatiirde mevcut olan Arsimedyan kapulalarina
dayali tiretici fonksiyonlar1 ve 6nerdigimiz modifiyeli unit tstel Dagilimi kullanarak
yeni iki degiskenli bir istatistiksel dagilimin elde edilmesi amaglanmistir. Bu
dagilmlara iliskin bazi istatistiksel Ozelliklerin incelenmesi, elde edilecek
dagilimlarin bilinmeyen parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik ve bayes tahmin
edicilerinin elde edilmesi ve bu tahmin edicilerin performanslarin1 géstermek adina
R yazilimi kullanilarak monte carlo ve markov zincirleri monte carlo simiilasyon
caligmalariin yapilmasi ve bu yeni dagilimlarin gergek hayatta kullanilabilirligini

gosterebilmek i¢in gercek veri uygulamalart yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde ¢alismamizda kullandi§imiz bazi siirekli ve kesikli dagilimlara

ve temel kavramlara deginilmistir.
2.1. Bazi Siirekli Dagilimlar

Bu baslikta tistel, gamma, Weibull, unit Weibull, beta, Kumaraswamy, Topp

Leone ve unit Lindley dagilimlarindan bahsedilmistir.
2.1.1. Ustel Dagihm

X, tstel dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskene
ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir.

F(x| ) =1-e7"*, x>0
ve
f(x| B)=pe ", x=0.

Burada £ >0 dagilimin sekil parametresidir.

2.1.2. Gamma Dagilim

X', gamma dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskene
ait olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

P

1ﬁ(a)x“‘ exp(—px), x>0.

f(x]8.a)=

Burada I'(.) gamma fonksiyonu, g >0ve « >0 sirasiyla dagilimin dlgek ve sekil

parametreleridir.



2.1.3. Weibull Dagilimi

X, Weibull dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele
degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki
gibidir.

F(x| B, a)=1-exp(-px*), x>0
ve

f (x| B,a) = Bax* exp(-Bx*), x>0.

Burada f>0ve « >0 sirasiyla dagilimin 6lgek ve sekil parametreleridir.

2.1.4. Unit Weibull Dagilimi

X, unit Weibull dagilimma sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele
degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki
gibidir.

F (x| B,a) =exp(-p(~log(x))")

ve
f (x|, ) = par(~1og(x))" " exp(~3 (~log())"

Burada a>0ve fB>0 sirasiyla dagilimm olgek ve sekil parametreleridir ve

X € (0,1) tanim araligindadir.

2.1.5. Beta Dagilimi

X', beta dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskene ait
dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.
I'(a+p) gt
() +T(B)

Burada a>0ve >0 dagilimin sekil parametreleridir ve xe(0,1) tanim

f(x|a, f) = (1-x)**.

araligindadir.



2.1.6. Kumaraswamy Dagilimi

X, Kumaraswamy dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele

degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki
gibidir.

F(x|B,a)=1-1-x*)"
ve

f(X|a, B) = afpx“(1—x*)"".

Burada a>0ve >0 sirastyla dagilimin parametreleridir ve xe(0,1) tamim

araligindadir.
2.1.7. Topp Leone Dagilimi

X, Topp Leone dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele

degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki
gibidir.
F(x| B)=x"(2~x)"
ve
f (x| B)=28x"1-x)(2-x)"".

Burada £ >0 dagilimin 6l¢ek parametresidir ve x € (0,1) tanim araligindadr.

2.1.8. Unit Lindley Dagilim

X, unit Lindley dagilimma sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele

degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki

gibidir.

F(x|p)=1- 1——’8)( exp _b
1+ A)(x-1) 1-x

ve

f(x|B)= P (L+x)° exp(—lﬂ—xj.

1+ 4

Burada g >0 dagilimin 6l¢ek parametresidir ve x € (0,1) tanim araligindadir.



2.2. Baz1 Kesikli Dagilimlar
Bu boliimde Logaritmik, Geometri ve Sibuya dagilimlarindan bahsedilmistir.
2.2.1. Logaritmik Dagilimi

X, logaritmik dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele

degiskene ait olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir.

1 B
f(xlﬂ)_ln(l—ﬂ) x’ x=12,..n.

Burada 0 < S <1 dagilimin parametresidir.

2.2.2. Geometri Dagilimi

X, geometri dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele
degiskene ait dagilim fonksiyonu ve olasilik fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir.
F(x|8)=1-@0-8)", x=12,..,.n

ve

f(x| B)=BA-B)", x=12,...n.

Burada 0 < S <1 dagilimin parametresidir.

2.2.3. Sibuya Dagilimi

X, sibuya dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Bu rasgele degiskene
ait olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir.
B

X

f (x| B) :( J(—l)”l, x=12,..,n.

Burada 0 < S <1 dagilimin parametresidir.



2.3. Hazard ve Yasam Fonksiyonlan

Yasam analizi yontemleri yasam dagilimina baglidir ve onu belirlemenin yolu
yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonudur. Hazard fonksiyonu, bir olayin belirli bir
zaman araliginda gergeklesme olasiligidir, yasam fonksiyonu ise bir olaymn
gerceklesme olasiliginin zamanla nasil degistigini gosterir.

Yasam fonksiyonu bir t noktasina kadar yasam olasiligini tanimlar;
S{t)=p(T >t)=1-F(), t>0
bu fonksiyon 0 aninda 1 degerini alir, zamanla azalir (veya sabit kalir)

Yasam fonksiyonu genellikle, basarisizlik orani olan hazard fonksiyonu
cinsinden tanimlanir. Bir denegin t zamanina kadar hayatta kaldig1 diisiiniiliirse, bir
sonraki kiigciik zaman araliginda basarisiz olma olasiliginin bu araligin uzunluguna
bolimiidiir. Hazard fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilebilir;

h(t) = lim Pt<T<t+At|T >t) f(t)

= , t>
At0 At S(t)

bu fonksiyon ayni zamanda 6liim orani olarak da bilinir (Moore ve Moore, 2016).

Iki degiskenli yasam ve hazard fonksiyonlar:, iki degiskenin etkisini
incelemede kullanilan bir kavramdir. iki degiskenli yasam fonksiyonu ve hazard
fonksiyonu sirasiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir;

S(t,t,) = p(T, > 1, T, >4)=1-F(t) - F(t) + F(t, 1), t,t, >0

ve

h(t,.t,) = é&:zi t;>0, j=12.

Yasam fonksiyonu, bir olayin gergeklesme olasiliginin zamanla nasil degistigini
gbsteren bir kavramdir. iki degiskenli hazard fonksiyonu ise, belirli bir zaman aralig:

i¢in bir olayin ger¢eklesme olasiligini iki degiskenin degerlerine gore gosterir.
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2.4. Olasiik Dagilimlarin Laplace Doniisiimii

Laplace doniistimii, istatistik, miihendislik, fizik ve matematik ¢alismalarinda
kullanildigi gibi kapula fonksiyonlarinda da kullanilmaktadir. Arsimedyan
kapulalariin ters tirete¢ fonksiyonu, Laplace doniisiimii ile elde edilmistir.

Fonksiyonlar siirekli ve kesikli olmak tizere iki farkli sekilde karsimiza
cikabilmektedir. Siirekli ve kesikli olan bir fonksiyonlarda Laplace doniisiimii
kullanimina 6rnekler sirasiyla asagidaki gibidir.

f(x), x>0’a tammlanmis bir olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere

f (x) ’in Laplace doniistimii;
j f(x)e™dx =E(e™)
0

seklinde yazilabilir. Kesikli durum igin ise  f(x), x=0,12,...”e tamimlanmis bir

olasilik fonksiyonu olmak tizere f (x)’in Laplace donlisiimii;

S f (e —E(e™)

seklinde tanimlanir (Spiegel, 1965).
2.5. Markov Zincirleri

Bir Markov zincirinin insasi, bir ge¢is matrisi ve bir baslangi¢ dagilim olmak
tizere iki temel bilesenden olusmaktadir.

Tamm 2.1. Sonlu bir S={1,2,...m} durum kiimesi olsun. V(i, j)eS?® iftine
asagidaki 6zellikleri saglayan bir p; gercel sayis1 atanmis oldugunu varsayalim.

i p;=0 V(i j)eS?
ii. > p;=1 VieS

jeS
Bu durumdaP gecis matrisi agagidaki sekilde tanimlanar:
pll e plm
p=| : :
P Pum

(X, » S deki degerlere sahip bir rasgele degisken dizisi olsun. Burada t, X

t

durumunun meydana geldigi zamani gosterilmistir.
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Tamm 2.2. Markov zincirleri kesikli zamanli ve kesikli uzayli {X,: t=12,..},
vt=12.... icin
P{Xu=11Xs=lg-.., X, =i} =P(X,, = j| X, =) = Pi ;
esitligi saglaniyorsa, {X,: t=12,...} siirecine “Markov zinciri” denir ve bu
6zdeslik, homojenlik kosulu olarak adlandirilir.

Bir Markov zincirinin ingasinin tamamlanmasi igin bir baslangi¢ dagiliminin
belirlenmesi gerekmektedir. S tizerinde ayrik dagilimlar kiimesi, 7,
ﬂ:{P:(Pi)iEs 1P>0,)P=1 }

jes

bigimde gosterilebilir. ieS durumlan icin P, =(PF,;),.s €7 zinciri i¢in baslangig
dagilim P[X, =i] =P, seklindedir.

Tamm 2.3. P=(R,...,R,) e~ ve durum uzay1 S, gecis matrisi P=(p;) ve

(i.j)es?
keyfi baslangic dagilim P, e z ile bir Markov zinciri tanimlanmis olsun. O zaman
tim t e N i¢in

PIXi,=101X,=lgs..., X, =i ]=P[X,, = ]| X, =i, ] =P,

J
bu esitlige P ’ye gore “bagimsiz zincir” denir.

Tammm 2.4. Tiim (i, j) €S® ciftleri igin pi(jt) >0 saglayacak sekilde t tam sayisi

varsa, bir Markov zinciri “indirgenemez” veya “ayristirtlamaz” olarak adlandirilir.
Tamm 2.5. Indirgenemez bir zincir, p periyodu 1’e esitse, tiim (i, j) € S? ciftleri

igin, tim t>1t; icin olasilik pi(jt)

>0 olacak sekilde t; tam sayisi varsa, bir Markov
zinciri “periyodik olmayan” olarak adlandirilir.

Tamm 2.6. Matris gosterimindeki tim je S veya PP =P durumlar igin
z P| p; = Pj

ieS

denklemini karsilayan P € 7 dagilimina “Duragan Dagilim” denir.

Tanmm 2.7. Tiim (i, j) € S? ciftleri icin S iizerinde bir olasilik dagilimi 7 varsa,
Zpipij =Z Pj Pji

ieS jeS

P e, bir Markov zincirinin “Tersinir”’ ve “Ayrintili Denge Denklemi” olarak
adlandirilir (Norris, 1998).
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2.6. Parametre Tahmini

Istatistigin ana amaclarindan biri, iizerinde c¢alisilan kitle hakkinda bilgi
sahibi olmaktir. Yani, kitlenin bilinmeyenleri hakkinda tahminlerde bulunmaktir.
Kitlenin bilinmeyenlerine parametre adi verilir. Kitlenin birden fazla parametresi
olabilir. Kitle &zellikleri hakkinda bilgi sahibi olunabilmesi i¢in bu parametrelerin
tahmin edilmesi gerekir. Bu parametrelerin tahmin edilmesi igin olasilik (yogunluk)

fonksiyonu f(x|0) olan ve dagilim fonksiyonu F(x|@) olan bir kitleden ¢ekilen

rasgele 6rneklem kullanilir (Akdi, 2005). Parametre tahmini probleminde kullanilan

kavramlar ve tanimlar asagida verilmistir
2.6.1. En Cok Olabilirlik Yontemi

En ¢ok olabilirlik tahmin yontemi, rasgele bir orneklemin ortak olasilik
(yogunluk) fonksiyonuna uygun bilinmeyen parametreleri veya bu parametrelerin bir

fonksiyonunu tahmin etmek i¢in kullanilan bir yontemdir.

X=(X,X,,... X, )~ f(x]0=6,....6,),0e® =R ortak olasilik
(yogunluk) fonksiyonuna sahip bir rasgele vektor olmak tizere 0 'nin bir fonksiyonu
olarak diisiiniilen ve L(8]x)=f(x]0)=f(x,...,x, |9) bi¢giminde tanimlanan
L(6|x) fonksiyonuna olabilirlik fonksiyonu denir. Burada ® parametre uzayini
gostermektedir. Eger, X, X,,..., X ayni dagilimdan gelen ve bagimsiz olan rasgele
degiskenler ise olabilirlik fonksiyonu;

LO|x)=f(x]|0)=Tf(x[0)...f(x,|0) (2.1)
seklinde yazilabilir (Rohatgi ve Saleh, 2001). Gortldiga gibi olabilirlik fonksiyonu
rasgele Orneklemin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu ile ayni fonksiyonel
formdadir. Ancak iki fonksiyon arasinda yorumlamada énemli bir fark vardir. Ortak

olasilik (yogunluk) fonksiyonu, (6,,...,6,) parametrelerinin degerleri verildiginde
(X, X, X, ) gozlenen degerlerin bir fonksiyonu olarak yorumlanirken, olabilirlik
fonksiyonu (X,,X,,...X,) gdzlenen degerleri verildiginde (4,,...,6,) parametre

vy Ap

degerlerinin bir fonksiyonu olarak yorumlanir. Olabilirlik fonksiyonunu en biiyiik
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yaparak elde edilen ve 6(X) ile gosterilen @ 'nin en ¢ok olabilirlik (ECO) tahmin
edicisi;

0(X)=arg max L(0]x)

seklinde tanimlanir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (ECO), bir rasgele degisken

veya rasgele vektordiir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin aldigi degere de

bilinmeyen parametrenin en ¢ok olabilirlik tahmini adi verilir. En ¢ok olabilirlik

prosediirii, gozlenen (Xl, Xoyurey Xn) degerleri icin, rasgele degiskenlerin kesikli olmasi

durumunda ortak olasilik fonksiyonunun en yiiksek olmasini saglayan ve rasgele

degiskenlerin siirekli olmasi durumunda ise ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun

en yiiksek agirlikli yogunluga sahip olmasimu saglayan 0=(4,,...,6,) parametre

vektoriiniin degerlerinin segimi olarak yorumlanir. Yani 0 ’nin en ¢ok olabilirlik

tahmini;
[ OL(0]x) |
06,
[auem} AW . 0]
60 o kx1
oL(0]x)
L 89k Jkxa

oLO]x) _
00

denkleminin ¢ozimii ile elde edilir. é(x)=argee®( Oj ¢Ozimil,

(X4, X, X, ) gOzlem degerlerinin bir fonksiyonu olacaktir. Olabilirlik fonksiyonun

ikinci tiirevindeki 0 yerine bu ¢oziim (é(x)) yazildiginda sonug negatif ¢ikiyor ise

olabilirlik fonksiyonu bu ¢6ziim ile maksimize edilmis demektir. Sonug olarak ilk
tirevin sifira esitlenmesi ile elde edilen ¢6ziim, ikinci tiirevin sifirdan kiigiik olmas1
kosulu altinda 0 ’nin en ¢ok olabilirlik tahminini verir. e tabanh logaritmik bir

fonksiyon (log) ciddi monoton artan oldugundan olabilirlik fonksiyonunu
maksimum yapan ® tahmini ile olabilirlik fonksiyonunun logaritmasimi (log)
maksimum yapan 0 tahmini aynidir. Yani;

(0]x)=0(X)=arg max L(8 | x) = argmax log L(8| x)

seklindedir (Mittelhammer ve Mittelhnammer, 2013). Bazi durumlarda olabilirlik
fonksiyonunu veya logaritmasini maksimum yapan deger yani en c¢ok olabilirlik

tahmini her zaman tiirev kullanilarak bulunamayabilir. Bu durum, 6zellikle destek
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kiimesi parametreye bagli olan veya parametreye gore tiirevlenemeyen dagilimlarda
so6z konusudur. Bu tir durumlarda gosterge fonksiyonu yardimiyla olabilirlik
fonksiyonunu maksimum yapan parametre degeri yani parametrenin en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisi tespit edilmeye caligilir.

2.6.2. Bayes Cikarimi

Teorem 2.1. (Bayes Teoremi) (2,U,P) bir olasilik uzay1 ve {An}nZl ayrik olaylarin

dizisi olsun. P(A,)>0,n=12,... ve [ JA, =Q oldugunda, VBeU, P(B) icin

u=1

P(A;)P(BIA;)

P(A;[B) =
ZP(AJ.)P(B|AJ.)

(2.2)

olarak verilir. Bayes teoreminin, toplamlarin integrallerle degistigi siirekli versiyonu

da mevcuttur.
3={f(.;0): 86cOcR*} ailesi igin @ bilinmeyen bir sabit olarak ele

alinabilecegi gibi bir olasiik dagilimina sahip rasgele degisken seklinde de
diistiniilebilir. Bayes ¢ikariminda, bilinmeyen parametreler tahmin edilirken, bir
modelin kendisi tarafindan dogrudan belirtilmedigi her parametre igin dnsel dagilim
belirlenmesi gerekmektedir.

Bayes c¢ikarimmda X, X,,..., X, orneklemi @ rasgele degiskenine

kosullandirilmis dagilimdan alinmis gibi distiniliir. Bayes tahmin islemi, 6nsel ve
sonsal dagilim aracihigiyla gergeklesir. Onsel dagilim, bir olaym gergeklesme
olasiligmin, olayin gergeklestigi bilgisi olmadan 6nceden belirlenmis bir degerdir.

Onsel dagilima ait fonksiyon (@) olarak gosterilecektir.

Orneklemin degerleri verildiginde (2.2)’de verilen Bayes teoremine gore
0 ’nin kosullu dagilimi yani 0 ’nin sonsal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
asagidaki sekildedir.
f(x]0)7(6)
f(x]0)7z(0)d0

g(0] x):J. (2.3)

Bayes tahmininde bilinmeyen parametreleri tahmin etmek igin risk

fonksiyonuna ihtiyag duyulmaktadir. Bir risk fonksiyonunun secimi, ele alinan
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probleme baglidir fakat uygun bir risk fonksiyonunun nasil segilecegine dair belirli

bir kural yoktur. Bilinmeyen parametre olan 0, 0 ’y1 tahmin ettigimizde ortaya ¢ikan
bir kayb1 temsil eder. Sonsal risk olarak bilinen beklenen kayipla olgiiliir, yani bu

durumda 0 ’nin Bayes tahmin edicisi asagidaki sekilde elde edilir.

E0|X)= j 0g(0| x)do (2.4)

Bayes tahmin edicisi, risk fonksiyonunu minimum yapan degerdir (Lehmann ve
Casella, 2006)

2.6.2.1. Markov Zincirleri Monte Carlo Yaklasim

Bir rasgele siireci kullanarak ¢esitli problemleri ¢ozmeye yonelik
matematiksel yaklagimlara Monte Carlo algoritmasi ve simiilasyon teknigine ise
Monte Carlo simiilasyonu ve Markov zincirleri kullanilarak stokastik Simiilasyon
yapma teknigine ise Markov Zincirleri Monte Carlo (MZMC) simiilasyonu denir.

Bayes ¢ikariminda denklem (2.3)’deki payda entegre olmayabilir. Bu
durumda kabul-ret algoritmasi kullanilabilmekte ancak yiiksek boyutlarda verimsiz
kalmaktadir. Buna benzer durumlarda alternatif yaklasim olarak Markov Zincirleri
Monte Carlo yaklasimmin kullanilmasi o6nerilmektedir. MZMC yo6ntemi sonsal
dagilimdan yeni bir 6rnekleme siirecini ifade eder. Bu simiilasyonda iterasyon
stirecinde sonsal olasilik yogunluk fonksiyonuna esit olan duragan dagilim ve tersinir
dagilima sahip bir Markov zinciri olusturarak dagilimdan kolaylikla 6rneklem
¢ekebilmemizi ve ¢ekilen oOrneklemlerden dagilim hakkinda istatiksel ¢ikarim
yapabilmemizi saglar.

MZMC algoritmasindaki ana sorun, sonsal dagilima yakinsasa bile, baslangi¢
degerleri sonuglar1 saptirabilmektedir. Baslangi¢ degerleri bilinmedigi i¢in baslangig
durumlarimi yani o6rneklemdeki baslangi¢ degerlerini etkisini kaldirmak igin bir
yanma siiresi vardir. Bir Markov zincirinde yeterli sayida m (yanma siiresi) adimi ve
karsilik gelen X ile gosterilen Markov zinciri, sonsal dagilimin ortalamasi asagidaki
sekilde hesaplanir;

X=—1_3x,

n—m t=m+1

n, Markov zincirinde atilan adim sayisidir. Benzer denklemler ile momentleri,

varyanslari vb. gibi sonsalin istatiksel 6zelliklerini hesaplamak i¢in kullanilabilir.
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Ilgilenilen sonsal dagilima esit duragan dagilimlara sahip Markov zincirleri
olusturmak igin en popiler iki tane MZMC yontemi vardir, bunlar Gibbs

orneklemesi ve Metropolis-Hastings algoritmasidir (Martinez ve Martinez, 2002).
2.6.2.1.1. Gibbs Orneklemesi

Gibbs 6rnekleme algoritmasi, Geman ve Geman (1984) tarafindan tanitilan

bir MZMC ornekleyicisidir. 6 €® Dbilesenlerinin her birinin tam kosullu

dagilimlarindan &rneklemenin miimkiin oldugu durumlarda 6 parametrelerini

tahmin etmek i¢in kullanilir. Metropolis-Hastings algoritmasindan farkli olarak kabul
olasiligi 1°dir ve sonsal dagilimin analitik bir ifadenin yazilmasiyla dogrudan kosullu

sonsal dagilimdan bir 6rneklemedir.

Gibbs Ornekleme Algoritmasi

1- Her § parametrelerinin degerlerini, 6° ={6/,...,6} olacak sckilde

baslangi¢ degeri verilir.
2- 1’den N ’e k iterasyonu igin
a- 0=0"
b- 6= { P 1 65M),..., p(6y |49$1)} dagilimindan 6, giincellenir.

c- =0 aln.

Gibbs ornekleme algoritmasinin her model igin ¢alismamasinin iki nedeni vardir;

1- Model yeterince karmasik oldugunda tahmin etmek istenen her
parametrenin tam kosullu dagilimini tiiretmek miimkiin olmayabilir.

2- Bazen Gibbs orneklemesi olduk¢a yavas yakinsama saglar, yani
ortaya ¢ikan Markov zinciri duragan dagilima oldukg¢a yavas yakinsar.
Bu durumlarda Metropol-Hastings algoritmasi kullanilir. Bu algoritmada yalnizca
sonsal dagilimi bilmemiz yeterlidir ve bu sayede algoritma ¢ok genel bir hal alir.
Cilinkii Bayes teoremine gore, 6nsel dagilim ve olabilirlik fonksiyonu bilindigi siirece

sonsal dagilimin orantiligi da bilinecektir (Martinez ve Martinez, 2002).
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2.6.2.1.2. Metropolis-Hastings Algoritmasi

Metropolis ve ark. (1953) tarafindan Onerilen Metropolis algoritmasinin
orijinal makalesi; kimyasal makalelerin 6zelliklerin hesaplanmasiyla ilgiliydi fakat
daha sonra yapilan c¢alismalarda Bayes c¢ikariminda sonsal dagilimin entegre
olmadig1 durumlarda kullanilmaya baglamistir.

Metropolis algoritmasi, Markov zincirinde bir aday degeri olusturmak i¢in bir
teklif fonksiyonunun tanimlanmasi gerckmektedir. Bu teklif fonksiyonu igin en

uygun se¢im modele baglidir. Yaygin bir se¢im, belirli bir ortalama ve varyansa

)

Ozelligine sahipse, algoritmaya rasgele yiiriiyiis Metropolii denir (Martinez ve

sahip c¢ok degiskenli normal dagilimdir. Teklif fonksiyonu Q(Q* | Q) =Q(‘9t -0

Martinez, 2002). Metropolis algoritmasinin arkasindaki 6nemli fikir, aday deger
mevcut degerden daha iyi uyuyorsa, bu deger belirli bir olasilikla kabul edilir, eger
edilmezse eski degerde kalinir ve algoritma devam eder. Metropolis algoritmasi

asagidaki sekildedir.

Metropolis-Algoritmasi: Rasgele Yiiriiyiis Metropolii

1- Her 6 parametrelerin degerlerini, 6°={6,...,60} olacak sckilde

baglangi¢ degeri verilir.
2- N iterasyonu igin, Markov gecis matrisi Q icin d ~Q(.|6,),

Qb 16)=0Q(8" | 6,) kosulunu saglayan &~ deger iiretilir

3- Kabul olasilig1 p = min{ 9(0) ,1} hesaplanir.
9(6y)

4- Tekdiize dagilimdan U ~U (0,1) rasgele degisken tiretilir.

5- U< p ise;
O, — 0
Aksi halde;
6., — 6y
6- N=N+1

Adim 1’de parametrelerin baslangi¢ degerleri i¢in En ¢ok olabilirlik yontemi

veya diger tahmin yontemleri ile elde edilebilir. Orijinal Metropolis algoritmasinin
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bir dezavantaj, Q  o6nerme  fonksiyonunun  simetrik  olmasi  yani

Q,10)=Q(0"|6,) olmast  gerektir.  Hastings  (1970),  Metropolis

g(gl’:Hl) ) Q(Hl’:ul’ eN) 1
9(6y) Q(6y.65.,)"

degistirerek algoritmay1 genellestirmeyi Onerdi. Bu siirim Metropolis-Hastings

algoritmasindaki 3. Adimindaki p degerini p = min{ } degerle

algoritmasi olarak adlandirilir. Metropolis-Hastings algoritmasi asagidaki sekildedir.

Metropolis-Hastings Algoritmasi

1- Her 6 degiskeninin degerlerini, 6°={¢,...,6°} olacak sckilde
baslangi¢ degeri verilir.

2- N iterasyonu igin, Markov gecis matrisi Q i¢cin 6" ~Q(.|6,), 6,
bagli oldugu durumlarda tiretilir.

9(9*) .Q(H*’H“i) ,1} hesaplanir.
9(6y) Q(6y,0')

4- Tekdiize dagilimdan U ~U (0,1) rasgele degisken iiretilir.

3- Kabul olasiligi p = min{

5- U< p ise;
Oy —0
Aksi halde;
O\, — 6
6- N=N+1

Teklif fonksiyonu Q, sonsal dagilima ¢ok benzer oldugunda algoritma en iyi

sekilde ¢alisir (Martinez ve Martinez, 2002). Yontemin basarisi kabul oranimin ¢ok

diisiik olmamasina baglidir.

2.6.3. En Kiig¢iik Kareler Yontemi

Xg <Xg <-<Xpn, 0€O®cRC parametreli aym dagilima sahip kitleden

alinmis sira istatistiklerinin gozlenen degeri olsun. 0 € ® — R* parametresi icin en

kiiciik kareler (EKK) yontemi
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LS(8) = i[F(xm)—n%LJ (2.5)

fonksiyonunu minimum yapan deger ya da degerlerdir. En kiiciik kareler yontemi

Swain ve ark. (1988) tarafindan onerilmistir (Tanis ve Karakaya, 2021).

2.6.4. Agirhklandirilmis En Kiigiik Kareler Yontemi

Xp <Xg < <Xp, 0eO®cR" parametreli aym dagilima sahip kitleden

alinmig sira istatistiklerinin gézlenen degeri olsun. @ <® c—R* parametresi icin
agirliklandirilmig en kiigiik kareler (AEKK) yontemi

n 2 i 2
WLS(6) =§%{F(xa))—n¢+l} (2.6)
fonksiyonunu minimum yapan deger ya da degerlerdir. Agirliklandirilmig en kiigiik
kareler yontemi Swain ve ark. (1988) tarafindan onerilmistir (Tanis ve Karakaya,
2021).

2.6.5. Anderson-Darling Yontemi

Bu tahmin edici, Anderson ve Darling (1952) tarafindan tanitilan Anderson-
Darling (AD) uyum iyiligi istatistiklerine dayanmaktadir. 0e® cR* igin

Anderson-Darling tahmini
5 2i-1
AD(9) :-n-ZTDog(F(x(i)))Jr|og(3(x(i)))] 2.7)
i=1
fonksiyonunu minimum yapan deger ya da degerlerdir. Anderson-Darling yontemi
hakkinda detayli bilgi Chen ve Balakrishnan (1995) calismasinda bulunmaktadir
(Tanis ve Karakaya, 2021).

2.6.6. Cramer-von Mises Yontemi

Bu tahmin edici, ismini Cramer (1928) ve Von Mises (1928) tarafindan almis

ve iki Oornege yapilan genelleme Anderson (1962) tarafindan tanitilmistir, Cramer-
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von Mises (CVM) uyum iyiligi testine dayanmaktadir. @ € ® — R* igin Cramer-von

Mises tahmini

CVM (8) = é+2{F(xa)) _le_ﬂ (2.8)

fonksiyonunu minimum yapan deger ya da degerlerdir. Cramer-von Mises yontemi
hakkinda detayli bilgi Chen ve Balakrishnan (1995) calismasinda bulunmaktadir
(Tanis ve Karakaya, 2021).

2.7.7. Tahmin Edicilerde Aranan Ozellikler

Kitlenin bilinmeyen parametreleri igin birgok tahmin edici bulunabilir. Bu
tahmin edicilerden hangisinin en iyi tahmin edici oldugu 6nemli bir problemdir.
Biitiin tahmin edicilerin bulundugu bir sinif icerisinde en iyi tahmin ediciyi bulmak
zordur. Bu smuf I ile gosterilirse bu smiftaki tahmin edicilerden belli kriterlere
sahip olanlardan baska bir sinif (YCS) olusturulursa Y smifi igerisinde en iyi
tahmin ediciyi bulmak miimkiindiir. Bir tahmin edicinin performansini 6l¢gmek igin
kullanilan kriterlerden en yaygim1i HKO (Hata Kareler Ortalamasi) ve yan
kriterleridir. Bir tahmin edici ile bilinmeyen parametre arasindaki ortalama karesel
fark HKO ile, tahmin edicinin beklenen degeri ile bilinmeyen parametre arasindaki
fark ise yan ile 6lgiiliir (Casella ve Berger, 2021), (Oztiirk, 2015). Bu kavramlarin

tanimlar1 asagida verilmistir.
2.7.7.1. Yan ve HKO

X, X500 X, T(x]0), 0€® olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip n -

n’

birimlik 6rneklem olmak iizere bu rasgele degiskenlere iliskin beklenen degerler

mevcut olsun. 7(@), 6’nin gercel degerli bir fonksiyon ve T =T(X,,..,X,),
7(60)’nin bir tahmin edicisi olsun. 7(8) i¢in T =T(X,,..,X,) tahmin edicisinin
yani;

Yan,, (T)=E,(T)-7(9)

bigiminde tanimlanir. 7(6) i¢in T =T (X,,...,X, ) tahmin edicisinin HKO’su
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HKO,, (T)=E, (T -z(0))

. 2
=Var,, (T)+ [ Bias,,, (T )}

seklinde tamimlanir. Sayet, VOe® i¢in E,(T)=7(0) ise T=T(X,,...X,)’ye

(2.9)

7(@)’nin yansiz tahmin edicisi ad1 verilir. (2.9) esitligi incelenirse yansiz bir tahmin
edicinin HKO’su bu tahmin edicinin varyansina esittir (Olive, 2014). Tahmin
probleminde, 7 (@) icin birgok tahmin edici oldugundan bu tahmin edicilerden
HKO’su kiigilik olan tahmin edicinin se¢ilmesi tercih edilmelidir. Fakat ® parametre
uzaymin bazi degerleri i¢in bir tahmin edicinin HKO’su diger tahmin edicinin
HKO’sundan kiigiik olup ® ’nin diger degerleri i¢in bilyiik ¢ikabilir. Bu durumda bir
tahmin edicinin secilmesi uygun degildir. Ancak, V&€ ® i¢in iki tahmin ediciden

en kiiciik HKO’ya sahip tahmin edicinin se¢ilmesi 6nemlidir. Bu diisiince ile goreceli

etkinlik (relative efficiency) kavrami tanimlanmstir.
2.8. Uyum lyiligi Kriterleri

X=(X,X,,..X,)~ f(0]|x=6,....6,),0e®@ =R ortak olasilik
(yogunluk) fonksiyonuna sahip n birimlik 6rneklem, ((0]|x) o6rnekleme ait log-

olabilirlik fonksiyonu ve 0 , 0’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olmak iizere, en
uygun modelin belirlenebilmesi igin, uyum iyiligi Kriterleri sirasiyla Akaiki bilgi
kriteri (AIC) Bayesci bilgi kriteri (BIC), diizeltilmis Akaiki bilgi kriteri (CAIC),
Hannan-Quinn bilgi kriteri (HQIC) asagidaki sekildedir.

AIC =-20+2k

BIC =-2(+klog(n)

CAIC = 204 2Kn
n-k-1

HQIC =-2(+ 2k log(log(n))

Belirli bir veri kiimesi i¢in ilgilenilen dagilimlar arasinda en kiigiik AIC, BIC, CAIC
ve HQIC degerlerine sahip olan dagilim en iyi model olarak diistiniiliir.
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3. KAPULALAR VE BAZI OZELLIKLERI

C: [0’1] X([L?’\:/L} : [((:);i] » bi¢iminde tanimlanan fonksiyonu igin;

1- Yu,ve[0,1] igin C(u,0)=0=C(0,v)

2- vu,ve[0,1] i¢in C(u,1)=u, C(Lv) =V

3- vu,ve[0,1] i¢in 0<C(u,v) <1

4- Yu,,u,,V,,V, €[0,1] ve u, <u, vev, <v, i¢in

C(u,v)+C(u,,v,)-C(u,,v,)-C(u,,v,) =20

Ozellikleri saglaniyorsa C fonksiyonuna [O,l]x[O,l] ‘de tanimlanan iki
boyutlu bir kapula adi verilir. C(u,v) ’ye ise C kapulasi tarafindan atanan kapula
fonksiyon adi verilir. Burada C(u,v), [0,1] araligindaki bir saymn [0,u]x[0,v]
dikdortgenine atanmasi olarak diisiiniilebilir. Yukaridaki esitlik ise [0,1]><[0,1] 'deki
her bir [u,,u,]x[v;,V,] dikdértgenine C tarafindan atanan sayi i¢in bir formiil verir.

Bu atanan say1 negatif olmamalidir. Kapulalarin 6nemli bir 6zelligi de azalmayan ve

diizgiin siirekli bir fonksiyon olmasidir. Yani, bir C kapulast igin yukaridaki 4.
ozelligin  saglanmasmm  yan1  swra;  VU,U,,V,,V, €[0,1]  olmak iizere
IC(u,,V,) = C(u,, V)| < |u, —uy |+ |v, =V, | esitsizligi de saglanir (Nelsen, 2006).

Teorem 3.1. C bir kapula olmak iizere ¥ (u,v)<[0,1]x[0,1] i¢in

max (u+v—1,0)<C(u,v) <min(u,v)

bi¢cimindedir. Burada min(u,v) sayisina  Frechet-Hoefding {ist smir1  ve
max (u+Vv—1,0) sayisina ise Frechet-Hoefding alt sinir1 adi verilir. Bu alt siir ve

ist smirlar da yukaridaki ozellikleri sagladigindan birer kapula fonksiyonlardir.
Ayrica, C(u,u) ile gosterilen fonksiyona kosegen kapula fonksiyonu, TT(u,v)=uv

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona ise bagimsiz kapula fonksiyonu denir (Nelsen,
2006).

Teorem 3.2. C bir kapula olmak iizere Yu,ve[0,1] i¢in C(u,v) ‘nin U ve V’ye

gore kismi tiirevleri mevcut olup;
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< oC(u,v)
ou

0

<1, g<CWUY) 4
ov

bi¢cimindedir. Ayrica bu kismi tiirevlerden olusan fonksiyonlar da azalmayandir
(Nelsen, 2006). Kapulalarin dagilim fonksiyonlar: ile iliskisi ise asagidaki sekilde
aciklanabilir.

Siirekli X, ve X, rasgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlari
sirastyla F(x) =P(X;<x), G(X,)=P(X, <Xx,) ve (Xl, Xz) rasgele vektoriiniin
ortak dagilm fonksiyonu H (x,X,)=P(X,<x,X,<X,) olmak iizere her bir
(x,,%,) reel sayr ciftinin [0,1] araliginda deger alan F(x), G(X,) ve
H(x,%,)=P(X,<x,X,<X,) sayilan ile iliskilendirildigi diisiiniilsiin. Diger bir
anlatimla, her bir (Xl,Xz) reel sayi cifti [O,l]x[O,l] birim karede tanimli bir
(F(Xl),G(Xz)) noktasina karsilik gelir ve bu her bir (F(Xl),G(Xz)) sirali ¢ifti [0,1]
araliginda tanimlt bir H (x,,X,) noktasina karsiik getirilir. Bu diisiince ile ortak

dagilim fonksiyonunun degerini marjinal dagilim fonksiyonlarinin degerlerinden

olusan her bir sirali ¢gifte atayan fonksiyonlar kapula olarak isimlendirilir.

Teorem 3.3. X, ve X, sirasiyla siirekli F ve G marjinal dagilim fonksiyonlarina
sahip rasgele degiskenler olmak {izere olasilik integral donilisimii gere§ince
U, =F(X,) ve U, =G(X,) rasgele degiskenleri U (0,1) diizgiin dagilima sahiptir

(Nelsen, 2006).
3.1 Sklar Teoremi

Sklar Teoremi, kapulalar teorisinin merkezinde yer alan bir teoremdir. Sklar
Teoremi, kapulalarin ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 ile tek degiskenli
marjinalleri arasindaki iliskide oynadigi roli agiklar (Nelsen, 2006).

Teorem 3.4. H, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. O

zaman, R =[—o0,0] ile gosterilen genisletilmis reel sayilar kiimesindeki tim x;, x,

sayilar1 igin

H(x,%,) =C(F(x),G(x,)) (3.1)
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h(x., %) = f(%)90¢)c(F (%), G(x,)) 3.2)
olacak sekilde bir C kapulasi vardir. F ve G siirekli ise 0 zaman C kapulas: tektir.
Sayet C bir kapula, F ve G dagilim fonksiyonu ise (3.1) esitliginde tanimlanan H
fonksiyonu, F ve G marjinallerine sahip bir dagilim fonksiyonudur ve (3.2)
esitliginde tanimlanan h fonksiyonu F ve G marjinallerine sahip bir olasilik

yogunluk fonksiyonudur (Sklar, 1959).

Sonug¢ 3.4. C bir kapula, H, F ve G marjinallerine sahip ortak dagilim fonksiyonu

olsun, F* ve G*'sirastyla F ve G ’nin tersleri olmak iizere C deki herhangi bir
(F(x),G(%,))=(u,v)e[0,1]x[0,1] igin C(u,v);
C(u,v)=H (F*).,G™*(v))

bigimindedir (Nelsen, 2006).

Ornek 3.1. (X;,X,) ’nin ortak dagilm fonksiyonu H(x,x,), U, =F(X,) ve

U,=F,(X,) olmakiizere (U,,U,) rasgele vektdriiniin dagilim fonksiyonu
H (%,%) =P (X, X;)
(F’l(U )<x1 F(U,)<x,)
(U, <R (x)U, <F(x,))
(R(x), F, (%))

(X;, X, ) nin C ile gdsterilen kapulasidir.

U, )

P
P
C

C(u, (F(W). R (W)

H
P(X, <F(W), X, <F(u,))
P
P

(3.3)

(X)) <u, Fy(X,) <u,)
(U, <u,U, <u,)

(X,,X,) ‘nin ortak yasam fonksiyonu;

H (%, %, )=P(X;>x,X,>X,)
=1- Fl(x1)_F2(X2)+H(X| y)
=R (x)+F,(x) -1+ C(F(x), F,(x,))
=R () + 'EZ(XZ)—1+C(1— F(x)1- Ifz(xz))

(3.4)

seklinde elde edilir. (X, X, ) nin C ile gosterilen yasam kapulast ise
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C(uy,u,)=u, +u, -1+C(1-u,,1-u,)
bigiminde ifade edilir. Buna gore (3.4) esitligi;
H (%.%)=C(R(x). F(x))
seklinde elde edilir. (3.3) esitligine benzer sekilde;
C(u,u,)=H (R (), F(u,))
=P(X, >R () X, > K ()
=P(F(X) >u,F(X,) >u,)
=P(U,>u,,U, >u,)
=1-u,—u, +C(u,u,) =C(1-u,,1-u,)
bi¢iminde elde edilir (Nelsen, 2006).

Ornek 3.2. (Bagimsiz kapula, (Chang, 2019)). X, ve X, bagimsiz rastgele
degiskenler olsun. U, =F(X,) ile U,=F,(X,) seklinde tanimlanan rasgele
degiskenler de bagimsizdir. (X, X, ) nin C ile gosterilen kapulasi;

C(u,u,)=P(U, <u,U, <u,)
=P(U,<u,)P(U,<u,)

1u2'

Ornek 3.3. (Komonotonik kapula). X, =2X, olsun. U,=F,(X,) ve U,=F,(X,)
olmak iizere X, ’in dagilim fonksiyonu,

F (x)=P (X, <x)=P(2X, <2x)=P(X, <2x)=F,(2x)

biciminde elde edilir. U, ile U, arasinda;

Ul=|:1(X1)=|:2(2X1)=F2 (Xz):U2

seklinde bir iliski s6z konusudur. O halde ( X,, X, ) 'nin C ile gdsterilen kapulast;

C(u,u,)=P(U, <u,U, <u,)
=P(U,<u,U, <u,) (35)
=P (U, <min{u,u,}) '

=min{u,u,}.
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Komonotonik kapulas1 giicli  bir pozitif bagimliliga sahiptir. Bu ornekteki
X, =T(X,) bi¢imindeki ciddi artan herhangi bir T doniisiimii i¢in kapula her

zaman (3.5) esitligindeki gibi olacaktir (Chang, 2019).

Ornek 3.4. (Karst monotonluk kapula). X,=-2X; olsun, U,=F(X,) ve
U, =F,(X,) olmak iizere X, ’in dagilim fonksiyonu;
Fl(x)z P(X1 < X)= P(—2Xl > —2X): P(X2 > —2X)=1— F, (—2X)

biciminde elde edilir. U, ile U, arasinda;
U= Fl(Xl)zl— F, (—2X1)=1— F, (X2)=1—U2
seklinde bir iliski elde edilip (X,, X, ) nin C ile gdsterilen kapulast;
C(u,u,)=P(U,<u,U, <u,)

=P(U,<u,1-U, <u,)

=P(1-u,<U, <u,) (3.6)

=max {u, - (1-u,),0}

= max {u, +u, —1,0}.
Karst monotonluk kapulasi, gii¢lii bir negatif bagimliliga sahiptir. Ciddi azalan
X, =T(X,) bigimindeki herhangi bir T déniisiim i¢in bu kapula her zaman (3.6)
esitligindeki gibi olacaktir (Chang, 2019).
Ornek 3.5. Her kapula C ve her U,Ve[0,1] icin W (u,v)=max(u+v—-1,0) ve
M (u,v) =min(u,v) fonksiyonlarinin birer kapula oldugu ve bu kapulalarin sirasiyla
Frechet-Hoefding alt smniri, Frechet-Hoefding st sinir1 oldugu daha once
belirtilmisti. ~ max(u+v-1,0) <C(u,v) <min(u,Vv) seklinde  yazilabilecegini
gosteriniz.
Coziim 2.5. C iki boyutlu bir kapula olmak iizere X ve Y rasgele degiskenlerinin
marjinalleri sirasiyla F ve G olmak iizere ortak dagilim fonksiyonu
H(x,y)=P[X <X,Y <y] olsun. Burada;
H(x,y)<P[X <x] ve H(x,y)<P[Y <vy] (3.7)
bi¢iminde olup

H(x,y)<min(P[X <x],P[Y <vy]) (3.8)
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esitsizligi yazilabilir. Ayrica P[X >X,Y >Yy] bi¢iminde tamimlanan iki boyutlu
yasam fonksiyonu;1

P[X >X,Y >y]=1+H(X,y) —P[X <x]-P[Y <] (3.9
seklinde yazilabilir. Ayrica;

P[X < x]+P[Y <y]-1<P[X <X]+P[Y <y]+P[X >Xx,Y >y]-1 (3.10)
seklinde yazilabilen bir esitsizligin sag tarafi (3.9) esitliginden H(X,y) oldugu
kolayca goriilebilir. Yani (3.10) esitsizligi

P[X < x]+P[Y <y]-1<H(X,Y) (3.11)
bi¢iminde yeniden yazlabilir. H(X,y)>0 oldugundan (3.8) ve (3.11)
esitsizliklerinden

max(F (x) +G(y)—1,0) < H(x,y) <min(F (x),G(y))
bigiminde yazilir. u=F(x) ve v=G(y) kullanilarak (X,Y)’nin C ile gosterilen
kapulast i¢in max(u+v—1,0) < C(u,v) < min(u,v) esitsizligi dogrudur (Kpanzou,

2007).

3.2. Kapula Olusturma Metotlari

Eger bir kapula mevcut ise, o zaman Sklar teoreminin bir sonucu olarak,
istenilen marjinal dagilimlar ile iki degiskenli veya ¢ok degiskenli dagilimlar elde
edilebilir. Kapula olusturma metotlart modelleme ve simiilasyonda faydali olabilir.

Bu metotlardan ters doniisiim metodu asagida verilmistir.

3.2.1. Ters Doniisiim Metodu

Tersine doniisiim yonteminde, ortak dagilim fonksiyonlarindan dogrudan
kapula iiretmek i¢in Sklar teoreminden yararlanilir.
Siirekli ve marjinalleri F ve G olan bir iki degiskenli bir dagilim fonksiyonu
H verildiginde, bir kapula elde etmek icin
Cu,v)=H(F(u),G"(v))
metodu kullamilir. Bu kapula ile keyfi F* ve G gibi marjinallere sahip yeni iki

degiskenli dagilimlar Sklar’in teoremi kullanilarak olusturulabilir: bu durumda
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(X,Y) rasgele vektoriiniin ortak dagilim fonksiyonu H (X, y) = C(F (x),G (y)) olur.
Bu durum yasam fonksiyonlar: kullanilarak da benzer sekilde yapilabilir.

C(u,v) =H(F™*u),G™*(v))

Burada F'(t)=F "(1-t) bigiminde gosterilir (Nelsen, 2006).

3.3. Bazi1 Uyumluluk Katsayilar

Bu bolimde rastgele degiskenler arasindaki bagmmlilik veya iliski
calismasinda kapulalarin nasil kullanabilecegini arastirtyoruz. Rasgele degiskenler
arasindaki bagimlilik iligkileri, olasilik ve istatistikte en ¢ok calisilan konulardan
biridir. Bagimlilik hakkinda 6zel varsayimlar yapilmadik¢a anlamli bir istatistiksel
model tasarlanamaz. Korelasyon katsayilari, tek bir say1 kullanarak iki degisken
arasindaki bagimlilik yapisini 6zetlemede yararhdir. Pearson korelasyonu en yaygin
kullanilanidir. Ancak pearson korelasyon katsayisi yalnizca dogrusal korelasyonu
Olger ve artan doniisiimler altinda degismez degillerdir. Ancak, kapulalarin artan
veya azalan doniisimler altinda invaryantlik yani degismezlik &zelligi vardir.
Parametrik olmayan istatistiklerde, Spearman’nin rho’su ve Kendall’in tau’su gibi
sira korelasyonlari, verilerin kendisinden ziyade siralari tarafindan tanimlanirlar.
Sonug olarak, artan doniigiim altinda degismezlerdir. Kopulalar ayrica marjinallerden
bagimsiz olduklarindan, kopulalar ve sira korelasyonlari arasinda dogal bir baglanti
vardir. Aslinda hem Spearman’nin rho’su hem de Kendall’in tau’su dogrudan bir

kopulanin fonksiyonu olarak tanimlanabilir.
3.3.1. Uyum

Iki rastgele degiskenden birinin “bilyiik” degerleri digerinin “biiyiik”
degerleriyle ve birinin “kiiciik” degerleri digerinin “kiiciik” degerleriyle iliskili olma
egilimindeyse bu rasgele degisken ¢ifti uyumludur. Daha agik olmak gerekirse,

(X,Y;) ve (x;,y;) siirekli rasgele degiskenlerden olusan bir (X,Y) rasgele
vektoriinden iki gozlemi gostersin. X, <X; Vey, <y, veya x >X; ve Yy, >y, ise
(%, ¥:) ve (X;,y;)’nin uyumlu oldugu sdylenir. Benzer sekilde, X <X, ve

Y, >y;veya x >Xx; Ve y, <y ise (x,Y;) ve (x;,y;) uyumsuzdur denir. Bir bagka
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anlatimla, (X,Y;) Ve (X;,¥;), (X —=%;)(y;—y;)>0 ise uyumlu (x; —x;)(y, —y;)<0

ise uyumsuzdur denilebilir (Nelsen, 2006).
3.3.1.1. Kendall’in Tau Katsayisi

H ortak dagilim fonksiyonuna sahip bir (X,Y) siirekli rasgele vektoriine
iliskin Kendall’mm Tau ol¢iitii, her biri H dagilim fonksiyonuna sahip (X,,Y,) ve
(X,,Y,) bigiminde gosterilen iki bagimsiz rastgele vektore iligkin uyum ve
uyumsuzluk olasiliklari arasindaki fark olarak tanimlanir ve
=1y, =P [(X,—X,)(Y,-Y,) >0]-P[(X, - X,)(Y,-Y,) <0]
bi¢iminde formiiliize edilir. Bu oOlgiitiin kapulalardaki karsiligi asagidaki teoremde

verilen uyum fonksiyonudur.

Teorem 3.5. (X,Y,) ve (X,,Y,) swrastile H, ve H, ortak dagilim fonksiyonlarina
sahip bagimsiz ve ayni dagilimli rasgele vektorler olmak lizere X, ve X, rasgele
degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlan F ve Y, ve Y, rasgele
degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlart G olsun. C, ve C, sirasiile (X,,Y,)
ve (X,,Y,) rasgele vektorlerinin kapulalarini gostermek iizere bu kapulalara dayali

ortak dagilim fonksiyonlart agagida tanimlanmusgtr.

H,(x,y) = C,(F(x),G(y))
H, (%) =C, (F(x).G(Y))

(X.,Y;) ve (X,,Y,) rasgele vektdrlerinin uyum ve uyumsuzluk olasiliklar
arasindaki fark Q ile gosterilir ve asagidaki sekilde formiiliize edilir (Nelsen, 2006).

Q=P [(X,— X,)(Y, =Y,) > 0]— P[(X, — X,)(Y,~Y,) < O]
=Q(C,.C,) = 4j.J1'C2 (u,v)dC,(u,v) -1

Teorem 3.6. X ve Y siirekli rasgele degiskenler olmak ftizere bu rasgele

degiskenlerin kopulas1 C olsun. X ve Y igin Kendall in 7 6lgiitii;
11

7o =7xy =Q(C,C) =4[ [C(u,v)dC(u,v) ~1=4E(C(U,V))-1
00

seklindedir (Nelsen, 2006).
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3.3.1.2. Spearman’in Rho Katsayisi

(X, Yy, (X,,Y,) ve (X,,Y;), (X,Y) ‘den alinan bagimsiz ve ayni dagiliml
rasgele vektorler olmak iizere X,, X,, X, rasgele degiskenlerinin marjinal dagilim
fonksiyonlar1 F ve Y,,Y,,Y, rasgele degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlari
G olsun. (X.,Y;) ve (X,)Y,) rasgele vektorlerinden (X,Y;) H dagilm
fonksiyonuna sahip ve digerinin bilesenleri ise bagimsiz olsun. Yani, X, ile Y,
bagimsiz olsun. O halde (X,,Y;) ‘lin ortak dagilim fonksiyonu F(x)G(y) olur. Bu
durumda, X ve Y ‘nin Spearman ’in Rho dlgiitii, (X,,Y,) ve (X,,Y;) rastgele

vektorlerine iliskin uyum ve uyumsuzluk olasiliklar1 arasindaki fark olarak

tanimlanir ve
P=Pxy = 3P[(X1 = XZ)(Yl _Ya) >0]- P[(Xl ~ Xz)(Yl _Ys) <0]

bigiminde formiiliize edilir (Nelsen, 2006).

Teorem 3.7. (Nelsen, 2006). X ve Y siirekli rasgele degiskenler olmak tizere bu

rasgele degiskenlerin kopulasi C olsun. X ve Y i¢in Spearman *m Rho dlgiiti;
Pxy = Pc =3Q(C,11)

=12| |uvdC(u,v)-3

12| | C(u,v)dudv -3

Ot O e
Ot O e

3.4. Arsimedyen Kapula

En 6nemli kopula siniflarindan biri olan Arsimedyen kapulalari, kendilerini
analiz etmeyi kolaylastiran birtakim 6zelliklere sahip olduklarindan dolay1 ilgi ceken

bir siiftir. 2-boyutlu Arsimedyen kapulalar1 asagidaki sekilde yazilabilir.

C(u,v) =9 (p(u) +¢(v)), 0<u,v<1 (3.12)
Burada ¢(.) fonksiyonuna, C kapulasiin iireteci denir ve ¢*(.) iireteg fonksiyonun
tersini gosterir. C ’nin tamm kiimesi (0,1]°’dir ve C, (0,1) iizerinde kesinlikle

siireklidir. ¢(.) ’nin énemli bir alt sinifi t € (0,1) icin ¢ (t) <0 ve ¢ (t) >0 ile (0,1)
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tizerinde iKi tiirevi olan ¢ elemanlarindan olusur (Nelsen. 1997). ¢ ’nin bir kapula
tiretmesi i¢in @(0) = olmas1 gerekmektedir aksi halde ¢(0)’m sonlu oldugu
durumlarda, ¢ tarafindan tiretilen Arsimedyen kapulasi asagidaki sekilde verilir.

(0(—1) _ ¢7l(t)v 0<t<¢(0)
0, 0<t<p(0)

Burada t €[0,¢(0)] icin @™ =¢p " ve te[p(0),] icin @™ =0"dir. Bu durumda

sadece ve ancak %=0 ise C kesinlikle siireklidir; aksi halde C, [0,1]* deki
o(U)+ @(v) =0 egrisi lizerinde yogunlasan tek bilesendir.

Bir Arsimedyen kapulasinin treteci durumunda olan ¢, [0,1]{izerinde
digbiikeydir ve kesin olarak azalan bir fonksiyondur. Dolayisiyla herhangi bir
t € (0,1) icin asagidaki ozellikleri karsilar:
p®=0, @ (t)<0, ¢ (t)>0
Bu o6zellikler, herhangi bir iki degiskenli Arsimedyen kapulasi iireteci igin yeterli
kosullardir (Najjari, 2018).

Ek olarak ¢™*(), f(0)=0’1 saglayan R* iizerindeki laplace doniisiim
fonksiyonunun  f(.) tersine esittir. f(.)’nin laplace dontsimii ¢(.) {ireteg

fonksiyonun tersi olur.
3.4.1. Clayton Kapula

Bu kapula ailesi Clayton (1978) tarafindan ortaya konulmus olan Arsimedyen
kapula ailesidir.

Clayton kapulasimin ters ireticisi Gamma dagilimina ait olasilik yogunluk

fonksiyonunun parametreleri (%1) seklinde alinarak laplace doniisiimiinden

olusturulmustur.

1
T1/0)
- rwe-t_

T/ 0) 1+1)
=1+t)™"

1,
x? e e ™dx

|
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Seklinde elde edilir ve ¢(t) fonksiyonun tersi alinarak Clayton kapulasinin

iiretecini ¢(t) =t —1 elde ederiz.
Bu durumda denklem (3.12) kullanilarak Clayton kapulasinin dagilim fonksiyonu

denklem (3.13)’deki gibidir:

C(u,v)=@u“’+v? —1)’%,

6>0 (3.13)
Burada u,ve[0,1]’dir. Clayton kapulasinin olasilik yogunluk fonksiyonu ise
denklem (3.14)’deki gibidir:
2 201

oCuy) —(0+l)(uv)_a_l(u’9 +v? —1) 0 (3.14)

c(u,v) =
6

Clayton kapulasina ait olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli

parametreleri igin grafikleri asagida ki gibidir.

— 2.0

— 1.3

‘.
i

2

i

o
e

g
S

\\“1_

(e
e
o

s

=
T

i

T 1\\“\

iy
o

— 1.0

——

— 0.5

6=1.2
— 10
B — &
4
24 -6
P Lo
e s
wiie | g e
0. "‘f"fﬁ R s, e 30 “:"“* 1.0
.40 | s 0.8 — 2
: ﬂl ““‘“ 06
0. 04y
— 0

Sekil 3.2. Clayton kapulasinin 8 =1.2 iken olasilik yogunluk fonksiyonu



Sekil 3.3. Clayton kapulasinin € =3 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

T
““‘.‘.p"

3

— 15

— 10

Clayton kapulas1 i¢in Kendall 7 korelasyonu asagidaki gibidir.

o
T=——
0+2
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Clayton kapulasmin, Kendall z ve Spearman p Korelasyonlar1 Sekil 3.4’de

verilmistir.

09
08
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05
04r
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-l

01 H

Kendall

Spearman

0 20 40 60 80

Sekil 3.4. Farkli @ parametre degerleri i¢in Clayton kapulasinin korelasyonu

Sekil 3.4°de gorilldiigii gibi

100

Clayton kapulasinin korelasyonunda,

120

140

160

180

200

0

parametresi sonsuza dogru gittiginde bagimlilik maksimum olurken, @ parametresi

sifira  dogru gittiginde ise (u,v)

gozlemlenmektedir.

degiskenlerinin  bagimsiz

geldigi
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3.4.2. Gumbel Kapula

Bu kapula ailesi Gumbel (1960) tarafindan ortaya konulmus olan Arsimedyen
kapula ailesidir.

Gumbel kapulasinin ters iireticisi Pozitif Stable dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonunun [l,l,(cos(zljj ,O] parametreleri kullanilarak laplace
o (04

doniistimiinden olusturulmustur.

¢ '(t) =exp(—t'?) seklinde elde edilmistir ve ¢ '(t) fonksiyonun tersi
alinarak Gumbel kapulasinin iiretecini ¢(t) = (—log(t))? elde ederiz.

Bu durumda denklem (3.12) kullanilarak Gumbel kapulasi:
Cu,v) = exp[—((— log(u))’ + (—Iog(v))g)l/q, 01 (3.15)
Burada u,ve[0,1]°dir. Gumbel kapulasinin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

denklem (3.16)’deki gibidir:

0°C(u,v)

CUV="F e

—exp| ~((~log(u)" + (~log()")"” |
(~log(u))” (~log(v))’ ((~log(u))’ + (~log(v))*)
{—1+ 0+((~log(u))’ + (~log(v))’ )”‘9} y

1/6
X

(3.16)

(1/ [uv log(u) log(v) ((~log(u))’ + (—|Og(v))9)1)

Gumbel kapulasina ait olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli &

parametreleri igin grafikleri asagida ki gibidir.
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Sekil 3.5. Gumbel kapulasinin € =1.5 iken olasilik yogunluk fonksiyonu
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Sekil 3.7. Gumbel kapulasinin 8 =6 iken olasilik yogunluk fonksiyonu
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Gumbel kapulas1 i¢in Kendall 7 korelasyonu asagidaki gibidir.
_0-1
%

Gumbel kapulasinin, Kendall 7 ve Spearman p Korelasyonlar: Sekil 3.8’de

T

verilmisgtir.

09r Kendall

Spearman
0.8 H P 4

0.7 H B
06H B
0.5 B
044 B
0.3 B
0.2 B

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Sekil 3.8. Farkl1 @ parametre degerleri icin Gumbel kapulasinin korelasyonu

Sekil 3.8’de gortildiigii gibi Gumbel kapulasinin korelasyonunda, &
parametresi sonsuza dogru gittiginde bagimlilik maksimum olurken, @ parametresi
1’e  dogru gittiginde ise (u,v) degiskenlerinin bagimsiz hale geldigi

gozlemlenmektedir.
3.4.3. Frank Kapula

Bu kapula ailesi Frank (1979) tarafindan ortaya konulmus olan Arsimedyen
kapula ailesidir.
Frank kapulasinin ters ireticisi Logaritmik dagilimma ait olasilik

fonksiyonunun g =1-exp(-¢) parametresi kullanilarak laplace doniistimiinden
olusturulmustur.

(0_1(t) — i% (1_?(_ )X e—tx

x=1

—log (1-exp(-t + ) (exp(—6) -1))

S

= —% log(1+ exp(~t)(exp(-6) 1))
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Seklinde elde edilir ve ¢ *(t) fonksiyonun tersi almarak Frank kapulasmin iiretecini

exp(-td) -1

<o(t):—log[ o)1

j elde ederiz.

Bu durumda denklem (3.12) kullanilarak Frank Kapulasi

(exp(-6u) —1)(exp(—6v) —1)
exp(d) -1

C(u,v)=—%log[1+ j 0 e R\ {0} (3.17)

seklindedir. =0 durumu Frank kapulasinda yerine konuldugu zaman kapula

degerini 0/0 verir. Bunun yerine LIIT(} olarak degerlendirilmelidir.

x—>0 olarak e‘—1~x ve log(l+Xx)~x yaklasimlarin1 kullanarak, iki
degiskenli bagimsiz kapula olan € —>0, C(u,v)=uv olarak gosterilebilir. Bu

nedenle 8 =0 igin Frank kapulasini bagimsizlik kapulasi olarak tanimlayabiliriz.
60 — 0 oldugunda bagimsiz kapula C(u,v) =uv
e*—1~x, logl+x)~x ve x—0
Lifg C(u,v)=uv
(1-exp(u)) (1-exp(6v))
exp(6u) exp(6v)

1—exp(0)
exp(&)

1 A—exp(ou))d-exp(6v)) exp(6)
0 exp(6(u+Vv)) 1—exp(60)

1- oubv
0 Bu+v-1)+1)6

1 —uve j
1+
Bu+v-1)+1)6

Y D
ol ou+v-1)+1)

. uv
=lim| ——— |=uv
Hﬂo{e(u +v—l)+1)j

Seklinde bagimsiz Frank kapulasi elde edilir.

. 1
LILTg C(u,v) = —Elog 1+

60 —Foo olarak incelendiginde iki degiskenli Frank kapulast monotonluk
karsit1 kapulaya yakinsar.

Frank kapulasinin olasilik yogunluk fonksiyonu ise asagidaki gibidir
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0°C(u,v) _ —0exp(—0(u +V))(exp(-6) -1)

o) = ouov [(exp(—@u) —~1)(exp(-6v) —1) +(exp(-6) —1)]2

(3.18)

Frank kapulasina ait olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli & parametreleri

icin grafikleri asagida ki gibidir.

6=-2

— 2.0

— 1.5

— 1.0

— 0.5

Sekil 3.10. Frank kapulasiin 8 =2 iken olasilik yogunluk fonksiyonu
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Sekil 3.11. Frank kapulasinin 8 =8 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

Frank kapulasi i¢in Kendall r ve Spearman p Kkorelasyonlari asagidaki
gibidir.

g =1—§[1— D,(0)]

pP= 1_%[D1(0) - D, (9)]

Burada D, (x), herhangi bir pozitif tam say1 igin tanimlanan Debye fonksiyonudur,

bu fonksiyon Denklem (3.19)’da verilmistir (Genest 1987, Nelsen 1986).
k X

tk
D, (X) = — [ —— dt
X -([e‘—l

(3.19)
Frank kapulasinin, Kendall r ve Spearman p Korelasyonlar1 Sekil 3.12°de
verilmistir.
1 T T T
Kendall
05 Spearman
oL I'I
DAL

1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140

60 180 200
Sekil 3.12. Farkli 6 parametre degerleri i¢in Frank kapulasinin korelasyonu



40

Sekil 3.12°de gorildiigii gibi Frank kapulasinin korelasyonunda, &
parametresi -sonsuza ve sonsuza dogru gittiginde bagimlilik maksimum olurken, &
parametresi sifira dogru gittiginde ise (u,v) degiskenlerinin bagimsiz hale geldigi

gozlemlenmektedir.
3.4.4. Ali-Mikhail Haqg Kapula

Bu kapula ailesi Ali ve ark. (1978) tarafindan ortaya konulmus olan
Arsimedyen kapula ailesidir.
Ali-Mikhail Haqg kapulasinin ters {ireticisi Geometrik dagilimina ait olasilik

fonksiyonunun g =1-6 parametresi kullanilarak laplace doniisiimiinden

olusturulmustur.

(=3 (100" exp(-tx)
=1
_1-0
exp(t)—&
Seklinde elde edilir ve ¢*(t) fonksiyonun tersi almarak Ali-Mikhail Hag

1-6(1-1)
t

kapulasinin tiretecini ¢(t) = Iog( ) elde ederiz.

Bu durumda denklem (3.12) kullanilarak Ali-Mikhail Haq kapulast:

v

T 1-6(-u)(1-v)’

C(u,v) 0 c[-11) (3.20)

Seklinde elde edilir. Ali-Mikhail Haq kapulasinin olasilik yogunluk
fonksiyonu ise denklem (3.21)’da ki gibidir
o’C(u,v)  @*(Uu+v—uv-1)+60(2-u-v-uv)-1
ouov (6@+uv—u—v)-1)°

c(u,v) = (3.21)

Ali-Mikhail Haq kapulasina ait olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli &

parametreleri igin grafikleri asagida ki gibidir.



6=-1

Sekil 3.14. AMH kapulasinin € =0.5 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

6=0.9

Sekil 3.15. AMH kapulasimin € = 0.9 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

41
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Ali-Mikhail Haqg kapulasi i¢in Kendall 7 ve Spearman p korelasyonlari

asagidaki gibidir.
1 4‘UaC(u V) aC(u v)d dv _30 2 2(- 29) In(1— )
36 360
_ 12(116?) dilog(1— ) 24(;2— 0) In(1_0)_3(0+12)

Burada dilog(x), digolaritma fonksiyonudur (Nelsen, 2006). Bu fonksiyon denklem
(2.30)’da verilmistir.

dilog(x) = j n(t)dt (3.22)

1

Ali-Mikhail Hag kapulasmnin, Kendall z ve Spearman p Korelasyonlari

Sekil 3.16°da verilmistir.

05k Kendall
Spearman

041
03F
02
01F

0F .
01 /
0N2F
_0_3| 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Sekil 3.16. Farkli 6 parametre degerleri icin AMH kapulasinin korelasyonu

Sekil 3.16°da gorildigi gibi AMH kapulasinin  korelasyonunda, 6
parametresi -1 ve 1’e dogru gittiginde diger Arsimedyen kapulalarina kiyasla
bagimliligin ¢ok daha az arttigi goézlemlenmistir. 6 parametresi sifira dogru

gittiginde ise (u,v) degiskenleri bagimsiz hale geldigi gézlemlenmektedir.
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3.4.5. Joe Kapula

Bu kapula ailesi Joe (1997) tarafindan ortaya konulmus olan Arsimedyen

kapula ailesidir.

Joe kapulasmin ters iireticisi Sibuya dagilimina ait olasilik fonksiyonunun

1 .
p= 2 parametresi kullanilarak laplace doniisimiinden olusturulmustur.

x=1 X

i[ﬂ j (1) exp(-0)

 (—exp(—1))” exp(-t) + (L exp(-1))”

- (1—exp(-t)) exp(t)

_ (1-exp(-1))” ((1-exp(-1))) 1
(1-exp(-t))

~1- (1-exp(-1))’

o (1) =1-(1~ exp(—t))%
Seklinde elde edilir ve ¢ *(t) fonksiyonun tersi alinarak Joe kapulasinin iiretecini
o(t) =—log(1-(1-t)") elde ederiz.

Bu durumda denklem (3.12) kullanilarak Joe kapulast:
CuVv) =1-[@-u)’ +L-v)’ - @-u)’@-v)’]", el (3.23)
Seklinde elde edilir. Joe kapulasinin olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem
(3.24)’deki gibidir.

(t-u’a-a-v")+@-v"}" t-v’e-u’
ocuy) _ *{1-@-v)’-@-u)’-0-v)") -0

c(u,v) = Y (1_u)(1—v){(1—u)6 +(1-v)’ - (1_u)‘9(1—v)0}z

(3.24)

Joe kapulasina ait olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli € parametreleri
icin grafikleri asagida ki gibidir.



Sekil 3.17. Joe kapulasinin 8 =1.5 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

6=5

Sekil 3.18. Joe kapulasinin 8 =5 iken olasilik yogunluk fonksiyonu

44



45

— 40

— 30

— 20

— 10

Sekil 3.19. Joe kapulasinin € =10 iken olasilik yogunluk fonksiyonu
Joe kapulasi igin Kendall 7z korelasyonu asagidaki gibidir.
4
=1+ 5 Dj (0)
D, (x), denklem (3.19)’da verilmistir.

Joe kapulasinin, Kendall z ve Spearman p Korelasyonlart Sekil 3.20°da

verilmistir.

Kendall
08y Spearman H

06| B

04 B

02F B

[] [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80

Sekil 3.20. Farkli @ parametre degerleri i¢in Joe kapulasiin korelasyonu

Sekil 3.20°de goriildiigii gibi Joe kapulasinin korelasyonunda, & parametresi
sonsuza dogru gittiginde bagimlilik maksimum olurken, @ parametresi sifira dogru

gittiginde ise (u,v) degiskenlerinin bagimsiz hale geldigi gézlemlenmektedir.
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3.5. Kapulalar I¢in Uyum lyiligi Testi

X=(Xy,...,Xy), d>2 dagilim fonksiyonu H ve siirekli marjinalleri
F.,..., F, rasgele bir vektdr olsun. X igin bir kapula modelinde, C’nin parametrik
bir C,={C(.;0):0c©®c%R’|, peN ailesi tarafindan iyi temsil edilip
edilmedigini bilmek isteriz bu sebepten 6tiirti uyum iyiligi testleri kullaniriz. Uyum
iyiligi testi i¢in yokluk hipotezi asagidaki sekildedir
H,:C=C,

H, 1 test etmek igin, (genellikle bilinmeyen) marjinal dagilimlar rahatsiz
edici parametreler olarak ele alinir ve ampirik karsiliklart olan sézde (pseduo)
gozlemler U, = (U,,...,Uy), ie{l,...,n} ile degistirilir.

U W

=) iefloon), jeft....df (3.25)

i 1€ {1,...,n}, je {1,...,d} girislerinden olusan

Burada F, (x):lZI{ij <x}, X
N\

veri matrisinin j ’inci veri siitununun ampirik dagilim fonksiyonunu gosterir (Genest

C. ve ark, 2006). Bu yaklagiminin ardindan C ’nin goézlemleri olarak yorumlanan

dolayisiyla 0 ’y1 tahmin etmek ve H,’1 test etmek i¢in kullanilan sira tabanli sdzde
gozlemler elde edilir.

Uyum iyiligi testi yapmak igin, sozde gozlemler U;, ie{l,...,n}, genellikle
énce U;, ie{l...,n} degiskenlerine Rosenblatt ddniisiimii ile doniistiiriiliir, bu

yontem yokluk hipotezi altinda test etmek igin yeterince basit olabilir (Hering ve
Hofert, 2015).

3.5.1. Ampirik Kapula ve Bootstrap

Bu bolimde Ampirik kapula siireglerine dayali bazi testleri ve Bootstrap

testinden bahsedilmistir.
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3.5.1.1. Ampirik Kapula Siireclerine Dayal Bazi Testler

Bu tiir kapula uyum iyiligi testler, kapula parametresi 0 'nin bazi yakinsak ve
uygun tahmincisi 6, i¢in ampirik C, kapulasi ile gergek bagdastiricis1 C, veya C,
ile C, arasindaki mesafelere dayanir (Fermanian, 2013). Bu tip testlerden,
Kolmogorov-Smirnov ve Cramer-von Mises testlerini ele alacagiz.
Kolmogorov-Smirnov test istatistigi

T = sup \/ﬁcn(u)—Cen‘,

uef0,11¢

Cramer-von Mises test istatistigi

T =n | {c,)-C, W)} dc,)

[o.y*
ve yaklasik p—degeri asagidaki formiille hesaplanir,
L I(]T | >[T,))
; b

Burada T, ve T, , sirasiyla test istatistigini ve Bootstrap test istatistigini gosterir.

3.5.1.2. Rosenblatt’in Doniisiimii

Rosenblatt (1952) tarafindan tanitilan doniisiim, dogrudan test edilebilen veya

test amaglar i¢in tek boyutlu degiskenlere daha fazla eslenebilen kesinlikle siirekli

bir kapula C’den verilen rasgele vektdrler U;, ie{l...,n} olan standart tek-
boyutlu rasgele vektdrlerin U;, ie{l...,n} gergeklesmesini elde etmek icin

standart bir yaklasimdir. U ~C, d — boyutlu rasgele bir vektér olsun. U ~U[0,1]°
doniistimiinii elde etmek igin (yani her biri [0,1] tiizerinde esit olarak dagilan
bagimsiz bilesenlere sahip rasgele bir vektdr) Rosenblatt (1952) tarafindan verilen
R:U —» U’ doniisiimii asagidaki sekildedir

U,=U,

Ulz :Cz(Uz |U1) (3.26)

U,=C,(U,|U,,...,.U,)
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burada je{2,...,d} i¢in C,(u;|u,...,u;,), U =u,...,U; =u,, ile verilen
U, 'nin kosullu dagilim fonksiyonunu gosterir. Uyum iyiligi testleri olusturmak igin

Rosenblatt doniistimiinii asagida ve simgesel olarak “R ™ olarak gosterecegiz.

Belirli bir kapula C i¢in C;(u; |u,...,u; ), j€{2,...,d} rasgele vektorlerini
genellikle kosullu dagilimlar ve kismi tiirevler yardimiyla bulunabilir. C’nin ilk
d —1 argiimanlarina gore stirekli kismi tiirevleri oldugunu varsayalim, bu durumda

Dj_ly_._'lC(l’“"” (Uy,...,u;)

C.(u;|u,...,u;, )= . , jei2,...,d
J( J| 1 11) Djilwlca,...,]_l)(ul,“.7UH) JE{ }

burada C*~"  C-’nin ilk k argimanma karsihk gelen k-boyutlu marjinal

kapulasim belirtir ve D, ,, ilk j—1 argiimanlarina gore j—1 mertebesinin karisik

kismi tiirevini gosterir. (d —1) kez siirekli olarak tiirevlenebilir iireteg ¢ ile d -

boyutlu Arsimedyen kapulasi i¢in

P! (ZJ: o (Uk)]

P! (JZ co‘l(uk)j

seklindedir. Denklem (3.26) ve denklem (3.27) yiiksek boyutlarda uygulanabilirken

C,(u;luy,....,u; ) = , je{2....d} (3.27)

sorun olabilmektedir, s6z konusu tiirevleri nimerik olarak ¢ozmek oldukc¢a zordur
(Hering ve Hofert, 2015).

3.5.1.3. Parametrik Bootstrap

Parametrik Bootstrap prosediirii araciligiyla uyum iyiligi testlerinde p -degeri
hesaplamalarinda Bootstrap test istatistigi tahminleri elde edilir.
1- X, ie {1,..., n} verisi verildiginde, denklem (3.25)’de verildigi gibi
U, ie {1 n} gozlemleri olusturulur ve bilinmeyen kapula parametre
vektori 0 tahmin edilir.

2- U;,ie{l....n} ile verilen kapula ailesi ve 0, parametre tahmini temelinde,

R dénisiimiiniin ilk d -1 bileseni Uy, ie{l...,n}, je{l...,d -1} denklem
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d-1
(3.27)°deki gibi Yi=2(¢*1(u;j))2, ie{l..,n} ve test istatistikleri
j=1

Jnc,(r)-c, | ve T2 =n [ {c,(x)-C, (X))} dC,(r))

[0.11°

KS
T = sup
uef0,1]°

3- Bootstrap ¢ogaltmalar1 igin M sayis1 segilir ve her ke{l,...,l\/l} icin
asagidaki adimlar uygulanir.

a. én parametresi ile verilen kapula ailesinden n biyiikliigiinde rasgele bir

orneklem olusturulur ve karsilik gelen sézde (pseduo) goézlemler

U: RS {1,...,n} hesaplanir, ardindan bilinmeyen parametre vektorii 0 y1

0, ile tahmin edilir.

b. U, ie{l...,n} ile verilen kapula ailesi ve @, parametre tahmini

temelinde, R dontisimiiniin ilk d-1 bileseni

Ujeie{l...n}, je{l....d=1},  denklem  (3.27)’deki  gibi,

d-1

ik =Z(¢71(U{;k))2, ie{l...,n} ve test istatistikleri
i=

T = sup [V, (1) -C, |, T =n [ {c,(r)-C, ()} dc, (1)
uef0,1) o1

hesaplanir.

M M
4- Yaklagik bir p degerleri ﬁZI(TnKS* >T5) ve ﬁZI(TnC"M* >TM) ile
k=1 k=1

verilir.

Diger yaklagimlar i¢in Bootstrap prosediirleri benzer sekilde elde edilebilir (Hering
ve Hofert, 2015). Bu tez calismasinda Bootstrap c¢ogaltmast M =1000 olarak

kullanilmastir.
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4. MODIFIYELI UNIT USTEL DAGILIMI

Bu boliimde birim araligi (0,1) olan yeni iki parametreli modifiyeli unit tstel
(MUU) dagilimi énerilmistir.

X', dagilim fonksiyonu G(x) olan g parametreli tistel dagilimina sahip bir

1
rasgele degisken olsun. Y = (1—sech(X))« doniisiimii kullanilarak modifiyeli unit

tstel dagilimi elde edilmistir. Y ’nin dagilim fonksiyonu;

1

F(y)=P(Y<y)= P((1-sech(x))* < y) = P(x <arcsech(l— y"‘))
=G(arcsech(l-y*))
seklindedir.
G(x) =1-exp(-px), x>0, >0 ile verilen iistel dagilima ait dagilim

fonksiyonudur, 0 zaman Y ’nin dagilim fonksiyonu;
F(yla, p) =1-exp(-Barcsech(l-y*))), xe(0,1) (4.1)
seklinde elde edilmistir. Burada g ve o« sirasiyla dagilimin olgek ve sekil

parametreleridir. Y rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

)= Bay™ expg—ﬂ(arc sech(l; y“))) (4.2)
Jy -y ey2-3y +y*

elde edilir. Elde edilen yeni dagilima iliskin olasilik yogunluk fonksiyonun bazi

fyle. p

parametreleri i¢in grafikleri sekil 4.1-4.4 de verilmistir.

=06
=3

=6

fly)

Sekil 4.1. p=0.3 oldugunda o parametresinin farkli degerleri igin MUU dagiliminin oyf’si



Sekil 4.2.

Sekil 4.3.

o1

Sekil 4.4. « =3 oldugunda £3 parametresinin farkli degerleri igin MUU dagiliminin oyf’si

Sekil 4.1-4.4’de goriildiigii gibi MUU dagiliminin olasilik  yogunluk

fonksiyonun parametrelere gore artan, azalan ve saga carpik oldugu gozlenmektedir.

MUE dagiliminin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla

S(yla, ) =exp(-p(arcsech(l-y*)))

(4.3)
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_ pory“?
h(yla,ﬁ)_ \/ya_yZa \/2_3ya+y2a (4'4)

MUE dagilima iliskin hazard fonksiyonun bazi parametreleri i¢in Sekil 4.5-4.8’de

verilmistir.

25
=3
w=6
2 =10 .
1.6k -
=
1k <
05 -
0 L 1
0.1 0.2 0.9 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.6. g =5 oldugunda & parametresinin farkl: degerleri i¢in hazard fonksiyonu

Sekil 4.7. a =3 oldugunda 3 parametresinin farkli degerleri i¢in hazard fonksiyonu
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a0

40}

0+

20

Sekil 4.8. a =5 oldugunda /3 parametresinin farkli degerleri igin hazard fonksiyonu

Sekil 4.5-4.8’de goriildiigii gibi MUU dagiliminm, yasam testinde birgok
uygulamaya sahip olacak sekilde 6zellikle artan tehlike orani yoniine sahiptir.

4.1. Kuantil ve Moment

Bu bolimde modifiyeli unit tstel dagilimina ait kuantil fonksiyonuna ve

momentlere bakilacaktir.
4.1.1. Kuantil

modifiyeli unit Gstel dagilimindan say: tiretmek ve medyani elde etmek igin
kuantil fonksiyonu elde edilecektir. X, dagilim fonksiyonu (4.2) olan bir modifiyeli

unit tstel dagilimdan gelen rasgele degiskeni olsun. Daha sonra modifiyeli unit tstel

dagilimm kuantil fonksiyonu x = F(y, S, )

x=£1—sech (%In(l—U)na (4.5)

seklindedir. Burada U , Diizgiin (0,1) dagilimidan gelmektedir. MUU dagiliminin

pth quantil fonksiyonu ve medyani sirasiyla verilmistir.

X, =X= (l—sech (% In(1- p)n
Xo5 = X = (1—sech (l In(l—O.B)D :
B
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4.1.2. Momentler

Y, MUE dagilimina sahip bir rasgele degisken olsun. Y rasgele degiskeninin

r. Momenti

1

o= [y f(y)dy =

0
[ Bay“™ exp(-p(arcsech(l—y*)))
Iy a 2a a 2a dy
0 JY -y 2-3y  +y

olarak elde edilebilir.

MUU dagiliminin farkli ve parametre degerleri icin ortalama, varyans,
carpiklik, basiklik katsayisi ve moment degerleri Tablo 4.1 ve Tablo 4.2'de

verilmistir.

Tablo 4.1. Farkli 3 ve o parametre degerleri igin MUU dagilimimnin beklenen deger, varyans,
carpiklik ve basiklik kat sayist

Y5 a Beklenen Deger Varyans Carpiklik Basiklik
2 0.5960 0.0993 -0.2806 1.7615

05 4 0.7673 0.0520 -0.9363 2.7619
6 0.8122 0.0409 -1.2061 3.7904
2 0.3243 0.0587 0.6522 2.4265

2 4 0.4472 0.0551 0.3652 2.1328

6 0.6394 0.0390 -0.1693 1.9668
2 0.1800 0.0239 1.0364 3.8251

35 4 0.3867 0.0373 0.3269 2.6464
6 0.5254 0.0317 -0.2369 2.3931

Tablo 4.2. Farkli 2 ve o parametre degerleri igin MUU dagilimimin ilk dért momenti

B a M My Hs Hy
2 0.7395 0.6380 0.5760 0.5321
0.3 4 0.8406 0.7496 0.6858 0.6375
6 0.8963 0.8258 0.7734 0.7323
2 0.3660 0.1911 0.1185 0.0821
1.7 4 0.4944 0.3045 0.2115 0.1581
6 0.6480 0.4625 0.3516 0.2791
2 0.2135 0.0793 0.0373 0.0199
3 4 0.3902 0.1933 0.1102 0.0691
6 0.5463 0.3322 0.2158 0.1470

a parametresi arttigi zaman beklenen deger ve basiklik katsayisi artmakta
iken varyans ve carpiklik katsayisi azalmakta oldugu goriilmektedir, g parametresi
arttig1 zaman garpiklik katsayisi artmakta iken beklenen deger, varyans ve basiklik

katsayis1 azalmaktadir.
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4.2. Parametre Tahmini

Bu béliimde, MUU dagilimmin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek igin
6 farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin edici yontemleri; en ¢ok olabilirlik
yontemi, bayes yontemi, en kiiciik kareler yontemi, agirliklandirilmis en kiiglik

kareler yontemi, Anderson-Darling ve cramer-von misas tahmin edicileri.

4.2.1. En Cok Olabilirlik Tahmini

Yl,Yz,---,Yn, MUU dagilimindan rasgele alinmis bir 6rneklem olmak iizere;

ornekleme ait olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla;

L(c, B) = ﬁ Bay“™ expg—ﬂ (arc sech(lz YY)
' Y2 \J2 -3y + yp

— A" exp{(a —1)Zn: Iog(yi)}exp {—,B{Zn:arcsech (1-yf )}} (4.6)
eXp{—%log i(yf‘ - yf“)}exp{—%log 2(2—3%“ + Y )}

(e, ) = nlog(B) + nlog(a) + (a ~1)> log(y) — " (B(arcsech(L - y*))
i=1 i=1 (47)

1& u " 1 3 .
—EZ|Og(yi _Yiz )_EZ|Og(2—3yi +yi2 )
i=1 i-1

Seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri

ise denklem 4.8 ve 4.9’da verilmistir.

%ﬁ’ﬁ) _ %_iznl:arcsech(l— yi') )

Gﬁ(a,ﬂ) n +Z|Og(yl) Zﬂy| Iog(yl)(l Yi )
oa i Yo 2=y
1-y” \/1 ye (4.9)

Zy. log(y.) 2y2* log(y;) 12”:—3yi log(y;) +2y* log(y;)
i= 2)’. 2 i=1 2_3yia+yi2a

Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢oziilemedigi icin iteratif yontemler
yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.
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4.2.2. Bayes Tahmini

Y1’Y2""’Yn, MUU dagilimindan rasgele alinmis bir érneklem olmak iizere,
MUU dagiliminin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek icin Va e (0,0) ve
V3 € (0,0) parametreleri arasinda bagimsiz varsayildiginda ve a ~ Gamma(a,b),
S~ Gamma(c,d) oldugunda parametrelerin ortak 6nsel dagilimz;
7(a, B) = a* exp(-ba) B exp(—d ) (4.10)
seklinde elde edilir. Denklem (4.10)’da verilen Onsel dagilim ve denklem (4.6)’da

verilen orneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak

parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

exp{a (anlog(yi) —bj—ilog(yi)}exp{—ﬂ{d +Zn:arcsech (l— y/ )}}
x B exp {—; log _an(yf‘ -y )}exp{—; log an(2—3yi“ + Y )}

9(@]y) = T T exp{a(glog(yi)—bj—ilog(yi)}exp{—ﬂ[d +Zn:arcsech(l— y(’)}}x

a=0 =0 i=1

n+c—. n+a-. 1 : a 4 1 : a a
BTy lexp{—zlogZ(yi —y? )}exp{—zloglzl:(Z—syi +y? )}dad,ﬁ

i=1

(4.11)
Denklem (4.11)’deki Sonsal dagilimin paydasi sayisal olarak ¢oziilemedigi i¢in R

programinda Metropol-Hastings algoritmasi1 ile parametrelerin tahminleri elde

edilecektir.

4.2.3. En Kiiciik Kareler Yontemi

Yo <Y <-+<Yn, B ve a parametreli MUU dagilimina sahip kitleden
alinmig sira istatistiklerinin gozlenen degeri olsun. S ve « parametreleri igin en
kiiciik kareler yontemi
F(yy) =1-exp(-parcsech(l-y ), i=12,.,n (4.12)
seklinde yazilabilir. denklem (4.12)°de ki F(Y,) yerine ampirik dagilim fonksiyonu

yazildiginda
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LS(a,ﬁ)=i[F(yi )—L}
Sl 70 el (4.13)

=i[1—exp{ Blarcsech(l-y())| - n-l}

Fonksiyonu minimize edilerek, « ve g parametrelerinin EKK tahminleri asagidaki

denklem sisteminin ¢oziimii olarak elde edilebilir. g ve « parametreleri icin

sirastyla

aLSa(;,ﬂ)zi[l—eXp{ B(arcsech(l— y(,)))} i }nl(Ym) 0 (4.14)
8LSa(Z,ﬂ) Iznl‘[l exp{ pS(arcsech(l— y(,))) }7(3/(')) 0 (4.15)
denklemleri elde edilir. Burada

m(Yg) = arcsech(l-yg ) exp(-p(arcsech(l -y ))) (4.16)
ve

BY“In(y; ) exp(-p(arcsech(1-y;)))
Yo = V2 2-3y5 + v

seklinde elde edilir. Elde edilen denklemler niimerik olarak ¢oziilemediginden iteratif

772(y(i)) = (4.17)

yontemler yardimiyla ¢oziilecektir.

4.2.4. Agirhklandirilnis En Kiiciik Kareler

Yoy <Y <-+<Ym, B Ve a parametreli MUU dagilimina sahip kitleden

alinmig sira istatistiklerinin gozlenen degeri olsun. g ve « parametreleri icin

agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi;

WLS(ﬂ,a)ziW[F(ym)—nLﬂ}

= i(n—i+1) (4.18)

(n+2)°(n+2) 5]
_,21: |2Ln—|+1) [Lexp{ ~Plarcseeh- ()} - ”+J

fonksiyonu minimize edilerek, o ve g parametrelerinin AEKK tahminleri agagidaki
denklem sisteminin ¢oziimii olarak elde edilebilir. g ve o parametreleri igin

sirastyla
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OWLS(B,a) _
op
Z(n+1) (n+2){ exp{ —f(arcsech(1- y(,))) }q(y(,)) 0 9
= 1(n—-i+1)
ve
OWLS(B,a) _
Oa (4.20)

)2(n+2 !
S,

tahmin denklemleri elde edilir, 7, ve 7, denklemleri denklem (4.16) ve (4.17)’de

verilmistir. Elde edilen denklemler nimerik olarak ¢oziilemediginden iteratif

yontemler yardimiyla ¢oziilecektir.
4.2.5. Anderson-Darling Yontemi

a ve pparametrelerinin minimum uzaklhik tahminleri AD fonksiyonu

minimize edilerek elde edilir.

AD(a,,B)=—n—i%_1:|09(|:(y(i)))+|09(5(y(i)))}
n Zi_1_Iog(l—exp{—ﬁarcsech(l— yg))}) (4.21)
=—N-— ER—
iz N +Iog(exp{—ﬁarcsech(1—yf{))})

Fonksiyonu « ve g parametrelerinin AD tahminleri asagidaki denklem sisteminin

¢oziimil olarak elde edilebilir. g ve o parametreleri i¢in sirasiyla

oAD(a, i)
B
4.22
Zn: (2i-1) 771(Y(i)) _ 771(y(n+1—i)) ( )
= 1-exp{-pBarcsech(l-y())} exp{-Barcsech(l-y())}
ve
oAD(a, ) _

oa

- 772(y(i)) _ 772(y(n+17i))
;(ZI 1)ll—exp{—/iarcsech(l— y("i‘))} exp{—,Barcsech(l— y(”i‘))}

} (4.23)
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tahmin denklemleri elde edilir, 7, ve 7, denklemleri denklem (4.16) ve (4.17)’de

verilmistir. Elde edilen denklemler niimerik olarak ¢o6ziilemediginden iteratif

yontemler yardimiyla ¢oziilecektir.
4.2.6. Cramer-von Mises Yontemi

a ve pparametrelerinin Cramer-von Mises (CVM) minimum uzakhk
tahminleri CVM fonksiyonu minimize edilerek elde edilir.

cvM (a,ﬁ)=é+i[F(ym)—%}
= (4.24)

ET 1-exp{-Barcsech(l- y; )}—L_1 2
12 4 W7 2n
fonksiyonu o« ve g parametrelerinin CVM tahminleri agsagidaki denklem sisteminin

¢oziimii olarak elde edilebilir. g ve « parametreleri igin sirasiyla

%ﬂ@"ﬁ):i{l—exp{ L(arcsech(l— y(,)))} - :|771(y(|)) 0 (4.25)

ve

aC%@"ﬂ):i{l—exp{ Barcsech(l— y(l)))} }Uz(y(.)) 0 (4.26)
a i=L

tahmin denklemleri elde edilir, 7, ve 7, denklemleri denklem (4.16) ve (4.17)’de

verilmistir. Elde edilen denklemler niimerik olarak ¢oziilemediginden iteratif

yontemler yardimiyla ¢oziilecektir.

4.3. Simiilasyon Calismasi

Bu béliimde, MUU dagiliminm bilinmeyen parametreleri i¢in ECO, bayes,
EKK, AEKK, AD ve CVM tahmin edicilerinin HKO ve yanhlik kriterlerine gore
performanslart Monte Carlo ve MZMC simiilasyon yontemleri ve R paket
programinda optim() kodu ile “BFGS” yontemi kullanilarak Karsilastirilmistir. Elde

edilen sonuglar farkli « ve p parametreleri igin Tablo 4.3-4.14’de verilmistir.

Simiilasyon ¢aligmasinda 5000 tekrar kullanilmis ve Orneklem hacmi

n = 50,100,150, 200, 250, 300, 350, 400, 450,500 olarak alinmustir.
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Tablo 4.3. (& =0.9, 8=0.7) durumunda ECO ve Bayes tahminleri icin &z ve /3 parametrelerinin
Yan tahminleri

E

)

Bayes

n

[24

z

[24

g

50

0.10349

0.04564

0.06824

0.10728

100

0.08800

0.03634

0.05436

0.10202

150

0.07791

0.02805

0.05128

0.04736

200

0.07536

0.02556

0.05070

0.03390

250

0.07184

0.02409

0.03334

0.03178

300

0.07095

0.02325

0.03067

0.01884

350

0.06952

0.02230

0.02461

0.00915

400

0.06893

0.02175

0.02374

0.00902

450

0.06782

0.02071

0.02041

0.00899

500

0.06717

0.01970

0.01972

0.00874

Tablo 4.4. (¢ =0.9, #=0.7) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri i¢in & ve f3
parametrelerinin Yan tahminleri

0121

0.1 [

g{ 006+
=

0.04

EKK

AEKK

AD

CVM

(24

V;;

(24

V;;

(04

V;

o

z

50

0.05366

0.01911

0.10833

0.07071

0.08997

0.06671

0.05399

0.01210

100

0.04873

0.00891

0.10432

0.06381

0.08851

0.04365

0.04894

0.00907

150

0.04597

0.00852

0.10187

0.05978

0.08241

0.03584

0.04614

0.00815

200

0.04306

0.00834

0.09897

0.05529

0.07522

0.02665

0.04310

0.00803

250

0.04089

0.00805

0.09601

0.05375

0.07311

0.02552

0.04087

0.00802

300

0.04083

0.00729

0.09011

0.05383

0.07061

0.02273

0.04081

0.00726

350

0.03868

0.00774

0.08913

0.05192

0.06892

0.02199

0.03866

0.00772

400

0.03792

0.00697

0.07798

0.05081

0.06750

0.02146

0.03789

0.00693

450

0.03705

0.00621

0.07623

0.04778

0.06724

0.02064

0.03710

0.00623

500

0.03571

0.00604

0.06573

0.04756

0.06713

0.01994

0.03570

0.00602

0121

—— AEKK 01r-

0.08F

Z 008 T
K]

EGO
Bayes
EKK
AEKK
AD
cVM

Sekil 4.9. (¢ =0.9,4=0.7) durumunda « ve S parametreleri i¢in sirastyla yanlar
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Tablo 4.5. (o =0.9, #=0.7) durumunda ECO ve Bayes tahminleri icin & ve /£ parametrelerinin
HKO tahminleri

Tablo 4.6.

E

)

Bayes

n

[24

I

[24

3

50

0.04179

0.01901

0.04092

0.01452

100

0.02294

0.00955

0.02135

0.01402

150

0.01588

0.00582

0.02049

0.01368

200

0.01337

0.00454

0.00847

0.00986

250

0.01087

0.00354

0.00711

0.00762

300

0.00986

0.00304

0.00419

0.00390

350

0.00877

0.00258

0.00244

0.00288

400

0.00827

0.00230

0.00151

0.00095

450

0.00777

0.00208

0.00084

0.00081

500

0.00735

0.00186

0.00079

0.00057

(=0.9, 4=0.7) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri i¢cin & ve f3
parametrelerinin HKO tahminleri

EKK

AEKK

AD

CVvM

o

5

o

5

(04

5

o

1z

50

0.00852

0.00480

0.02121

0.01677

0.03975

0.01573

0.00852

0.00482

100

0.00595

0.00241

0.01797

0.01326

0.03782

0.01054

0.00598

0.00241

150

0.00481

0.00157

0.01658

0.01156

0.02485

0.00914

0.00484

0.00157

200

0.00428

0.00120

0.01606

0.01041

0.02052

0.00874

0.00428

0.00120

250

0.00367

0.00097

0.01562

0.00993

0.01102

0.00801

0.00367

0.00097

300

0.00348

0.00078

0.01522

0.00947

0.00976

0.00695

0.00348

0.00078

350

0.00310

0.00069

0.01502

0.00905

0.00883

0.00561

0.00309

0.00069

400

0.00291

0.00057

0.01451

0.00861

0.00841

0.00534

0.00289

0.00057

450

0.00275

0.00053

0.01418

0.00815

0.00794

0.00417

0.00276

0.00534

500

0.00259

0.00043

0.01391

0.00802

0.00775

0.00408

0.00259

0.00004

0015¢

0.005¢

050 160

050 100

150 200

250 300

n

350 400 450 500

Sekil 4.10. (¢« =0.9,4=0.7) durumunda « ve g parametreleri i¢in sirasiyla parametresi igin
HKO’lar

06 08 1.0 12

mean(o)

2000

3000

fterasyon

4000

0.85
|

0.78
|

1000

2000 3000 4000 5000

fterasyon

Sekil 4.11. (¢ =0.9,#=0.7) durumunda « parametresi icin MCMC iterasyon ¢izimi
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T T
2000 3000 4000

fterasyon

mean( )
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T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon

Sekil 4.12. (¢ =0.9,8#=0.7) durumunda B parametresi icin MCMC iterasyon ¢izimi

Tablo 4.7. (« =15, 8=1) durumunda ECO ve Bayes tahminleri icin ¢ ve /3 parametrelerinin Yan
tahminleri

018
016}
014}

0.12F

01

YAN

0.08

008}

0.04
002

ECO

Bayes

n o

1z

o

1z

50 [0.04536

0.05053

0.17450 | 0.12350

100 | 0.03104

0.02015

0.15960 | 0.10604

150 0.02233

0.01814

0.09344 | 0.08899

200 | 0.02022

0.01367

0.04470 | 0.04508

250 0.01641

0.00992

0.02973 | 0.04086

300 0.01468

0.00978

0.00817 | 0.01711

350 | 0.01506

0.01012

0.00725| 0.01377

400 | 0.01284

0.00882

0.00695 | 0.00982

450 | 0.00970

0.00574

0.00590 | 0.00758

500 | 0.00869

0.00461

0.00547 | 0.00678

Tablo 4.8. (o =1.5, 8=1) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri igin & ve g3
parametrelerinin Yan tahminleri

EKK AEKK

AD CVvM

(24

A s

(24

o (24

V4] A

50 |0.07798 | 0.02973 | 0.11249

0.08627

0.05642 | 0.06297 | 0.07830 | 0.02968

100 | 0.06672 | 0.02799 | 0.10676

0.07436

0.03347 | 0.02407 | 0.06660 | 0.02872

150 | 0.06024 | 0.02749 | 0.09265

0.06313

0.02376 | 0.01861 | 0.06018 | 0.02767

200]0.05647| 0.01715 | 0.08987

0.06260

0.02422 | 0.01640 | 0.05666 | 0.01722

250]0.05405| 0.01633 | 0.08958

0.05808

0.01245 | 0.00547 | 0.05404 | 0.01629

300 ] 0.05099 | 0.01587 | 0.08764

0.05453

0.01672 | 0.00519 | 0.05097 | 0.01579

350 | 0.04660 | 0.01563 | 0.08723

0.05246

0.01660 | 0.01039 | 0.04676 | 0.01571

400 | 0.04573 | 0.01452 | 0.08408

0.05227

0.01560 | 0.00954 | 0.04573 | 0.01451

450/ 0.04504 | 0.01369 | 0.08354

0.04814

0.01264 | 0.00886 | 0.04515 | 0.01374

500 ]0.00402 | 0.01018 | 0.07912

0.04713

0.01300 | 0.00670 | 0.04404 | 0.01012

—ECO
Bayes
EKK

— AEKK

—AD

Ho

4
T

T

014r-

012F

011

0.08

006

004+

002-

——ECO
Bayes
EKK

—— AEKK

—AD

! L ! L I | 1 I ]
0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

%

1 1 I I 1 ]
250 300 350 400 450 500
n

I I I
0 100 150 200

Sekil 4.13. (« =1.5, 8 =1) durumunda « ve S parametreleri i¢in sirasiyla yanlar
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Tablo 4.9. (¢ =15, 8=1) durumunda ECO ve Bayes tahminleri icin ¢ ve 3 parametrelerinin
HKO tahminleri

0.061

0.051

0041

002

001-

ECO

Bayes

n o

5

o

g

50 |0.04705

0.01988

0.05432 | 0.03676

100 0.03571

0.01861

0.04645 | 0.02126

150 0.02312

0.01166

0.00825 | 0.01282

200|0.01744

0.00836

0.00271 | 0.00829

250 | 0.01347

0.00653

0.00137| 0.00213

300 |0.01152

0.00551

0.00092 | 0.00085

350 | 0.00947

0.00473

0.00078 | 0.00059

400 | 0.00816

0.00411

0.00062 | 0.00058

450 0.00725

0.00353

0.00056 | 0.00045

500 | 0.00667

0.00327

0.00052 | 0.00038

Tablo 4.10. (« =15, 8=1) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri igin & ve S
parametrelerinin HKO tahminleri

EKK | AEKK

| AD | CVM

o

I

o

z

a A

(04

z

50 ]0.01849 | 0.01013 | 0.04322

0.03246

0.04541 | 0.02927 | 0.01859 | 0.01014

100 0.01222 | 0.00552 | 0.03706

0.02462

0.03256 | 0.01793 | 0.01221 | 0.00554

150 0.00940 | 0.00414 | 0.03378

0.02045

0.02335 | 0.01173 | 0.00939 | 0.00413

200 0.00771 | 0.00333 | 0.03268

0.01871

0.01777 ] 0.00838 | 0.00770 | 0.00333

250 0.00692 | 0.00281 | 0.03116

0.01725

0.01578 | 0.00747 | 0.00690 | 0.00281

300 0.00611 | 0.00249 | 0.03038

0.01615

0.01165 | 0.00557 | 0.00610 | 0.00248

350 0.00527 | 0.00221 | 0.03016

0.01530

0.00975 | 0.00484 | 0.00530 | 0.00221

400 | 0.00520 | 0.001981 | 0.03004

0.01491

0.00886 | 0.00417 | 0.00526 | 0.00197

450 | 0.00473 | 0.00176 | 0.02886

0.01370

0.00790 | 0.00362 | 0.00475 | 0.00176

500 0.00455 | 0.00170 | 0.02829

0.01319

0.00682 | 0.00348 | 0.00455 | 0.00170

——ECO
Bayes

!

n n 1 1 I
050 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 4.14. (o =1.5, f=1) durumunda « ve S parametreleri icin sirasiyla parametresi i¢in HKO’lar

o
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iterasyon
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Sekil 4.16. (a =15, 3 =1) durumunda B parametresi icin MCMC iterasyon ¢izimi

Tablo 4.11. (a =3, 8 =2) durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in ¢ ve [ parametrelerinin
Yan tahminleri

ECO Bayes

n o yZ] (04 £
50 | 0.09288 | 0.06421 | 0.08377 | 0.11909
100 | 0.04553 | 0.05918 | 0.08199 | 0.10026
150 | 0.03405 | 0.04167 | 0.07867 | 0.06903
200 | 0.02349 | 0.03300 | 0.07224 | 0.05814
250 | 0.01630 | 0.02251 | 0.04325 | 0.04630
300 | 0.01341 | 0.01846 | 0.03688 | 0.03633
350 | 0.01166 | 0.01625 | 0.00455 | 0.02860
400 | 0.01061 | 0.01373 | 0.00249 | 0.01508
450 | 0.00815 | 0.01239 | 0.00213 | 0.00952
500 | 0.00871 | 0.01222 | 0.00154 | 0.00437

Tablo 4.12. (a =3, 8 =2) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri i¢in ¢ ve 3
parametrelerinin Yan tahminleri

EKK AEKK

AD

CVM

n o yZ; a L

o

3

o

Iz

50 | 0.11389 | 0.05641 |0.12327|0.11339

0.11962

0.12435

0.11522

0.05611

100 | 0.09437 | 0.05336 | 0.11776|0.10476

0.09457

0.09519

0.09459

0.05316

150 | 0.08510 | 0.05240 | 0.11441 | 0.08925

0.08564

0.08642

0.08488

0.05295

200 | 0.07706 | 0.04991 | 0.10251 | 0.08918

0.07367

0.05674

0.07714

0.05199

250 | 0.07408 | 0.04594 | 0.09206 | 0.07804

0.06729

0.05506

0.07404

0.04309

300 | 0.07095 | 0.03932 | 0.09127 | 0.06994

0.05846

0.04752

0.07081

0.03912

350 | 0.06897 | 0.03804 |0.08874 | 0.04296

0.04317

0.04738

0.06905

0.03809

400 | 0.06769 | 0.02652 | 0.08835 | 0.04020

0.04270

0.04335

0.06763

0.03643

450 | 0.06369 | 0.02636 | 0.08434 | 0.03654

0.03984

0.04287

0.06354

0.02550

500 | 0.06448 | 0.02471 | 0.08215 | 0.02190

0.01877

0.03167

0.06245

0.02474

L I I I L I I 1
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %O
n

1 I
100 150

1 I
200 250

1 I
300 350

n

1 I ]
400 450 500

Sekil 4.17. (o =3, f=2) durumunda « ve S parametreleri i¢in sirasiyla yanlar
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Tablo 4.13. (a =3, 8 =2) durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in ¢ ve 3 parametrelerinin
HKO tahminleri

ECO Bayes

n a Y5 o s
50 |0.09786|0.22192 | 0.05432 | 0.03676
100 | 0.09527 | 0.09357 | 0.04645 | 0.02126
150 | 0.06306 | 0.05826 | 0.00825 | 0.01282
200 | 0.04657 | 0.04339 | 0.00271 | 0.00829
250 | 0.03749 | 0.03435 | 0.00137 | 0.00213
300 | 0.03038 | 0.02814 | 0.00092 | 0.00085
350 | 0.02619 | 0.02367 | 0.00078 | 0.00059
400 | 0.02281 | 0.02051 | 0.00062 | 0.00058
450 | 0.02025 | 0.01827 | 0.00056 | 0.00045
500 | 0.01877 | 0.01651 | 0.00052 | 0.00038

Tablo 4.14. (« =3, g =2) durumunda EKK, AEKK, AD ve CVM tahminleri icin & ve f3
parametrelerinin HKO tahminleri

EKK AEKK AD CVM

n o L a 5] o o) (04 £
50 |0.04365 | 0.03221 | 0.12948 | 0.09415 | 0.20926 | 0.09786 | 0.04418 | 0.03208
100 | 0.02558 | 0.01862 | 0.10803 | 0.06681 | 0.10297 | 0.08661 | 0.02560 | 0.01860
150 | 0.01962 | 0.01490 | 0.09733 | 0.05696 | 0.06469 | 0.05908 | 0.01956 | 0.01479
200 | 0.01539 | 0.01274 | 0.08998 | 0.05087 | 0.04745 | 0.04736 | 0.01543 | 0.01273
250 | 0.01369 | 0.01123 | 0.08907 | 0.04821 | 0.03792 | 0.03566 | 0.01368 | 0.01120
300 | 0.01231 | 0.01027 | 0.08503 | 0.04299 | 0.03059 | 0.02752 | 0.01229 | 0.01023
350 | 0.01113 | 0.00975 | 0.08409 | 0.04296 | 0.02621 | 0.02413 | 0.01113 | 0.00974
400 | 0.01057 | 0.00872 | 0.07970 | 0.04020 | 0.02333 | 0.02305 | 0.01022 | 0.00870
450 | 0.00924 | 0.00778 | 0.07198 | 0.03842 | 0.02069 | 0.01912 | 0.00925 | 0.00776
500 | 0.00916 | 0.00775 | 0.07074 | 0.03643 | 0.01919 | 0.01861 | 0.00917 | 0.00767

% w0 10 200 2% a0 %0 400 4% oo0 B0 100 150 200 250 a00 350 400 450 500
n n

meanl( o)

275 280 305

T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

0 1000 2000 3000 4000 5000

=}

fterasyon fterasyon

Sekil 4.19. (a =3, 8=2) durumunda ¢ parametresi icin MCMC iterasyon ¢izimi
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mean(p)
22

(A

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 4.20. (« =3, #=2) durumunda g parametresi icin MCMC iterasyon ¢izimi

ECO, Bayes, EKK, AEKK, AD ve CVM tahmin edicilerinin, HKO ve yan
kriterlerine gore performans sonuglari, modifiye unit tstel dagilimina ait (e, )
parametrelerinin simiilasyonlar1 yardimiyla tam 6rneklem durumunda gosterilmistir.
Yukaridaki tablo ve sekillerde goriildiigii gibi, MUU dagiliminin tiim farkl
parametre degerleri i¢in HKO ve yan kriter degerleri azalmaktadir. Sonuglar
incelendiginde («, ) parametreleri igin Bayes tahmin edicisinin ortalama HKO ve
yan degerlerinin diger genel tahmin edicilerden daha kiigiik oldugu goriilmektedir.
Ancak tiim tahmin edicilerin HKO ve yan degerleri ¢ok kiigiiktiir, dolayistyla MUU

dagiliminin parametre tahminleri igin tiim tahmin ediciler kullanilabilir.

4.4. Gergek Veri Uygulamasi

Bu bolimde modifiyeli unit iistel dagilimimin potansiyelini gostermek igin
literatiirde iyi bilinen beta, Kumaraswamy (KW), Topp Leone (TL), unit Weibull
(UW), unit Lindley (Ulind) dagilimlariyla yukaridaki tahmin edicilerin uyum iyiligi
istatistik degerleriyle karsilastiriyoruz.

4.4.1. Birinci Gergek Veri

Kullanacagimiz gergek veri setlerinden ilki, Quesenberry ve Hales (1980) ve
Mazucheli ve ark. (2019a) tarafindan calisilan polyester elyaflarin ¢gekme gerilme

direnclerine dayanan 30 olgtimlii verilerdir.

Tablo 4.15. Veri Seti 1

Veri Seti 1

0.023, 0.032, 0.054, 0.069, 0.081, 0.094, 0.105, 0.127, 0.148, 0.169, 0.188,0.216, 0.255, 0.277, 0.311,
0.361, 0.376, 0.395, 0.432, 0.463, 0.481, 0.519,0.529, 0.567, 0.642, 0.674, 0.752, 0.823, 0.887, 0.926
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Birinci gergek veri seti i¢in ECO, Bayes, EKK, AEKK, AD ve CVM

yontemleriyle elde edilen parametre tahminleri Tablo 4.16°da verilmistir.

Tablo 4.16. Veri Seti 1 i¢in parametre tahminleri

ECO Bayes EKK

Model a Yé; a p a p

MUU | 2.1801 | 1.6092 | 2.0021 | 1.4994 | 2.1886 | 1.6657
Beta | 0.9664 | 1.6204 | 0.8848 | 1.5581 | 1.6934 | 0.9599
KW | 0.9687 | 1.6083 | 0.9662 | 1.5857 | 0.9675 | 1.6982

TL - 1.1090 - 1.1081 - 1.1265
UW | 1.3688 | 0.5717 | 1.3751 | 0.5659 | 1.4264 | 0.5596
ULind - 1.0500 - 0.9478 - 1.9015
AEKK AD CVM
Model | & Y a Vi a B

MUU | 2.1953 | 1.6307 | 2.1865 | 1.6103 | 2.1886 | 1.6657
Beta | 1.6934 | 0.9599 | 1.6198 | 0.9678 | 1.6934 | 0.9592
KW | 0.9675 | 1.6982 | 0.9691 | 1.6857 | 0.9691 | 1.6512

TL = 1.1650 - 1.4870 > 1.1265
UW | 1.4535 | 0.5605 | 1.4574 | 0.5706 | 1.4264 | 0.5596
ULind - 1.7906 . 1.8079 = 1.9015

Birinci gergek veri seti igin, ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi kriter

degerleri Tablo 4.17°de verilmistir.

Tablo 4.17. Veri Seti 1 igin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Model | AIC BIC | CAIC | HQIC 7

MUU -3.1586 -0.3562 1.6437 -2.2621 3.5793

Beta -2.6101 0.1922 2.1922 -1.7136 3.3050
KW -2.6220 0.1803 2.1803 -1.7255 3.3110
TL -1.8077 0.9946 2.9946 -0.9112 2.9038
uw -3.4345 -0.6321 1.3678 -2.5379 3.7172
ULind | 181.3202 | 182.7214 | 183.7214 | 181.7685 | -89.6601

Birinci gercek veri seti i¢cin, ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi

istatistigi degerleri Tablo 4.18°de verilmistir.



ECO

el | AD CM

(p) (p) (p)
| 00559 | 01248 | 001526
MUU | 59099) | (0.9997) | (0.9996)
0.0669 | 0.1702 | 0.0220
BETA | 0.9979) | (0.9966) | (0.9953)
«w | 00649 | 01633 | 00207
(0.9987) | (0.9975) | (0.9968)
. | 00664 | 03277 | 00332
(0.9981) | (0.9153) | (0.9153)
Ow | 00576 | 01259 | 001630
(0.9998) | (0.9997) | (0.9994)
ULing | 02723 | 60694 | 09799
(0.0186) | (0.0009) | (0.0024)

Tablo 4.18. Veri Seti 1 igin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Tablo 4.17 ve Tablo 4.18’de goriildiigii tizere, ECO yonteminde test
istatistikleri ve uyum iyiligi 6l¢iileri goz oniinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri
seti 1 i¢in uygun bir modeldir. ECO yontemi Kullanilarak elde edilen sonuglara gore

kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.21°de verilmistir.

1 T T T T T T

09k Mud
: Btz
sk Topp Leons i
° Kumaraswamy
Unit Wieibull
0.7 Unit Lindley ]
Ampirik Dagehm
06 B
= 0s5f -
[T
04} .
0.3 B
02 b
01k . |
0 ] ]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.21. ECO tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Birinci gergek veri seti igin, Bayes yontemiyle elde edilen uyum istatistigi

degerleri Tablo 4.19°da verilmistir.



Tablo 4.19. Veri Seti 1 i¢in Bayes yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Bayes

KS AD CVM
Model

(p) (p) (p)
| 00544 | 01098 | 0.0110
MUU T (0.9999) | (0.9999) | (1.000)

0.0595 | 0.1633 | 0.0144
BETA | 0.9997) | (0.9974) | (0.9998)
«w | 00701 | 01824 | 00257

(0.9961) | (0.9946) | (0.9893)
L | 00662 | 03275 | 00331

(0.9982) | (0.9946) | (0.9669)
Uw | 0055 | 01273 | 00164

(0.9997) | (0.9997) | (0.9994)
ULing | 68151 | 76545 | 12778

(0.0004) | (0.0010) | (0.0004)

Tablo 4.19°da goriildiigii tizere, Bayes yonteminde test istatistikleri ve p
degerleri goz oniinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 1 igin uygun bir
modeldir. Bayes yontemi kullanilarak elde edilen sonuglara goére kiyaslanan

dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.22’de verilmistir.

— MUl

0.9F Beta

Topp Leone
Kumaraswamy
Unit Weibull
Unit Lindley
Ampirik Dagilim

08

0.7k

06F

Sekil 4.22. Bayes tahminine goére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Birinci gergek veri seti i¢in, EKK ve AEKK yontemleriyle elde edilen uyum

istatistigi degerleri Tablo 4.20°de verilmistir.



Tablo 4.20. EKK ve AEKK Yontemleri Kullanilarak Uyum Tyiligi Istatistikleri

EKK AEKK
Model KS AD CVM KS AD CVM
o (p) (p) (p) (p) (p) (p)
MUT 0.0550 0.1267 0.0144 0.0562 0.1274 0.0157
(0.9999) | (0.9997) | (0.9998) | (0.9999) | (0.9997) | (0.9996)
BETA 0.0531 0.1581 0.0154 0.0531 0.1581 0.0154
(1.0000) | (0.9980) | (0.9997) | (1.0000) | (0.9980) | (0.9997)
KW 0.0543 0.1599 0.0156 0.0647 0.1661 0.0201
(1.0000) | (0.9978) | (0.9996) | (0.9987) | (0.9971) | (0.9974)
TL 0.0711 0.3347 0.0348 0.0814 0.3702 0.0414
(0.9953) | (0.9093) | (0.9602) | (0.9790) | (00.8768) | (0.9286)
UW 0.0653 0.1783 0.0233 0.0723 0.2205 0.0285
(0.9985) | (0.9953) | (0.9936) | (0.9943) | (0.9838) | (0.9823)
ULind 0.1281 3.2609 0.1182 0.1256 2.9927 0.1296
(0.6616) | (0.0204) | (0.5050) | (0.6842) | (0.0279) | (0.4602)
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Tablo 4.20’de gorildigi tizere, EKK ve AEKK yontemlerinde test
istatistikleri ve p degerleri goz 6niinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 1
icin uygun bir modeldir. EKK ve AEKK yontemleri, kullanilarak elde edilen
sonuglara gore kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.23 ve
Sekil 4.24°de verilmistir.

1 T T T T T T
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Sekil 4.23. EKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar
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Sekil 4.24. AEKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar
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Birinci gergek veri seti i¢in, AD ve CVM yontemleriyle elde edilen uyum

istatistigi degerleri Tablo 4.21°de verilmistir.

Tablo 4.21. AD ve CVM Yéntemleri Kullanilarak Uyum lyiligi Testleri

AD CVM
Model KS AD CVM KS AD CVM
o (p) (p) (p) (p) (p) (p)
MU 0.0560 0.1254 0.0153 0.0550 0.1267 0.0144
(0.9999) | (0.9997) | (0.9996) | (0.9999) | (0.9997) | (0.9998)
BETA 0.0531 0.1581 0.0154 0.0531 0.1581 0.0154
(1.0000) | (0.9980) | (0.9997) | (1.0000) | (0.9980) | (0.9997)
KW 0.0541 0.1578 0.1552 0.0534 0.1599 0.0156
(1.0000) | (0.9974) | (0.9996) | (1.0000) | (0.9978) | (0.9996)
TL 0.0874 0.3265 0.0374 0.0711 0.3347 0.0348
(0.9792) | (0.9124) | (0.9662) | (0.9953) | (0.9093) | 0.9602
uWw 0.0725 0.2052 0.0280 0.0653 0.1783 0.0233
(0.9945) | (0.9820) | (0.9912) | (0.9985) | (0.9953) | (0.9936)
ULind 0.1297 3.0578 0.1193 0.1281 3.2609 0.1182
(0.6617) | (0.0248) | (0.4875) | (0.6616) | (0.0204) | (0.5050)

Tablo 4.21°de goriildiigii tizere, AD ve CVM yontemlerinde test istatistikleri

ve p degerleri géz 6niinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 1 igin uygun bir
modeldir. AD ve CVM yontemleri, kullanilarak elde edilen sonuglara gore

kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.25 ve Sekil 4.26°da

verilmistir.
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Sekil 4.26. CVM tahminine goére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

4.4.2. ikinci Gergek Veri

Ikinci veri seti, Tiirkiye’deki yeni tip korana viriis pandemisine iliskindir,
Tiirkiye’deki giinliik toplam iyilesen sayisinin toplam dogrulanmis vaka Sayisina
oranin hesaplandig1 25 gozlemden olugmaktadir. Bu veri seti Giindiiz ve Korkmaz
(2020) tarafindan Tirkiye Saglik Bakanligindan alinan veriler kullanilarak analiz

edilmistir.

Tablo 4.22. Veri Seti 2

Veri Seti 2

0.007371007, 0.009456904, 0.011325639, 0.014962594, 0.017958761, 0.021238599, 0.022883926,
0.023134649, 0.032840311, 0.038494218, 0.043882583, 0.046380721, 0.048291739, 0.050659855,
0.051521402, 0.056836698, 0.060502844, 0.064816787, 0.073704904, 0.081767351, 0.095548098,
0.109884654, 0.126966197, 0.138762079, 0.14761486
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Ikinci gercek veri seti i¢in ECO, Bayes, EKK, AEKK, AD ve CVM

yontemleriyle elde edilen parametre tahminleri Tablo 4.23’de verilmistir.

Tablo 4.23. Veri Seti 2 igin parametre tahminleri

ECO Bayes EKK
Model | & Y a B a B
MUU | 2.8599 | 37.9621 | 2.8601 | 37.9628 | 2.8553 | 38.7149
Beta | 1.7469 | 29.5368 | 1.7476 | 29.5364 | 1.7840 | 30.5768
KW | 1.4158 | 50.8868 | 1.4160 | 50.8632 | 1.4150 | 50.8867
TL - 0.3972 - 0.4193 - 0.2855
UW | 0.0054 | 4.1559 | 4.1546 | 0.0063 | 0.0046 | 4.3551
ULind - 17.2468 - 17.1543 - 15.1221
AEKK AD CVM
Model | & B a B a Vi
MUU | 2.8616 | 38.0592 | 2.8611 | 38.0174 | 2.8553 | 38.7149
Beta | 1.7615 | 29.8980 | 1.7587 | 30.2847 | 1.7840 | 30.5768
KW 1.4058 | 50.7784 | 1.4575 | 51.8473 | 1.4158 | 50.8868
TL - 0.2845 - 0.2853 - 0.2855
UW | 0.0051 | 4.1921 | 0.0056 | 4.1875 | 0.0046 | 4.3565
ULind - 14.9040 - 16.4702 - 15.1221

Ikinci gercek veri seti icin, ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi kriterleri

degerleri Tablo 4.24°de verilmistir.

Tablo 4.24. Veri Seti 2 icin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Model AIC BIC CAIC HQIC i

MUU | -94.6689 | -92.2311 | -90.2311 | -93.9928 | 49.3344
Beta -94.8859 | -92.8859 | -90.4482 | -94.2098 | 49.44298
KW -94.6843 | -92.2465 | -90.2465 | -94.0082 | 49.3421
TL -59.4423 | -58.2234 | -57.2234 | -59.1042 | 30.7211
Uuw -93.1361 | -90.6984 | -88.6984 | -92.4600 | 48.5608

ULind | -76.7707 | -75.5518 | -74.5518 | -76.4326 | 39.3853

Ikinci gercek veri seti igin, ECO ydntemiyle elde edilen

istatistigi degerleri Tablo 4.25°de verilmistir.

uyum iyiligi



Tablo 4.25. Veri Seti 2 i¢gin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

ECO
KS AD CVM
Model
(p) (p) (p)
oo | 01020 0.2110 0.0275
(0.9337) | (0.9872) | (0.9854)
0.1024 0.2041 0.0271
BETA | (09315) | (0.9893) | (0.9863)
< | 01016 0.2125 0.0277
(0.9335) | (0.9867) | (0.9847)
o 0.4025 5.3408 1.0832
(0.0003) | (0.0020) | (0.0013)
Ow | 0.1360 0.3582 0.0604
(0.6936) | (0.8879) | (0.8157)
OLing | 01272 0.6149 0.0913
(0.7671) | (0.6323) | (0.6329)

Tablo 4.24 ve Tablo 4.25’de goriildiigii tizere, ECO yonteminde test
istatistikleri ve uyum iyiligi 6lgiileri géz 6niinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri
seti 2 i¢in uygun bir modeldir. ECO yontemi kullanilarak elde edilen sonuglara gore

kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.27°de verilmistir.
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Sekil 4.27. ECO tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Ikinci gergek veri seti igin, Bayes yontemiyle elde edilen uyum istatistigi

degerleri Tablo 4.26°da verilmistir.
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Tablo 4.26. Veri Seti 2 igin Bayes yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Bayes

KS AD CVM
Model

(p) (p) (p)
1 0.1021 02111 | 00275
MUU | 99337) | (0.9871) | (0.9853)

0.1027 0.2044 | 0.0271
BETA | 0.9303) | (0.9892) | (0.9998)
| 01017 02127 | 00278

(0.9347) | (0.9866) | (0.9845)
o | 0414 | 57777 | 12003

(0.0001) | (0.0012) | (0.0006)
Ow | 01134 | 04819 | 00509

(0.8691) | (0.7637) | (0.8749)
ULing | 01304 | 06025 | 0.0885

(0.7409) | (0.6126) | (0.6079)

Tablo 4.26’da goriildiigii tizere, Bayes yonteminde test istatistikleri ve p

degerleri goz oniinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 2 igin uygun bir
modeldir. Bayes yontemi kullanilarak elde edilen sonuglara goére kiyaslanan

dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.28’de verilmistir.

T
— MUE

0.9 Beta

Topp Leone
0.8 Kumaraswamy
Unit Weibull
o Unit Lindley
Empirical CDF

Sekil 4.28. Bayes tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Ikinci gergek veri seti igin, EKK ve AEKK yontemleriyle elde edilen uyum
istatistigi degerleri Tablo 4.27°de verilmistir.



Tablo 4.27. EKK ve AEKK Yoéntemleri Kullanilarak Uyum Iyiligi Istatistikleri

EKK AEKK

Model KS AD CVM KS AD CVM

ol (p) (n) (p) (n) (p) (p)
MUT 0.0964 0.2127 0.0260 0.1020 0.2115 0.0275
(0.9566) | (0.9866) | (0.9888) | (0.9333) | (0.9870) | (0.9853)

BETA 0.1025 0.2203 0.0286 0.1029 0.2095 0.0276
(0.9312) | (0.9830) | (0.9823) | (0.9292) | (0.9877) | (0.9850)

KW 0.0745 0.2124 0.0277 0.1015 0.2124 0.0277
(0.9358) | (0.9867) | (0.9848) | (0.9358) | (0.9867) | (0.9848)

TL 0.3094 4.4420 0.8128 0.3085 4.4249 0.8139
(0.0126) | (0.0055) | (0.0062) | (0.0130) | (0.0055) | (0.0062)

UW 0.1159 0.4192 0.0526 0.1427 0.3810 0.0677
(0.8522) | (0.8281) | (0.8645) | (0.6366) | (0.8661) | (0.7701)

ULind 0.0999 0.5150 0.0645 0.0990 0.5294 0.0669
(0.9427) | (0.7298) | (0.7896) | (0.9466) | (0.7153) | (0.7748)
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Tablo 4.27°de gorildigi tizere, EKK ve AEKK yontemlerinde test
istatistikleri ve p degerleri goz 6niinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 2
icin uygun bir modeldir. EKK ve AEKK yontemleri kullanilarak elde edilen

sonuglara gore kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.29 ve
Sekil 4.30°da verilmistir.
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Sekil 4.29. EKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar



77
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Ampirik Dagim
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Sekil 4.30. AEKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Ikinci gercek veri seti i¢in, AD ve CVM yontemleriyle elde edilen uyum

istatistigi degerleri Tablo 4.28°da verilmistir.

Tablo 4.28. AD ve CVM Yéntemleri Kullanilarak Uyum lyiligi Testleri

AD CVM
Model KS AD CVM KS AD CVM
o (p) (p) (p) (p) (p) (p)
MUD 0.0927 0.2117 0.0270 0.0964 0.2127 0.0260
(0.9457) | (0.9871) | (0.9853) | (0.9566) | (0.9866) | (0.9888)
BETA 0.1041 0.2099 0.0268 0.1025 0.2203 0.0286
(0.9298) | (0.9870) | (0.9849) | (0.9312) | (0.9830) | (0.9823)
KW 0.1015 0.2098 0.0249 0.0946 0.2088 0.0255
(0.9627) | (0.9790) | (0.9848) | (0.9630) | (0.9879) | (0.9899)
TL 0.3092 4.4250 0.8135 0.3094 4.4203 0.8128
(0.0126) | (0.0055) | (0.0062) | (0.0126) | (0.0055) | (0.0062)
uWw 0.1587 0.3978 0.0568 0.1159 0.4192 0.0526
(0.6052) | (0.8678) | (0.7917) | (0.8522) | (0.8274) | (0.8642)
ULind 0.0999 0.5163 0.0668 0.0999 0.5150 0.0645
(0.9448) | (0.7145) | (0.7791) | (0.9427) | (0.7298) | (0.7896)

Tablo 4.28’de goriildiigii tizere, AD ve CVM yontemlerinde test istatistikleri
ve p degerleri goz 6niinde bulunduruldugunda dagilimimiz veri seti 2 igin uygun bir
modeldir. AD ve CVM yontemleri kullanilarak elde edilen sonuglara gore kiyaslanan

dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.31 ve Sekil 4.32°de verilmistir.
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Sekil 4.32. CVM tahminine gore Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

4.4.3. Uciincii Gergek Veri

Ucgiincii veri seri, uzun dénemli issizlik oranimi hesaplayan 38 gozlemden
olusmaktadir. Bu wveri seri seti Karakaya ve ark. (2022) tarafindan

https://stats.oecd.org/ adresinden alinan veriler kullanilarak analiz edilmistir.

Tablo 4.29. Veri Seti 3

Veri Seti 3

0.0131, 0.0184, 0.0354, 0.0077, 0.0079, 0.0104, 0.0131, 0.0192, 0.0213, 0.0400, 0.0157, 0.1565,
0.0172, 0.0026, 0.0323, 0.0049, 0.0659, 0.0103, 0.0005, 0.0335, 0.0269, 0.0235, 0.0007, 0.0197,
0.0074, 0.0066, 0.0152, 0.0443, 0.0478, 0.0317, 0.0766, 0.0112, 0.0182, 0.0239, 0.0113, 0.0066,
0.0159, 0.1646



https://stats.oecd.org/
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Uciincii gercek veri seti i¢in ECO, Bayes, EKK, AEKK, AD ve CVM

yontemleriyle elde edilen parametre tahminleri Tablo 4.30°da verilmistir.

Tablo 4.30. Veri Seti 3 i¢in parametre tahminleri

ECO Bayes EKK
Model a p @ p a s
MUU | 1.9181 | 21.8920 | 1.9057 | 22.0541 | 1.9032 | 22.0421
Beta | 0.9798 | 33.2394 | 0.9647 | 34.2572 | 0.9628 | 35.4181
KW | 0.9406 | 28.1414 | 0.9515 | 28.9954 | 0.9433 | 29.7444
TL - 0.2898 - 0.2024 - 0.2087
UW | 3.6134 | 0.0041 | 3.6214 | 0.0045 | 3.6503 | 0.0040
ULind - 33.5000 - 34.2414 - 37.8999
AEKK AD CVM
Model | @ B a B a B
MUU | 1.8825 | 23.9357 | 1.9201 | 21.9074 | 2.4567 | 21.2528
Beta | 1.0046 | 33.1888 | 0.9802 | 33.2564 | 0.9628 | 35.4181
KW | 0.9706 | 29.2581 | 0.9446 | 28.9532 | 0.9433 | 29.7444
TL - 0.2081 - 0.2862 - 0.2086
UW | 3.7528 | 0.0040 | 3.6247 | 0.0041 | 3.6503 | 0.0040
ULind - 33.5515 - 33.9571 - 37.8999

Uciincii gercek veri seti icin, ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi

kriterler degerleri Tablo 4.31°de verilmistir.

Tablo 4.31. Veri Seti 3 igin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

A

Model AlIC BIC CAIC HQIC i
MUU |-190.7878 | -187.5126 | -185.5126 | -185.5126 | 97.3939
Beta |-190.0578 | -186.7826 | -184.7826 | -188.8925 | 97.0288
KW -190.2959 | -187.0207 | -185.0207 | -189.1306 | 97.1476
TL -140.534 | -138.8964 | -137.8964 | -139.9514 | 71.2670
uw -188.4059 | -185.1307 | -183.1307 | -187.2406 | 96.2029
Ulind | -178.1922 | -176.5546 | -175.5546 | -177.6096 | 90.0961

Ugiincii gercek veri seti i¢in, ECO yéntemiyle elde

istatistik degerleri Tablo 4.32’de verilmistir.

edilen uyum iyiligi
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Tablo 4.32. Veri Seti 2 igin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

ECO
KS AD CVM
Model
(p) (p) (p)
| 01166 0.7842 0.1228
MUU | 06792) | (0.4916) | (0.4859)
0.1223 0.8569 0.1365
BETA | (06200) | (0.4409) | (0.4348)
cw | 01169 0.8367 0.1317
(0.6764) | (0.4545) | (0.4521)
o 0.3918 8.4408 1.7433
(0.0000) | (0.0000) | (0.0000)
ow | 01374 1.0251 0.1584
(0.4649) | (0.3439) | (0.3661)
OLing | 01350 0.9810 0.1607
(04928) | (0.3668) | (0.3596)

Tablo 4.31 ve Tablo 4.32°de goériildiigii iizere, ECO yonteminde tiim
dagilimlari uyum iyiligi kriterleri ve test istatistigi degerleri géz 6niine alindiginda
veri setini en iyi modelleyen dagilimin MUU dagilimi oldugu sonucuna varilmustir.
ECO yontemi kullanilarak elde edilen sonuglara gore kiyaslanan dagilimlarin ve

ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.33’de verilmistir.

Muu
Beta
Topp Leone
Kumaraswamy | —|
Unit Weibull
Unit Lindley -
Ampirik Dagim

0.04 0.08 0.08 0.1 0.12 U.IM 0.16
Sekil 4.33. ECO tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Ugiincii gercek veri seti igin, Bayes yontemiyle elde edilen uyum istatistigi

degerleri Tablo 4.33’de verilmistir.



Tablo 4.33. Veri Seti 3 igin Bayes yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Bayes
KS AD CVM
Model

(p) (p) (p)
| 0.1144 0.7630 0.1141
MUUT 070200 | (05075) | (0.5219)
0.1192 0.8607 0.1368
BETA | (06523) | (0.4385) | (0.4337)
o 0.1242 0.9067 0.1519
(0.6008) | (0.4094) | (0.3851)
n 0.5090 146690 | 3.2425
(0.00000 | (0.0000) | (0.0000)
ow 0.1426 1.0525 0.1664
(0.4216) | (0.3304) | (0.3441)
Uling | 01262 0.8271 0.1225
(05822) | (0.4610) | (0.4871)
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Tablo 4.33’de goriildiigi tizere, Bayes yonteminde tim dagilimlarin uyum

test istatistigi ve p degerleri géz oniline alindiginda veri setini en iyi modelleyen

dagilimm MUU dagilimi oldugu sonucuna varilmistir. Bayes yontemi kullanilarak

elde edilen sonuglara gore kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin grafigi Sekil

4.34’de verilmistir.
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Sekil 4.34. Bayes tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Ucgiincii gergek veri seti icin, EKK ve AEKK ydntemleriyle elde edilen uyum

istatistigi degerleri Tablo 4.34°de verilmistir.



Tablo 4.34. EKK ve AEKK Yontemleri Kullanilarak Uyum lyiligi Istatistikleri

EKK AEKK

Model KS AD CVM KS AD CVM

o (p) (p) (p) (p) (p) (p)
MUT 0.0926 0.6922 0.0528 0.11629 0.8429 0.0923
(0.8998) | (0.5643) | (0.8619) | (0.6830) | (0.4502) | (0.6261)

BETA 0.1191 0.7478 0.0987 0.1344 0.9489 0.1615
(0.6533) | (0.5192) | (0.5935) | (0.4984) | (0.3846) | (0.3575)

KW 0.1252 0.7845 0.1134 0.1377 1.0087 0.1788
(0.5902) | (0.4914) | (0.5248) | (0.4671) | (0.3522) | (0.3135)

TL 0.3016 7.0081 1.3331 0.3070 6.9704 1.3293
(0.0019) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0015) | (0.0003) | (0.0003)

UW 0.1220 0.9576 0.1373 0.1265 1.096 0.1461
(0.6234) | (0.3797) | (0.4311) | (0.5765) | (0.3102) | (0.4029)

ULind 0.1223 0.7510 0.0843 0.1344 0.9753 0.1592
(0.7240) | (0.5167) | (0.6696) | (0.4982) | (0.3699) | (0.3639)

82

Tablo 4.34’de goriildiigii lizere, EKK ve AEKK yontemlerinde tim

dagilimlarin test istatistigi ve p degerleri géz 6niine alindiginda veri setini en iyi

modelleyen dagilimin MUU dagilimi oldugu sonucuna varilmustir.
yontemleri kullanilarak elde edilen sonuglara gore kiyaslanan
ampirik dagilimin grafigi Sekil 4.35 ve 4.36’da verilmistir.
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Sekil 4.35. EKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar
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Sekil 4.36. AEKK tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar
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Ucgiincii gercek veri seti icin, AD ve CVM yéntemleriyle elde edilen uyum

istatistigi degerleri Tablo 4.35°de verilmistir.

Tablo 4.35. AD ve CVM Yéntemlerini Kullanilarak Uyum lyiligi Testleri

AD CVM

Model KS AD CVM KS AD CVM

o (p) (p) (p) (p) (p) (p)
MUD 0.01032 0.8128 0.0931 0.0933 0.6613 0.0536
(0.7034) | (0.4409) | (0.6124) | (0.8949) | (0.5909) | (0.8569)

BETA 0.1341 0.6341 0.1597 0.1191 0.7478 0.0987
(0.4984) | (0.3941) | (0.3789) | (0.6533) | (0.5192) | (0.5935)

KW 0.1258 0.3578 0.1250 0.1252 0.7845 0.1134
(0.6011) | (0.3220) | (0.5205) | (0.5902) | (0.4914) | (0.5248)

TL 0.3042 7.0087 1.3258 0.3016 7.0081 1.1331
(0.0017) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0019) | (0.0003) | (0.0003)

UW 0.1232 0.9914 0.1462 0.1220 0.9576 0.1376
(0.6008) | (0.3043) | (0.4054) | (0.6234) | (0.3797) | (0.4311)

ULind 0.1268 0.8647 0.1278 0.1223 0.7510 0.0843
(0.5292) | (0.3949) | (0.3374) | (0.7240) | (0.5167) | (0.6696)

Tablo 4.35’de goriildiigii iizere, AD ve CVM yontemlerinde tim dagilimlarin

test istatistigi ve p degerleri goz oniine alindiginda veri setini en iyi modelleyen

dagilimm MUU dagilimi oldugu sonucuna varimistir. AD ve CVM yéntemleri

kullanilarak elde edilen sonuglara gore kiyaslanan dagilimlarin ve ampirik dagilimin

grafigi Sekil 4.37 ve 4.38°de verilmistir.
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Sekil 4.37. AD tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar
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Sekil 4.38. CVM tahminine gére Ampirik ve Kiyaslanan Dagilimlar

Yapilan analizler sonucunda dagilimimizin, ilk iki veri seti icin diger
dagilimlarla yakin sonuglar verdigi ancak tiincli veri seti i¢in diger dagilimlara
kiyasla en iyi model oldugu tespit edilmistir. Dolayistyla MUU modelimizin cesitli
gergek veri kiimelerinin modellemesinde kullanilabilecegini sdyleyebiliriz. Onerilen
yeni modelin farkli alanlarda, 6zellikle artan tehlike oranina sahip dagilimlara dayali

veri setlerini igeren durumlarda faydali olmas: beklenmektedir.
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5. ARSIMEDYEN KAPULALARI KULLANILARAK YENI IKi
DEGISKENLI iSTATISTIKSEL DAGILIMLARIN ELDE EDILMESI

Bu boliimde o6nerdigimiz modifiyeli unit dstel dagilimi ve Arsimedyen
kapulalar: kullanilarak yeni iki degiskenli ve ti¢c parametreli dagilimlar1 6nerecegiz.

Denklem (4.1)’deki modifiyeli unit tistel dagilimi1 kullanilarak denklem (3.1)
ve denklem (3.2)’da ki Sklar Teoremi uygulanarak herhangi bir kapula igin iki
degiskenli modifiyeli unit tstel dagilimmin birlesik dagilim fonksiyonu ve olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

| 1-exp(- B, arcsech(1—x“)) |,
Fx ) (5.1)

[1— exp(—p, arcsech(1—y* ))]
Bax™ exp(- B, (arcsech(l— x*)))
X [24
Jx = xE\[2 - 3x 4 5P ) | L-exp(-p, arcsech(L-x*)) |,
X
Pay ™ exp(—p,(arcsech(l— y*))) [1— exp(—/3, arcsech(1— y* ))]
\/yaz r y2a2 \/2_3ya2 + y2a2

f(xy)=

(5.2)

Onerdigimiz dagilimlara iliskin dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk
fonksiyonu ve hazard fonksiyonu kapali formlar seklinde diretilecektir. Model
parametrelerinin tahmini icin En ¢ok olabilirlik ve Bayes yontemlerine dayali iki
farkli tahmin edici sunulmus ve performanslarini gostermek i¢in Monte Carlo ve
MZMC simiilasyon c¢alismast yapilacaktir. Simiilasyon ¢alismamizda ortak
dagihimlardan rasgele degisken iiretmek igin Nelsen (2006) tarafindan o6nerilen

kosullu dagilim yontemi kullanilacaktir, ¢, (v) ile gosterilen U =u bilinirken V icin
kosullu dagilim asagidaki sekildedir.

c,(v)=P[V <v|U :”]:A"moc(u +AUZ/)—C(u,v) _ 8C(§u,v)
u—> u u

c,(v) hesaplandiktan sonra algoritmaya gegilir;

Algoritma:

1- Bagimsiz tek tip (0,1) araliginda u ve t degiskenleri dretilir.

2- v=c,'(t) olacak sekilde v iiretilir.
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3- MUU dagiliminin Denklem (4.1)’deki dagilim fonksiyonunun tersi alinarak;

1

x=F*(x,f,a,) = [1—sech ["% In(l—u)Dal,

1
y=F*(v,5,,a,) :(1—sech {ﬁiln(l—v)nm2 seklinde x ve y iretilir.

2

Simiilasyon ¢alismamizdan sonra gercek veri setleri tizerine uygulama yapilip
Arsimedyen kapulalarina kiyasla performanslarini gostermek igin kullanacagimiz

tahmin edicilerin uyum iyiligi istatistik degerleri karsilagtirilarak sunulacaktir.
5.1. iki Degiskenli Clayton Modifiyeli Unit Ustel Dagilimi

Denklem (5.1) ve denklem (5.2) ile denklem (3.13)’deki Clayton kapulasina
dayali iki degiskenli Clayton modifiyeli unit distel (Clayton-MUU) dagilimimin
birlesik dagilim fonksiyonu;

(1_ exp(—p, arcsech(l—x™ )))_9 n "o

Fe(xy) = (5.3)

(1-exp(-p, arcsech(1— y* )))79 -1

seklinde elde edilmistir. Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem (5.4)’de

verilmistir.

—26—1)

B oo, X Py (941)(1- A)L-B){AB} {A“’ +B —1}(9
= \/Xal _ Xzal \/2 _3x% 4 X2a1 \/yaz . y2ar2 \/2 _3ya2 + y2a2

fo (% y)

(5.4)
Burada A= (1— exp(— /3, arcsech(l— x“l))) ve B= (1— exp(—f3, arcsech(l— y“ )))

seklindedir.

Elde edilen yeni dagilima iliskin denklem (5.3)’de verilen dagilim
fonksiyonun bazi parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.1 ve 5.2°’de ve
denklem (5.4)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonun bazi parametreleri igin 3

boyutlu grafikleri Sekil 5.3, 5.4 ve 5.5’de verilmistir.
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Sekil 5.3. B, =8, B, =7, o, =10 ve a, =9 iken Clayton-MUU dagiliminin oyf’si



6=3

Sekil 54. B =09, B, =25, a, =25 ve a, =3.5 iken Clayton-MUU dagiliminin oyf’si

— 15

— 10

Sekil 5.5. B, =3, B,=15, o, =2 ve a, =3 iken Clayton-MUU dagiliminin oyf’si
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Clayton-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasi ile;

(1-exp(-p, arcsech(l—x*))) * + )
Sc(x,y)=1-

(1— exp(—/3, arcsech(1— y* )))—e B
hC (x,y) = fc (x,y) .
(1-exp(~p,arcsech@—x*))) + |’

(1—exp(-8, arcsech(l— y* )))_l9 -

(5.5)

(5.6)
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Yeni dagilima iligkin denklem (5.5)’de verilen yasam fonksiyonun bazi
parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.6 ve 5.7°de ve denklem (5.6)’da verilen
hazard fonksiyonun bazi parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.8-5.9’da

verilmistir.

6=0.5

— 1.0

— 08

— 06

— 04

— 02

— 00

— 1.0

— 08

— 06

— 04

— 02

— 00

Sekil 5.7. B, =5, B, =6, o, =5 ve a, =0.5 iken Clayton-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu
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— 00

Sekil 5.8. B =8, ,=7, o, =10 ve @, =9 iken Clayton-MUU dagiliminin hazard fonksiyonu

6=10

— 00

Sekil 5.9. B =3, B,=15, o, =2 ve , =3 iken Clayton-MUU dagiliminin hazard fonksiyonu

Sekil 5.2-5.9’a gore Clayton-MUU dagilimi, yasam testinde birgok
uygulamaya sahip olmakla birlikte, 06zellikle kiivet tehlike oranina sahip

uygulamalarda kullanilmaya uygun olabilecegi diistiniilmektedir.

5.1.1. Parametre Tahmini

Bu bosliimde Clayton-MUU dagilimimin bilinmeyen ®=(f4,, o, S,, @,, 0)

parametrelerini tahmin etmek i¢in iki farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin

edici yontemleri; En ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes ¢ikarimidir.
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5.1.1.1. En Cok Olabilirlik Yontemi

Xy X, ve Y,...,Y, Clayton-MUU dagihmindan alimis rasgele

n

orneklemler olmak iizere, drnekleme ait ® =(f,, &, 5,,@,,0) parametreleri igin

olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla;

B pra, Xi<a1-1) yi(az-l) ( 0+ 1) (exp(—p, arcsech(1— x™)))(exp(- /3, arcsech(1— y))) x
{(1— exp(—p, arcsech(1-x{*)) ) (1 —exp(—p, arcsech(1-y:?)) )}mn y

-2 6—1)

L(G)):li:l[ {(1—exp(—ﬂ1arcsech(1—xf1 1)))_6+(1_6Xp(_ﬂ2 arcseCh(l_yiaz)))_g _l}[ o
1
X235 ey - yEe 23y 4y

—Bral fla exp{(al )y Iog(xi)}exp{(az )y Iog(yi)}(eﬂ)” x

i=1 i=1

exp{ ,Blzn: arcsech(l— x"i)}exp {—,Bzzn:arc sech(l—y; )}x

exp{(@ l)ZIog 1 exp(—f3, arcsech(1— X)) )(1—exp(—3, arcsech(L- y,“Z)))]}
—20—

exp{ : Zlog 1 exp(—/3, arcsech(1— x“l))) (1—exp(-p3, arcsech(L -y 2)))9}}X
eXp{ % 92 Xt =X 2”1)}6Xp{—%log2(2 3X“1+x2”‘1)}

l Y2 1 Y o
exp{ 5 - 2)}eXp{_§|092(2—3yi2+yi z)}

(5.7)

((®) = nlog(f3,) +nlog(e,) + nlog(/,) + nlog(e,) + (e —1)Zn: log(x;) +

i=1

—1)Zn: log(y,)+nlog(d+1) - Zn: (B, arcsech(1—x™)) — Zn: (B, arcsech(l— y™)))

+(6 —1)Zn: log [(1— exp(—/3, arcsech(1—x)) )+ (1—exp(-/3, arcsech(L - y; )))]

+ ( _Zg_ljiznll log [(1— exp(—/3, arcsech(1— x )))79 +(1-exp(-p, arcsech(L- ;" )))79 _1}

—%ZIog(x{’1 —X7) - Zlog(z 3% +x2“1)——ZIog(y ok —%Zlog(2—3yi‘"2 +y2)
i=1 i=1
(5.8)
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seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri

ise denklem 5.9-5.13’de verilmistir.

oue) _ 1_Zarcsech(1—xia1)+
op, B I

“ ”ZL

arcsech(l-x™) (1— exp(—/4, arcsech(1— x )))
1—exp(—f, arcsech(l— x*)) )+ (1—exp(~43, arcsech(1- y{))) ’

(26 +1)Zn: arcsech(l—x) (1—exp(-p,arc fCh(l_ X)) exp(-p,arc sech(l_—g X))
7| (L-exp(-p,arcsech(l-x*))) ~ +(1-exp(-4, arcsech(l- yi*))) -
(5.9)
%ﬂ(?) 2 ;arcsech(l @) +

S arcsech(L— yi*) (1—-exp(~4, arcsech(1- y*)))
( )Z (1—exp(~, arcsech(l—x)) )+ (1—exp(-, arcsech(L- y;’ )))

(26 l) 4 arcseCh(l yiaz ) (1 - eXp(—ﬁz arCSG‘Ch(l— yith ))) 5 eXp(—ﬂ2 arc SeCh(l yiaz ))
+ E
7| (1-exp(-parcsech(L—x))) * +(L—exp(~p, arcsech(d - y))) 1

ol(@) _ n B log(x)(d- x)?

aal (2 —— XIO[1 2— XI
1-x2\1-x*

[ Lx log(x.)exp(—/4, arcsech(l— x™)) x

n X 2-—x2
— 1-x™ !
0-1) ;:1 log N ( ) \/1 X \/1_)(;)[1 x +

{(1— exp(—/3, arcsech(L—x*)) )+ (1—exp(-3, arcsech(l - y;“ )))}

+Zlog(x)+

I Lx2 log(x;) exp(—p, arcsech(l—x™)) (1 —exp(—p, arcsech(1—x)) )6Ll X

(—29—1)Zn:|og (1 X")? 1/1 X\ 12 Xal

{(1— exp(—/3, arcsech(l— x™ )))79 + (1— exp(—/, arcsech(1-y;” )))79 —1}

~1& xlog(x) — 2% log(x™) _EZ”: —3x™ log(x;) + 2% log(x;)
245 X7 — 2x2% 245 2-3x™ + x>

(5.11)
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ol®) n Zﬁzy log(y,)@-y*)~ +Z'°9(Y)+

aaz - o, ia yiat2 2— yI
1=y N1y

[ B,y log(y,) exp(—B, arcsech(L- y)) x

2-yr

n . y
-1 lo @-y)° T T X +
0= log)| |, -y 1oy

{(1— exp(—f3, arcsech(l—x)) ) +(1—exp(-43, arcsech(L - y; )))}

| B,y log(x,) exp(~ B, arcsech(1 - y:* ) (1—exp(— B, arcsech(d- y)))

(-20-13 log

{(1— exp(—/, arcsech(l— x* )))_6 +(L—exp(-B, arcsech(L -y, )))_6 _1}

Zy. Iog(y.“Z) 2y2* log(y:) 12 -3y log(y,) + 2y} log(y;)

-2y 25 2_3y% ¢ yP
(5.12)
ve
8138 (0®) 021 Zl log [(1 exp(-/3, arcsech(L- x*))) + (1~ exp(~3, arcsech(1- y;* )))}
2; log [(1— exp(—/, arcsech(l—x* )))_6 +(1-exp(-3, arcsech(1- y;* )))_9 _1}
0
(-26 —1)ian: log [(1— exp(—/3, arcsech(1— x )))_6 +(1—exp(-, arcsech(l— y; )))_9 _1}
7

(— (1-exp(-3, arcsech(1- x* ))))79 log (1-exp(-3, arcsech(1- x*)) )

(~20-1) Zn: (1-exp(-p, arcsech(L- y; )))_9 log (1-exp(-3, arcsech(L- y;2)) )
+
0 (1—exp(—4, arcsech(l—x* )))76 +(1—exp(-, arcsech(l— y; )))76 -1

(5.13)
Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢oziillemedigi icin iteratif yontemler
yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.
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5.1.1.2. Bayes Tahmini

X X. ve Y,..Y Clayton-MUU dagilimindan alinms rasgele

Do X,
orneklemler olmak iizere, Clayton-MUU dagiliminin bilinmeyen parametrelerini
tahmin  etmek i¢in Ve, €(0,00), V3 €(0,0), Ve, € (0,0), VL3, € (0,0)  ve
V0 e (0,0) parametreleri arasinda bagimsiz varsayildiginda ve
a, ~Gamma(a,b), p, ~Gamma(c,d), «,~Gamma(e,s), p, ~Gamma(g,h),

6 ~ Gamma(z,l) oldugunda parametrelerin ortak dnsel dagilimi;

() = of " exp(-bay) " exp(=d B )es ™ exp(-sa,) B exp(=h/3,)0" " exp(-10)

(5.14)
seklinde elde edilir. Denklem (5.14)’de verilen Onsel dagilim ve denklem (5.7)’de
verilen orneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak
parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

ﬂlnﬂ:—lalma—l ﬂ2n+g—la;+e—lez—l exp(—l@)(@ +1)n-|-

g(®| X’ y) = 0 © © © ©
[ [ ] [ ]Brtar=pr oo exp(-10)0+1) Tdede,d B,d 8,d0

=0 &=0 f3,=0 @,=0 6=0

(5.15)

Burada

T =exp{al[iIog(x»—b]—ilog(xi)}exp{az (ilog(yi)—sj—ilog(yi)}x

i=1

exp {—ﬁl {d + Zn:arcsech(l— xf’l)}}exp {—,82 {h + _n arcsech(l—y.™ )}} X

i=1

exp {(9 —1)Zn: log [(1— exp(—f3, arcsech(1—x*)) ) (1—exp(-43, arcsech(l - y; )))]} x

e {( _22_1j .Zn1: ‘og [(1_ exp(—4 arcsech(l—x* )))76 (1_ exp(—/3, arcsech(1— y )))70 ]} X
exp {_

log Zn:(xi“l — X )}exp {—% log Zn:(z —3x% + X2 )}X
= i=1

exp{""’gi(yi“ e )}exp{_%'og > (2-3y +y2 )}
i=1 —

seklindedir. Denklem (5.15)’deki sonsal dagilimin paydasi sayisal olarak

N |-

N |-

¢oziilemedigi icin R programinda Metropol-Hastings algoritmasi ile parametrelerin

tahminleri elde edilecektir.
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5.1.2. Simiilasyon Cahsmasi

Bu boliimde, Clayton-MUU dagiliminin bilinmeyen parametreleri icin ECO
ve Bayes tahmin edicilerinin HKO ve yan kriterlerine gore performanslar1 Monte
Carlo ve MZMC simiilasyon yontemleri R paket programinda optim() kodu ile
“BFGS” yontemi kullanilarak karsilastirllmistir. Elde edilen sonuglar farkl

B, oy, By, o, ve @ parametreleri i¢cin Tablo 5.1-5.6’da verilmistir. Simiilasyon

calismasinda 5000 tekrar kullanilmis ve orneklem hacmi
n =50,100,150, 200, 250, 300, 350, 400,450,500 olarak alinmistir.

Tablo5.1. (o, =2,, =3, 4, =15, 5, =2,0 =0.5) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B b, 0 o a, B b, 0
50 | 0.0694 | 0.0932 | 0.0794 | 0.1255 | 0.0322 | 0.0974 | 0.1071 | 0.2817 | 0.1015 | 0.0909
100 | 0.0336 | 0.0437 | 0.0443 | 0.0615 | 0.0154 | 0.0609 | 0.0551 | 0.0447 | 0.0954 | 0.0702
150 | 0.0236 | 0.0334 | 0.0267 | 0.0366 | 0.0123 | 0.0251 | 0.0524 | 0.0323 | 0.0735 | 0.0691
200 | 0.0164 | 0.0244 | 0.0214 | 0.0294 | 0.0082 | 0.0256 | 0.0432 | 0.0100 | 0.0104 | 0.0132
250 | 0.0107 | 0.0157 | 0.0136 | 0.0225 | 0.0068 | 0.0092 | 0.0032 | 0.0094 | 0.0101 | 0.0069
300 | 0.0082 | 0.0122 | 0.0099 | 0.0177 | 0.0068 | 0.0081 | 0.0029 | 0.0047 | 0.0061 | 0.0040
350 | 0.0074 | 0.0111 | 0.0082 | 0.0139 | 0.0061 | 0.0019 | 0.0019 | 0.0040 | 0.0012 | 0.0032
400 | 0.0062 | 0.0088 | 0.0079 | 0.0124 | 0.0050 | 0.0018 | 0.0009 | 0.0018 | 0.0009 | 0.0010
450 | 0.0056 | 0.0071 | 0.0061 | 0.0091 | 0.0033 | 0.0013 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0008 | 0.0005
500 | 0.0032 | 0.0062 | 0.0059 | 0.0080 | 0.0031 | 0.0012 | 0.0007 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0004

0.1r 0.12¢
0.08+ —ECO 0.1F — ko
Bayes Bayes
Y 0.08 Y
0.06 -
= =
g Z 008)
0.04-
0.04-
0.02 \ 0.02¢ \
1 ! ! ! ! : : ] . | . i T ; ; )
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.10. (g, =2,, =3, 5, =15, §, =2,6 =0.5) Durumunda sirasiyla ¢ ve ¢, parametreleri igin
yanlar
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Sekil 5.11. (¢, =2,¢, =3, 4, =15, 5, =2,60 =0.5) Durumunda sirastyla S ve g, parametreleri i¢in
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Sekil 5.12. (e, =2,a, =3, 4, =15, 5, =2,60=0.5) Durumunda & parametresi i¢in yan

Tablo5.2. (o, =2,a, =3, 4, =15, 5, =2,6 =0.5) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri igin

parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

o B B,

50

0.1074

0.2030

0.1105

0.2337

0.0691 | 0.0312 | 0.1060 | 0.1016 | 0.1041 | 0.0548

100

0.0486

0.0963

0.0480

0.0955

0.0574 | 0.0120 | 0.0415 | 0.0381 | 0.0715 | 0.0426

150

0.0318

0.0621

0.0294

0.0294

0.0325 | 0.0042 | 0.0033 | 0.0059 | 0.0013 | 0.0078

200

0.0238

0.0474

0.0216

0.0434

0.0159 | 0.0023 | 0.0021 | 0.0024 | 0.0099 | 0.0055

250

0.0176

0.0362

0.0165

0.0343

0.0123 | 0.0018 | 0.0020 | 0.0024 | 0.0077 | 0.0049

300

0.0154

0.0304

0.0138

0.0280

0.0104 | 0.0011 | 0.0014 | 0.0015 | 0.0038 | 0.0016

350

0.0132

0.0264

0.0121

0.0233

0.0084 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0003 | 0.0024 | 0.0005

400

0.0120

0.0229

0.0105

0.0202

0.0078 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0001 | 0.0022 | 0.0003

450

0.0102

0.0203

0.0090

0.0185

0.0068 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0014 | 0.0003

500

0.0093

0.0179

0.0085

0.0158

0.0059 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0003
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0.121
0.25-
0.1 —ECO
0.2 Bayes
0.08
o 0.15-
%0.06 2
I
0.04 o1
0.02 0.05-
050 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.13. (o, =2,c, =3, §, =1.5, 5, =2,60 =0.5) Durumunda sirastyla ¢, ve a, parametreleri i¢in

HKO’lar
0.351 0.141
0.3} —EGo 0.12 Eco
Bayes Bayes
0.25 0.1
0.2r 0.08f
g g
0.15- 0.06
0.1F 0.041
0.05 \ 0.02F \
—_—
. . i i . . \ | i , . . )
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %U 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.14. (¢, =2,c,, =3, 4, =15, 5, =2,60 =0.5) Durumunda sirastyla S ve g, parametreleri i¢in
HKO’lar

HKO

Sekil 5.15. (o, =2,a, =3, 4, =15, 5, =2,60 =0.5) Durumunda & parametresi i¢in HKO
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oy
16 20 24 28

meanl oy )
21 23
[ |

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.16. (o, =2,, =3, 5, =15, 4, =2,0 =0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC iterasyon
¢izimi

o
24 28 32 38
N Y N I |
mean( oy )
29 341 33
| - 1 | -

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon lterasyon

Sekil 5.17. (o =2,a, =3, 5, =15, 4, =2,0 =0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC iterasyon
¢izimi

By
1.0 14 18 22

mean(p,)
1.45 1.65
1 | |

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon iterasyon

Sekil 5.18. (o, =2,¢, =3, 4, =1.5, 5, =2,6 =0.5) durumunda g, parametresi igin MCMC iterasyon

¢izimi
& o | | h g o
o -
- [=}
T T T T T T [ T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
fterasyan iterasyon

Sekil 5.19. (o, =2,c, =3, 4, =1.5, 5, =2,6 = 0.5) durumunda g, parametresi igin MCMC iterasyon
¢izimi

08

mean(B)
025 035 045
L L L

0.4

00

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

[terasyon fterasyon

Sekil 5.20. (¢, =2,a, =3, 4, =15, 5, =2,60=0.5) durumunda & parametresi igin MCMC iterasyon
gizimi
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Tablo 5.3. (¢ =0.9,¢, =15, 5, =0.5, 8, =1.25,6 = 3) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B b, 0 oy a, B b, 0
50 | 0.0556 | 0.0629 | 0.0208 | 0.0709 | 0.2029 | 0.0947 | 0.0969 | 0.0332 | 0.0745 | 0.1029
100 | 0.0275 | 0.0315 | 0.0095 | 0.0327 | 0.0468 | 0.0717 | 0.0735 | 0.0186 | 0.0655 | 0.0756
150 | 0.0178 | 0.0203 | 0.0071 | 0.0220 | 0.0301 | 0.0204 | 0.0567 | 0.0156 | 0.0604 | 0.0540
200 | 0.0141 | 0.0174 | 0.0050 | 0.0174 | 0.0247 | 0.0118 | 0.0500 | 0.0047 | 0.0582 | 0.0228
250 | 0.0118 | 0.0145 | 0.0040 | 0.0158 | 0.0111 | 0.0093 | 0.0449 | 0.0039 | 0.0115 | 0.0094
300 | 0.0109 | 0.0131 | 0.0029 | 0.0104 | 0.0075 | 0.0081 | 0.0246 | 0.0037 | 0.0104 | 0.0049
350 | 0.0083 | 0.0098 | 0.0026 | 0.0082 | 0.0073 | 0.0072 | 0.0191 | 0.0027 | 0.0096 | 0.0022
400 | 0.0076 | 0.0090 | 0.0021 | 0.0078 | 0.0058 | 0.0069 | 0.0081 | 0.0024 | 0.0082 | 0.0014
450 | 0.0063 | 0.0072 | 0.0017 | 0.0063 | 0.0026 | 0.0061 | 0.0066 | 0.0015 | 0.0078 | 0.0007
500 | 0.0053 | 0.0061 | 0.0016 | 0.0055 | 0.0006 | 0.0048 | 0.0001 | 0.0010 | 0.0051 | 0.0002

0.1p 0.1-
0.08| 0.08-
—ECO —ECO
Bayes Bayes
0.06 0.06
Z Z
S =
0.04F 0.04
0.02f 0.02
\ .
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.21. (¢, =0.9,c, =1.5, 5, =0.5, 5, =1.25,0 = 3) Durumunda sirastyla ¢y ve o, parametreleri

i¢in yanlar
0.035¢ 0.08
0.03- 0.07
0.025¢ —EGO 0.06 —ECO
Bayes 0.05 Bayes
_ 002 2
Z Z 004
> 0.015} >
0.03
0.01F
0.02
0.005} 0.01 7
%5 100 150 200 250 300 350 400 450 500 Y0700 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.22. (¢ =0.9,r, =1.5, 5, =0.5, 5, =1.25,0 = 3) Durumunda sirastyla 5 ve f, parametreleri
i¢in yanlar
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100

025~
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— ECO
0151 Bayes

01¢
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1
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n

Sekil 5.23. (¢, =0.9,¢, =1.5, 5, =0.5, 5, =1.25,0 = 3) Durumunda & parametresi igin yan

Tablo 5.4. (¢ =0.9,, =15, 5, =0.5, 8, =1.25,6 = 3) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri igin

parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

B b, 0 o a, B B, 0

50

0.0411

0.0661

0.0069 | 0.0665 | 0.5826 | 0.0923 | 0.0681 | 0.0147 | 0.0516 | 0.1312

100

0.0178

0.0313

0.0031 | 0.0284 | 0.2740 | 0.0511 | 0.0571 | 0.0093 | 0.0417 | 0.0936

150

0.0113

0.0205

0.0019 | 0.0177 | 0.1858 | 0.0453 | 0.0490 | 0.0081 | 0.0261 | 0.0694

200

0.0085

0.0156

0.0014 | 0.0133 | 0.1416 | 0.0153 | 0.0281 | 0.0044 | 0.0187 | 0.0689

250

0.0072

0.0128

0.0011 | 0.0107 | 0.1119 | 0.0117 | 0.0063 | 0.0039 | 0.0168 | 0.0415

300

0.0057

0.0105

0.0009 | 0.0089 | 0.0931 | 0.0006 | 0.0013 | 0.0038 | 0.0007 | 0.0026

350

0.0047

0.0086

0.0008 | 0.0074 | 0.0803 | 0.0005 | 0.0011 | 0.0029 | 0.0006 | 0.0013

400

0.0042

0.0080

0.0006 | 0.0065 | 0.0709 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0005 | 0.0002

450

0.0039

0.0070

0.0006 | 0.0056 | 0.0669 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0007 | 0.0002 | 0.0002

500

0.0035

0.0065

0.0005 | 0.0053 | 0.0569 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0001

01p

0.081

0.06

HKO

0.04

0.02

—EGO

—ECO
¢ Bayes

Bayes

HKO

\

1 I
0 100 150

I I I I I I T . . . )
200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.24. (¢, =0.9,r, =1.5, 5, =0.5, 5, =1.25,0 = 3) Durumunda sirastyla oy ve o, parametreleri

icin HKO’lar
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0.015, 0.07¢
0.0}
—EGO 0.05¢ —ECO
0.01+ Bayes Bayes
2 0.04f
Q I
¥
T 0.03}
0.005 002l
0.01} —
% o0 150 200 250 300 350 400 450 500 % 100 150 200 250 300 30 400 450 500
n n

Sekil 5.25. (¢, =0.9,, =1.5, 5, =0.5, #, =1.25,0 = 3) Durumunda sirastyla g, ve g, parametreleri
icin HKO’lar

0.7r

I I 1 L L I . L |
%O 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.26. (o =0.9,, =1.5, 4, =0.5, #, =1.25,0 = 3) Durumunda 6 parametresi i¢in HKO

14

Oy
1.0
mean(oy )

095 105 115

0.6
1

T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.27. (¢, =0.9,c, =1.5, 5, =0.5, 5, =1.25,0 = 3) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

1.54

14 16
mean(ey)
1.48
| I Y

12
1.42

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.28. (oq, =0.9,, =1.5, 8, =0.5, B, =1.25,0 = 3) durumunda «, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.29. (o5 =0.9, ¢, =1.5, 8, =0.5, 53,

18

1.0
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1000 2000

lterasyon

3000

T
4000

5000

=1.25,0 =3) durumunda g, parametresi igin MCMC
iterasyon ¢izimi

Bo)

mean(

0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon

Sekil 5.30. (¢, =0.9,, =1.5,4, =05, 5,
iterasyon ¢izimi

25 30 35 40

=1.250=

MMMMA Mm

meani8)

wwwm’ﬁw

0 1000 2000 3000 4000 5000

lterasyon

Sekil 5.31. (¢, =0.9,, =1.5,4 =05, 5,
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.5. (o, =35,a, =4, 3, =2.5, 3,

=1.2560=

33 35 37 39

1000 2000 3000

fterasyon

T
4000

5000

3) durumunda g, parametresi i¢cin MCMC

1000 2000 3000

parametrelerin yan tahminleri

lterasyon

T
4000

T
5000

3) durumunda 6 parametresi igin MCMC

=1.3,6 =5) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri i¢in

ECO

Bayes

oy a, B B,

o

By

b,

50

0.1109 | 0.1408 | 0.1829 | 0.0691

0.1850

0.0231

0.0516

0.0155

0.0196

0.1126

100

0.0448 | 0.0614 | 0.0760 | 0.0295

0.0983

0.0132

0.0110

0.0133

0.0107

0.0054

150

0.0375 | 0.0489 | 0.0580 | 0.0231

0.0545

0.0087

0.0050

0.0092

0.0041

0.0043

200

0.0309 | 0.0399 | 0.0460 | 0.0177

0.0345

0.0074

0.0034

0.0074

0.0031

0.0040

250

0.0190 | 0.0234 | 0.0297 | 0.0118

0.0317

0.0062

0.0018

0.0059

0.0025

0.0009

300

0.0164 | 0.0200 | 0.0254 | 0.0082

0.0306

0.0060

0.0011

0.0034

0.0012

0.0007

350

0.0065 | 0.0086 | 0.0150 | 0.0065

0.0242

0.0057

0.0011

0.0017

0.0005

0.0005

400

0.0014 | 0.0020 | 0.0102 | 0.0047

0.0199

0.0023

0.0009

0.0010

0.0004

0.0003

450

0.0015 | 0.0011 | 0.0068 | 0.0010

0.0098

0.0010

0.0009

0.0009

0.0002

0.0003

500

0.0007 | 0.0010 | 0.0013 | 0.0005

0.0056

0.0009

0.0004

0.0001

0.0001

0.0001
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0121 0.16
0.14
0.1
0.12
0.08 J—
—ECO 0.1 ECO
=4 Bayes =4 Bayes
;0.06 50.08—
0.06-
0.04
0.04
0.02 002l
L L L L 1 1 ',i\'i ——fe— 1l 1 L I L L
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n

n

Sekil 5.32. (oq, =3.5,a, =4, 4, =25, 3, =1.3,0 =5) Durumunda sirasiyla o, ve «, parametreleri

i¢in yanlar

0.2

YAN

% 250 360 350 400 450
n

0 100 150 200 500

0.07¢
0.06
0.05+
0.04-
0.031
0.02+

0.01-

$

250 300 350 400
n

0 100 150 200 450 500

Sekil 5.33. (¢, =3.5,c, =4, 5, =25, 8, =1.3,6 =5) Durumunda sirasiyla g, ve S, parametreleri

i¢in yanlar

0.2

1 I I 4
100 150 200 250

0
50

Sekil 5.34. (o4 =35,c, =4, 3, =25, 3, =1.3,0 =

300

. . . ]
350 400 450 500

5) Durumunda € parametresi i¢in yan
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Tablo 5.6. (¢, =3.5,c, =4, 5, =25, 5, =1.3,6 =5) Durumunda ECO ve Bayes Tahminleri igin
parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

by

B,

o

by

b,

50

0.2481

0.3894

0.3580

0.0569

0.1380

0.0345

0.0342

0.0189

0.0914

0.0130

100

0.1157

0.1791

0.1374

0.0237

0.0643

0.0050

0.0138

0.0171

0.0129

0.0091

150

0.0756

0.1141

0.0900

0.0157

0.0409

0.0041

0.0131

0.0127

0.0083

0.0050

200

0.0549

0.0829

0.0662

0.0114

0.0249

0.0034

0.0010

0.0067

0.0056

0.0035

250

0.0444

0.0672

0.0503

0.0090

0.0144

0.0008

0.0009

0.0010

0.0037

0.0010

300

0.0353

0.0532

0.0395

0.0069

0.0108

0.0005

0.0007

0.0009

0.0008

0.0008

350

0.0304

0.0456

0.0323

0.0059

0.0091

0.0004

0.0004

0.0003

0.0004

0.0004

400

0.0273

0.0420

0.0300

0.0053

0.0014

0.0003

0.0004

0.0001

0.0004

0.0002

450

0.0244

0.0374

0.0270

0.0048

0.0013

0.0001

0.0003

0.0001

0.0001

0.0001

500

0.0213

0.0260

0.0130

0.0030

0.0011

0.0001

0.0003

0.0001

0.0001

0.0001

HKO

0.2}
T

04
0.35¢
0.3

0.25¢

0.15+
0.1}

0.05-

0 100

150

200

250 300
n

350 400

. ]
450 500

%

100

150

200

250
n

300

350

400

450 500

Sekil 5.35. (¢ =3.5,a, =4, 5, =25, 8, =1.3,60 =5) Durumunda sirasiyla ¢, ve o, parametreleri
icin HKO’lar

0.4r

HKO

HKO

&1(
0.081
0.06
0.04r

0.02-

—ECO
Bayes

.¥
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|
100

1 ;
150 200

250 300
n

350 400

L ]
450 500

%

100

150

200

250
n

300

350

400

450 500

Sekil 5.36. (¢ =3.5,c, =4, 5, =25, 8, =1.3,6 =5) Durumunda sirasiyla g, ve S, parametreleri
icin HKO’lar
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Sekil 5.37. (o, =3.5,, =4, 5, =25, 5, =1.3,6 =5) Durumunda @ parametresi i¢in HKO

4.2

1 o
| o -
®
™ o5 —
. T w
e 2 o]
=g g ]
- T T T T T T o T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
fterasyon fterasyon

Sekil 5.38. (¢, =3.5,a, =4, B, =25, 3, =1.3,6 =5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

34 38 42 46
| T I I |
mean(oy)

380 390 4.00
|

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyan

Sekil 5.39. (o =3.5,c, =4, 5, =25, 3, =1.3,0 =5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

mean(p,)
3.0
1

28

2.6

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

iterasyon iterasyon

Sekil 5.40. (¢, =3.5,c, =4, 5, =25, 4, =1.3,6 =5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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1.46

meani(p,)
1.40

1.34

T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon [terasyon

Sekil 5.41. (¢, =3.5,a, =4, =25, 5, =1.3,6 =5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

52

o :_ Mf\ J‘“W.MJ"‘/J\L. #, ' ]
S VI A R

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

mean(8)
4.8

4.4
|

iterasyon fterasyon

Sekil 5.42. (o, =3.5,c, =4, 5, =25, 5, =1.3,6 =5) durumunda € parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

En ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin, HKO ve yan kriterlerine gére

performans  sonuglar1  Clayton-MUU  dagihmina ait B, «y, S, ,, 0

parametrelerinin simiilasyon yardimiyla tam orneklem durumunda gosterilmistir.
Yukar1 tablo ve sekillerde goriildiigii gibi Clayton-MUU dagilimmin tiim farkl
parametre degerleri i¢in HKO ve yan kriter degerleri azalmaktadir. Sonuglar
incelendiginde S, o, B,, a,, @ parametreleri i¢cin ECO ve Bayes tahmin
edicilerinin ortalama HKO ve yan degerlerinin birbirine ¢cok yakin ve kiigiik oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla Clayton-MUU dagilimmin parametre tahminleri igin

ECO ve Bayes tahmin edicileri kullanilabilir.
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5.2. Tki Degiskenli Gumbel Modifiyeli Unit Ustel Dagilim

Denklem (5.1) ve (5.2) ile denklem (3.15)’deki Gumbel kapulasina dayal1 iki
degiskenli Gumbel modifiyeli unit iistel (Gumbel-MUU) dagilimmin birlesik dagilim

fonksiyonu;
1

[

(— log (1 exp(—43, arcsech(1—x* ))))9 +

9 (5.16)
(— log (1 exp(-3, arcsech(1— y* ))))

Fs(X,y) =expy—

seklinde elde edilmistir. Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem (5.17)’de

verilmistir.

fo (%, Y) = B o, X*y ™ (1- A)(L- B)| (~log(A))" +(~log(B))" | *

1/60

x(~log(A))” (~log(B))’ exp (—[(— log(A))” + (- |Og(B))q j

x(1—9+[(—log(A))9+(—Iog(B))9ijx (5.17)

[1 ,[ ABlog(A) log(B)NX" — x 2—3x" 1 X2 D

\/yaz _ y2a2 \/2_3ya2 + yZaz

Burada A=(1-exp(-f,arcsech(l-x*))) ve B =(1-exp(-B,arcsech(l-y™)))

seklindedir.

Elde edilen yeni dagilima iliskin denklem (5.16)’da verilen dagilim
fonksiyonun bazi parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.43 ve 5.44’de ve
denklem (5.17)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonun bazi parametreleri igin 3
boyutlu grafikleri Sekil 5.45, 5.46 ve 5.47°de verilmistir.
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Sekil 5.44. 5, =35, f,=25, oy =05 ve a, =15 iken Gumbel-MUU dagilimmin df’si
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Sekil 5.45. B, =8, B,=7, a, =10 ve a, =9 iken Gumbel-MUU dagiliminin oyf’si
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— 25
— 20
15
— 10
A
L
L,
GBI
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Sekil 5.46. 5, =09, f,=25, oy =25 ve o, =35 iken Gumbel-MUU dagiliminin oyf’si
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Sekil 5.47. B,=3, B,=15, o =2 ve a, =3 iken Gumbel-MUU dagiliminin oyf’si

Gumbel-MUU dagilimmin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirast ile;

(— log (1— exp(—/3, arcsech(1— x“l))))g L

Sc (X, y)=1-expq— ) (5.18)
(— log (1-exp(—3, arcsech(1— y* ))))

he (X, y) = fo (%.Y) - (5.19)

(_Iog(l—exp(—ﬂl <’:1rcsech(1_xoa))))9Jr 0
1-exp<—

(— log (1 exp(-43, arcsech(l— y* ))))g
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Yeni dagilima iliskin denklem (5.18)’de verilen yasam fonksiyonunun bazi
parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.48 ve 5.49’da ve denklem (5.19)’da
verilen hazard fonksiyonunun bazi parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.50

ve 5.51°de verilmistir.

6=1.5

— 0.8

— 06

— 04

— 02

—— 00

Sekil 5.49. 3, =5, 3,=6, o, =5 ve a, =0.5 iken Gumbel-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu
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Sekil 5.50. 5, =8, 3, =7, a, =10 ve , =9 iken Gumbel-MUU dagilimmin hazard fonksiyonu

1.0
0.8
— 06
- 04

~ 0.2

— 0.0

Sekil 5.51. 3 =3, B, =15, o, =2 ve a, =3 iken Gumbel-MUU dagiliminin hazard fonksiyonu

Sekil 5.43-5.51’e gére Gumbel-MUU dagilimi, yasam testinde birgok
uygulamaya sahip olmakla birlikte, ozellikle kiivet tehlike oranma sahip

uygulamalarda kullanilmaya uygun olabilecegi diistiniilmektedir.

5.2.1. Parametre Tahmini

Bu boliimde Gumbel-MUU dagilimimin bilinmeyen ®=(4,, «, S,, a,, 0)

parametrelerini tahmin etmek igin iki farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin

edici yontemleri; En ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes ¢ikarimidir.
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5.2.1.1. En Cok Olabilirlik Tahmini

Xy X, Ve Y,...,Y, Gumbel-MUU dagilimidan alinmis rasgele

orneklemler olmak iizere, drnekleme ait ® =(f,, &, f,,@,,0) parametreleri igin

olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla;

B o, x4yl exp(— B, arcsech(l— x)) x exp(—3, arcsech(l -y )) x

[(_ log(1-exp(—/; arcsech(l —x* ))))g (—log(L—exp(-43, arcsech(l— y;“ ))))H J_ﬁ
(~log(2—exp(~ 3, arcsech(d - x))))’ (~log(—exp(~, arcsech(1— y7*)))’ x

L(®)=f[ o (—Iog(l—exp(—ﬂlarcsech(l—xial))))o>< )
(—log(L—exp(-4, arcsech(l- y;* ))))5

1/ [\/ X =X 23 Y -y 2 -3y 4y }— }

(1-exp(~B, arcsech(1—x)) ) - (1—exp(-4, arcsech(1- y)))

- plel pia exp| (= oax) fexp | (, -H 3 log(y)
exp{ ﬂlzn:arcsech(l x”l)}exp{—ﬂzzn:arcsech(l—yi”‘Z)}x

(1 20 n Iog[l exp(—/3, arcsech(1— Xal))])
1 |og[1 exp(—/3, arcsech(1— y“Z))])

exp eilog[ log(1—exp(—/3, arcsech(1— x“l)))]}

exp Hznll Iog(l exp(—p, arcsech(1— y“Z)))}}

i=1

| F log(1—exp(—3, arcsech(1— xi"l))))g X“
exp< log(l- 9)+ I x

(—log(L—exp(~p, arcsech(l- y; ))))9

exp Iogz X% — X 2”‘1)}exp{—§logZ(2 3x“1+x2“1)}

=1

exp

1
2
St fonl - )

expyn; Iog[l exp(—3, arcsech(1— x“l))]}exp{nZlog[l exp(— ﬂzarcsech(l—yf‘Z))]}

(5.20)
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((©) = nlog(/3,) + nlog(ay) + nlog(,) + nlog(a,) + (a, —1)Zn: log(x;) +

i=1

(0, -3 l0g(y,) - Y. (B, arcsech(1— ) - Y (B, arcsech(L- 1))
+(%)§ log [— log (1— exp(—f3, arcsech(l— x™ )))9 —log (1—exp(-43, arcsech(L- y; )))9}
+9_an log [— log (1—exp(—3, arcsech(1- xf‘l)))} + H_Zn: log [— log (1—exp(-3, arcsech(l- y; )))]

L (_Iog (1—exp(—/3l arcsech(1- X{’l)))o)><
+n-nlog(d)+= " log 0
0= (_Iog (1—exp(—ﬂ2 arcsech(1- yf’z))) )

~L 3 0g(x %)~ 1 3 log(2- 3% + x2%) ~ 1 3 log(y — y2) ~ =Y log(2- 3y +y2)
23 23 23 23

+nzn: log (1—exp(—, arcsech(1—x“))) + nzn: log (1—exp(—3, arcsech(L- y)))
i=1 i=1

(5.21)
seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri

ise denklem 5.22-5.26°da verilmistir.

0 f,(g(a) o _ Zn: (arcsech(l-x™))
(1-26)arcsech(1-x™)exp(—4, arcsech(1—x™))

= (L—exp(-p, arcsech(1—x*)) ) log (1—exp(~ 3, arcsech(l— x*)) )

+z”: @arcsech(1—x™)exp(—p, arcsech(1— x*))
= (1—exp(-p3, arcsech(1- x*)) ) log (1 exp(- 3, arcsech(1— X)) )

+Z”: arcsech(l—x™)exp(—p, arcsech(1-x))
= 0(1-exp(~p, arcsech(1- x*)) ) log (1—exp(-/3, arcsech(l- x“)))

+Z”: narcsech(1—x™)exp(—/4, arcsech(l—x™))
7 (L—exp(-p, arcsech(1—x*)) ) log (1—exp(~3, arcsech(l— x*)) )

(5.22)
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0l®) _n o

b B ; (arcsech(l—y™))
_Z”: (1-20)arcsech(l— y)exp(-p, arcsech(l- y))

= (1— exp(—4, arcsech(1— y ))) log (1— exp(- /3, arcsech(1— y™ )))
+Z”: @arcsech(1— y’)exp(—2, arcsech(l— x™*))

= (1—exp(-p, arcsech(1- y*)) ) log (1—exp(—p, arcsech(L- y;*)) )
5 arcsech(1-y;”)exp(-p, arcsech(1-y;?))
7 0(1—exp(—p, arcsech(L- y;*)) ) log (1—exp(-, arcsech(L- y;*))

n

+z narcsech(1-y;”)exp(-/4, arcsech(1-y;?))
= (1—exp(-p, arcsech(1- y*)) ) log (1—exp(-p, arcsech(L- y;*)) )

n

(5.23)

00(©) _ n & Axtlog(x)A-x")" < -
6a1 _al Izzll \/ Xial \/Z_Xial +iZ=l:I09(Xi)

1-x*\1-x™

_(1— 20) g, x log(x;) log (1— exp(—p, arcsech(1— x™ )))9 exp(—p, arcsech(1—x)) x |

Xial 2 — Xiw1 o 2 o
n \/1_)(ia1 \/—1_ X (x* -1 (1—exp(—ﬂ1 arcsech(l- x' )))><

i=1| |1

~

log (1-exp(—43, arcsech(1—x*)) ) x

[— log (1—exp(—43, arcsech(1—x* )))9 —log (1—exp(—, arcsech(L- y;* )))q

_Hﬁle‘i log(x;) exp(—p, arcsech(l— x)) x

n X% 2 _ya —
I L (x™ —1)? (1—exp(—, arcsech(1— x*
+iZ:1: 1 \,/1—Xi“1 \/1—xf‘1 (x* =1 ( p(=A4, (1-x )))x

~

log (1— exp(—f3, arcsech(l— x )))

Lx log(x ) exp(—p, arcsech(l—x™)) x

n Xal 2 — Xal a4 a; |
+Z \/1_')(_% \/1_ X_'al (x4 —1) (1—exp(—ﬂ1 arcsech(l—x; 1))) y

log (1—exp(-p, arcsech(l—x)))

_EZ”: x“ log(x) —2x° log(x) EZ”: —3x™ log(x;) + 2x>* log(x,)
245 X - 2x2% 245 23X + X2
_ nBx" log(x;) exp(—p, arcsech(1—x*))

XA [2— X"
! L (1-x2)72
\/1— X \/1—sz1 =%

(5.24)
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00(©) n _iﬁzy{“ log(y)(L-y®)~ +an'°9(y-)‘

da, Oy iz Y/ 22—y i1
1-y®2\1-y™

(1-20)3,y¢* log(y,) log (1—exp(73, arcsech(L— y)) ) exp(—f3, arcsech(L— Y ) x|

yi"‘Z 2— yi‘”Z o ) .
\/1_ ye \/1_ ye (vi* =) (1—9Xp(—,6’2 arcsech(l-y; )))><

.

4N
=
~

log (1-exp(—43, arcsech(1- y*)) ) x

[— log (1— exp(—p, arcsech(1—x™ )))9 —log (l— exp(—p, arcsech(1-y?)) )0}

| 0B,x log(y;) exp(~ 3, arcsech(l— y*)) x

y y©e o |2—-y*2 , )
' L_(y* —1)° (1—exp(—p, arcsech(1— y
+zl 1/ \/1—ny \/1—yi‘"2 (v —1)* (1-exp(-45, (L-y/4))x

log (1— exp(—3, arcsech(1— y* )))

B,y log(y;) exp(—, arcsech(l— y;=)) x

n y_‘"z 2_y_az ; , )
: L_(y® —1)* (1—exp(- /3, arcsech(1— y™
+Z:‘ 1/ \/1—yi“2 \/l—yi‘”z (v ~1)* (1-exp(-4, (L-y/))x

_Iog (1— exp(—p, arcsech(1— y: )))

1 Z y log(y;) —2y7* log(x*) 1 Z -3y, log(y;) + 2y log(y;)
23 X =2y 243 23y +yi™

_nB,y;* log(y,) exp(=f, arcsech(l- y*))

y'm2 2_y'0(2 a,\-2
1 1 1_ : 2
\/1— Y Jl— Y =)

(5.25)
ve
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or®) ZiZl: log {— log (1-exp(—, arcsech(L—- x{’l)))g —log (1—exp(~3, arcsech(1— y; )))9}
00 0
. (1-26)log {— log (1—exp(—3, arcsech(1—x* )))g —log (1 exp(~43, arcsech(1- y; )))g}

= 6

(1-26)log {Iog (1—exp(-p, arcsech(L- x)) ) - log (1- exp(-3, arcsech(l— y;* )))} x

+Zn: [— log (1 exp(-43, arcsech(1— x* )))T log {Iog [(1— exp(—f3, arcsech(1— y™ )))]} x

(l/ [0{— log (1— exp(—f3, arcsech(1— x™ )))9 —log (1— exp(—/3, arcsech(1— y )))B}D

+Zn: log [— log (1 exp(—3, arcsech(L— x;* )))} + i log [— log (1 exp(~3, arcsech(1- y;* )))]

. Zn: log {— log (1-exp(—3, arcsech(L—- x{’l)))y log (1-exp(—, arcsech(1- y; )))9} + -
9 3| glog [Iog (1—exp(-p, arcsech(1- x?l)))] +0log [Iog (1—exp(~, arcsech(1- y; )))]
(5.26)
Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢oziilemedigi igin iteratif yontemler

yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.
5.2.1.2. Bayes Tahmini

Xy Xove  Y,..0Y, Gumbel-MUU  dagilimindan alinmis rasgele

orneklemler olmak iizere, Gumbel-MUU dagilimmin bilinmeyen parametrelerini
tahmin  etmek i¢in Ve, €(0,0), Vf, €(0,0), Var, € (0,0), V3, € (0,0)  ve
Vv e (0,) parametreleri arasinda bagimsiz varsayildiginda ve
a, ~Gamma(a,b), p, ~Gamma(c,d), «,~Gamma(e,s), p, ~Gamma(g,h),

6 ~ Pareto(l, k) oldugunda parametrelerin ortak 6nsel dagilim;

7(@) =7~ exp(-bay) 4" exp(~d 4)a; " exp(-sa,) 57 exp(-h3,)0 ™ (5.27)
seklinde elde edilir. Denklem (5.27)’de verilen Onsel dagilim ve denklem (5.20)’de
verilen orneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak
parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

n+c-1_ n+a-1 pn+g-1_ n+e-1,-k-1:
A , L, 0T

(5.28)

9@[X,Y) =
[ [ ] ] [aarprea o Tdada,dsdp,do

B=02,=0 =0 a,=0 6=1

Burada
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=exp{al(ilog(xi)—bj—iloq(xi)}exp{az(iloq(yi)—sj—ilog(yi)}x
exp ,B{d +Zarcsech(1 x“l)}exp{ ﬂ{h+zn:arcsech(1—yf‘2)}}x

i=1

. | (~tog[1-exp(~ 3, arcsechL—x4)) ]) x
- (1 929 $ 1o ( og | 1-exp(-3, arcsech(L- ))])9 )

E (—Iog [1—exp(—ﬁ2 arcsech(l—y ))])

exp eilog —log(1—exp(—p, arcsech(1-y;* )))]}x

exp{eznllog —log(1—exp(—p, arcsech(l— x“l)))]}

exp —% log Z X% — x2% )} exp {—% log IZ::(Z —3X + X2 )} x
exp{—%log (v -y )}exp{—%log Zn:(Z—syi“z + y2e )}
i=1 i=1

seklindedir. Denklem (4.28)’deki sonsal dagilimin paydasi sayisal olarak
¢oziilemedigi i¢in R programinda Metropol-Hastings algoritmasi ile parametrelerin

tahminleri elde edilecektir.
5.2.2. Simiilasyon Calismasi

Bu béliimde, Gumbel-MUU dagiliminin bilinmeyen parametreleri icin ECO
ve Bayes tahmin edicilerinin HKO ve yan kriterlerine gére performanslar1 Monte
Carlo ve MZMC simiillasyon yontemleri R paket programinda optim() kodu ile
“BFGS” yontemi kullanilarak karsilastinnilmistir.  Elde edilen sonuglar farkl

B, o, B, a, ve @ parametreleri icin Tablo 5.7-5.12’de verilmistir. Simiilasyon

calismasinda 5000 tekrar kullanilmis ve orneklem hacmi
n = 50,100,150, 200, 250,300, 350, 400, 450,500 olarak alinmistir.



118

Tablo 5.7. (¢, =0.5,a, =1.2, 5, =0.7, 8, =1.3,0 =1.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

a

By

b,

50

0.0280

0.0353

0.0277

0.0584

0.0025

0.0651

0.0230

0.0155

0.0155

0.0314

100

0.0207

0.0307

0.0197

0.0522

0.0013

0.0542

0.0202

0.0086

0.0124

0.0205

150

0.0130

0.0072

0.0062

0.0367

0.0009

0.0489

0.0173

0.0059

0.0076

0.0109

200

0.0044

0.0065

0.0060

0.0175

0.0008

0.0265

0.0166

0.0039

0.0069

0.0086

250

0.0014

0.0058

0.0054

0.0085

0.0004

0.0081

0.0111

0.0033

0.0025

0.0040

300

0.0010

0.0049

0.0053

0.0081

0.0003

0.0009

0.0098

0.0015

0.0008

0.0030

350

0.0008

0.0042

0.0034

0.0075

0.0002

0.0007

0.0065

0.0013

0.0005

0.0022

400

0.0007

0.0036

0.0028

0.0058

0.0002

0.0002

0.0052

0.0011

0.0004

0.0014

450

0.0003

0.0031

0.0018

0.0009

0.0001

0.0001

0.0040

0.0010

0.0001

0.0011

500

0.0002

0.0029

0.0012

0.0008

0.0001

0.0001

0.0033

0.0008

0.0001

0.0009

—ECO
Bayes

0.04
0.03
=
; 0.02¢

0.01

—ECO
Bayes

%o

100

150

200

250

300
n

350 400

450 500

%o

100

150 200

250 300
n

350 400

450 500

Sekil 5.52. (¢, =0.5,c, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) Durumunda sirasiyla ¢ ve o, parametreleri
i¢in yanlar

0.03r

0.025¢

0.02

=z
0.015
S

0.01-

0.005+

z
>

%

100

150

200

250

300
n

350 400

450 500

0.06

0.05-

0.04r

0.03-

0.02

0.01r

—ECO
Bayes

%

100

150 200

300
n

250

350 400

450 500

Sekil 5.53. (¢, =0.5,, =1.2, #, =0.7, 5, =1.3,0 =1.5) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri
icin yanlar
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00351
0.03F
0025+ — ECO

0,021 Bayes

YAN

0016+
0.01F
0.005+

Sekil 5.54. (¢, =0.5,¢, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) Durumunda & parametresi i¢in yan

Tablo 5.8. (¢, =0.5,a, =1.2, 5, =0.7, 8, =1.3,0 =1.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 o a, B b, 0
50 | 0.0124 | 0.0259 | 0.0156 | 0.0653 | 0.0456 | 0.0064 | 0.0640 | 0.0277 | 0.0400 | 0.0123
100 | 0.0066 | 0.0246 | 0.0087 | 0.0385 | 0.0162 | 0.0034 | 0.0090 | 0.0077 | 0.0157 | 0.0086
150 | 0.0053 | 0.0069 | 0.0038 | 0.0273 | 0.0086 | 0.0030 | 0.0061 | 0.0041 | 0.0070 | 0.0021
200 | 0.0020 | 0.0066 | 0.0026 | 0.0144 | 0.0070 | 0.0010 | 0.0033 | 0.0009 | 0.0037 | 0.0020
250 | 0.0019 | 0.0062 | 0.0019 | 0.0104 | 0.0062 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0008 | 0.0010
300 | 0.0016 | 0.0060 | 0.0010 | 0.0091 | 0.0059 | 0.0003 | 0.0008 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0009
350 | 0.0013 | 0.0053 | 0.0009 | 0.0079 | 0.0051 | 0.0002 | 0.0006 | 0.0004 | 0.0002 | 0.0009
400 | 0.0011 | 0.0043 | 0.0007 | 0.0068 | 0.0045 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0002 | 0.0004
450 | 0.0010 | 0.0040 | 0.0005 | 0.0061 | 0.0039 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0004
500 | 0.0009 | 0.0036 | 0.0003 | 0.0057 | 0.0036 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

0.0141 007
0.012 0.06,
0.01} 0.05t —ECOo
Bayes
o 0.008¢ o 0.04F 4
~ x
T 0.006P T oo03f

0.004 -

0.002-

0.021
0.01F

% 00 150 200 250 300 350 400 450 500 % fo0 150 200 250 00 B0 400 450 500
n n

Sekil 5.55. (¢ =0.5,0, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) Durumunda sirastyla ¢ ve o, parametreleri

icin HKO’lar
003 0.07;
0.025} 0.06f
_ 0.05}
0.02} g‘?o

ayes 0.041

€ 0.015 2
T \ I 0.03-
0.01} 002l
0.005} \\_ 0.01L

% i0 k0 200 260 300 %0 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.56. (¢, =0.5,, =1.2, B, =0.7, 5, =1.3,0 =1.5) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri
icin HKO’lar
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005
0.041
—EGO

003} ¢
o Bayes
¥
I

002}

00" \

0 1 1 1 T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.57. (¢, =0.5,¢, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) Durumunda & parametresi i¢in HKO

o
v i
(=] _ -
_ i g4
5o g -
o | £ 1
o
0 ] Z 7
2 T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
terasyon fterasyon

Sekil 5.58. (o, =0.5,c, =1.2, 8 =0.7, 5, =1.3,§ =1.5) durumunda ¢, parametresi igin MCMC
iterasyon ¢izimi

mean(osg )
114 118 1.22
T T N R

T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon iterasyon

Sekil 5.59. (¢, =0.5,, =1.2, 8, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) durumunda «, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

0.76

meani )
0.68 0.72
L L L L

09

By
07

0.5

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

[terasyon fterasyon

Sekil 5.60. (¢, =0.5,c, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,0 =1.5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

meani ;)
1.05 115 125
1 L1 |

[terasyon [terasyon

Sekil 5.61. (¢ =0.5,¢, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,6 =1.5) durumunda f3, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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mean(g)

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.62. (¢, =0.5,, =1.2, 5, =0.7, 5, =1.3,0 =1.5) durumunda @ parametresi i¢in MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.9. (o, =2,¢¢, =3, 3, =4, 5, =3.2,6 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n oy a, B B, 0 oy a, B B, 0

50 | 0.0462 | 0.0773 | 0.0271 | 0.0207 | 0.0973 | 0.0170 | 0.0869 | 0.0466 | 0.0665 | 0.1036

100 | 0.0299 | 0.0461 | 0.0166 | 0.0118 | 0.0317 | 0.0168 | 0.0724 | 0.0272 | 0.0651 | 0.0933

150 | 0.0198 | 0.0286 | 0.0114 | 0.0106 | 0.0199 | 0.0160 | 0.0344 | 0.0208 | 0.0464 | 0.0429

200 | 0.0151 | 0.0241 | 0.0083 | 0.0061 | 0.0135 | 0.0111 | 0.0305 | 0.0177 | 0.0306 | 0.0229

250 | 0.0142 | 0.0191 | 0.0076 | 0.0052 | 0.0095 | 0.0107 | 0.0074 | 0.0096 | 0.0294 | 0.0078

300 | 0.0082 | 0.0152 | 0.0047 | 0.0038 | 0.0086 | 0.0097 | 0.0034 | 0.0096 | 0.0282 | 0.0033

350 | 0.0076 | 0.0141 | 0.0045 | 0.0032 | 0.0077 | 0.0086 | 0.0023 | 0.0041 | 0.0230 | 0.0014

400 | 0.0047 | 0.0065 | 0.0034 | 0.0021 | 0.0070 | 0.0072 | 0.0016 | 0.0009 | 0.0195 | 0.0010

450 | 0.0041 | 0.0012 | 0.0024 | 0.0020 | 0.0002 | 0.0060 | 0.0010 | 0.0006 | 0.0103 | 0.0008

500 | 0.0036 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0018 | 0.0001 | 0.0013 | 0.0007 | 0.0001 | 0.0087 | 0.0002

0.05; 01y
0.04} 0.08}
—ECO —EGO
0.03} Bayes 0.06- Bayes
z z
s s
0.02} 0.04+
0.01+ x 0.02- \

%o 700 150 200 250 300 350 400 450 500 30 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.63. (o, =2,c, =3, 5, =4, 5, =3.2,0 =3) Durumunda sirasiyla ¢ ve a, parametreleri igin

yanlar
0.05- 0.04r
0.035F
0.04-
0.03
0.03- —ECO - 0.025¢ —Eco
Z Bayes £ o002 Bayes
=
0.02 0.015}
0.01+
0.01-
0.005
\\\_' \\—\—\——
%0 100 150 200 250 300 3%0 460 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.64. (o, =2,, =3, 3, =4, 3, =3.2,6 =3) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri igin
yanlar



0121
01¢
0.08-
Z
§ 0.06
0.04-

0.02-

—ECO
Bayes

I .
%0 100 150

1 T
200 250 300 350 400 450

n

i
500

122

Sekil 5.65. (o, =2,c, =3, 5, =4, 5, =3.2,0 =3) Durumunda ¢ parametresi i¢in yan

Tablo 5.10. (o =2,, =3, B, =4, 8, =3.2,0 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

n oy a, B

B,

oy a,

By

b,

50 | 0.0677 | 0.0171 | 0.1212

0.0706

0.0161

0.0097 | 0.0184

0.0243

0.0528

0.0297

100 | 0.0311 | 0.0161 | 0.0511

0.0293

0.0113

0.0067 | 0.0107

0.0105

0.0530

0.0156

150 | 0.0202 | 0.0109 | 0.0298

0.0172

0.0108

0.0066 | 0.0067

0.0071

0.0350

0.0085

200 | 0.0151 | 0.0067 | 0.0219

0.0125

0.0102

0.0056 | 0.0054

0.0061

0.0246

0.0055

250 | 0.0117 | 0.0053 | 0.0176

0.0102

0.0085

0.0052 | 0.0041

0.0049

0.0085

0.0039

300 | 0.0096 | 0.0023 | 0.0137

0.0080

0.0051

0.0035 | 0.0030

0.0041

0.0071

0.0008

350 | 0.0083 | 0.0020 | 0.0116

0.0068

0.0030

0.0021 | 0.0006

0.0020

0.0052

0.0003

400 | 0.0072 | 0.0017 | 0.0101

0.0058

0.0026

0.0009 | 0.0005

0.0009

0.0008

0.0001

450 | 0.0064 | 0.0016 | 0.0090

0.0054

0.0022

0.0007 | 0.0001

0.0008

0.0007

0.0001

500 | 0.0059 | 0.0014 | 0.0082

0.0047

0.0020

0.0005 | 0.0001

0.0008

0.0004

0.0001

HKO

0.02

0.0151

0.0051

S

—ECO
Bayes

—_—

%o 100 150 200 250 300
n

350 400

#0500 %0

100 150 200 250 300 350 400 450 500

n

Sekil 5.66. (o, =2,c, =3, 5, =4, 5, =3.2,0 =3) Durumunda sirasiyla ¢ ve «, parametreleri i¢in

0.14r

HKO

HKO’lar

0.08

0.07
0.06\

0.05F

0.04
0.03-
0.02+

0.01F

—EGO

Bayes

%0 100 150 200 250 300
n

350 400

\ , | I L
450 500 %0 100 150 200

Sekil 5.67. (o, =2,, =3, 8, =4, §, =3.2,60 =3) Durumunda swrastyla g, ve [, parametreleri igin

HKO’lar
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250 300 350 400 450 500
n

%0 100 150 200

Sekil 5.68. (¢, =2,a, =3, 4, =4, 5, =3.2,0 =3) Durumunda @ parametresi icin HKO

mean(cy )
200 210 220
T N B B

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.69. (o, =2,a, =3, 5, =4, 5, =3.2,0 =3) durumunda ¢, parametresi icin MCMC iterasyon
cizimi

3.00

oy
26 30 34
[
mean(ey)
3.15 3.30
|

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon iterasyon

Sekil 5.70. (o, =2,a, =3, 5, =15, =2,0 =0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC iterasyon
¢izimi

s o P\MM MMMM éi
ST Vo] E Rl

@ T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon fterasyon

Sekil 5.71. (o =2,c, =3, 5, =1.5, 5, =2,6 =0.5) durumunda g, parametresi icin MCMC iterasyon
cizimi

B2
20 25 30 35
L L L
mean( ;)
24 28 28
| I N N |

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon fterasyon

Sekil 5.72. (o, =2,a, =3, 5, =15, 4, =2,0 =0.5) durumunda g, parametresi icin MCMC iterasyon
¢izimi



mean(8)

1000 2000 3000
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T
4000

T
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3.3

27 28 34

1000

T
2000

iterasyon

3000 4000 5000

Sekil 5.73. (¢, =2,¢, =3, 5, =1.5, 5, =2,0 =0.5) durumunda & parametresi icin MCMC iterasyon

cizimi

Tablo 5.11. (¢ =3.2,¢, =1.9, 5, =25, 8, =1.5,6 =5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

o

By

b,

50

0.0998

0.0740

0.1779

0.0928

0.0994

0.0634

0.0389

0.1012

0.0153

0.0576

100

0.0502

0.0385

0.0784

0.0422

0.0673

0.0232

0.0262

0.0675

0.0144

0.0124

150

0.0319

0.0238

0.0519

0.0283

0.0270

0.0100

0.0148

0.0258

0.0106

0.0072

200

0.0218

0.0174

0.0351

0.0191

0.0133

0.0091

0.0103

0.0062

0.0057

0.0068

250

0.0203

0.0162

0.0350

0.0180

0.0120

0.0035

0.0101

0.0053

0.0055

0.0067

300

0.0170

0.0113

0.0312

0.0162

0.0075

0.0005

0.0079

0.0037

0.0026

0.0060

350

0.0150

0.0106

0.0228

0.0117

0.0069

0.0004

0.0008

0.0030

0.0013

0.0010

400

0.0117

0.0090

0.0183

0.0100

0.0004

0.0002

0.0007

0.0026

0.0008

0.0010

450

0.0097

0.0073

0.0172

0.0096

0.0003

0.0001

0.0006

0.0016

0.0007

0.0009

500

0.0067

0.0063

0.0104

0.0019

0.0002

0.0001

0.0005

0.0014

0.0006

0.0008

YAN

0 100

150 200

250 300
n

350 400

450 500 0‘50 100

. \
150 200

. .
250 300

n

350 400

" ]
450 500

Sekil 5.74. (o, =3.2,, =1.9, f, = 2.5, §, =1.5,6 =5) Durumunda sirastyla ¢ ve «, parametreleri
igin yanlar

0.18
0.16}
0.14}
0.12}

YA

0.06
0.04
0.02

0.08-

%

100

150 200

250 300
n

350 400

450 560 %

0.1p

0.081

0.08-

0.041

0.02-

0 100

150 200

250 300

n

350 400

450 500

Sekil 5.75. (o =3.2,c, =1.9, f, = 2.5, §, =1.5,6 =5) Durumunda sirastyla S, ve S, parametreleri
icin yanlar
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1 1 1 1 L i ; :
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.76. (¢, =3.2,, =1.9, 5, = 2.5, 5, =1.5,6 =5) Durumunda 6 parametresi i¢in yan

Tablo 5.12. (¢, =3.2,¢, =1.9, 5, =2.5, B, =1.5,6 =5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 o a, B B, 0

50 | 0.0943 | 0.0960 | 0.0129 | 0.0110 | 0.0696 | 0.0297 | 0.0269 | 0.0107 | 0.0008 | 0.0454

100 | 0.0913 | 0.0452 | 0.0088 | 0.0044 | 0.0332 | 0.0092 | 0.0243 | 0.0072 | 0.0006 | 0.0169

150 | 0.0580 | 0.0282 | 0.0078 | 0.0027 | 0.0213 | 0.0089 | 0.0141 | 0.0043 | 0.0003 | 0.0103

200 | 0.0426 | 0.0209 | 0.0065 | 0.0020 | 0.0161 | 0.0082 | 0.0113 | 0.0016 | 0.0003 | 0.0066

250 | 0.0350 | 0.0175 | 0.0053 | 0.0016 | 0.0126 | 0.0029 | 0.0077 | 0.0009 | 0.0002 | 0.0051

300 | 0.0276 | 0.0135 | 0.0041 | 0.0013 | 0.0103 | 0.0006 | 0.0071 | 0.0007 | 0.0002 | 0.0049

350 | 0.0241 | 0.0117 | 0.0035 | 0.0011 | 0.0090 | 0.0005 | 0.0043 | 0.0005 | 0.0001 | 0.0039

400 | 0.0212 | 0.0103 | 0.0030 | 0.0009 | 0.0076 | 0.0005 | 0.0028 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0017

450 | 0.0185 | 0.0090 | 0.0027 | 0.0008 | 0.0068 | 0.0004 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0001 | 0.0007

500 | 0.0172 | 0.0085 | 0.0014 | 0.0007 | 0.0061 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0005

HKC

. . . N . . . . . I L I L I I T L )
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %O 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.77. (o =3.2,c1, =1.9, §, = 2.5, §, =1.5,6 =5) Durumunda sirastyla ¢ ve o, parametreleri

icin HKO’lar
0.014 0.012¢
0.012 0.011
0.01 ggo 0.008}
0.008 ayes
2 2 0.006}
T 0.006 T
0.004}
0.004
0.002 0.002}

%o 100 180 200 280 300 350 400 450 500 30 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.78. (o =3.2,c, =1.9, f, = 2.5, §, =1.5,6 =5) Durumunda sirastyla f, ve S, parametreleri
icin HKO’lar
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D 1 1 1 1 | 1 ]
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.79. (¢, =3.2,, =1.9, 8 =25, 3, =1.5,0 =5) Durumunda 6 parametresi i¢in HKO

26 30 34 38
mean( oy )
29 31

27

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

=}

fterasyon fterasyon

Sekil 5.80. (¢, =3.2,c, =1.9, 4, = 2.5, 5, =1.5,6 =5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC

%2

iterasyon ¢izimi

=
o™
o | 3 8]
N | ‘ ).w ! ' <2
N 3
2 4
o |
— o
2
T T T T T T - T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
fterasyon lterasyon

Sekil 5.81. (¢ =3.2,¢, =1.9, 5, = 2.5, 5, =1.5,6 =5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC

By

iterasyon ¢izimi

|
28

mean(py)
26
|

20 25 30 35

|
2.4

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon fterasyon

Sekil 5.82. (o =3.2,, =1.9, f, =25, 5, =1.5,6 =5) durumunda g parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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18

B2
4
1 | | 1 1
meanl( ;)

145 155 165

1.0

T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon fterasyon

Sekil 5.83. (o, =3.2,, =1.9, 5, = 2.5, 5, =1.5,60 =5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

mean(8)

35 45 &5
| I |
48 52 58

T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.84. (o, =3.2,, =1.9, 5, =2.5, 5, =1.5,6 =5) durumunda & parametresi i¢cin MCMC
iterasyon ¢izimi

En ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin, HKO ve yan kriterlerine gore

performans  sonuclart  Gumbel-MUU  dagilimma  ait By, B, 0

parametrelerinin simiilasyon yardimiyla tam o6rneklem durumunda gosterilmistir.
Yukaridaki tablo ve sekillerde goriildiigii gibi Gumbel-MUU dagiliminin tiim farkl
parametre degerleri icin HKO ve yan kriter degerleri azalmaktadir. Sonuglar
incelendiginde g, o;, B,, r,, @ parametreleri icin ECO ve Bayes tahmin
edicilerinin ortalama HKO ve yan degerlerinin birbirine ¢cok yakin ve kiigiik oldugu

goriilmektedir. Dolayisiyla Gumbel-MUU dagiliminin parametre tahminleri igin
ECO ve Bayes tahmin edicileri kullanilabilir.
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5.3. iki Degiskenli Frank Modifiyeli Unit Ustel Dagilim1

Denklem (5.1) ve denklem (5.2) ile denklem (3.17)’deki Frank kapulasina
dayali iki degiskenli Frank modifiyeli unit iistel (Frank-MUU) dagilimmin birlesik
dagilim fonksiyonu;

(exp (—0 {1-exp(-, arcsech(1 - x" ))}) —1) (exp (—6? {1-exp(~B, arcsech(l- y* ))}) —1)
exp(-60)-1

F (x,y):—%log 1+

(5.29)
seklinde elde edilmistir. Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem (5.30)’da
verilmistir.

f (%)= oS Xy 01— AY(L—B)exp(-0[ A+ B])(exp(-60) -1)
c(Xy) =

exp(-6) +exp(—-6[ A+B]) ’

X% = x4 22 3x% 1 x24 [y — y?e [2 -3y 4y
J \/ —exp(—6A) —exp(-6B)

(5.30)

Burada A=(1-exp(-/arcsech(1-x*))) ve B=(1-exp(-B,arcsech(l-y™)))
seklindedir. Elde edilen yeni dagilima iligkin denklem (5.29)’da verilen dagilim
fonksiyonunun bazi parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.85 ve 5.86’da ve

denklem (5.30)’da verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun bazi parametreleri igin 3
boyutlu grafikleri Sekil 5.87, 5.88 ve 5.89°da verilmistir.

0=-5
— 1.0
0.8 — 08
0.
— 06
iy
AT
Sy —04
g ST
i i P
i
04 Ga 06 - 0.2
By £ i
+06 QEUT 04
==00

Sekil 5.85. 3, =15, B,=3, o, =2 ve a, =3 iken Frank-MUU dagiliminin df’si
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Sekil 5.86. 5, =35, f,=25, o, =05 ve o, =15 iken Frank-MUU dagiliminin df’si
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Sekil 5.87. g, =5, f,=7, oy =7 ve a, =6 iken Frank-MUU dagiliminin oyf’si

6=5

A

i I,
GBI
MQ&%@@&W@M\
e
E e

A
i

oty
e
deR 08

i
X
R

5
-
e

s
&
o
8

3
T

Sekil 5.88. 5, =09, £,=25, o =25 ve a, =3.5 iken Frank MUU dagiliminin oyf’si

— 0

129



Sekil 5.89. 3,

6=10

14
12
- 10

' h
N‘u: 1

=6, f,=7, a, =8 ve o, =5 iken Frank MUU dagiliminin oyf’si

130

Frank-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasi ile;

1
S.(x,y)=1-| —=1Io
(X Y) 7 g

(exp (—9 {1-exp(p, arcsech(l- x”‘l))}) —1) x

1+ (exp(—e{l—exp(,b’2 arcsech(l—y* ))})—1)
1/[exp(-6) 1]

fe (X, Y)

He(xy) =

1+ (exp(—@{l—exp(ﬁ’2 arcsech(l1—y* ))}) —1)
1/[exp(-6) 1]

(exp (—6 {1— exp(p, arcsech(1—x* ))}) —1) X

(5.31)

(5.32)

Yeni dagilima iliskin denklem (5.31)’de verilen yasam fonksiyonunun bazi

parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.90 ve 5.91°de ve denklem (5.32)’de

verilen hazard fonksiyonunun bazi parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.92

ve 5.93’de verilmistir.
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Sekil 5.90. 5, =3, B, =15, ¢, =2 ve a, =3 iken Frank-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu
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Sekil 5.92. =8, B,=7, a, =10 ve @, =9 iken Frank-MUU dagiliminn hazard fonksiyonu
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6=5

— 1.0

— 08

— 06

— 04

— 0.2

=—00

Sekil 5.93. 5 =3, B,=15, o, =2 ve a, =3 iken Frank-MUU dagiliminin hazard fonksiyonu

Sekil 5.85-5.93’e gore Frank-MUU dagilimi, yasam testinde birgcok
uygulamaya sahip olmakla birlikte, 6zellikle artan ve kiivet tehlike oranlarina sahip

uygulamalarda kullanilmaya uygun olabilecegi diistiniilmektedir.

5.3.1. Parametre Tahmini

Bu béliimde Frank-MUU dagiliminin bilinmeyen © =(8,, oy, 3, @,, 6)

parametrelerini tahmin etmek i¢in iki farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin

edici yontemleri; En ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes ¢ikarimidir.
5.3.1.1. En Cok Olabilirlik Tahmini

Xy X, Ve Y,,...,Y, Frank-M UU dagilimindan alinmis rasgele drneklemler
olmak {iizere, 6rnekleme ait © =(f,, o, 5,,2,,6) parametreleri igin olabilirlik ve

log-olabilirlik fonksiyonlar: sirasiyla;
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(exp(=6) —1) Bt B, X4y D6
exp(_ﬂl arc SECh(l— Xial )) exp(_ﬂz arc SeCh(l— yiaz )) y

oo (- exp- st x -t arcsena )

X 2=y -y 2 -3y yE

L©) =] xp(6) + 0 [_9[(1 exp(—43, arcsech(L- x))) +D

2

(1-exp(-p, arcsech(1-y{*)))
—exp (_9 (1— exp(—/, arcsech(1— x™ ))))

—exp (—9 (1— exp(—p, arcsech(1 -y ))))

1/

- e} a0 exp| (0, -3 loatx) fexp | e, -0 Y oaty) | (ex0(-0) 1)

exp {—,Blzn: arcsech(1— xf’l)}exp {—,Bzzn:arc sech(1- vy )}x

i=1 i=1

i=1 i=1

_%IOQ ian‘,<xial - X )}exp{—%log ian:(Z—Sxial + X2 )}
%'09 an(yf’z -y )}exp{—%log Zn:(2—3yi“2 +ye )}
i=1 i=1

exp| -6 Kl— exp(— ﬁlzn: arcsech(1—x* ))] (1— exp(—p, Zn:arc sech(l—y™ ))jD X

(1-exp(-p,arcsech(1-x*))) n

exp(—0) +exp [‘9[
+(1— exp(—p, arcsech(l— y;* )))

exp —ZZ log < —exp (—9 (1— exp(—p, arcsech(l— x* ))))
—exp (—9 (1— exp(—f3, arcsech(l— y ))))

(5.33)
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((6) = nlog(4)-+nlog(es) + nlog(,) + nlog(a) + nlog(6) + e - log(x) +

(@, —1)2 log(y,)+ nlog(exp(~6) ~1) - Z (B, arcsech(1- "))~ Z (8, arcsech(1— y*)))

—Hi log[ (1-exp(~ 3, arcsech(L-x*))) (L-exp(~, arcsech(d- y))) |

—%ilog(xfﬁ - xf%)—%glog(mxr‘l v xf%)—%ilog(yﬁz —y2) —%ilog@—?)yﬁz +y2)
o [exp(-0)+exp(-0] (1-exp(-, arcsech(— x))) + (L exp(~, arcsech(@— y*))

K ~exp(-6(1- e(xp([(ﬂl arcsech(l-x*)))) - exp()e(g exp(~3; arcsech(l- y;” )));D

(5.34)
seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri
ise denklem 5.35-5.39’da verilmistir.

%ﬁ?) = ﬂ%_ Z: (arcsech(1—-x))
N Qarcsech(l—x™)exp(—p, arcsech(1-x™))

= (1—exp(—, arcsech(1- x)) ) log (1—exp(~ 3, arcsech(l— x*)) )
_Z”: 26 arcsech(1— x)exp(—p, arcsech(l—x))

= (1 exp(~, arcsech(L- x)) ) log (1 exp(~ 3, arcsech(1- x*)))
_Z”: 20arcsech(l— x™)exp(—/4, arcsech(1-x™))

= (1—exp(~p, arcsech(L— x)) ) log (1—exp(- 3, arcsech(L— x)) )

(5.35)

%ﬂ?) = ﬁ% - .Z:‘ (arcsech(1-y))
N @arcsech(l-y2)exp(—p, arcsech(1—- y:?))

= (1—exp(—, arcsech(1- y;*)) ) log (1—exp(—43, arcsech(1 - y;*)) )
_Z”: 20arcsech(1- y;?)exp(—4, arcsech(l—y;?))

= (1-exp(~, arcsech(L- x)) ) log (1 exp(~3, arcsech(1- y)))
_Z”: 20 arcsech(1-y;”)exp(-p, arcsech(l-y;?))

= (1—exp(~p, arcsech(1- y*)) ) log (1—exp(-/3, arcsech(1- y;*)) )

(5.36)
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0L(©) _ n - Bx log(x)(d-x")" +Zn:Iog(X-)—

oo, a ‘a X [2=X
1-x"\1-x*

[0, log(x,) log (L —exp(~3, arcsech(1— X)) exp(~3, arcsech(1— x)) x

n X4 [2-x% -
i i (xa —1)2(1 - h(1—-x™)))x

— l_xial l_

(1— exp(— /3, arcsech(1— x* )))

13 x™ log(x) — 2% log(x*) _EZ”: —3x7 log(x,) +2x°“ log(x;)
243 X — 2x7% 243 2-3xM + x4

| 20B,x log(x,) log (1—exp(-p, arcsech(L- x)) )exp(—f3, arcsech(1— X)) x|

+_an 1/ \/ X" \/Z_Xial (% =1)* (1—exp(-p3, arcsech(L— x)) ) x

1-x™\1-x"

(1-exp(-3, arcsech(1-x)))

_29,le{’1 log(x.)log (1— exp(—p, arcsech(1—x™ ))) exp(—p, arcsech(1—x™)) x|

+_an y J X% \/Z—Xi“l(Xial_l)z(1_exp(_ﬁlarcsech(l—X{’l)))x

1-xm 4\ 1-x™

(1-exp(-p,arcsech(1-x)))

(5.37)
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ol©) _n zﬂzy log(y;)d -~y +Zlog(y

oa, a, T yi© 2=y

1-y2\1-y™
0B,y 10g(y,) log (1—exp(~3, arcsech(L- y;*)) Jexp(~ 3, arcsech(l— ;) x |
> ; \/ Y.“yz JZ Y —(y” —1)° (1—exp(-p, arcsech(L— y;*)) ) x

(1— exp(—4, arcsech(1— y“ )))

Zy. log(y.) 2y log(x™) 12 3y.zlog(y)+2y.“1 log(y,)
2 2y 24 23yl 4y

29ﬂ2y2Iog(y)Iog(1 exp(—p, arcsech(1- 2)))exp(—ﬂ2arcsech(l—yf‘Z))x_

+Zn: 1/ \/1_yic;az \/i ;,/'az (i 1)2(1—exp(—,82 arcsech(1- yi“z)))x
(1— exp(-/, arcsech(l— y;* )))

208,y log(y;) log (1 exp(~3, arcsech(L— yi*)) ) exp(~ 3, arcsech(L- y{*)) |

+Z 1/ \/ yf; \/2 yi? (y 1)2(1—exp(—,32arcsech(1_yiaz)))x

(1-exp(-4, arcsech(1-y)))

(5.38)
000©) _n_ nexp(-0) _
00 0 exp(-0)-1
—Zn: log [(1— exp(—/3, arcsech(L— x*)) ) (1—exp(~43, arcsech(l— y; )))]
+Zi [(l— exp(—3, arcsech(l1— x* ))) + (1— exp(—/3, arcsech(l— y )))]
-2 .n (1—exp(-p,arcsech(1—x))) - Zi(l— exp(—3, arcsech(1— y)))
(5.39)

Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢6ziilemedigi igin iteratif yontemler
yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.
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5.3.1.2. Bayes Tahmini

Xy X, Ve Y,,...,Y. Frank-MUU dagilimidan alinmis rasgele 6rneklemler
olmak {izere, Frank-MUU dagilimimin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek igin
Vo, €(0,0), Vf, €(0,0), Va, €(0,0), VS, €(0,00) ve V&e(0,0) parametreleri
arasinda bagimsiz varsayildiginda ve o ~Gamma(a,b), f ~Gamma(c,d),

~ Gammafe, s), S, ~ Gamma(g, h), 6 ~ Normal (u, o) oldugunda

parametrelerin ortak 6nsel dagilima;

a- c-: e _ 1
7(0) = oy exp(~bay) B exp(=d B a; " exp(—sa,) 57~ exp(~h3,) exp {— 252

}

(5.40)
seklinde elde edilir. Denklem (5.40) de verilen Onsel dagilim ve denklem (5.33)’de
verilen o6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak

parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

n+c-1__n+a-1 pn+g-1_ n+e-1n
9(O]%,y) = —— bo by o 0T (5.41)

I f f f f Bretoat pratgetoTd fd B,de,da,dd
=0 04=0 8,=0 ;=0 f=—0
}x

exp a Zlog(x) b] ilog(xi)}exp{az(ilog(yi)—s}ilog(yi)}x

Burada

T =(exp(-0) - 1)exp{

i=1

=1

exps—4, Zarcsech(l x“l)+d}}exp{—ﬂ{ arcsech(l—yf‘Z)Jrh}}x

i=1

X2 )}exp{——log 3 (2_3Xia1 X )}X
i=1
— 2az )}exp{——bgi(z_:gyaz+ylzaz)}

i=1

I\)II—‘ r\)ll—\

(
exp( 0| | 1—exp(- ﬂIZarcsech(l x“l))j(l exp(— ﬂZZarcseCh(l y“Z))JD

(1-exp(-p, arcsech(L-x)) )
exp(—6) +exp| -0

+(1— exp(—3, arcsech(l— y )))
exp —Z_Zn: log —exp(—e(l— exp(—p, arcsech(1— x™ ))))
—exp(~0(1-exp(—, arcsech(1 - ;) ))
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Seklindedir. Denklem (5.41)’deki sonsal dagilimm paydasi sayisal olarak
¢oziilemedigi icin R programinda Metropol-Hastings algoritmasi ile parametrelerin

tahminleri elde edilecektir.

5.3.2. Simiilasyon Cahsmasi

Bu boliimde, Frank-MUU dagilimmin bilinmeyen parametreleri icin ECO ve
Bayes tahmin edicilerinin HKO ve yan kriterlerine gore performanslart Monte Carlo
ve MZMC simiilasyon yontemleri R paket programinda optim() kodu ile “BFGS”
yontemi kullanilarak karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar farkli 5, oy, ,, o, ve
6 parametreleri icin Tablo 5.13-5.18’de verilmistir. Simiilasyon ¢alismasinda 5000

tekrar kullanilmig ve orneklem hacmi
n = 50,100,150, 200, 250, 300, 350, 400, 450,500 olarak alinmistir.

Tablo 5.13. (¢ =2,, =3, 5, =15, 5, =3,8 =-0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes
n o, a, B b 0 21 a, B b, 0

50 | 0.0747 | 0.0893 | 0.0906 | 0.2243 | 0.0637 | 0.0744 | 0.1384 | 0.0805 | 0.0663 | 0.1422
100 | 0.0376 | 0.0427 | 0.0424 | 0.1098 | 0.0113 | 0.0693 | 0.0682 | 0.0443 | 0.0385 | 0.0523
150 | 0.0190 | 0.0324 | 0.0257 | 0.0790 | 0.0053 | 0.0094 | 0.0593 | 0.0399 | 0.0296 | 0.0155
200 | 0.0157 | 0.0156 | 0.0184 | 0.0527 | 0.0050 | 0.0070 | 0.0134 | 0.0228 | 0.0122 | 0.0091
250 | 0.0123 | 0.0144 | 0.0156 | 0.0394 | 0.0017 | 0.0050 | 0.0107 | 0.0216 | 0.0093 | 0.0091
300 | 0.0112 | 0.0109 | 0.0119 | 0.0375 | 0.0020 | 0.0028 | 0.0100 | 0.0141 | 0.0089 | 0.0089
350 | 0.0103 | 0.0075 | 0.0114 | 0.0223 | 0.0011 | 0.0017 | 0.0002 | 0.0130 | 0.0009 | 0.0022
400 | 0.0076 | 0.0073 | 0.0099 | 0.0209 | 0.0010 | 0.0012 | 0.0001 | 0.0101 | 0.0006 | 0.0010
450 | 0.0069 | 0.0063 | 0.0089 | 0.0113 | 0.0005 | 0.0009 | 0.0017 | 0.0093 | 0.0005 | 0.0008
500 | 0.0045 | 0.0028 | 0.0086 | 0.0102 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0037 | 0.0003 | 0.0002

0.08; 0.14-

0.07p 0.12f

0.06} o1

0.05}
=z —EGO — 0.08 —ECO
< 0.04r < Bayes
> Bayes > 0.06}

0.03}

0.02} 0.04¢

0.01} 0.02r

\ . . . . . ) . .
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.94. (oq =2,a, =3, §, =1.5, §, =3,6 =-0.5) Durumunda sirastyla o, ve a, parametreleri
icin yanlar
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YAN
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Bayes
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n
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%600

150 200

250 300

n

30 400

450 500

Sekil 5.95. (oq =2,a, =3, §, =1.5, §, =3,6 =-0.5) Durumunda sirastyla S, ve f, parametreleri
i¢in yanlar

016
0,14[
012l

01}

§ 008l
0.06
004}
0.0z}

— EGCO
Bayes

0
50

100 150

200 250
n

300 350

400 450

500

Sekil 5.96. (o, =2,, =3, 4, =1.5, 5, =3,6 =—0.5) Durumunda 6 parametresi igin yan

Tablo 5.14. (o, =2,, =3, 4, =15, 5, =3,6 =—0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

by

B,

o

by

b,

50

0.1121

0.1767

0.1375

0.0645

0.0790

0.0057

0.0284

0.0071

0.0049

0.0211

100

0.0525

0.0842

0.0488

0.0267

0.0384

0.0055

0.0054

0.0021

0.0016

0.0202

150

0.0329

0.0545

0.0310

0.0166

0.0253

0.0027

0.0030

0.0017

0.0011

0.0100

200

0.0247

0.0393

0.0228

0.0119

0.0183

0.0015

0.0028

0.0014

0.0010

0.0083

250

0.0209

0.0312

0.0180

0.0092

0.0148

0.0014

0.0013

0.0011

0.0010

0.0067

300

0.0160

0.0279

0.0141

0.0079

0.0127

0.0006

0.0008

0.0080

0.0007

0.0006

350

0.0137

0.0227

0.0120

0.0065

0.0113

0.0004

0.0004

0.0057

0.0005

0.0003

400

0.0117

0.0198

0.0108

0.0057

0.0090

0.0003

0.0003

0.0029

0.0003

0.0002

450

0.0108

0.0179

0.0009

0.0050

0.0086

0.0002

0.0001

0.0003

0.0002

0.0002

500

0.0099

0.0159

0.0008

0.0045

0.0077

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

HKO

%

100 150

200

250 300

n

350 400

450 500

%0 160

150 200

250 300

n

350 400

450 500

Sekil 5.97. (o, =2,c, =3, §, =1.5, 5, =3,60 =—0.5) Durumunda sirastyla ¢; ve o, parametreleri
icin HKO’lar
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01p
0.08r
0.06 —EGO
Bayes
0.04F
0.021

. . . . \ . . . ) | . . 1 | . : : |
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.98. (o, =2,, =3, 5, =15, 5, =3,6 =-0.5) Durumunda sirastyla 3, ve [, parametreleri
icin HKO’lar

008
007
006+
005F
0.041

HKO

0.03}
0.02

0.01F

0 . . . . : . . . )
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.99. (¢, =2,¢, =3, 4, =1.5, 5, =3,0 =—0.5) Durumunda 6 parametresi i¢cin HKO

195
|

oy
18 22
meanl oy )
1.85
L

1.4

175
1

T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.100. (o, =2,¢, =3, 4, =1.5, 5, =3,60 =—0.5) durumunda ¢, parametresi igin MCMC
iterasyon ¢izimi

L)
25 30 35 40
mean( og)
05
|

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon fterasyon

Sekil 5.101. (o, =2,c, =3, 5, =15, 5, =3,6 =-0.5) durumunda «, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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20

Ll
mean(p,)
18

By
12 16 20

1.8

T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.102. (o, =2,, =3, f, =15, 5, =3,60 =—0.5) durumunda g, parametresi igin MCMC
iterasyon ¢izimi

1
36
|

Bz
32
|

meani )

25 30 35 40

2.3
|

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

=

lterasyon fterasyon

Sekil 5.103. (¢, =2,0, =3, 5, =1.5, 5, =3, =—0.5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

04 0.8
mean(8)
0.55
| |

0.45
|

0.0

T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

[terasyan fterasyon

Sekil 5.104. (o, =2,, =3, 4, =15, 5, =3,0 =—0.5) durumunda & parametresi i¢in MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.15. (o, =1.8,, =1.3, 4, =4.9, 5, =0.7,6 =0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes
n o a, B b 0 o a, B b, 0

50 | 0.0530 | 0.0663 | 0.0479 | 0.0318 | 0.0229 | 0.0300 | 0.0338 | 0.0194 | 0.0392 | 0.0135
100 | 0.0202 | 0.0331 | 0.0184 | 0.0149 | 0.0184 | 0.0233 | 0.0102 | 0.0090 | 0.0317 | 0.0121
150 | 0.0155 | 0.0233 | 0.0128 | 0.0115 | 0.0097 | 0.0067 | 0.0087 | 0.0072 | 0.0109 | 0.0098
200 | 0.0088 | 0.0192 | 0.0094 | 0.0080 | 0.0071 | 0.0057 | 0.0081 | 0.0055 | 0.0083 | 0.0086
250 | 0.0070 | 0.0151 | 0.0077 | 0.0069 | 0.0012 | 0.0048 | 0.0055 | 0.0040 | 0.0071 | 0.0086
300 | 0.0063 | 0.0133 | 0.0058 | 0.0049 | 0.0010 | 0.0019 | 0.0029 | 0.0021 | 0.0067 | 0.0050
350 | 0.0055 | 0.0116 | 0.0047 | 0.0031 | 0.0008 | 0.0012 | 0.0013 | 0.0019 | 0.0065 | 0.0038
400 | 0.0044 | 0.0098 | 0.0038 | 0.0030 | 0.0006 | 0.0011 | 0.0008 | 0.0019 | 0.0041 | 0.0024
450 | 0.0049 | 0.0052 | 0.0036 | 0.0026 | 0.0001 | 0.0010 | 0.0006 | 0.0014 | 0.0040 | 0.0010
500 | 0.0044 | 0.0046 | 0.0035 | 0.0024 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0004
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0.06 0.07-

0.051
0.04} Eco

z Bayes
;t 0.03

oo2f 002l
0.01} 0.01+

%0 160 15;0 260 25;0 360 3;’;0 460 450 560 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

z 0.04}
> 0.03}

Sekil 5.105. (¢ =1.8,, =1.3, 5, =4.9, 5, =0.7,6 = 0.5) Durumunda sirasiyla o ve «,
parametreleri igin yanlar

—ECO
Bayes

YAN

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.106. (o, =1.8,, =1.3, 4, =4.9, 5, =0.7,6 =0.5) Durumunda sirastyla g ve S,
parametreleri i¢in yanlar

0.0251

0021

— ECO
0.015 Bayes

YAN

0.01¢

0.005F L’\
0 L L L L L n

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.107. (o, =1.8,¢, =1.3, 4, =4.9, 5, =0.7,6 =0.5) Durumunda @ parametresi i¢in yan

Tablo 5.16. (¢, =1.8,, =1.3, 5, =4.9, 5, =0.7,6 = 0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 o a, B B, 0

50 | 0.0568 | 0.0811 | 0.0846 | 0.0196 | 0.0825 | 0.0147 | 0.0154 | 0.0615 | 0.0137 | 0.0183

100 | 0.0263 | 0.0357 | 0.0717 | 0.0084 | 0.0378 | 0.0105 | 0.0142 | 0.0260 | 0.0083 | 0.0177

150 | 0.0179 | 0.0238 | 0.0586 | 0.0052 | 0.0259 | 0.0081 | 0.0066 | 0.0109 | 0.0073 | 0.0080

200 | 0.0127 | 0.0171 | 0.0413 | 0.0038 | 0.0190 | 0.0067 | 0.0060 | 0.0089 | 0.0036 | 0.0071

250 | 0.0099 | 0.0132 | 0.0320 | 0.0029 | 0.0150 | 0.0039 | 0.0054 | 0.0061 | 0.0023 | 0.0037

300 | 0.0083 | 0.0114 | 0.0276 | 0.0025 | 0.0129 | 0.0015 | 0.0040 | 0.0054 | 0.0014 | 0.0029

350 | 0.0069 | 0.0093 | 0.0229 | 0.0021 | 0.0109 | 0.0009 | 0.0026 | 0.0022 | 0.0011 | 0.0024

400 | 0.0062 | 0.0084 | 0.0197 | 0.0019 | 0.0097 | 0.0006 | 0.0020 | 0.0015 | 0.0010 | 0.0019

450 | 0.0058 | 0.0074 | 0.0187 | 0.0016 | 0.0089 | 0.0004 | 0.0015 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0011

500 | 0.0048 | 0.0063 | 0.0152 | 0.0014 | 0.0078 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0007
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0.06 0.1r
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n n

Sekil 5.108. (¢ =1.8,, =1.3, 5, =4.9, 5, =0.7,6 = 0.5) Durumunda sirasiyla ¢, ve «,
parametreleri igin HKO’lar

0.1p 0.02
—EGO
o Bayes
4
T
\ . . . . . . , | . . . . . . I ]
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500

n n

Sekil 5.109. (o, =1.8,, =1.3, 4, =4.9, 5, =0.7,6 =0.5) Durumunda sirastyla g, ve S,
parametreleri i¢in HKO’lar

HKO

Sekil 5.110. (o, =1.8,cr, =1.3, 3, =4.9, 8, =0.7,6 =0.5) Durumunda 6 parametresi i¢in HKO

2.00
|

o
meani o )

16 18 20 22
1.90
|

T T T T T T
] 1000 2000 3000 4000 5000 ] 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.111. (¢ =1.8,¢, =1.3, 5, =4.9, 5, =0.7,6 = 0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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171
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[
mean(eg )

1.55
L

1.0
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T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.112. (o, =1.8,, =13, 5, =4.9, 3, =0.7,6 = 0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.113. (o, =1.8,c, =1.3, 5, =4.9, 5, =0.7,6 = 0.5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Bz}
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Sekil 5.114. (¢, =1.8,, =1.3, 4, =4.9, 5, =0.7,0 =0.5) durumunda g, parametresi i¢in MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.115. (¢, =1.8,, =1.3, 3, =4.9, 5, =0.7,60 =0.5) durumunda & parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.17. (o, =4,a, =35, 4, =0.3, 5, =1.7,6 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

oy

By

b,

50

0.0725

0.0864

0.0868

0.2262

0.0090

0.0247

0.0623

0.0422

0.0750

0.0115

100

0.0333

0.0499

0.0391

0.1211

0.0041

0.0166

0.0484

0.0146

0.0725

0.0107

150

0.0224

0.0281

0.0272

0.0684

0.0034

0.0071

0.0229

0.0095

0.0531

0.0063

200

0.0192

0.0262

0.0212

0.0578

0.0021

0.0053

0.0102

0.0090

0.0426

0.0052

250

0.0154

0.0204

0.0170

0.0417

0.0020

0.0024

0.0060

0.0067

0.0186

0.0027

300

0.0141

0.0119

0.0143

0.0327

0.0020

0.0020

0.0031

0.0031

0.0093

0.0020

350

0.0108

0.0104

0.0125

0.0353

0.0014

0.0020

0.0026

0.0016

0.0085

0.0008

400

0.0100

0.0130

0.0087

0.0290

0.0005

0.0006

0.0013

0.0007

0.0053

0.0004

450

0.0054

0.0090

0.0060

0.0228

0.0005

0.0002

0.0007

0.0003

0.0020

0.0001

500

0.0021

0.0010

0.0059

0.0123

0.0004

0.0001

0.0005

0.0001

0.0012

0.0001
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—ECO
Bayes

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 160 150 260 250 360 350 460 450 500
n n

Sekil 5.116. (¢, =4,c0, =35, 4, =0.3, 5, =1.7,0 =3) Durumunda sirastyla ¢, ve a, parametreleri
icin yanlar

%o 700 150 200 250 300 350 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 50C
n n

Sekil 5.117. (o, =4,, =35, 5, =0.3, 5, =1.7,0 =3) Durumunda sirastyla g, ve [, parametreleri

i¢in yanlar

00121
0.01F

— ECO
Bayes

0.008 -
E 0.006 |-
>

0.004 -

0.002

¥‘\

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.118. (o, =4,, =35, 4 =0.3, 3, =1.7,60 =3) Durumunda ¢ parametresi i¢in yan

Tablo 5.18. (o, =4,a, =35, 4, =0.3, 3, =1.7,60 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 o a, B B, 0

50 | 0.0112 | 0.0180 | 0.0112 | 0.0679 | 0.0777 | 0.0023 | 0.0052 | 0.0196 | 0.0135 | 0.0198

100 | 0.0109 | 0.0086 | 0.0101 | 0.0272 | 0.0384 | 0.0020 | 0.0026 | 0.0072 | 0.0069 | 0.0098

150 | 0.0084 | 0.0053 | 0.0071 | 0.0158 | 0.0210 | 0.0014 | 0.0017 | 0.0071 | 0.0062 | 0.0082

200 | 0.0043 | 0.0039 | 0.0059 | 0.0119 | 0.0185 | 0.0009 | 0.0016 | 0.0058 | 0.0041 | 0.0041

250 | 0.0019 | 0.0033 | 0.0017 | 0.0094 | 0.0148 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0052 | 0.0034 | 0.0018

300 | 0.0016 | 0.0026 | 0.0014 | 0.0075 | 0.0122 | 0.0006 | 0.0006 | 0.0011 | 0.0024 | 0.0012

350 | 0.0013 | 0.0023 | 0.0012 | 0.0066 | 0.0105 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0008 | 0.0020 | 0.0007

400 | 0.0012 | 0.0019 | 0.0011 | 0.0054 | 0.0094 | 0.0004 | 0.0002 | 0.0006 | 0.0017 | 0.0004

450 | 0.0011 | 0.0018 | 0.0009 | 0.0050 | 0.0080 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0003

500 | 0.0009 | 0.0015 | 0.0008 | 0.0044 | 0.0073 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0002
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0.012; 0.02;
0.01
0.015
0.008
£ 0.006 0.01
I I
0.004

0.005
0.002

Yo 70 150 200 250 300 350 400 450 500 S0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.119. (q =4,a, =35, 4, =0.3, §, =1.7,0 =3) Durumunda sirastyla o, ve a, parametreleri
icin HKO’lar

—ECO
i Bayes

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %O 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.120. (¢ =4,c,, =35, =0.3, 5, =1.7,6 =3) Durumunda sirastyla g, ve S, parametreleri
icin HKO’ lar

50 100 150 200 25ID 300 350 400 450 500
n

Sekil 5.121. (¢, =4,, =35, 5, =0.3, 3, =1.7,60 =3) Durumunda ¢ parametresi i¢in HKO

oy
35 40 45
meani o )

; MM{‘A).U
WA MR Y N

1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon iterasyon

Sekil 5.122. (o, =4,c, =35, =0.3, 5, =1.7,60 =3) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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oy
30 34 38 42
TN T R |

mean(og )
330 335 340
1 1 1

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

=

fterasyon fterasyon

Sekil 5.123. (o, =4,a, =35, 4, =03, 4, =1.7,6 =3) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

0.30

mean(f)
0270 0285
| I I

By

0.20

0 1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000

o

fterasyon fterasyon

Sekil 5.124. (o, =4,a, =35, 4, =0.3, 3, =1.7,60 =3) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

175
|

mean( g )
1.55 1.65
Lo

Pz

12 16 20 24

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon iterasyon

Sekil 5.125. (¢, =4,a, =35, =0.3, 5, =1.7,60 =3) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

Ay, S

RUALSIA

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

L]

24 28 32 386
L1
:—/—;

mean(8)
29 31 33 35
| I I I |

T T T T
1000 2000 3000 4000 5000

= -

iterasyon iterasyon

Sekil 5.126. (o, =4,a, =35,4, =03, 4, =1.7,60 =3) durumunda & parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

En ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin, HKO ve yan kriterlerine gore

performans sonuglari Frank-MUU dagilimina ait 3, &, 53,, @,, € parametrelerinin

simiilasyon yardimiyla tam o6rneklem durumunda gosterilmistir. Yukari tablo ve
sekillerde goriildiigii gibi tiim farkli parametre degerleri igin HKO ve yan kriter
degerleri azalmaktadir. Sonuglar incelendiginde parametreler i¢cin ECO ve Bayes
tahmin edicilerinin ortalama HKO ve yan degerlerinin birbirine ¢ok yakin ve kiigiik
oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla Frank-MUU dagilimmin parametre tahminleri

icin ECO ve Bayes tahmin edicileri kullanilabilir.
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5.4. Tki Degiskenli Ali-Mikhail Haq Modifiyeli Unit Ustel Dagilimi

Denklem (5.1) ve denklem (5.2) ile denklem (3.20)’deki Ali-Mikhail Haq
kapulasina dayali iki degiskenli Ali-Mikhail Hag modifiyeli unit iistel (AMH-MUU)
dagiliminin birlesik dagilim fonksiyonu;

(1—exp(—3, arcsech(1—x*)) ) (1—exp(—4, arcsech(l— y*)))
1-60exp(—p, arcsech(l—x™))exp(—p, arcsech(l—y“))

ACE (5.42)

seklinde elde edilmistir. Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem (5.43)’de
verilmistir.

B oo, Xy D AB[ 1+ OAB - 20A-20B+6°AB +0 |
X4 —x2% 2 - 3x% 4 X% \/y"‘2 — y?e \/2 —3y“ +y*» [AB- 6?—1]3

fA (X’ y) =

(5.43)
Burada  A=exp(—p arcsech(l—x*)) ve B =exp(—p,arcsech(l—y"))

seklindedir.

Elde edilen yeni dagilima iliskin denklem (5.42)’de verilen dagilim
fonksiyonunun bazi parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.127 ve 5.128’de ve
denklem (5.43)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonun bazi parametreleri igin 3
boyutlu grafikleri Sekil 5.129, 5.130 ve 5.131°de verilmistir.

1.0
0.8
0.6
0.4

02

0.0

Sekil 5.127. 5, =35, 5,=25, oy =05 ve o, =15 iken AMH-MUU dagiliminin df’si
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Sekil 5.128. B =15, B,=3, o, =2 ve a, =3 iken AMH-MUU dagilimmm df’si

6=-1

0

Sekil 5.130. B =09, B, =25, o, =25 ve a, =3.5 iken AMH-MUU dagilimmin oyf’si



Sekil 5.131. B =3, B,=15, o, =2 ve «, =3 iken AMH-MUU dagilimmnin oyf’si

150

AMH-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirast ile;

Sa(x,y)=1-

(1—exp(—3, arcsech(1—x*)) ) (1—exp(-4, arcsech(L— y*))) |

1-6exp(—p, arcsech(l—x“))exp(—p, arcsech(1— y“?))

f o (5 Y)

hA(Xl y) =
1—

(1-exp(-p3, arcsech(1—x*)) ) (1—exp(-, arcsech(l— y*)) )

1-6Oexp(—p, arcsech(l—x™))exp(—p, arcsech(1— y“?))

(5.44)

(5.45)

Yeni dagilima iligkin denklem (5.44)’de verilen yasam fonksiyonunun bazi
parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.132 ve 5.133’de ve denklem (5.45)’de

verilen hazard fonksiyonunun bazi parametreleri igin 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.134

ve 5.135°da verilmistir.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Sekil 5.132. B =3, 3, =15, o, =2 ve @, =3 iken AMH-MUU dagilimmn yasam fonksiyonu
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Sekil 5.135. B =3, B,=15, o, =2 Ve a, =3 iken AMH-MUU dagilimimin hazard fonksiyonu

Sekil 5.127-5.135°e gore AMH-MUU dagilimi, yasam testinde birgok
uygulamaya sahip olmakla birlikte, ozellikle artan tehlike oranina sahip

uygulamalarda kullaniilmaya uygun olabilecegi diisiiniilmektedir.
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5.4.1. Parametre Tahmini

Bu bélimde AMH-MUU dagiliminin bilinmeyen © =(4,, oy, f3,, ,, 6)

parametrelerini tahmin etmek igin iki farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin

edici yontemleri; En ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes ¢ikarimudir.

5.4.1.1. En Cok Olabilirlik Yontemi

X X, ve Y,...,Y, AM H-MUU dagilimindan alinmis rasgele drneklemler
olmak tizere, ornekleme ait ® =(4,«, f,,,,0) parametreleri icin olabilirlik ve

log-olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla;

Bioe fra, Xy exp(— B, arcsech(l— x)) exp(—f, arcsech(l— y&))
1+ @exp(—p, arcsech(1—x)) exp(—p, arcsech(1—-y;?))
L(©) =] [ 1x| —20exp(-p, arcsech(1—x*)) — 20 exp(—, arcsech(1— y;)) | x
+6? exp(—p, arcsech(l—x)) exp(— 4, arcsech(1-y2)) + &
1/ [\/xi‘”1 — X2 \/2 —3x% + x> \/yi‘”2 —y \/2 A }x

| (exp(B, arcsech(1- x“)))(exp(B, arcsech(L- yi*))) - 0]3

=pfley By, exp{(al —Di log(xi)}exp{(az —1)2 Iog(yi)}exp{—ﬂi arcsech(l- Xf’l)}x

[1+ Oexp(-p3, arcsech(1— x)) x |
exp(—f3, arcsech(1— y))
i ) n | —20exp(-p, arcsech(L— x*))
exp {—ﬁz;afCSGCh(l— 1/ 2)}eXp log le 20 exp( ﬂl arcsech(1-y")) ||
1= = B - ’ ) |

+6° exp(— B, arcsech(l— x*)) x

| exp(—p, arcsech(1-y?))+6 |
1 y a ) 1 . o o
exp{—zlog;(xi — X2 )}exp{—zlog;(Z—Bxi e )}x
1, g 1, &
exp {—5 log 3 (v -y )}eXp {—5 log 323y, +y;™ )}
i=1 i=1

exp {—3 log Z [(exp( p,arcsech(l—x™)))(exp(p, arcsech(1—y2))) — 0]}

= -

(5.46)
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((®) = nlog(4,) +nlog(e,) +nlog(p,) + nlog(e,) + nlog(6)
Ha ~)X10g(x) + (@ - log(y)

_Z'Bl arcsech(l—x™)— Zﬂz arcsech(l—y.2)
i=1 i=1

1+ @exp(—p, arcsech(l—x™))exp(— 4, arcsech(1—- y;?))
+Z log| —260exp(—p, arcsech(l—-x)) — 260 exp(— 4, arcsech(1—y?))

i=1

+0% exp(— p,arcsech(l—x™))exp(—/, arcsech(l-y?)) + &

—%Z log(x/* — x7*) —%z log(2—3x™ + x**)
i=1

i=1

1 S . o 2
—=>"log(y” - yi*) == log(2—3y/ + y}**)
23 23

_3Zn: log [(1— exp(—/3, arcsech(L—x)) ) (1—exp(—3, arcsech(l— yi*)) ) - 6?] (5.47)

seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri

ise denklem 5.48-5.52°de verilmistir.

o) _n < o
TR ; (arcsech(1—x™))
(9 arcsech(1—x))[ 2exp(-43, arcsech(l- y;*)) ~1- 0]) x
48
+Z”: —exp(p, arcsech(1-x™)(3, arcsech(1-y;2)) - & (5.48)
i=1 || 1/] +28 exp(f, arcsech(l—x™)) + 28 exp(pS, arcsech(1—y;?))
—6” — @exp(B, arcsech(1— x“)(p, arcsech(l— y*))
%,B(:)) = ﬂ% - .Z:: (arcsech(1-y?))
(0 arcsech(1— y;*))[ 2exp(- /3, arcsech(l— x*)) ~1- 9}) x
(5.49)

+Z”: —exp(p, arcsech(1-x™)(3, arcsech(1—y;?)) -6
i=L || 1/| +20exp(B, arcsech(l—x)) + 20 exp(B, arcsech(1—- y;*))
—0% — O exp( 3, arcsech(l- x)(B, arcsech(1— y{2))
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C) N Z“: Bx log(x)(A—x")™ + Zn: log(x.)—

oy o I X [2—xm
1-x™\1-x*

_,lei“l log(x.)(2exp(—p, arcsech(1—y?))) —1-6) x
I 2exp(—p, arcsech(1-y)))

n +2exp(—p, arcsech(l—-x)))
izzl“ 1/ \/ 11(‘0;&1 \/ i X::l (x™ —1)* x| (-0 —1)(exp(B, arcsech(l—x)
' +, arcsech(l1— y*))

-0-6°

~ 13 x™ log(x) — 2% log(x™) _12”: —3x log(x,) + 2% log(x;)
243 X —2x2 24 2-3xM + X2

i Lx log(x;) exp(—p, arcsech(1— x)) exp(— 4, arcsech(1—y?)) x |

n Xal 2 Xal
-3 i i Xa'1 -1 2 %
; 1/ \/1—xi”‘1 \/1 x"l( )

(5.50)
[exp(— p,arcsech(l—x™))exp(—p, arcsech(1-y;?)) - 6’]
oL@ _ n < Byt logly)d-y ,
oa, a, Zl \/ ye \/2_ ye +Z og(y;) -
1-y” yi
B,y log(y;)(2exp(—f, arcsech(1—x*))) —1- ) x |
i 2exp(—p, arcsech(1—y))) |
n a +2exp(—p, arcsech(1-x™)))
; 1/ \/1_y‘ Zaz \/2 v —(y* ~1)" x| (-0 -1)(exp(p, arcsech(l-x)
g +/3, arcsech(l—y.2))
—0-6? |
13y Iog(y.) 2y7" log(x*) 1<~ =3y log(y;) + 2y, log(y;)
2% e - 2y;e 22T 23y
| By log(y,) exp(—A3, arcsech(l— x)) exp(~3, arcsech(l— ;<)) x|
\ yi© o 2- y 2
_ ' J -1
2|y Jl— v \/ A (5.51)
[exp(— YA arcsech(l— x™))exp(—p, arcsech(1-y:?)) - 6]
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exp(—p, arcsech(1—- x™))exp(—/4, arcsech(1—y?))

—2exp(—p, arcsech(1-x*))—2exp(—p, arcsech(1-y?)) |x

00(0) < +260 exp(—p, arcsech(1- x™))exp(— 4, arcsech(1l-y?)) +1

00 i1 1+ @exp(—p, arcsech(1- x™))exp(—p, arcsech(1—y;?))

1/| —20exp(—p, arcsech(l—x™)) — 20 exp(—f, arcsech(1— y2))
+6° exp(—pB, arcsech(l— x)) exp(- 3, arcsech(1— y~2)) + 6

(5.52)
Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢6ziilemedigi igin iteratif yontemler
yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi Kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.

5.4.1.2. Bayes Tahmini

X X, veY,...,Y, AM H-MUU dagilimindan alinmis rasgele 6rneklemler
olmak {izere, AMH-MUU dagilimimnin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek igin
Va, €(0,0), Vf, €(0,0), Va, €(0,0), V3, €(0,00) ve V&€ (0,0) parametreleri
arasinda bagimsiz varsayildiginda ve o, ~Gamma(a,b), S ~Gamma(c,d),
a, ~Gammaf(e,s), S, ~Gamma(g,h), € ~Uniform(-11) oldugunda parametrelerin
ortak onsel dagilimz;
7(®) = o exp(-be,) " exp(=d ) et; " exp(-sa,) 5 exp(=h3,) (5.53)
seklinde elde edilir. Denklem (5.53)’de verilen Onsel dagilim ve denklem (5.46) da

verilen o6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak

parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

n+c-1_ n+a-1 pn+g-1__n+e-1:
o, T

9@X V)=
J' J' I J‘ .[ﬂlmc—lalma—l 2n+g—1a2n+e—1-|—dﬁldﬂzdaldazd0

£1=0 y=0 £,=0 a, =0 H=-1

(5.54)

Burada
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T- exp{al[ilog(xi)—bj—ilog(xi)}exp{az (ilog(y»—s)—ilog(y»}x

i=1
exp {—,Bl {Zn: arcsech(l—x*)+d }}exp{—ﬂz {Zn: arcsech(l—y2)+ h}} X
i=1 i=1
1+ @exp(—p, arcsech(l-x)) exp(-4, arcsech(1- y#))
exp+ log Z —260exp(—p, arcsech(l— x)) — 260 exp(— S, arcsech(1— y;2))

i=1

+6% exp(—f3, arcsech(1— x™)) exp(- 3, arcsech(l— y2)) + 0

exp {—— log Zn:(xf‘l — X2 )} exp{—% log i(z —3x% 4+ X2 )} x
i=1

i=1
exp{—

exp {—3 log _ [(exp(,b’1 arcsech(1— x™)))(exp(S, arcsech(1—y;))) - 0}}

N| -

n

log > (i -y )}exr) {—%log Zn](Z =3y Y )}
i=1

=1

N |~

EReS

seklindedir. Denklem (5.54)’deki sonsal dagilimin paydasi sayisal olarak
¢oziilemedigi i¢in R programinda Metropol-Hastings algoritmasi ile parametrelerin

tahminleri elde edilecektir.

5.4.2. Simiilasyon Calismasi

Bu bsliimde, AMH-MUU dagilimmin bilinmeyen parametreleri icin ECO ve
Bayes tahmin edicilerinin HKO ve yan kriterlerine gére performanslart Monte Carlo
ve MZMC simiilasyon yontemleri R paket programinda optim() kodu ile “BFGS”
yontemi kullanilarak karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar farkli g, o, f,, a, Ve
6 parametreleri i¢in Tablo 5.19-5.24’de verilmistir. Simiilasyon ¢alismasinda 5000
tekrar kullanilmig ve orneklem hacmi

n =50,100,150, 200, 250, 300, 350, 400, 450,500 olarak alinmistir.

Tablo 5.19. (¢, =2,¢, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,60 =—0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes
n o a, B B 0 o a, B Bs 0

50 | 0.1145 | 0.0263 | 0.0194 | 0.2211 | 0.0403 | 0.0616 | 0.0322 | 0.1122 | 0.2137 | 0.0111
100 | 0.0553 | 0.0071 | 0.0097 | 0.0624 | 0.0372 | 0.0154 | 0.0156 | 0.0109 | 0.0161 | 0.0103
150 | 0.0311 | 0.0059 | 0.0056 | 0.0333 | 0.0308 | 0.0091 | 0.0103 | 0.0067 | 0.0072 | 0.0098
200 | 0.0125 | 0.0026 | 0.0020 | 0.0120 | 0.0284 | 0.0087 | 0.0087 | 0.0062 | 0.0060 | 0.0082
250 | 0.0107 | 0.0025 | 0.0012 | 0.0112 | 0.0243 | 0.0053 | 0.0081 | 0.0053 | 0.0025 | 0.0049
300 | 0.0101 | 0.0023 | 0.0010 | 0.0110 | 0.0218 | 0.0046 | 0.0081 | 0.0052 | 0.0023 | 0.0038
350 | 0.0087 | 0.0017 | 0.0009 | 0.0087 | 0.0171 | 0.0028 | 0.0066 | 0.0051 | 0.0017 | 0.0030
400 | 0.0065 | 0.0009 | 0.0006 | 0.0077 | 0.0139 | 0.0008 | 0.0032 | 0.0031 | 0.0015 | 0.0027
450 | 0.0023 | 0.0009 | 0.0005 | 0.0042 | 0.0087 | 0.0004 | 0.0024 | 0.0038 | 0.0009 | 0.0015
500 | 0.0017 | 0.0008 | 0.0004 | 0.0038 | 0.0036 | 0.0003 | 0.0009 | 0.0022 | 0.0008 | 0.0010
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Sekil 5.136. (o =2,a, =15, 4 =0.5, 8, =3.5,0 =—0.5) Durumunda sirasiyla o, Ve «,
parametreleri igin yanlar
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Sekil 5.137. (o, =2,a, =1.5, 5, =05, 5, =3.5,6 =—0.5) Durumunda sirastyla g, ve g,
parametreleri igin yanlar

Sekil 5.138. (g =2,, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,60 =—0.5) Durumunda & parametresi igin yan

Tablo 5.20. (o =2,, =15, 5, =0.5, 8, =3.56 =-0.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

oy

By

b,

50

0.2611

0.0419

0.0087

0.0930

0.0797

0.0488

0.0141

0.0134

0.0468

0.0075

100

0.1151

0.0213

0.0038

0.0413

0.0308

0.0122

0.0111

0.0070

0.0369

0.0070

150

0.0054

0.0141

0.0026

0.0275

0.0124

0.0067

0.0104

0.0052

0.0205

0.0063

200

0.0057

0.0115

0.0018

0.0217

0.0093

0.0045

0.0089

0.0036

0.0092

0.0041

250

0.0049

0.0098

0.0015

0.0173

0.0073

0.0045

0.0081

0.0030

0.0059

0.0027

300

0.0041

0.0092

0.0013

0.0165

0.0062

0.0034

0.0079

0.0026

0.0055

0.0020

350

0.0040

0.0059

0.0009

0.0127

0.0036

0.0020

0.0053

0.0016

0.0023

0.0016

400

0.0035

0.0040

0.0007

0.0118

0.0028

0.0008

0.0051

0.0012

0.0023

0.0006

450

0.0026

0.0032

0.0006

0.0083

0.0021

0.0007

0.0039

0.0010

0.0017

0.0005

500

0.0026

0.0012

0.0004

0.0039

0.0019

0.0006

0.0018

0.0006

0.0007

0.0001
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Sekil 5.139. (¢ =2,2, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,60 =—0.5) Durumunda sirasiyla ¢ Ve a,
parametreleri igin HKO’lar
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Sekil 5.140. (g =2,, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,6 =—0.5) Durumunda sirasiyla 5 ve S,
parametreleri i¢in HKO’lar
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50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Sekil 5.141. (o, =2,a, =15, 5, =05, 8, =3.5,0 =—0.5) Durumunda & parametresi icin HKO
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Sekil 5.142. (o, =2,, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,60 =—0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.143. (¢, =2,, =15, 5, =05, 3, =3.5,6 =—0.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.144. (o =2,c, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,60 =—0.5) durumunda S, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.145. (¢, =2,, =15, 5, =0.5, 8, =3.5,6 =—0.5) durumunda £, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.146. (o, =2,a, =15, 5, =05, 8, =3.5,0 =—-0.5) durumunda & parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.21. (¢, =33, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,60 =0.2) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 a B B, 0

K

50 | 0.0497 | 0.0624 | 0.0423 | 0.0297 | 0.0671 | 0.1012 | 0.0605 | 0.0396 | 0.0201 | 0.0815

100 | 0.0069 | 0.0229 | 0.0113 | 0.0091 | 0.0423 | 0.0064 | 0.0294 | 0.0103 | 0.0111 | 0.0425

150 | 0.0045 | 0.0097 | 0.0063 | 0.0038 | 0.0402 | 0.0035 | 0.0090 | 0.0073 | 0.0022 | 0.0175

200 | 0.0027 | 0.0030 | 0.0013 | 0.0021 | 0.0383 | 0.0030 | 0.0051 | 0.0029 | 0.0014 | 0.0058

250 | 0.0021 | 0.0013 | 0.0012 | 0.0015 | 0.0269 | 0.0026 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0011 | 0.0025

300 | 0.0021 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0190 | 0.0019 | 0.0012 | 0.0013 | 0.0006 | 0.0024

350 | 0.0017 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0008 | 0.0173 | 0.0014 | 0.0009 | 0.0011 | 0.0004 | 0.0023

400 | 0.0013 | 0.0008 | 0.0010 | 0.0006 | 0.0068 | 0.0013 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0002 | 0.0017

450 | 0.0011 | 0.0007 | 0.0006 | 0.0002 | 0.0052 | 0.0010 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0005

500 | 0.0010 | 0.0005 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0051 | 0.0006 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0004
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Sekil 5.147. (¢, =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 = 0.2) Durumunda swrasiyla ¢ ve «,
parametreleri igin yanlar
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Sekil 5.148. (o, =3.3,a, =2.7, 5, =1.2, , =0.8,0 = 0.2) Durumunda sirastyla g, ve S,
parametreleri i¢in yanlar

0.1
0.08

0.06

YAN

0.04

0.02

Sekil 5.149. (¢, =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 3, =0.8,0 = 0.2) Durumunda ¢ parametresi igin yan

Tablo 5.22. (o, =3.3,a, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 =0.2) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n oy a, B B, 0 oy a, B B, 0

50 | 0.0399 | 0.0377 | 0.0718 | 0.0269 | 0.0338 | 0.0115 | 0.0041 | 0.0035 | 0.0077 | 0.0233

100 | 0.0206 | 0.0175 | 0.0329 | 0.0118 | 0.0123 | 0.0108 | 0.0016 | 0.0008 | 0.0045 | 0.0209

150 | 0.0147 | 0.0124 | 0.0238 | 0.0083 | 0.0101 | 0.0071 | 0.0014 | 0.0004 | 0.0042 | 0.0132

200 | 0.0120 | 0.0095 | 0.0189 | 0.0063 | 0.0078 | 0.0040 | 0.0007 | 0.0004 | 0.0021 | 0.0062

250 | 0.0106 | 0.0079 | 0.0167 | 0.0053 | 0.0064 | 0.0012 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0017 | 0.0032

300 | 0.0094 | 0.0071 | 0.0151 | 0.0045 | 0.0063 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0001 | 0.0013 | 0.0017

350 | 0.0091 | 0.0067 | 0.0136 | 0.0042 | 0.0060 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0009 | 0.0015

400 | 0.0084 | 0.0062 | 0.0130 | 0.0039 | 0.0050 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0013

450 | 0.0076 | 0.0061 | 0.0123 | 0.0039 | 0.0022 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0011

500 | 0.0069 | 0.0054 | 0.0113 | 0.0035 | 0.0019 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002
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Sekil 5.150. (¢, =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 = 0.2) Durumunda swrasiyla ¢, Ve a,
parametreleri igin HKO’lar
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Sekil 5.151. (¢ =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 =0.2) Durumunda sirasiyla 3, ve S,
parametreleri icin HKO’lar

HKO

Sekil 5.152. (¢, =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 =0.2) Durumunda & parametresi i¢in HKO
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Sekil 5.153. (o =3.3,, =2.7, 4, =1.2, 3, =0.8,0 =0.2) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.154. (¢, =3.3,a, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 =0.2) durumunda «, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.155. (o =3.3,, =2.7, 4, =1.2, 5, =0.8,0 =0.2) durumunda f, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.156. (¢, =3.3,a, =2.7, 5, =1.2, 5, =0.8,6 =0.2) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.157. (o, =3.3,, =2.7, 5, =1.2, 3, =0.8,6 =0.2) durumunda @ parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.23. (o, =4,a, =5, 4, =4.2, 3, =3.9,6 =0.7) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri i¢in
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 oy a, B B, 0

50 | 0.0333 | 0.0274 | 0.0231 | 0.0227 | 0.0347 | 0.0103 | 0.0185 | 0.0168 | 0.0221 | 0.0135

100 | 0.0177 | 0.0122 | 0.0108 | 0.0099 | 0.0154 | 0.0059 | 0.0137 | 0.0144 | 0.0099 | 0.0118

150 | 0.0109 | 0.0079 | 0.0071 | 0.0071 | 0.0155 | 0.0051 | 0.0077 | 0.0105 | 0.0070 | 0.0073

200 | 0.0089 | 0.0071 | 0.0043 | 0.0041 | 0.0133 | 0.0033 | 0.0036 | 0.0102 | 0.0049 | 0.0072

250 | 0.0070 | 0.0046 | 0.0038 | 0.0034 | 0.0063 | 0.0028 | 0.0017 | 0.0055 | 0.0015 | 0.0045

300 | 0.0063 | 0.0015 | 0.0034 | 0.0032 | 0.0062 | 0.0017 | 0.0014 | 0.0050 | 0.0016 | 0.0013

350 | 0.0042 | 0.0013 | 0.0031 | 0.0029 | 0.0057 | 0.0006 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0007

400 | 0.0041 | 0.0013 | 0.0026 | 0.0028 | 0.0031 | 0.0003 | 0.0010 | 0.0008 | 0.0009 | 0.0005

450 | 0.0031 | 0.0012 | 0.0021 | 0.0026 | 0.0030 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0003

500 | 0.0030 | 0.0012 | 0.0022 | 0.0023 | 0.0030 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0001
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Sekil 5.158. (o, =4,a, =5, 5, =4.2, 3, =3.9,0 =0.7) Durumunda sirasiyla ¢; ve «, parametreleri
i¢in yanlar

% 700 B0 200 250 300 350 400 450 500 30 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.159. (o =4,, =5,4, =4.2, 3, =3.9,6 =0.7) Durumunda sirastyla g, ve S, parametreleri

i¢in yanlar
004,
0.03f
——ECO
Z 002 Bayes
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D 1 1 1 1 T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 5.160. (¢, =4,, =5, 4, =4.2, 3, =3.9,60 =0.7) Durumunda ¢ parametresi i¢in yan

Tablo5.24. (o, =4,a, =5, 4, =4.2, 5, =3.9,60 =0.7) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B, 0 o a, B B, 0

50 | 0.0173 | 0.0114 | 0.0099 | 0.0098 | 0.0739 | 0.0169 | 0.0174 | 0.0074 | 0.0130 | 0.0210

100 | 0.0076 | 0.0047 | 0.0039 | 0.0038 | 0.0281 | 0.0074 | 0.0064 | 0.0035 | 0.0099 | 0.0144

150 | 0.0044 | 0.0027 | 0.0024 | 0.0024 | 0.0176 | 0.0066 | 0.0027 | 0.0023 | 0.0065 | 0.0058

200 | 0.0032 | 0.0020 | 0.0017 | 0.0017 | 0.0134 | 0.0050 | 0.0016 | 0.0013 | 0.0036 | 0.0028

250 | 0.0028 | 0.0017 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0104 | 0.0015 | 0.0013 | 0.0011 | 0.0015 | 0.0012

300 | 0.0021 | 0.0014 | 0.0012 | 0.0011 | 0.0080 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0005 | 0.0012 | 0.0009

350 | 0.0017 | 0.0011 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0072 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0006

400 | 0.0015 | 0.0010 | 0.0008 | 0.0008 | 0.0059 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0002

450 | 0.0013 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0054 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

500 | 0.0012 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0046 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
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Sekil 5.161. (¢, =4,a, =5, 5, =4.2, 3, =3.9,0 =0.7) Durumunda sirasiyla ¢; ve «, parametreleri
icin HKO’lar
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Sekil 5.162. (o, =4,c, =5, 4, =4.2, 3, =3.9,6 =0.7) Durumunda sirastyla S, ve 3, parametreleri
icin HKO’lar
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Sekil 5.163. (¢, =4,c, =5, 4, =4.2, 3, =3.9,60 =0.7) Durumunda & parametresi icin HKO
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Sekil 5.164. (o, =4,c, =5,4 =4.2, 3, =3.9,6=0.7) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.165. (o, =4,a, =5, 5, =4.2, 3, =3.9,0 =0.7) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.166. (o =4,c, =5, =4.2, 3, =3.9,6 =0.7) durumunda g parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.167. (¢, =4,c, =5, 4, =4.2, 3, =3.9,6 =0.7) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.168. (¢, =4,a, =5,4,=4.2, 3, =3.9,6=0.7) durumunda & parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

En ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin, HKO ve yan kriterlerine gore

performans sonuglart AMH-MUU dagilimina ait 3, &, £3,, @,, € parametrelerinin

simiilasyon yardimiyla tam oOrneklem durumunda gosterilmistir. Yukar: tablo ve
sekillerde goriildiigii tiim farkli parametre degerleri icin HKO ve yan Kriter degerleri
azalmaktadir. Sonuglar incelendiginde parametreleri igin ECO ve Bayes tahmin
edicilerinin ortalama HKO ve yan degerlerinin birbirine ¢cok yakin ve kiigiik oldugu
goriilmektedir. Dolayistyla AMH-MUU dagiliminin parametre tahminleri i¢in ECO

ve Bayes tahmin edicileri kullanilabilir.
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5.5. Iki Degiskenli Joe Modifiyeli Unit Ustel Dagilhinm
Denklem (5.1) ve denklem (5.2) ile denklem (3.23)’deki Joe kapulasina
dayali iki degiskenli Joe modifiyeli unit iistel (Joe-MUU) dagiliminin birlesik

dagilim fonksiyonu;
(5.55)

(exp(—p, arcsech(L- x"‘l)))g +(exp(~, arcsech(l— y*)))
(exp(—3, arcsech(1- x”’l)))(9 (exp(~p, arcsech(l y"‘Z)))a

F(xy)=1-
seklinde elde edilmistir. Birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise denklem (5.56)’de

verilmistir.
Befrax Py =P A’(1-B%)+B’ | A’B"[1-B’ - A’(1-B") -0 |
20, \/2 3x% 4 x4 \/yaz _y2a2 \/2_3ya2 +y2a2 [A9+BH_ABB :I
(5.56)

fJ (Xl y) = \/ -
X% —X
B =exp(—p, arcsech(1—-y*?))

Burada A=exp(—/4 arcsech(l—x*)) ve
seklindedir.

Elde edilen yeni dagilima iliskin denklem (5.55)’de verilen dagilim

fonksiyonunun bazi parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.169 ve 5.170°de ve

denklem (5.56)’da verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun bazi parametreleri igin

grafikleri Sekil 5.171, 5.172 ve 5.173’de verilmistir
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0.2

3 iken Joe-MUU dagilimimin df’si

3, 4=2Vveq,=

Sekil 5.169. 3, =15, 3, =
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Sekil 5.170. B =35, B,=25, o, =05 ve a, =15 iken Joe-MUU dagilimmin df’si
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Sekil 5.171. B =8, B,=7, o, =10 ve «, =9 iken Joe-MUU dagiliminin oyf’si
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Sekil 5.172. B =09, B,=25, o, =25 ve a, =3.5 iken Joe-MUU dagiliminin oyf’si
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Sekil 5.173. B =3, B,=15, o, =2 Ve a, =3 iken Joe-MUU dagiliminin oyf’si

Joe-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu ve hazard fonksiyonu siras ile;

(exp(~p, arcsech(l—x )))g +(exp(~, arcsech(l— y* )))9 /

) ) (5.57)
—(exp(—p, arcsech(l—x“)) ) (exp(-, arcsech(l— y*)))

S, (x,y)=

h, (x,y) = f(xy) (5.58)
(exp(—p3, arcsech(l—x* )))6 +(exp(—B, arcsech(L- y* )))9
—(exp(—3, arcsech(1- x"‘l)))a (exp(-8, arcsech(l— y“ )))9

|-

Yeni dagilima iliskin denklem (5.57)’de verilen yasam fonksiyonunun bazi
parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.174 ve 5.175’de ve denklem (5.58)’de
verilen hazard fonksiyonun bazi parametreleri i¢in 3 boyutlu grafikleri Sekil 5.176 ve

5.177°da verilmistir.

~ 1.0
0.8
— 0.6
- 04

~ 0.2

—— 00

Sekil 5.174. B =3, B,=15, o, =2 Ve a, =3 iken Joe-MUU dagilimmnin yasam fonksiyonu
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6=10

08

- 06

04

~ 02

=—-00

Sekil 5.175. B =5, 3,=6, a, =5 ve a, =0.5 iken Joe-MUU dagiliminin yasam fonksiyonu

6=1.5

0.8
06
0.4

02

1.0

- 08

06

- 04

02

- 00
Sekil 5.177. B =3, B,=15, a, =2 ve a, =3 iken Joe-MUU dagiliminin hazard fonksiyonu
Sekil 5.169-5.177’e gére Joe-MUU dagilimi, yasam testinde birgok

uygulamaya sahip olmakla birlikte, ozellikle artan tehlike oranina sahip

uygulamalarda kullanilmaya uygun olabilecegi diistiniilmektedir.
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5.5.1. Parametre Tahmini

Bu bolimde Joe-MUU dagihmimin bilinmeyen ©=(4,, «y, 3, @, 6)

parametrelerini tahmin etmek igin iki farkli tahmin edici kullanacagiz. Bu tahmin

edici yontemleri; En ¢ok olabilirlik yontemi ve Bayes ¢ikarimidir

5.5.1.1. En Cok Olabilirlik Yontemi

X X, ve Y, Y, Joe-MUU dagilimindan alinmis rasgele 6rneklemler
olmak tizere, ornekleme ait ® =(8,«, 5,,2,,0) parametreleri icin olabilirlik ve

log-olabilirlik fonksiyonlari sirasiyla;

160

(exp(=p, arcsech(1— x“)))’ x
By oo, X Py Y | {1~ (exp(—, arcsech(l-yi*)))’} | x
+(exp(-f3, arcsech(1- y)))’
(exp(—p, arcsech(1— x“)))’ (exp(- /3, arcsech(l - y2)))’ x
L(®) = H [1—(exp(—/3, arcsech(1— y)))? — (exp(—/, arcsech(1— x#)))° x]
{1-(exp(-p, arcsech(l- y{*)))’ | -0

VX X230 gy -y 23y g

I\ (exp(~, arcsech(1—x*)))’ + (exp(-/3, arcsech(1— y*)))’
—(exp(-/, arcsech(1— x*)))’ (exp(- 3, arcsech(1— y2)))’

X

- flal et exp{(al—nilog(xi)}exp{(az—Dilog(yi)}

n 1og [(exp(—,ﬁl arcsech(1—x)))” {L- (exp(~, arcsech(L- y*)))’ }}

1 +(exp(-f3, arcsech(1— y™)))’

n 1 (exp(—p, arcsech(1- y*)))? — (exp(- B, arcsech(l— x*))) x

° H{l (exp(—p3, arcsech(l-y{*)))’ } - H}
. L (5.59)

~Zlog Y (% - )} exp {_E log D" (2-3x +x7 )} X

i=1

1
2
exp —%Iog 3 (v -y )}exp{—%'ogi(z—wz Y )}

n (exp(—p, arcsech(1—x*)))’ + (exp(- /3, arcsech(l- y2)))’
| ~(exp(~, arcsech(1— x)))’ exp(~3, arcsech(1- /)’



171

((®) = nlog(4,) + nlog(e,) +nlog(s,) + nlog(e,) + nlog(6)
+ay, - 1)Zlog(x )+ (a, - Zlog y))

i=1

13, @PCAaresech-x))’ {1 (exp(~ B, arcsech(L- y)))’}
) +(exp(-, arcsech(L- y)))’

—HZ B, arcsech(l-x*) - 92 B, arcsech(l-y’)

1-(exp(-/, arcsech(1- y/)))’ -
(exp(~3, arcsech(1— )" {L- (exp(~B, arcsech(l— yi))’ } -6

i=1

nlogy

i=1
——Zlog(x{‘l—Xf"l)—EZlog(Z—3xi“l+Xf“l)—%Zlog(yr’2—yf“Z) Zlog(Z 3y + )
i=1 i=1

n [exp( B, arcsech(l—x“)))’ + (exp(~/3, arcsech(1— y))) ]
- lo

(exp(-, arcsech(L— x*)))’ (exp(~3, arcsech(1— y,“Z)))
(5.60)

seklinde elde edilmistir. Log-olabilirlik denklemlerinin parametrelere gore tiirevleri

ise denklem 5.61-5.65’de verilmistir.

oL®)_n gz (arcsech(1—x*))

R A=
arcsech(1—x™)(exp(, arcsech(1—x™))’ {1— (exp(—p3, arcsech(1-y; )))9}
E {1/ {(exp(ﬂl arcsech(1-x"))" {1~ (exp(—f, arcsech(1—y;" )))g}ﬂ
+(exp(-/3, arcsech(1— y2)))’
arcsech(1— x)(exp(-/3, arcsech(1- x*))’ {1— (exp(—/3, arcsech(1 -y )))6}

+n¢9_zn: Y 1—(exp(-f3, arcsech(1— y™)))’ — 6 —
- (exp(—3, arcsech(l—x))’ {1 (exp(~p3, arcsech(1- yi*)))"}

arcsech(1—x™) {(exp(—ﬁ1 arcsech(1—x™))” (exp(—/4, arcsech(1-y;?))) :I

—(exp(3, arcsech(1— x*))’
-n
; L (exp(—p, arcsech(1—x*))’ + (exp(— /3, arcsech(1 - y/2)))’
—(exp(B, arcsech(1— x*))’ (exp(— 23, arcsech(l - y2)))’

(5.61)



a;g)) ;2 eg(arcsech(l i)

arcsech(l— vy ){
n —(exp(—p, arcsech(l— y*)))’

_iz:ll y (exp(—p3, arcsech(l—x))” {1 (exp(~p3, arcsech(L- y*)))’ |
+(exp(— A, arcsech(1— y*)))’

arcsech(l-y;*) l:(eXp(_ﬂ parcsech(-y;)))" -

(exp(—p3, arcsech(l—x“))” {1 (exp(~/3, arcsech(L— yi*)))’ }

+”9§ [1{1—(6Xp(—ﬂ2 arcsech(l-y)))’ -6 - D

arcsech(l— yf’z){
—(exp(~3, arcsech(1— y)))’

_nizzll 1 (exp(-p, arcsech(L—x))? + (exp(~ 3, arcsech(L— y*)))’
—(exp(, arcsech(1- x*))’ (exp(- /3, arcsech(1— y“)))”

046) _ n _ B loghx)(1- X")* +3 log(x)

aal a4 g \/ Xia1 \/2 - Xial1 i=1
a o
1-x*\V1-x*

| Bx log(x,)(exp(- B, arcsech(l— x*))’ {1-(exp(~p, arcsech(1- y{)))’} x|
n (exp(—p, arcsech(1— x*))’ x

iZ:l: 1/ /1 o /2 X — (X - ~1)%x 1 (exp(—p, arcsech(1— y“z)))}

(exp( B, arcsech(1-y*)))’

+Z”: 1- (exp(—p3, arcsech(l- y*)))’
i1 || 1/ {1 e\ x% (x”’1 1)* x| (exp(—/3, arcsech(l—x™))’ x
{1-(exp(-p, arcsech(1- y{*)))’ | -0
= X IOg(Xi) 2Xi2a1 IOg(Xial) _lzn: _3Xi0t1 Iog(xi) + 2Xi2al Iog(xi)
2 = X - 2x2 24 2-3x% 4+ x4
I (exp(—/3, arcsech(l- x™))’ (exp(- 3, arcsech(1- y/2)))’ ]
—(exp(—p, arcsech(1- x*))’

nAx* log(xi){

—Zn: (exp(—/3, arcsech(1—x™))’ +
| Yy g Xal( @ _1)? (exp(-p, arcsech(1-y?)))’ —
- Xal (exp(—, arcsech(1— x*))’ x

(exp(-/3, arcsech(1- y;)))’

(exp(— B, arcsech(L— x))’ (exp(— 3, arcsech(Ll— y*)))’ |]

(exp(—p, arcsech(1—x ))g(exp(—,[%2 arcsech(l-y:?)))

(exp(-p, arcsech(1—x*))’ (exp(~ 3, arcsech(1— y™)))’

neﬂlxﬁl log(x;)(exp(—A, arcsech(l - x))’ {l— (exp(—p3, arcsech(l— y;* )))(’} x|

)
}__
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(5.62)

(5.63)



000) n OBy log(y)A-y*)~

= + 2, 10g(y;) -
oa, a, I \/ Y \/2 y? le

1-y2\1-y™
| Y7 log(y,)(exp(—f3, arcsech(1—x))” {1 (exp(~ 3, arcsech(L- y;)))’ } x |
3 (exp(—p, arcsech(1— x*))” x
|| 1/ \/ Y Za \/2 y'a (¥ —1)* x| {1 (exp(~p, arcsech(1- y;*)))"} +
1- Yi2 1 y ?
(exp(~f3, arcsech(1-y)))’

+Z o 1—(exp(—p, arcsech(1— yaz)))
4 1/ \/ Yi? \/2_;//I (y.aZ 1) X (EXp( ﬂlarCSech(l Xal)) y

1-y

{1 (exp(—/3, arcsech(1— y“Z)))g}—G

Z y2 log(y,) — 2y log(x*) 1¢ Ly -3y log(y,) + 2y log(y,)
2 — 2y 7 — 23y +yi*
) (exp(—p, arcsech(1— x™))’ (exp(- 3, arcsech(1— y*2)))’ ]
ng,y;* log(y;) w
—(exp(-43, arcsech(1- y;*)))

5 I (exp(~B,arcsech(L—x2))’ + )|
Ty, \/ y \/2 yie (y ~1)° x (exp(~f3, arcsech(-y)))” ~
1-ye\ 1-y« (exp(—/3, arcsech(1—x™))’ x
i (exp(-, arcsech(L- y;*)))’

(5.64)

 n0B,y; log(y,)(exp(~ 4, arcsech(L— X)) {1 (exp(-4, arcsech(L- y;)))’ } x|
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00©) 1 &| OB, arcsech(l-x*){L1-(exp(-B,arcsech(L- yi*)))’}
00 6" F| L(exp(- B, arcsech(l— y*)))°

(exp(- B, arcsech(l—x))’ (-3, arcsech(1— x*))
x{1—(exp(~3, arcsech(L- y;*)))’} +
(exp(~ 3, arcsech(1— y™)))? (- B, arcsech(1— y*)) x
[1- (exp(~3, arcsech(1—x))” |
(exp(—/3, arcsech(1—x™))” x
1/ {1— (exp(-p3, arcsech(1— y/ )))9}
+(exp(-f3, arcsech(L— y*)))’

+
|+
M-

(exp(~ /3, arcsech(1— y™)))? (- B, arcsech(1— y)) —

(exp(—p, arcsech(1— x*))’ (B, arcsech(l - x™)) x

-ny {(exp(—ﬁ2 arcsech(L- y)))’ [ (exp(—, arcsech(1—x*))" —1}} x

(—p, arcsech(1—y;2)) x

{1/ [1— (exp(~3, arcsech(1— y)))’ — 6 D
(exp(—43, arcsech(L—x))” {1 (exp(~, arcsech(1—y;*)))"}

_(exp(—ﬁl arcsech(L—x™))’ (-, arcsech(l— x™)) x

[1- (exp(-3, arcsech(L- yi)))’ |+ [1— (exp(~ B, arcsech(1— X))’ ] x

—nz (exp(- 3, arcsech(1— y™)))’ (- B, arcsech(1— y’))

- (1/ {(exp(—ﬂl arcsech(1—x*)) + (exp(—/3, arcsech(1— y* )))9D
—(exp(—/, arcsech(l— x™))? (exp(-, arcsech(1 - y<2)))°

(5.65)
Lineer denklem sistemi sayisal olarak ¢oziilemedigi icin iteratif yontemler
yardimiyla ¢oziilecektir. R programinda Newton Raphson yontemi kullanilarak en

cok olabilirlik ve parametrelerin tahminleri elde edilecektir.
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5.5.1.2. Bayes Tahmini

X0 X, Ve Y,,...,Y, Joe-MUU dagilimindan alinmis rasgele drneklemler

olmak {izere, Frank-MUU dagilimimin bilinmeyen parametrelerini tahmin etmek igin

Ve, €(0,0), Vf, €(0,0), Va, €(0,0), VS, €(0,00) ve V&e(0,0) parametreleri
arasinda bagimsiz varsayildiginda ve o ~Gamma(a,b), S ~Gamma(c,d),
a, ~Gamma(e,s), f,~Gamma(g,h), 6~ Pareto(l,k) oldugunda parametrelerin
ortak onsel dagilimz,

(@) = o " exp(—bay) B exp(—d B) o exp(—sa,) B2 exp(=h3,) 07! (5.66)
seklinde elde edilir. Denklem (5.66)da verilen Onsel dagilim ve denklem (5.59)’da
verilen o6rneklemin olabilirlik fonksiyonu ve Bayes teoremi kullanilarak

parametrelerin sonsal dagilimi asagidaki sekildedir;

n+c-1__n+a-1 pn+g-1_ n+e-1.-k-1-
oyt T

9@IX )=
[ [ [ ] ]Bretal=pgeay o™ 1dgd g,deyde,do

=0 2,=0 f,=0 a,=0 6=1

(5.67)

Burada

T- exp{al@log(xi)—bj—ilog(xi)}exp{az [ilog(y»—s]—ilog(yi)}x

{1 n {(exp(—ﬂl arcsech(1-x*)))’ {1 (exp(~ 3, arcsech(l - y;*)))’ }]}
exp<= > log x
+(exp(-4, arcsech(1— y*)))’

i=1

2,100 {1— (exp(—3, arcsech(1— y )))0} -0

i=1

{ n Hl— (exp(—/3, arcsech(l- y<2)))’ — (exp(- B, arcsech(l—x™)))’ x“}
exp

<oo|-3103 ()| Gloo (25 5
i=1 i-1

exp {—% l0g 3 (¥ -y )} exp {—% log Y. (2-3y:" +yi" )}
i-1 =1

{ n {(exp(—ﬂl arcsech(l—x™)))? + (exp(~ 3, arcsech(l- y*)))’ }}
expy 2. log ’ 0
—(exp(—p, arcsech(1-x™)))” (exp(—p, arcsech(1- y;2)))

i=1

Seklindedir. Denklem (5.67)’deki sonsal dagilimin paydasi sayisal olarak
¢oziilemedigi icin R programinda Metropol-Hastings algoritmasi ile parametrelerin

tahminleri elde edilecektir.
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5.5.2. Simiilasyon Calismasi

Bu béliimde, Joe-MUU dagiliminin bilinmeyen parametreleri icin ECO
Bayes tahmin edicilerinin HKO ve yan kriterlerine gore performanslart Monte Carlo
ve MZMC simiilasyon yontemi ve R paket programinda optim() kodu ile “BFGS”
yontemi kullanilarak karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar farkli g, o, f,, o, ve
6 parametreleri igin Tablo 5.25-5.30’da verilmistir. Simiilasyon ¢alismasinda 5000

tekrar kullanilmis ve orneklem hacmi
n = 50,100,150, 200, 250, 300, 350, 400, 450,500 olarak alinmustir.

Tablo 5.25. (o, =2,, =3, f, =15, f, =3,0 =1.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B B 0 o, a, B b, 0
50 | 0.0657 | 0.0942 | 0.0881 | 0.2406 | 0.0379 | 0.0858 | 0.0897 | 0.0275 | 0.0298 | 0.0253
100 | 0.0365 | 0.0392 | 0.0443 | 0.1037 | 0.0166 | 0.0236 | 0.0290 | 0.0198 | 0.0138 | 0.0147
150 | 0.0224 | 0.0301 | 0.0262 | 0.0642 | 0.0116 | 0.0168 | 0.0172 | 0.0063 | 0.0056 | 0.0070
200 | 0.0173 | 0.0217 | 0.0182 | 0.0502 | 0.0066 | 0.0072 | 0.0143 | 0.0050 | 0.0041 | 0.0061
250 | 0.0119 | 0.0177 | 0.0127 | 0.0383 | 0.0065 | 0.0057 | 0.0083 | 0.0037 | 0.0037 | 0.0060
300 | 0.0101 | 0.0142 | 0.0118 | 0.0247 | 0.0052 | 0.0040 | 0.0065 | 0.0026 | 0.0029 | 0.0057
350 | 0.0100 | 0.0079 | 0.0112 | 0.0234 | 0.0048 | 0.0032 | 0.0042 | 0.0018 | 0.0023 | 0.0017
400 | 0.0066 | 0.0072 | 0.0079 | 0.0224 | 0.0043 | 0.0008 | 0.0018 | 0.0016 | 0.0020 | 0.0005
450 | 0.0065 | 0.0068 | 0.0064 | 0.0201 | 0.0039 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0007 | 0.0007 | 0.0004
500 | 0.0064 | 0.0009 | 0.0061 | 0.0180 | 0.0024 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0003

YAN
o o
o o
[ =
w
)
2
H @
»
[A N
o o
sOR

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 560 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.178. (o, =2,, =3, 4, =15, f, =3,0 =1.5) Durumunda sirastyla ¢, ve «, parametreleri i¢in

yanlar
0.1 0.25
0.08 0.2
= 0.06 —ECO > 0.15 —ECO
£ 0.04 Bayes £ 01 Bayes
0.02 0.05

L | i i T : ! L 1 1 ; : , s . L J
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.179. (o, =2,, =3, 4, =15, f, =3,0 =1.5) Durumunda sirastyla S ve g, parametreleri i¢in
yanlar
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0031
——ECO

Z oozl Bayes
=

0.01-

T
D 1 1 1 4 ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 5.180. (¢, =2,2, =3, 5, =15, 5, =3,6 =1.5) Durumunda 6 parametresi i¢in yan

Tablo 5.26. (o, =2,a, =3, 4, =15, #, =3,0 =1.5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin HKO tahminleri

ECO Bayes

n 2 a, B B 0 2 a, B Bs 0
50 | 0.1031 | 0.1778 | 0.1160 | 0.0680 | 0.0758 | 0.0075 | 0.0080 | 0.0116 | 0.0156 | 0.0336
100 | 0.0493 | 0.0798 | 0.0450 | 0.0245 | 0.0340 | 0.0038 | 0.0051 | 0.0100 | 0.0074 | 0.0219
150 | 0.0322 | 0.0511 | 0.0287 | 0.0150 | 0.0214 | 0.0031 | 0.0026 | 0.0077 | 0.0037 | 0.0061
200 | 0.0234 | 0.0384 | 0.0206 | 0.0114 | 0.0162 | 0.0030 | 0.0021 | 0.0070 | 0.0027 | 0.0052
250 | 0.0185 | 0.0305 | 0.0164 | 0.0085 | 0.0131 | 0.0029 | 0.0018 | 0.0067 | 0.0023 | 0.0021
300 | 0.0184 | 0.0300 | 0.0161 | 0.0083 | 0.0122 | 0.0019 | 0.0012 | 0.0058 | 0.0011 | 0.0011
350 | 0.0133 | 0.0212 | 0.0116 | 0.0059 | 0.0093 | 0.0006 | 0.0007 | 0.0031 | 0.0010 | 0.0006
400 | 0.0111 | 0.0184 | 0.0097 | 0.0050 | 0.0081 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0026 | 0.0009 | 0.0005
450 | 0.0102 | 0.0168 | 0.0090 | 0.0046 | 0.0071 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0005
500 | 0.0093 | 0.0143 | 0.0077 | 0.0040 | 0.0062 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004

0.1
0.08
Q 0.06
I
0.04
0.02

I i i i ! | L L | T i " " , . L L |
%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.181. (o, =2,1, =3, 5, =15, 5, =3,6 =1.5) Durumunda sirasiyla o ve a, parametreleri igin
HKO’lar

%0 100 150 200 250 300 350 400 450 500 %0 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

Sekil 5.182. (o, =2,, =3, 3, =15, §, =3,0 =1.5) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri i¢in
HKO’lar
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Sekil 5.183. (¢, =2,, =3, 4, =15, 5, =3,0 =1.5) Durumunda 6 parametresi icin HKO

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

iterasyon fterasyon

Sekil 5.184. (o =2,c, =3, 5, =15, 5, =3,6 =1.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

N 2 |

— o —

] C

4 & § _

- £ -

i 8 ]
T T T T T T o T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

iterasyon iterasyan

Sekil 5.185. (o, =2,a, =3, B, =15, B, =3,0 =1.5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

fterasyon fterasyon

Sekil 5.186. (o =2,c, =3, 5, =15, 5, =3,6 =1.5) durumunda g, parametresi igin MCMC
iterasyon ¢izimi

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

T T T
1000 2000 3000 4000 5000

o

[terasyon [terasyon
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Tablo 5.27. (o, =3.5,a, =0.8, 5, =2.5, 5, =0.5,60 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes

n o a, B b 0 21 a, B b, 0
50 | 0.0327 | 0.0329 | 0.0209 | 0.0212 | 0.0432 | 0.0252 | 0.0521 | 0.0359 | 0.0296 | 0.0340
100 | 0.0142 | 0.0157 | 0.0083 | 0.0100 | 0.0236 | 0.0160 | 0.0206 | 0.0108 | 0.0199 | 0.0208
150 | 0.0096 | 0.0103 | 0.0066 | 0.0071 | 0.0130 | 0.0057 | 0.0075 | 0.0086 | 0.0174 | 0.0065
200 | 0.0094 | 0.0085 | 0.0049 | 0.0052 | 0.0099 | 0.0048 | 0.0067 | 0.0070 | 0.0069 | 0.0044
250 | 0.0054 | 0.0058 | 0.0044 | 0.0037 | 0.0071 | 0.0022 | 0.0029 | 0.0069 | 0.0049 | 0.0042
300 | 0.0050 | 0.0053 | 0.0030 | 0.0036 | 0.0068 | 0.0021 | 0.0008 | 0.0049 | 0.0039 | 0.0024
350 | 0.0050 | 0.0042 | 0.0030 | 0.0025 | 0.0067 | 0.0018 | 0.0008 | 0.0034 | 0.0027 | 0.0019
400 | 0.0048 | 0.0039 | 0.0025 | 0.0022 | 0.0037 | 0.0011 | 0.0006 | 0.0014 | 0.0019 | 0.0009
450 | 0.0034 | 0.0038 | 0.0023 | 0.0020 | 0.0035 | 0.0010 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0007
500 | 0.0033 | 0.0034 | 0.0020 | 0.0015 | 0.0034 | 0.0009 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0005
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Sekil 5.189. (¢ =3.5,a, =0.8, 5, = 2.5, 8, =0.5,6 =3) Durumunda sirastyla ¢ ve o, parametreleri
i¢in yanlar
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Sekil 5.190. (¢, =3.5,, =0.8, f, =25, 5, =0.5,0 =3) Durumunda sirasiyla 3 ve f, parametreleri
i¢in yanlar
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Sekil 5.191. (¢, =3.5,, =0.8, 5, =25, 3, =0.5,0 =3) Durumunda & parametresi i¢in yan

Tablo 5.28. (o, =3.5,a, =0.8, 5, =2.5, 5, =0.5,0 =3) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

By

B,

oy

By

b,

50

0.0161

0.0158
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0.0750
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0.0018

0.0020

0.0021
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iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.199. (¢, =3.5,, =0.8, 4 =25, 5, =0.5,60 =3) durumunda & parametresi i¢in MCMC
iterasyon ¢izimi

Tablo 5.29. (¢, =0.3,, =5.2, 5, =1.3, 5, =4.9,6 =5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin
parametrelerin yan tahminleri

ECO Bayes
n o a, B b 0 o a, B b, 0

50 | 0.0397 | 0.0322 | 0.0214 | 0.0285 | 0.0390 | 0.0209 | 0.0378 | 0.0351 | 0.0255 | 0.0475
100 | 0.0182 | 0.0125 | 0.0104 | 0.0110 | 0.0209 | 0.0139 | 0.0118 | 0.0108 | 0.0127 | 0.0197
150 | 0.0141 | 0.0092 | 0.0072 | 0.0079 | 0.0122 | 0.0099 | 0.0086 | 0.0093 | 0.0113 | 0.0088
200 | 0.0094 | 0.0078 | 0.0042 | 0.0060 | 0.0102 | 0.0092 | 0.0065 | 0.0039 | 0.0061 | 0.0073
250 | 0.0083 | 0.0060 | 0.0040 | 0.0052 | 0.0097 | 0.0048 | 0.0041 | 0.0021 | 0.0035 | 0.0068
300 | 0.0062 | 0.0048 | 0.0039 | 0.0051 | 0.0087 | 0.0044 | 0.0011 | 0.0018 | 0.0025 | 0.0045
350 | 0.0060 | 0.0042 | 0.0033 | 0.0031 | 0.0076 | 0.0043 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0015 | 0.0010
400 | 0.0055 | 0.0037 | 0.0023 | 0.0029 | 0.0069 | 0.0031 | 0.0008 | 0.0006 | 0.0012 | 0.0009
450 | 0.0055 | 0.0032 | 0.0020 | 0.0024 | 0.0069 | 0.0008 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0008
500 | 0.0054 | 0.0030 | 0.0013 | 0.0023 | 0.0058 | 0.0006 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0006
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Sekil 5.200. (¢, =0.3,, =5.2, , =1.3, 5, =4.9,0 =5) Durumunda sirasiyla o ve «, parametreleri

icin yanlar
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Sekil 5.201. (¢, =0.3,, =5.2, f =1.3, 5, =4.9,0 =5) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri
i¢in yanlar
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Sekil 5.202. (¢, =0.3,, =5.2, 5, =13, 8, =4.9,0 =5) Durumunda 6 parametresi i¢in yan

Tablo 5.30. (¢, =0.3,, =5.2, 5, =1.3, 5, =4.9,0 =5) Durumunda ECO ve Bayes tahminleri igin

parametrelerin HKO tahminleri

ECO

Bayes

n

by
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a
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Sekil 5.204. (o, =0.3,, =5.2, # =1.3, 5, =4.9,0 =5) Durumunda sirastyla g, ve f, parametreleri

icin HKO’lar
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Sekil 5.207. (¢, =0.3,, =5.2, 5, =1.3, 3, =4.9,0 =5) durumunda ¢, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.208. (¢, =0.3,, =5.2, f, =1.3, 3, =4.9,0 =5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.209. (¢ =0.3,, =5.2, 5, =1.3, 3, =4.9,0 =5) durumunda g, parametresi icin MCMC
iterasyon ¢izimi
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Sekil 5.210. (¢, =2,a¢, =3, 4, =1.5, 5, =2,6 =0.5) durumunda & parametresi icin MCMC iterasyon
cizimi
En ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin, HKO ve yan kriterlerine gére

performans sonuglari Joe-MUU dagilimina ait S, &, f3,, @,, @ parametrelerinin

simiilasyon yardimiyla tam orneklem durumunda gosterilmistir. Yukari tablo ve
sekillerde goriildiigii gibi Joe-MUU dagiliminin tiim farkli parametre degerleri igin
HKO ve yan kriter degerleri azalmaktadir. Sonuglar incelendiginde
b, B, a,, @ parametreleri icin ECO ve Bayes tahmin edicilerinin ortalama
HKO ve yan degerlerinin birbirine ¢ok yakin ve kiiglik oldugu goriilmektedir.

Dolayistyla Joe-MUU dagilimmin parametre tahminleri i¢in ECO ve Bayes tahmin

edicileri kullanilabilir.
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5.6. Gerg¢ek Veri Uygulamasi

Bu bolimde onerdigimiz modifiyeli unit istel dagilimi ve Arsimedyen
kapulalar1 kullanilarak yeni iki degiskenli dagilimlarin potansiyelini gostermek igin
gercek veri uygulamasi yapilacaktir. Gergek veri uygulamasinda uyum iyiligi test

istatistigi degerleri i¢in R paket programinda gofCopula paketi kullanilmistir.

5.6.1. Birinci Gergek Veri

Kullanacagimiz gergek veri setlerinden ilki, Kumar ve Shoukri (2007)
tarafindan calisilan Aort yetmezligi hakkinda hastalardan alinan ameliyat oncesi
ejeksiyon fraksiyonu (kalp yetmezligi) ve ameliyattan sonra ejeksiyon fraksiyonu
verilerden olusturmaktadir. X =Ameliyat 6ncesi ejeksiyon fraksiyonu, Y = Ameliyat

sonrasi ejeksiyon fraksiyonu.

Tablo 5.31. Veri Seti 1

Veri Seti 1

X=0.54, 0.64, 0.50, 0.41, 0.53, 0.56, 0.81, 0.67, 0.57, 0.58, 0.62, 0.36, 0.64, 0.60, 0.56, 0.60, 0.55,
0.56, 0.39,0.29
Y=0.38, 0.58, 0.27, 0.17, 0.47, 0.50, 0.56, 0.59, 0.33, 0.32, 0.47, 0.24, 0.63, 0.33, 0.34, 0.30, 0.62,
0.29, 0.26, 0.26

Gergek veri seti 1 i¢in ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen parametre

tahminleri Tablo 5.32°de verilmistir.

Tablo 5.32. Veri Seti 1 i¢in parametre tahminleri

ECO

A A A

Model & B, a, B, )

Clayton-MUU | 10.3391 9.7239 6.3422 9.1415 1.4822
Gumbel-MUU | 9.9900 9.1327 5.6909 6.6691 1.7894
Frank-MUU 11.0806 12.5638 5.5945 7.2520 5.9847
AMH-MUU 10.8569 10.8261 6.5351 9.4021 0.9973
Joe-MUU 9.6740 8.9611 5.7391 7.0072 1.8540
BAYES
Model 2 :81 a, 5 0

Clayton-MUU | 10.7326 9.2911 6.1439 8.4861 1.4754
Gumbel-MUU | 10.7358 9.4735 6.1420 7.4510 1.6779
Frank-MUU 11.1274 11.9874 5.4787 7.6285 6.0180
AMH-MUU 10.7492 11.1559 6.1320 8.4924 0.9953
Joe-MUU 10.7406 8.9416 5.4616 7.4966 1.6518
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Gergek veri seti 1 i¢in ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi Kkriterleri
Tablo 5.33’de verilmistir.

Tablo 5.33. Veri Seti 1 i¢in ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi kriterleri

Model 7 AIC BIC CAIC | HQIC

Clayton-MUU | 32.1552 | -.54.3105 | -49.3319 | -44.3319 | -53.3386
Gumbel-MUU | 30.5472 | -51.0945 | -46.1158 | -41.1158 | -50.1226
Frank-MUU 33.0066 | -56.0132 | -51.0346 | -46.0346 | -55.0414
AMH-MUU 31.7947 | -53.5894 | -48.6107 | -43.6107 | -52.6175
Joe-MUU 28.9345 | -47.8691 | -42.8904 | -37.8904 | -46.8972

Gergek veri seti 1 icin ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen uyum iyiligi
istatistikleri Tablo 5.34°de verilmistir.

Tablo 5.34. Veri Seti 1 i¢cin ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

ECO Bayes

MitGe] KS CVM KS CVM

y (p) (p) (p) (p)

[ 05597 | 00579 | 05597 | 00579
Clayton-MUU | 2630y | (0.8500) | (0.7870) | (0.8560)
| 05280 | 00466 | 05280 | 0.0466
Gumbel-MUU | 5930y | (0.9260) | (0.8270) | (0.9140)
[ 04742 | 00508 | 04742 | 0.0508
Frank-MUU | 'a590) | (0.8960) | (0.8920) | (0.9060)
[ 03751 | 00173 | 03751 | 00173
AMH-MUU | 8362) | (0.9287) | (0.8491) | (0.9332)
eMUG | 06709 | 00664 | 06709 | 00664
(0.5770) | (0.7860) | (0.5840) | (0.7810)

Tablo 5.32 ve 5.33’de goriildiigii izere ECO yontemiyle elde edilen uyum
iyiligi kriterleri, ECO ve Bayes yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri g6z
oniinde bulunduruldugunda iki degiskenli Clayton-MUU, Gumbel-MUU, Frank-
MUU, AMH-MUU ve Joe-MUU dagilimlar1 veri seti 1 igin uygun modellerdir.
X =Ameliyat Oncesi ejeksiyon fraksiyonu, Y =Ameliyat sonrasi ejeksiyon
fraksiyonu verileri i¢in marjinal ampirik dagilim fonksiyon grafikleri Sekil 5.211,
ECO ve bayes yontemi kullanilarak elde edilen sonuglara gore sirasiyla Clayton-
MUU, Gumbel-MUU, Frank-MUU, AMH-MUU ve Joe-MUU dagilimlarin dagilim
fonksiyonlari, Sekil 5.212-5.216°da verilmistir
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X=Ameliyat dncesi ejeksiyon fraksiyonu

188

Y=Ameliyat sonrasi ejeksiyon fraksiyonu
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Sekil 5.213. Veri 1 i¢in Gumbel-MUU dagiliminin df’si
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Sekil 5.214. Veri 1 igin Frank-MUU dagilimmin df’si
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Sekil 5.216. Veri 1 i¢in Joe-MUU dagilimmin df’si
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5.6.2. Ikinci Gercek Veri Seti

Kullanacagimiz gergek veri setlerinden ikincisi, 20 kadina ait meme kanseri

verileridir. Bir meme Kkitlesinin ince igne aspirasyonunun

konkavlik

sayisallastirilmis

goriintiistinden  kitlenin ~ kompaktlik  ortalamast  ve ortalamasi

hesaplanmistir. X = Kompaktlik ortalamasi, Y = Konkavlik ortalamasi. Bu veri seti

(https://www.kaggle.com) sitesinden alinmustir.

Tablo 5.35. Veri Seti 2

Veri Seti 2

X= 0.2776, 0.07864, 0.1599, 0.2839, 0.1328, 0.17, 0.109, 0.1645,0.1932, 0.2396, 0.06669, 0.1292,
0.2458, 0.1002, 0.2293, 0.1595, 0.072, 0.2022, 0.1027, 0.08129

Y=0.3001, 0.0869, 0.1974, 0.2414, 0.198, 0.1578, 0.1127,0.09366, 0.1859, 0.2273, 0.03299, 0.09954,
0.2065, 0.09938,0.2128, 0.1639, 0.07395, 0.1722, 0.1479, 0.06664

Gergek veri seti 2 icin ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen parametre

tahminleri Tablo 5.36°da verilmistir.

Tablo 5.36. Veri seti 2 igin parametre tahminleri

ECO

Model & A &, B, 0
Clayton-MUU | 55501 | 77.4495 | 4.8330 | 43.6276 | 26164
Gumbel-MUU | 4.9148 | 46.0245 | 4.6785 | 42.3091 | 3.2538
Frank-MUU | 5.0095 | 48.8394 | 5.0883 | 56.8183 | 10.8372
AMH-MUU | 50153 | 49.2980 | 4.9595 | 62.9232 | 0.9960
Joe-MUU 4.6078 36.8711 4.4103 35.0007 4.1630

BAYES

Model & B, a, B, )
Clayton-MUU | 5.1888 | 69.1808 | 4.9414 | 43.7538 | 2.6744
Gumbel-MUU | 5.0158 | 455983 | 4.8574 | 43.0152 | 2.9974
Frank-MUU | 5.1058 | 45.8746 | 4.9057 | 55.4684 | 10.6555
AMH-MUU | 5.1708 | 49.1810 | 4.9581 | 60.7497 | 0.9522
Joe-MUU 5.1845 39.1776 4.9484 33.7368 3.6599

Gergek veri seti 2 icin ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi kriterleri

Tablo 5.37’de verilmistir.



https://www.kaggle.com/

Tablo 5.37. Veri seti 2 i¢in ECO yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

Model 7 AIC BIC CAIC HQIC

Clayton-MUU | 64.6082 | -119.2166 | -114.2379 | -109.2379 | -118.2447
Gumbel-MUU | 67.4179 | -124.8358 | -119.8572 | -114.8572 | -123.8639
Frank-MUU 66.2344 -122.469 -117.4903 | -112.4903 | -121.4971
AMH-MUU 151.9653 | -293.9306 | -288.9519 | -283.9519 | -292.9587
Joe-MUU 65.5893 | -121.1787 | -116.2001 | -111.2001 | -120.2069
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Gergek veri seti 2 i¢in ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen uyum iyiligi

istatistikleri Tablo 5.38’de verilmistir.

Tablo 5.38. Veri Seti 2 icin ECO ve Bayes yontemleriyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri

ECO Bayes

Model KS CVM KS CVM

0ce (p) (p) (p) (p)

[ 04502 | 00484 | 04502 | 00484
Clayton-MUU | 79000y | (0.8980) | (0.9070) | (0.9130)
| 02555 | 00249 | 02555 | 0.0249
Gumbel-MUU | 69970y | (0.9860) | (0.9980) | (0.9900)
1 0309 | 00302 | 0309 | 00302
Frank-MUU | 9940 | (0.9700) | (0.9920) | (0.9830)
[ 02771 | 00388 | 02771 | 00388
AMH-MUU | 19480 | (0.9850) | (0.9850) | (0.9790)
eMUD | 03931 | 00453 | 03931 | 0.0453
(0.9480) | (0.9040) | (0.9350) | (0.9040)

Tablo 5.37 ve 5.38’de goriildiigii tizere ECO yontemiyle elde edilen uyum
iyiligi kriterleri, ECO ve Bayes yontemiyle elde edilen uyum iyiligi istatistikleri goz
oniinde bulunduruldugunda iki degiskenli Clayton-MUU, Gumbel-MUU, Frank-
MUU, AMH-MUU ve Joe-MUU dagilimlar: veri seti 2 i¢in uygun modellerdir. X =
Kompaktlik ortalamasi, Y = Konkavlik ortalamasi verileri i¢in marjinal ampirik
dagilim fonksiyon grafikleri Sekil 5.217, ECO ve bayes yontemi kullanilarak elde
edilen sonuglara gére sirastyla Clayton-MUU, Gumbel-MUU, Frank-MUU, AMH-
MUU ve Joe-MUU dagilimlarin dagilm fonksiyonlar, Sekil 5.218-5.222°de

verilmistir



X=Kompaktlik ortalamasi
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda, 3. Bolimde kapulalar ve 6zelliklerinden bahsedildikten
sonra 4. Boliimde birim dagilimlara alternatif olabilecek yeni iki parametreli
modifiyeli unit dstel dagilimi Onerilmistir. Yeni dagilima iliskin istatistiksel
ozellikler incelenmistir. Model parametrelerinin tahmini igin, en ¢ok olabilirlik,
bayes, en kiigiik kareler yontemi, agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi,
Anderson-Darling ve Cramer-von Mises tahmin yontemlerine dayali 6 farkli tahmin
edici sunulmus ve performanslarini gostermek igin Monte Carlo ve MZMC
simiilasyon g¢alismasi yapilmistir. Tim tahmin edicilerin yan ve HKO degerleri
birbirine ¢ok yakin ve 6rneklem hacmi arttik¢a tahmin edildigi gibi 0’a yaklasmustir.
Gergek veri setleri ile 3 uygulama yapilmis ve yeni modifiyeli unit Gstel dagiliminin,
beta, Kumaraswamy, Topp Leone, unit Weibull, unit Lindley dagilimlarina kiyasla
performanslarin1 gostermek igin yukaridaki tahmin edicilerin uyum iyiligi istatistigi
degerleri karsilastirilarak sunulmustur. Yapilan analizler sonucunda o6nerdigimiz
dagilimin ilk iki veri seti i¢in diger dagilimlarla yakin sonug verdigi ancak ti¢lincii
veri seti i¢in diger dagilimlara kiyasla daha iyi bir model oldugu tespit edilmistir.
Onerdigimiz yeni modelin farkli alanlarda, &zellikle artan tehlike oranma sahip
dagilimlara dayali veri setlerini i¢eren durumlarda faydali olmasi beklenmektedir. 5.
boliimde ise onerdigimiz modifiyeli unit istel dagilimi ve Arsimedyen kapulalart
kullanilarak yeni iki degiskenli ve ii¢ parametreli Clayton-MUU, Gumbel-MUU,
Frank-MUU, AMH-MUU ve Joe-MUU dagilimlar: 6nerilmistir. Yeni dagilimlara
iliskin istatistiksel ozellikler incelenmistir. Model parametrelerinin tahmini igin, en
cok olabilirlik ve bayes tahmin yontemlerine dayali 2 farkli tahmin edici sunulmus
ve performanslarini gostermek i¢in Monte Carlo ve MZMC simiilasyon g¢aligmasi
yapilmistir. en ¢ok olabilirlik ve bayes tahmin edicilerinin yan ve HKO degerleri
oldukga birbirine yakin ve Orneklem hacmi arttikga tahmin edildigi gibi 0’
yaklasmistir. Gergek veri setleri ile 2 uygulama yapilmis ve modellerin
performanslarint gostermek icin tahmin edicilerin uyum iyiligi istatistik degerleri
sunulmustur. Yapilan analizler sonucunda dagilimlarin gercek veri setleri igin uygun
oldugu tespit edilmistir. Onerdigimiz yeni modellerin farkli alanlara, 6zellikle artan
tehlike oranma sahip dagilimlara dayali veri setlerini iceren durumlarda faydal

olmasi beklenmektedir.
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6.2 Oneriler
Bu tez ¢alismasinda elde edilen yeni MUU, Clayton-MUU, Gumbel-MUU,
Frank-MUU, AMH-MUU ve Joe-MUU isimli dagilimlar birgok farkli alandaki

gergek verilerin modellemesinde kullanilabilir.
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