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OZET

LINEER OLMAYAN FARK DENKLEMLERININ TERS
OPERATOR YARDIMIYLA COZUMU

Teimoor Younus SALAHUDDIN
Ondokuz May1s Universitesi
Lisansiistli Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans, Mayis/ 2023
Danisman: Dog. Dr. Nihat ALTINISIK

A ileri fark olmak tzere verilen Af(x) = g(x) ifadesinden f(x) = A"1g(x)
seklinde f'(x) fonksiyonu belirlenebilir. Ayni sekilde y(x) bilinmeyen bir fonksiyon
olmak Uzere Ay(x) = p(x) denklemi icin de y(x) bilinmeyen fonksiyonu y(x) =
A~1p(x) seklinde belirlenebilir.

Bu ¢alismada A~ operatériinden faydalanarak bazi lineer veya lineer olmayan
fark denklemlerinin genel ¢ozlimlerinin nasil oldugu teorem olarak ifade edilmis ve
orneklerle agiklanmistir. Bu calisma yardimiyla daha birgok lineer veya lineer
olmayan denklemler icin de genel ¢ozumler elde edilebilir.

Tezin birinci boliminde, fark denklemleri hakkinda gegmisten bugiine kadar
bilim insanlarinin ne kadar ilerlediginden bahsedilmistir.

Ikinci bolimde, Ayrik noktalar kiimesi ve parcalamis fonksiyonlara yer
verilmistir. Ayrica bu bolimde fark denklemlerinin ¢6zimiinde yardimer olan
operatorler ve ozellikleri, fark denklemlerinin ¢6ziimii ve siniflandirilmast tizerinde
durulmustur. Bu operatorlerin nasil ¢alistigi 6rneklerle agiklanmistir.

Tezin Uclncu bolumunde, fark denklemlerinin smiflandirilmasi, temel
kavramlar, tanim, mertebe, n. mertebeden fark denklemi, genel ve 6zel ¢ozim,
lineerlik ¢ozumleri Gizerinde durulmustur.

Dordincii boliimde, ters fark operatorii yardimiyla bazi lineer(homojen ve
homojen olmayan) ve lineer olmayan denklemlerin genel ¢ozimleri igin teoremlerle
ispatlanmistir ve 6rneklerle aciklanmistir.

Tezin son béliminde diger sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Sozcikler: Fark operatori, Ters fark operatoru, Fark denklemi, Lineer fark
denklemi, Lineer olmayan fark denklemi.



ABSTRACT

SOLUTION OF NONLINEAR DIFFERENCE EQUATIONS
WITH THE INVERSE OPERATOR

Teimoor Younus SALAHUDDIN
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, May/2023
Supervisor:Assoc. Prof. Dr. Nihat ALTINISIK

From the expression Af (x) = g(x) where A is the forward difference, the f(x)
function can be determined as f(x) = A~1g(x) Likewise, fort he equaiton Ay(x) =
p(x), where y(x) is an unknown function, the unknown function y(x) can be
determined as y(x) = A~ 1p(x).

In this study, using the A~! operator, the general solutions of some linear or
non-linear difference equations are expressed as theorems and explained with
examples. With the help of this study, general solutions can be obtained for many more
linear or non-linear difference equations.

In the first part of the thesis, it is stated how far sicentists have progressed from
the past to the present about the difference equations.

The second part includes the discrete points set and fragmentation functions. In
iddition, operators that help in solving difference equations and their features, solution
and classification of difference equations are emphasized. It is explained how these
operators work with examples.

In the third part of the thesis, the classification of difference equations, basic
concepts, the definition, the order, the difference equations from the n. order, general
and specific solution, linearity solutions are emphasized.

In the fourth part, some difference equations is proven by theorems that are
linear (homogeneous and non-homogeneous) and non-lineer with the help of the
inverse difference operator and explained with examples.

And finally, other conclusions and recommendations are mentioned in the lost
part of the thesis.

Keywords: Difference operator, Inverse operator, Difference equation, Linear
difference equation, Non-linear difference equation.
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1.GIRIS

Fark denklemleri cebirsel bir bagint1 olup, bagimsiz degisken ile bir veya birden
fazla degiskenli fonksiyonun sonlu farki arasindaki bir bagintidir. Fark denklemleri
teorisi ile diferansiyel denklemler teorisi birgok yonden birbirine benzemektedir.

Diferansiyel denklemler 200 ve daha fazla yi1l boyunca incelenmis teorilerden biridir.

Fark denklemleri ise 100 senedir daha sistemli hale getirilmistir.

Son 50 yildir birgok bilim insan1 bu teoriyle ilgilenmistir ve literatiirde bilgi
acisindan ¢esitlilik saglanmistir. Bunlara (Miller 1968; Gordon, 1971; Goldberg,
1986; Peterson, 1987; Elaydi ve Peterson, 1988; Mickens, 1990; Kelley ve Peterson,
1991; Akin ve Bulgak, 1998; Elaydi, 1999; Agarwal, 2000). Makaleleri 6rnek olarak

verilebilir.

Fark denklemleri diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii disinda, fizik, kimya,
biyoloji ve miihendislikte oldugu kadar savunma, ekonomi, demografi gibi alanlarda
da karsilasilan matematiksel modellerde dogrudan veya dolayli olarak incelenebilir.
Son yillarda meydana gelen bazi gelismeler ile birlikte, tiim tabiat olaylarinda
streklilik ifadesi disinda bagka ifadelere gereksinim duyuldugu gorilmistiir.
Diferansiyel denklemlerde sireksizlik durumlari, farkli zamanlarda ortaya cikan

olaylar1 bu denklemlere benzer olan fark denklemleri ile ¢oziimlemistir.

Fark  denklemlerinde matematik modellerle, yalnmizca kesikli degerler
kiimesinde degisiklik gosteren baz1 degiskenli problemler ifade edilir. Ornek verecek
olursak, ekonomide bahsettigimiz bu degisken zamandir. Sireksiz (kesikli) vakit
araliklar1 (izerinde verilen periyodik analiz ile adlandirilan milli kazang hareketi ile
birlikte mevcut bagska ekonomik degiskenler ele alinir. Fark denklemleri ile ekonomi
alaninda Oriimcek ag1 modeli ve Samuelson’un ¢ogaltan, hizlandiran modellerinin

¢OzUmu yapilir.

Ikinci olarak, sesli sekilde sozclik 6grenme drnegi incelenebilir. Bu ornekte, bir
sozciik listesi hazirlanir, model uygulanacak kisiye bu sozcuk listesi sesli sekilde

okunur, sonraki adimda kisi aklinda kalan sozctkleri bir kagida listeleyerek aktarir.



Tekrar, sozcuklerin yerleri degistirilerek kisiye bu s6zcikler sesli okunur ve kisi
yine ayni sekilde hatirladigi kelimeleri yazar. Her defasinda hatirlanmis olan
sOzcuklerin oran1 hesaplanarak yeterli kararlilikta bir sayiya erisene kadar bu islem

tekrarlanir.

Psikoloji bilimi alanindaki bu tiir uygulamalarda fark denklemleri, hesaplanan
bu ardisik sayilarin 6zelliklerinde kullanilir. Uygulanan bu islemde kesikli degisken,
kac kez deneme yapildigidir.

Fark denklemleri ¢oziimlerinden yararlanilarak matematiksel analizler yapilan
bu tdr oOrnekler arttirilabilir. Dogada yasamakta olan bir canli tiiriiniin ileri
zamanlardaki durumu ile (popiilasyon sayisi, neslinin devamliligi ve ya tikenmesi
gibi) ilgili tahmin ve istatistikler yapilirken; fark denklemleri ¢éziimleri ile, bu tiiriin
sayisinin degisiminden 6nceki mevcudu ve bu degisimlerin nedeni olan beslenme,

ureme, 6lim ve benzeri durumlar ele alinmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde fark denklemlerinin ¢oziimlerinde yardimci olan operatdrler ve
Ozelliklerine yer verilmistir ve fark denklemlerinin ¢6zimii ve smiflandirilmasi
tizerinde ¢aligilmstir.

2.1. Parcalanis

[a, b] Kapal1 araligini verilsin.
w={xla=xy<x; <x, < <xy=hb}

seklinde tamimlanan kiimeye, [a, b] aralifinin bir parcalanigi veya ayrik noktalar
klimesi denir. Burada x; ayrik noktalarina par¢alanisin diigiim noktalari denir. Eger x;

ayrik noktalar esit aralikli ise bu durumda

wy = {x| = a+ihi=012.,nh=""9

ayrik noktalar kiimesine [a,b] araligmin bir diizgiin pargalanisi denir. Burada h
dizgun parcalanis adimidir. wy, Uzerinde tanimlanan f fonksiyonuna pargalanis

fonksiyonu denir. Burada
X; € wy, Igin f(x) = f;
gosterimi kullanilir.
Xiz1—Xx; =h, i=012..,n—1
oldugu agiktir. Buradan
Xizn=0a+ (({+n)h=a+ih+nh=x;+nh
ve
Xiy1 =X +h, x;45 =x; + 2h, ...
yazilabilir (Amirali ve Duru, 2002).

2.2 Operatorler ve Ozellikleri

Bu kisimda, fark denklemlerinin ¢o6ziimiinde kullanilan operatorler ve
Ozellikleri (Agarwal, 2000; Akyol, 2011; Bayar, 2012; Elaydi,1999; Kelly ve
Peterson, 1991; Levy ve Lessman, 1961; Yildiz, 2018) kaynaklarindaki bilgilerden

yararlanilarak agiklanmustir.



2.3. A Operatoru
Tanim 2.1. f kompleks veya reel degerli fonksiyonu, A fark operatori
Af(x) = flx+h)—fx) (2.1)
seklinde tanimlanir. Burada x bagimiz bir degisken, h ise herhangi bir sabittir.
A?  Ikinci dereceden fark operatorii
Af(x)=A[Af(x) ]
=A[f(x+h) - f(x)]
=f(x+2h) —2f(x+ h) + f(x) (2.2)
A3 Uclincii dereceden fark operatorii
A3f(x) = A[A% f(x)]
=A[f(x+2h)-2f(x + h) + f(x)]
=f(x+3h)—f(x+2h)+3(x+h)—f(x) (2.3)
Bu fark islemlerine devam edildiginde genel olarak f "in (n — 1). farkinin farkina

f "inn. fark: denir ve

AMf()= A [A" 7 f()] (2.4)

olarak yazilir (Amirali ve Duru, 2002).
Sonug 2.2. f(x) fonksiyonunun r. mertebeden ileri farki (@ — b)"’nin Binom
acilimina benzer bigimde
A f(x) = EiooC 1* (i) f(x + (r-k)h) (2.5)
seklindedir. (Bereketoglu ve Kutay, 2011)

Ornek 2.3. f(x)=x3 fonksiyonunun bir, iki ve iigiincii farki asagida gosterildigi

bicimde bulunur:
Af(x) =Ax® = (x+h)3 —x3

= 3x%h + 3xh? + h3
A%f(x) = A[Af(x)] = A[3x%h + 3xh? + h3]

=[3(x + h)?h + 3(x + h)h? + h3] — [3x%h + 3xh? + h3]

= [3(x? + 2xh + h*)h + (3x + 3h)h? + h3] — 3x%h — 3xh? — h3

= 6xh? + 6h3
A3f(x) = A[A2f(x)] = A[6xh? + 6h%]

= [6(x + h)h? + 6h3] — [6xh? + 6h3]

4



= (6x + 6h)h? + 6h3 — 6xh? — 63
= 6h3

A*f(x) = A[Af (x)]
— A[6h%] =0

Sonug 2.4. A operatori herhangi bir polinoma uygulandiginda bu polinomun
derecesi bir eksilir. n.  dereceden olan bir polinomun n. farki sabit bir degere,
(n+ 1). fark: ile bundan yiiksek farklar1 6zdes sekilde sifir olur.

Agikga belirtilirse, mesela
f(xX) =co +c1x+ cx? 4 epx™
n. dereceden bir polinom olsun. Burada ¢, , ¢; , ¢, ,**, ¢, Sabitler ve ¢, # 0 dur.
Bu durumda £ (x)in n. ileri fark: bir sabit fonksiyondur yani
A"f(x) =nlc,
esitligi yazilir. Eger p> n ise APf(x)=0 olur.
Elde edilen sonug Tablo 2.1 ile daha agik bir sekilde anlatilabilir.

Tablo 2.1. Polinomlarin dereceleri ile farklari arasindaki iliski(Demircioglu, 2007)

f(x) Af(x) A?f(x) M f(x) Af(x)
1 0 0 0 0
X h 0 0 0
x? 2xh+h? 2h? 0 0
x3 3x2h+3xh?+h3®  6xh® + 6h3 6h3 0

Teorem 2.5. f(x) ve g(x) iki fonksiyon olmak tizere asagidaki 6zellikler

saglanir.



1. Bilineerlik: Alf(x) + g(x)] = Af(x) + Ag(x)
2. Homojenlik: k bir sabit olmak lzere
Alkf ()] = kAf (x)
Yani Lineerlik: c;ve c, sabitler olmak lzere
Aler f () + c29()] =1 Aff (D] + ¢, Alg (0]
3. ki fonksiyonun garpimmin farki:
Alf()g(0)] = Alf ()]g(x + k) + fF()ALg ()]

veya

Alf(x)g ()] = Alg()f ()] = Alg()1f (x + h) + g()A[f (x)]

4. 1ki fonksiyonun béliimiiniin farki:

[f(x)] _ A [f ()] g(x) —f(x) Alg(x)]
g(x) g (x+h) g (x)

5. k. ve . dereceden farklarin carpimi:
AR(AYf(x)) = A*Ff(x) kI EN
6. a = 0 bir sabit ve h= 1 olmak uzere:
i AdS® = of® (M@ - 1y

Ozel olarak f(x) = x ise
Aa* =(a—1)a*
ii. Asinax = Zsin%cosa(x+ % )
iii. A cosax = —Zsin%sina(x + % )

iv. Alogax = log(1l + i )

Ornek 2.6. f(x) = 9x2 — 5sin2x + 3inx + 2* ise Af(x) =?
Cozim.
Af(x) = A(9x? — 5sin2x + 3lnx + 2%)
= 9A x? — 5 Asin2x + 3A Inx + A2*
= 9(2x +1) — 10 sin=cos 2(x +3) +3In(1+ ) + (2 — 1)2*
= 18x + 9 —10sinlcos 2( x +3)+3In(1 + -) + 2%

Ornek 2.7. A secm x degerini bulunuz.

6



Cozim. A secmx = secm(x+1) — secmx

_ 1 1
o cost (x+1) B COST X

_ 1 1
" cosmx cosw — sinmx sinm - COSTTX
_ 1 1

T —cosmx - COS X
=—2secmx

Ornek 2.8. A (x cos 2x) =?
COzum. Burada iki fonksiyonun ¢arpiminin farki 6zelligi uygulanirsa
A (xcos2x) = A(x)cos2(x + 1) + xA(cos 2x)
.2 1
=((x+1—-x)(cos(2x +2)) +x (—2 sin-sin 2 (x + E))
= cos(2x + 2) — 2xsin1sin(2x + 1)

seklinde bulunur.

Ornek 2.9. A (COS 3x) =?

X

COzim. Burada da

f ()
A g(x)

Alf(0)] g(x) — fFO)ALg(x)]
g(x+1)g(x)

Ozelliginden yararlanilirsa

A (cos 3x> _ A(cos 3x)(x)—cos 3x A(x)

x (x+1)x

_ (—2 singsin 3(x+%))(x)—cos 3x (x+1-x)

x2+x

_ (—2 singsin(3x+§))x—(cos 3x)

x2+x

seklinde olur.
2.4. A=1 Ters Fark Operatorii

AF(x) = f(x)
olsun. Bu durumda
AT f(x) = F(x) + c(x)

ile ifade edilen A~! operatdriine A operatoriiniin (antidifference operator) ters fark

7



operatdri denir ve f(x) fonksiyonunun ters farki ile adlandirilir.
Ozel olarak

A71(0) = c(x)
dir. Burada c(x) bir keyfi birim periyodik fonksiyondur.

A ve A~1 operatérleri arasinda , I birim fonksiyonu olmak lzere
AA"1=Tiken A"1A = I

iligkisi vardir. Yani f(x) igin
ATAf(x) = f(x) + c(x)
AATHf(x) = f(x)

dir. (Bereketoglu ve Kutay, 2011)

Teorem 2.10. Ters fark operatorii igin asagidaki esitlikler saglanir.
1. f(x) ve g(x) fonksiyonlarmin ters farklar1 var olsun. Bu durumda
a. Iki fonksiyon ¢arpimmin ters fark 6zelligi;

AT (f)g(®) = flx—= DA g() — A7 (Af (x = DA g (x))
b. Lineer 6zelligi; a,b € R
A~ (af (x) + bg(x)) = aA™f(x) + bA™ g(x)

2. 7™ (0) = ¢ () x™ L 4+ cy(x)x™ 2 + -+ (%)
3. AT (1) = fn—m' +c1(x) x™ 4 () x™ T2 4+ 0 (%)

4. Tablo 2.2. Bazi fonksiyon ters farklari bulunmaktadir.

f) A7 f(x)
1
sin ax B Y (x _5) + c(x) a+ 2km
2 sing !
sina (x - l)
oS ax S sin 2 +c(X) : x>0
log x logT (x) +c(x) , x>0
a* a*
p— +c(x) , ax1l
In x In 10 log'(x) + c(x)




Ornek 2.11.

A"1(2x + 5) =2

A1(3x2) =7

A Y(xa*) =?

d. A™*((2x + 1) cos 2x ) =?

Cozim. a. A '(2x +5) = A71(2[x] + 5)

= [x]? + 5x + c(x)
= x(x — 1) + 5x+c(x)

T &

13

=x% —x+5x + c(x)
= x2 4+ 4x + c(x)
Cozim. b. A™1(3x?) = A71(3x?% — 3x + 3x)
=A1(3(x% —x) + 3x)
=A1GBx(x —1) + 3x)
= A"1(3[x]? + 3[x])

2
= [x]3 —I—% + c(x)

elde edilir.
COozum. c. At (xa*) = (x — DA ta* — A71(A(x — 1)A™1a¥)
= (x — DA a* — A" (A 1a¥)
a® _ a*
= (x—1)E—A 1<E)+C(X)
(1)
= (- D -+
=5 -1-) e
bulunur.
CoOzim. d.

ATY((2x + 1) cos 2x) = (2(x — 1) + 1)A~* cos 2x —
A Y(AQ(x — 1) + DA L cos 2x)
= (2x —1)A tcos 2x — 2A71 (A1 cos 2x)

= (2x —1)A"1cos2x —2A71 <w ) + c(x)

2sin1

= (2x —1)A Y cos 2x — ﬁA‘l(sin(Zx — 1)) +c(x)



= (2x —1)A 1 cos 2x — A~'(sin 2x cos1 —

sin1
cos2xsinl) + c(x)

cos1

=(2x—1)A"1cos2x —

A7 (sin2x) +

sin1
A™1(cos 2x) + c(x)

0511 A1 sin 2x + c(x)

= 2xA"cos 2x — <

— 2y (sin(Zx—l)) + cos1 (cos(Zx—l)) + c(x)

2sin1 sin1 2sin1

2.5.Polinom Faktoriyel

Tanim 2.12. Fark analizinde en 6nemli fonksiyonlardan biri faktoriyel kuvvet
olup [x]"ile gosterilir.
r. dereceden bir faktoriyel

[x]" =x(x —h) (x —2h) ...(x — (r — D) (2.6)

seklinde tanimlanir.
Burada h= 1 alinirsa

i. re Z* olmak tzere[x]"=x(x —1)(x —2)..(x —r + 1) olur ki bu
polinomun faktoriyelidir.

. r=0,1,2,...,n icin

[x]° =1

[x]' = x

[x]? = x(x — 1)

[x]® = x(x — D(x —2)

[x]* = x(x — 1)(x — 2)(x — 3)

[x]° = x(x = D(x - 2) (x = 3)(x — 4)

x]"=x(x—1Dx—-2)...(x—n+1)
olur.
Sonug olarak Alx]* =n[x]*?
2[x]* =n(m—D[x]"?
Ax"=nn—1Dn—-2)[x]"*3
" =nn— DM -2)(n-3) [x]**

>

>
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A"[x]" =n(n—-1)(n—2) -3 -2 -1=n!
A" [x]" = 0
dir. Diger taraftan
A" = (n+ D[x]"

oldugundan her iki taraf A~ ile isleme tabi tutulursa

[x]n+1

A x]™ = — + c(x)

olur.
Ornek 2.13. p(x) =3x2 — 4x + 1 seklinde verilen p(x) polinomun faktériyel
goOsterimini yaziniz.
Cozim. p(x) =3x?—-3x—x+1
=3x(x—1)—x+1
=3[x]* —[x] +1
Ornek 2.14. p(x) = 3x2 —4x + 1icin At p(x) =?
Cozim. Ap(x) = A"1(3x% — 4x + 1)
= AI3[x)?2 = [x] + 1)
= [x]3 —¥+x+c(x)
=x(@ - D -2) -7 (x(x— 1) +x +c(x)
=x(x2—3x+2)—% (x? —x) +x+ c(x)
= x3 — 3x? +2x—%x2 +%x+x+c(x)
7 7
=x® =2 x? + 2 x+c(x)

seklinde gosterilir.

Ornek2.15. A~ ((2x + 1)[x]?) =?

(;ézUm
AH((2x + D[x]?) = A7H((2[x] + D[x]?)
= A (2[x ]1 [x]?)

=Wﬂ4g[P+d)

= PC + D +c)
x(x—1(x—-2) Gx +§) +c(x)

1
(x+1) (x +2)...(x =7)

iii. r€ Z  oldugunda [x]" =

11



I'(x+1)

i i i r—
iv. r¢ Z icin [x]" = ey

(T :Gama Fonksiyonu)

2.6. Belirsiz Toplam

Tanim 2.16. f(x) fonksyonunun belirsiz toplam1

D fe)

olarak ifade edilir. f* nin tanim kiimesinde alinan tim x’ler igin

A() f) =@

seklindedir.Verilen fark denklemlerinin daha kolay ¢ozumu icin A™! operatorii

yardimiyla

AT = ) F@) +C@)
yazilir. Burada C(x), AC(x) = 0 olan keyfi birim periyodik fonksiyondur
( Elaydi, 1999; Levy ve Lessman, 1961).
Burada belirsiz toplam diferansiyel denklemlerin c¢ozimlerdeki belirsiz

integralle benzer isleve sahiptir. Yani

= [ reax) = .

Belirsiz integral ¢oziimlerindeki sabitten kaynakli ¢oziimler tek degildir. Ornegin

jd—x2+
xx—z Cc

dir. Burada c keyfi sabittir.

Belirsiz toplam 6zellikleri

Tanim 2.17. k sabit say1 olmak lizere

L D U@+ =) [+ g@®
2. k) =k ) fG)

3. ) (F@sg@) = f()g) — ) Eg() b ()

esitlikleri gecerlidir.

Ornek 2.18. 9% in belirsiz toplamini bulunuz.

Coziim. A9 =8.9%
12



oldugundan,
X
A (9 /8) = gX
yazilir. Bu (9x/ 8) ifadesi 9% ' in bir belirsiz toplamidir, Diger taraftan

c(x), A c (x) = 0 sartin1 saglayan birim periyotlu keyfi fonksiyon olmak lzere

9% 9\ _
A (; + c(x)) = A(E) = gx
bulunur. Yani 9% in belirsiz toplam1
2 9% 2% + c(x)

biciminde olur.
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3. FARK DENKLEMLERI

Bu bélimde (Akyol, 2011; Amirali ve Duru, 2002; Bayar, 2012; Bereketoglu
ve Kutay, 2011; Elaydi, 1999; Kelley ve Peterson, 1991). kaynaklarindan

yararlanilarak fark denklemleri hakkinda bilgiler verilmistir.

3.1. Fark Denklemi
Tanim 3.1. Burada x siirekli degisken olmak tizere fark denklemi genel olarak

F(x,A f(x),A%f(x),..,A™ f(x) ) =0 (3.1)
seklinde veya k=1,2,3, ...,n i¢in A* f(x) in esitleri (3.1) de yerlerine yazilirsa
G(x,f(x+1),f(x+2),...,f(x+n))=0 (3.2)
seklinde gosterilir. (3.1) e veya (3.2) ye fonksiyonel fark denklemi denir.
3.2. Mertebe

Tanim 3.2. Fark denkleminin mertebesi, bilinmeyen fonksiyonun var olan en
biiyiik ve en kiigiik indislerinin farkina denir.
Ornek 3.3. A2f(x) + Af (x) = 0 denklemi verilsin
Bu denklem, A%2f(x) ve Af(x) in esitleri yerlerine yazilirsa
flx+2)=-2fx+D+f)+fx+1)—f(x)=0
fx+2)—f(x+1)=0
sekline doniisiir. Bu denklemin en biyuk indisi x + 2 en kigik indisi x + 1 ve
x+2—-(x+1)=1
oldugundan denklemin mertebesi 1 dir.

Ornek3.4. f(x +4) — f(x)f(x +2) = 0 denklemiicinx + 4 —x = 4
oldugundan mertebesi 4 tar.

3.3. n. Mertebeden Lineer Fark Denklemi

Tanim 3.5. Burada x surekli degisken k= 0,1,2,...,n i¢in a,(x) ve B(x) bu
stirekli degiskende tanimli reel degerli fonksiyonlar ve ay(x) # 0, a,,(x) # 0 olmak
Uzere

ao(x) f(x +n) +a;()f(x +n—1) + -+ an(x) f(x) = B(x) (3.3)
denklemine n. mertebeden lineer fonksiyonel fark denklemi denir.
Benzer sekilde x; , w; ayrik noktalar kiimesinde ve aq(i) # 0 , a,(i) # 0 olmak

Uzere

ao(D) firn +a1(D) firn-1 + -+ an(Df; = B (3.4)
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denklemine n. mertebede lineer skaler fark denklemi denir. Burada f (x; + k): = fi4x
gosterimi kullanilmigtir.

Eger (3.3) ve (3.4) denklemlerinde B(x)= 0 ve B(i)= 0 ise bu denklemlere homojen,
B(x)# 0 ve B(i)# 0 ise homojen olmayan fark denklemleri denir. Sayet a;(x) ve
a, (i) fonksiyonlar: sabit fonksiyonlar ise (3.3) ve (3.4) denklemlerine n. mertebeden

sabit katsayil1 fark denklemi aksi halde degisken katsayili fark denklemi denir.

3.4. Fark Denkleminin C6zim
Tanim 3.6. Bir kiime Uzerinde tanimlanmis fark denklemini yine bu kiime
Uzerindeki her noktada 6zdes olacak sekilde saglayan fonksiyonlar fark

denklemlerinin ¢6zimda olarak adlandirilir.

3.5. Genel ve Ozel Cézim
Tanim 3.7. n. mertebeden (3.3) ve (3.4) fark denklemlerinin genel
¢Oziimleri sirasiyla,
flx, ¢ (x),c5 (%), .c,cn(x))=0, f(i,cq ,C3,.,cy) =0
seklinde gosterilir. Burada c¢; (x), c,(x), ... , ¢, (x) n tane birim periyodik keyfi
fonksiyon ve c4,c,, ..., c, N tane keyfi sabitlerdir. Bu genel ¢coziimde ¢, (x) ve c,’e
ozel degerler vererek elde edilen ¢ozlmlere 6zel ¢ozim denir. ¢, (x) ve c,’e Ozel

degerler vererek elde edilemeyen ¢ozlimlere ise aykir: ¢oziim denir.

3.6. Lineer Bagimh ve Bagimsizhk
Tanim 3.8. f;(x), f2(x), ..., f(x) fonksiyonlar1 x siirekli degiskende tanimli

olsunlar. Her x > x, siirekli degiskeni igin

afi(x) + afo(x) + -+ apfpn(x) =0 (3.5)
olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a4, a,, ..., a,, sabitleri bulunuyorsa,
fl(x)le(x)i ---'fn(x) (36)

fonksiyonlarina x = x, i¢in lineer bagimli aksi halde yani (3.5) esitligi ancak ve
ancak

a,=a,= =a,=0 (3.7)
oldugunda saglantyorsa lineer bagimsizdir denir.

Benzer sekilde x; ayrik noktalarinda tanimli f; (i), f5(©), ..., fn (i) fonksiyonlari,
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i =1y igin
bifi(0) + byfo(D) + -+ + bpfr(D) =0 (3.8)

esitligi hepsi birden sifir olmayan b4, b,,...,b, sabitleri i¢in saglaniyorsa
fi(@), (D), ..., f(1) fonksiyonlarma i =i, igin lineer bagimli aksi halde lineer
bagimsizdir denir.

3.7. Temel C6zim Kumesi
Tanim 3.9. n. mertebeden (3.3) ve (3.4) homojen lineer denklemin n- tane yani
mertebesi kadar lineer bagimsiz ¢oziimleri bu homojen denklemler igin temel ¢6ziim

kiimesi olarak tanimlanir.

Teorem 3.10. Siirekli degisken x olmak tizere eger x = x, i¢in ay(x) # 0,
a,(x) # 0 ise (3.3) n. mertebeden homojen lineer fonksiyonel fark denklemi temel
¢6zim kimesine sahiptir.

Eger (3.3) homojen lineer denklemin n- tane lineer bagimsiz ¢oziimii
f1(0), f2(%), oo, fru(xX)
ise (3.3) n. mertebe homojen lineer fark denkleminin genel ¢o6zim
c1(%), C2(x), > Cn(x) n-tane keyfi birim periyodik fonksiyon olmak lzere
) =1 (0)fi(x) + c2 () f2(x) + -+ + cn (%) fu ()
seklinde ifade edilir.

Teorem 3.11. Homojen olmayan (3.3) n. mertebe lineer fark denkleminin genel
¢Ozlimii; homojen kisminin genel ¢6ziimii ile homojen olmayan kisminin bir 6zel
¢Ozlimiiniin toplamdir.

Buna gore eger homojen denklemin genel ¢6ziimii u(x) ile homojen olmayan
denklemin bir 6zel ¢o6zimi v(x) ile gosterilirse (3.3) homojen olmayan n.
mertebeden fark denkleminin genel ¢ozimi

fx) = u(x) +v(x) (3.9)

toplam1 seklinde yazilir.

Tanim 3.12. Verilen m tane f; (x), f>(x), ..., fm(x) fonksiyonlar1 i¢in

f1(x) f2(x) [ ()
W(x) = fl("fl) fz:(x+1) fm(’f"'l)

fi (x+ m -1 filx +.m -1 fm(x.+ m—1)
16



matrisine casorati matrisi denir.
Teorem 3.13. Eger her x > x,, icin

W(x) = detW(x) # 0 ise f;(x), f,(x), ..., fin(x) fonksiyonlar1 lineer bagimsizdir.
Veya her x > x, igin

f1(x), f2(x), ..., fm(x) fonksiyonlari lineer bagimli ise W(x) = det W(x) = 0 dur,

17



4. TERS FARK OPERATORU YARDIMIYLA BAZI FARK
DENKLEMLERIN COZUMLERI

Bu boliimde A ileri fark operatorii ve A~1 ters fark operatérii tanimindan ve
Ozelliginden yararlanarak, bazi lineer (homojen ve homojen olmayan) ve lineer
olmayan fark denklemlerinin genel ¢6ziimiiniin nasil olacagi incelenmistir

4.1. YOntem
Ileri fark operatorii A olmak lizere

Ay(x) = g(x) (4.1)
seklinde homojen olmayan fark denklemi verilsin.

Denklem(4.1) in genel ¢ézim;

Ay =0
homojen denklemin genel ¢6zumi olan
uCx) = c(x)
ve
Ay(x) = g(x)

homojen olmayan denklemin bir 6zel ¢6zimi v(x) olmak lzere

y(x) = ux) + v(x)
dir. Yani

y(x) = v(x) + c(x)
dir. Veya (1) denkleminin ters fark operatorii yardimiyla genel ¢6ziimii

JAy() = [ g(x) Ax

y(x) = [ g(x) Ax + c(x) (4.2)
seklinde yazilir. Dolayisiyla homojen olmayan denklemin 6zel ¢6zimu
v(x) = [ g(x) Ax
seklinde gosterilebilir. Burada [ | Aileri fark operatdriiniin tersi anlaminda yani A™?
ya da Y. sonsuz toplami olarak gosterilmistir. O halde (4.2) ifadesinin A farki
alinirsa
Ay(x) = A g(x) Ax +c(x)) = A(J g(x) Ax) + Ac(x) = g(x)

olur. Burada c(x) keyfi birim periyodik fonksiyondur.
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4.2. Bulgular

Ters fark operatorii yardimiyla bazi fark denklemleri i¢in genel ¢ozumler elde
edilmis ve genel ¢6zumi elde edilen denklemler icin bir yazim formu ¢ikarilmistir.
Ve bu durumlar teoremler olarak ifade edilmistir.

Teorem 4.1. Af (x) = g(x) ise

Ay = af(x)(ag(x) — 1)
denkleminin genel ¢ozimu
y(x) = a/® + c(x)

dir. Burada c(x)keyfi birim periyodik fonksiyondur.

Ispat. Fark denklemi

Ay _ A _
o @ 1

seklinde yazilir. Bu denklemde
y=a/® + ¢(x)
yerine yazilirsa,

Ay AMaf @+ ¢(x))

T T g

af x+1) _ g f(x)
af(x)

af ™ (af(x+1)—f(X) -1)
af(x)

=atf® _1q
olur.
Not: Af(x) = g(x) olmak lzere
Ay = baf(X)(ag(X) - 1)
denkleminin genel ¢ozimu
y=ba® + c(x)
dir.
Ornek 4.1. Ay = 3a*”(a®**! — 1) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.
C6zum. Bu denklemde
fx)=x%,g(x)=2x+1
oldugundan
Ax? =2x+1

olur. Yani
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Af(x) = g(x)

esitligi saglanir. Buna gore denklemin genel ¢ozumu

y(x) = a7 @ + ¢(x) 2y= 3a*" + c(x)

dir.

. ExZ b d d—B .. v e e e

Ornek 4.2. Ay = a2 (a xtd —q 2) denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

C6zUm. Bu denklemin sag tarafi duizenlenirse,

b b b b b
afxz (abx+d _ ad—f) — afxz ad—j (a—d+7 gbx+td _ 1)
b b b
— a§x2+d—§ (abx+§ _ 1)

olur. Burada

b o b _ b _ b
A(;x +d—5) =-Q@x+1)=bx+>
oldugu i¢in denklemin genel ¢obzum;

b, b
y(x) = a2t + ¢ (x)

dir.
.. 1.2 1 . .
Ornek 4.3. Ay = a2" (a"“—aZ) denklemi verilsin. Genel ¢dzimun

bulalim.

Cozim: b= 1 d= 1 oldugundan denklemin genel ¢dziimd;

1,2.1
y=az" "2 + c(x)

dir. Gergekten denklemin sag tarafi diizenlenirse.

1.2 1 1o 17 1
az (ax+1 - aZ) = a2’ a2 (a 2 ¥t -1 >

olur. Burada

oldugu icin

veya



denkleminin genel ¢ozimu

12,1
y=az" "z + c(x)

dir.

Ornek 4.4. Ay = ab**+a%(q?bx — g=(b+d) denklemi verilsin. Genel ¢ozimiin(

bulalim.
C6zum. Denklemin sag tarafi diizenlenirse
abx2+dx(a2bx _ a—(b+d)) — abx2+dxa—(b+d) (asz+b+d _ 1)

— gbx*+dx-b- d(asz+b+ d _ 1)
olur. Burada
f(x)=bx*+dx—b—-d , g(x)=2bx+b+d
oldugundan
Af(x) = g(x)

esitligi saglanir. Buna gore denklemin genel ¢6zimi

y(x) = qbx*+dx—b-d +c(x)

olur.
. 2 - . e . ..
Ornek 4.5. Ay = a* **(a®* — a~?) denkleminin genel ¢c6zimiini bulalm.
COzim. Denklem duzenlenirse
Ay = ax2+x(a2x —a™?)
— ax2+xa—2(a2a2x —1)
= gX’tx-2 (a?**2 — 1)
olur,

A(x? +x —2) = Ax? + Ax — A2
=2x+1+1
=2x+2

oldugu i¢in genel ¢ozimu
y= a*’**"2 4 ¢(x)

dir.

Ornek 4.6. Ay = q~sin(™) _ sin(m™) denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.
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COzum. Denklem duzenlenirse

—sin(mx) __ ,sin(mx)

Ay =a a

— asin(nx) (a—ZSin(nx) _ 1)
olur. Burada

f(x) = sin(mx) , g(x) = —2sin(mx)
dir. Buna gore

T
Asinnx = 2 sinE cosm(x + > )

=—2sinnx = g(x)
oldugundan
Af(x) = g(x)
esitligi saglanir. Dolayisiyla denklemin genel ¢ozimi
y(x) = @™ 4 ¢(x)
dir.

Ornek 4.7. Ay = q°s™(g=2¢sm™* — 1) denklemi verilsin, genel ¢6zimiinii
bulalim.
COzum. Verilen denklemde
f(x) = cosmx g(x) = —2cosmx

dir. Buna gore
I
Acosmx = — 2 sinE sinm(x + > )

= —2cosmx = g(x)
oldugundan
Af(x) = g(x)
esitligi saglanmis olur, Buna gore genel ¢ozimi
Y(x) = a5 + c(x)
dir.

Teorem 4.2. Ag(x) = f(x) olmak Uzere
Ay+(1—a@)y =0
denkleminin genel ¢oziimu
y=c(x)a?®"
22



dir. c(x) keyfi birim periyodik fonksiyondur,
Ispat. (1-a®)y =(1-a%®)(c(x) a9®)
= c(x)( a9 _ qAg()+ g(x))
= c(x)(a9® — q9&+D)
= —c(x) Aa9(¥)
olur. Diger taraftan
Ay = Ac(x)a9™
= c(x 4+ DAa?® + 9@ Ac(x)
= c(x)Aa9®
oldugundan
Ay + (1 —af®)y = c(x)4a9® — c(x)Aa9™) =0
olur.
Not:  Ag(x) = f(x) =2A(g(x) + c1(x)) = f(x)
oldugundan
g + () =A71f(x)
olur. Buna gore genel ¢dzim
y = c(x)a @ = ¢(x)a9@*+a® = ¢(x)g1®@qI® = ¢, (x) a9®
olur. Burada c; (x) ve c,(x) keyfi birim periyodik fonksiyonlardir.
Ornek 4.8. Ay + (1 — a?**1)y = 0 denklemi verilsin. Fark denkleminin genel
¢6zUmin{ bulalim.
C0Ozim. Bu denklemde
f(x) =2x+1dir. Ax? =2x+1
oldugundan
g(x) = x?
olur.
O halde genel ¢oziim
y=c(x)ad® > =  y=c@x)a*
olur.
Ornek 4.9. Ay + (1 — a?*)y = 0 fark denkleminin genel ¢ozimuni bulalim.
Co6zim. 2x = A(x? — x) oldugundan genel ¢6ziim
y= c(x)axz‘x

olur.
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Ornek 4.10. Ay + (1 — a*)y =0 denklemi verilsin. Fark denkleminin genel
¢Oziimiinii bulalim.
Cozim. 2x = A(x? — x) dir. Buradan

x%—x

= A
x 2

oldugundan genel ¢oziim

y = =
olur.
Ornek 4.11. Ay + (1 — a*™*)y = 0 denklemi verilsin.

Cozim. 1—x = Ag(x), esitligini saglayan g(x) in bulunmasi gerekir.

x?—x
Ax=1, A > =x
oldugundan
Ax — szz—_x =Ag(x)
2_
(5 = ag
3x— 2
8(25) = 890
olur. Burada
) = 3x — x?
g\x) = 2
alinabilir. O halde genel ¢ozim
3x—x2
y=c(x)a 2

olur. Bu genel ¢6zum ters fark operatdriine bagli olarak
y() = c(x)at”
seklinde de yazilabilir.
Teorem 4.3. Au(x) = P(x) denkleminin bir 6zel ¢6ztimi u,(x ) ve
A(g() = f() = f(x)
ise
Ay + (1 — af(x))y = a9®p(x)
denkleminin genel ¢oziimu
y(x) = a9 7O (u, (x) + c(x))
dir.
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Not: A(g(x) — f(x)) = f(x) >g(x) — f(x) = A™'f(x) seklinde
yazilacagindan genel ¢ozim
y(0) = a* O (up () + c()
seklinde de yazilabilir.

Ispat. Verilenlere gore
g+ 1) = flr+1) = AgR) — f(0)) + 900 — () = g(x)
olur. O halde
Ay = A (ag(x)‘f(x) (uy(x) + c(x)))
= @IV EHDA (Y, (x) + c(x)) + (up (x) + c(x))Aa9® =@
= AC~F@+IC~FD ay (x) + (up (x) + c(x))

(atl9e-F)+gD~1() _ qe(0)-1 ()

= q9® Ay (x) + (u, () + c(x))ad®-1@ (aA(g(x)— f0) _ 1)
= ag(x)p(x) + (up (x) + C(x))ag(x)—f(X) (af(x) — 1)
= a9®p(x) — (1 r af(x))y
olur. Boylece
Ay + (1 = af(x))y = q9®) p(x)
denklemi elde edilmis olur.
Ornek 4.12. Ay + (1 — a®*1)y = xa®*D* denklemin genel ¢ozimiini
bulalim.
Cozim. f(x) = 2x + 1 ve p(x) = x ,dir. Buna gore g(x) = (x + 1)? olur.
Bu durumda
Ag00) = f(0) = F(x)
esitligi saglanmalidir. Buradan
Algx) = f(x) =A((x + 1)? = (2x + 1))
=Ax?+2x+1-2x—-1)
= A x?
=2x+1
= f(x)
oldugundan A(g(x) — f(x)) = f(x) esitligi saglanmus olur.
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Diger taraftan Au(x) = p(x) den Au(x) = x olur. Buradan bu denklemin bir 6zel
cozumdii
1 2
() = 5 (% = %)
alinabilir. O halde
Ay + (1 - a2x+1)y = q(r+D?y
denkleminin genel ¢6ziimdi
y(x) = a9D O (1, (x) + c(x))

ifadesinden
yx) = (207 = 2) + ()
olur. Gercekten
Ay = A (axz Ga?-x+ c(x)))
= A (S (2 = x) + c(0)) + (5 (2 = x) + c(x) ) Aa¥’
= Gy (% (% — x)) + (262 -0 + @) (@ - o)
= a2 2x + 1= 1) + (5 (& - x) + c(x)) a* (@ - 1)

= gxtD?y _ (1 — a?**1)y
olur. Boylece
Ay + (1 — a®*1)y = aGxtD?

denklemi elde edilmis olur.
Ornek 4.13. Ay + (1—a* )y = (x—1) a7V donklemi verilsin.
Bu denklemin genel ¢ézimund bulalim.
cozim. f(x) =x? —x, ve g(x) = %x(x — 1)(x + 1) dir. Buna gore
90 — f() =sx(x —Dx+1) - x(x— 1)
=x(x — 1)(’%1—1)
= x(x — 1)§(x+ 1-3)

= %x(x —D(x-2)

olur. Yani
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1 3 2
Ag(x) — f(x) = Azlx]” =[x]"=x(x -1 = f(x)
olur. Diger taraftan Au(x) = x — 1 denkleminin bir 6zel ¢c6zimi
1
uy(x) = E (x? — 3x)

seklinde alinabilir.

O halde fark denklemin genel ¢6zumi;
y(x) = aéx(x_l)(x_z) G (x2 —3x) + c(x))

seklinde yazilir.

—COSX

Ornek 4.14.Ay + (1 - asm(x_%))yz a 2"z sin (x - %)

denkleminden genel ¢6zimi

—COSX . 1
2 sint —sm(x—;) cosx sinx
2 7cos 1 ———=sinl + c(x)

—ZsmE ZSln2

y(x) =a

dir.
COzuim. Burada

—COSX

f(x) = sin (x - %) ve g(x) =

1
2 51n2—

dir. Buna gore

Mg — f(x) = A( T —sin(x—3) )

2 si
Sl'l’l2

—CcoSsXx .1,
=A —— — 2sin= A"(cosx)
2 sin— 2
2
Acosx

N
= ——— — 2sin= AA"1(cosx)
2 sin— 2

. 1 .1
= sm(x+5) — 25m2—cosx

= sin (x - %)
= f(x)

olur. Yani

Alg(x) = f(0) = f(x)

esitligi saglanir.

Diger taraftan p(x) = sin (x - %) oldugundan

27

(4.3)

(4.4)



1
p(x) = sin (x - —)
2
. ( 4 1 1 1)
=sin|(x 57375
= si ( il 1)
=sin(x >
1 1
= sin(x+—>cosl— cos(x+—>sin1
2 2
Acosx Asinx
= cos1l — sin1
—2sins ZSin1
2 2
CcoS X sinx
=A cos1l— sinl
—ZSlTli Zsmi

olur. Buna gore

Auy, (x) = p(x)
esitliginden u, (x) 6zel ¢ozumi

cos x sinx

Uy (x) = ——¢cos 1- )
—Zsmj 25m7

sinl

seklinde bulunur.

Dolayisiyla teorem (4.3) geregi (4.4) ifadesi (4.3) fark denklemin genel ¢ozimudiir.
Ornek 4.15. Ay + (1 - acos(x"%))y = a9® sinx denklemi verilsin. g(x)
fonksiyonu ve denklemin genel ¢ozliimiinii bulalim.
Gozim. f(x) = cos (x - %) oldugundan
Mg = f(0) = f(x)

8 (500~ cos x ~2)) =os x~2)

Ag(x) — Acos (x — %) = cos (x - i)

bagintisindan

2

Ag(x) = cos (x %) +Acos (x — %)
Ag(x) = cos (x + %)
g(x) = A 1cos (x + %)
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olur. Diger taraftan
sinx = 2 sin;1 A1 cos (x + %)

oldugundan

sinx

A~ cos (x + %) =

-1
2 sin—
2

alinabilir. Boylece

g(x) = A7lcos (x + %)

oldugundan

sinx

g(x) = 1

2 sin—
2

bulunur. O halde
gx)—fx) = Sinxi — cos (x - %)

2 sm2

olur. Diger taraftan p(x) = sinx dir. Au(x) = p(x) = sin x olacagindan bir 6zel
¢O0zimu

u,(x) = A" sinx

1
ZSinZ—

alinabilir. O halde genel ¢6ziim;

2 sin—
2

dir. Simdi de bu genel ¢6ziimiin denklemi sagladigini gosterelim.

Oncelikle
fark denkleminin sol tarafi ele alimir , f(x) ve genel ¢bzim yerlerine yazilir ve

dizenlenirse,

Si.nx1 —cos(x—%) cos(x—l)
Ay+(1—a®)y=A[a?sz <——12 + c(x) > +

2 sin—
sin;
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(1 . acos(x—%)) a

sin

2

sin x+1

_ (a vt %) ( 2lr) 4 o) )) +

. .1 1
sin(x+1)-2 sin> cos(x—i)

2

x+1 1

T —cos(x+—) <
- 2
n—

a

=a

.1
2 sm7

T T
Sln(x+5+5)—2 sin

2 sin:

sinx

2

2

1 1

—1 COoS{x—3 < cos(x——)
2 sin>- _ 2
1

sinx 1 1
—1 —COos{x—3 ( cos(x——
2 sin _

2 sin—
2

E cos(x+l)

ET IRk

2 sins <_ Cos(x-l-lé) + C(X) )

= Qa 2
2 sin—
sing
. 1 1 1\ . 1 L1 1
Sll’l(x+§) COSE+COS(X+E) smE—Z smE cos(x+5)
-1
— a 2511‘15
sinx 1
2 sini COS(X_E)
a 2 ——= — c(x)
Zsmz—

)

.1
2 sin—
2

[t

LL) +C(X) )

2 sin;
2

fﬁﬁa+d@>>_

sinx
1
a 2 sin- <

sinx

.1
+ a 2 Sll’17

+ c(x) >+

sinx

1
+ a 2 Sll’17

T cos(x-2)
+azsin7 < 2 —C(X)

-1
2 sin—

. 1 1 .1 1
sm(x+5) COSE—SIHECOS(X+§) (
1 cos
—_ 2sins 2
= qa 2 <— T
2 sin—
sing
sinx 1
zanl [ cos(x+3)
=a z |- —= + c(x)
2 sin—
2
— Teos(x-1)  cos(x+)
_ 2 sin— 2 2
=a 2 T — 7
2 sin—- 2 sin—
| < Sing siny
sinx
1
— a 2 sm?

-1
2 sin-
L 2

. .1 . .1
(sm X Sin E + sin x sin E)l
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sinx

.1
=a?"2 sinx

= as®p(x)

oOlur. Boylece denklem saglanmis olur.

Teorem 4.4. g(x) = Af (x) ve p(x) = Aq(x) olacak sekilde f(x) ve q(x) varsa
(P + f())Ay — g(x)y + p(x)y* =0 (4.5)
denkleminin genel ¢ozimu

_
Y = s (4.6)

dir.

Ozel olarak f(x) = a,a # 0 sabit fonksiyon ise g(x) = 0 olacagindan denklem
(p()y + a)Ay + p(x)y* =0

seklinde olur. Genel ¢6ziim ise

a -
y(x) = L) dir.
Eger p(x) = a ise denklem
(ay + f(x))Ay — g(x)y + ay* =0
seklinde olur ve genel ¢ozimdi
f(x)

ax+c(x)

y(x) =
dir. Burada 0zel olarak a= 0 ise denklem

f)Ay —g(x)y =0
sekline dontisiir ve genel ¢cozumd

y(x) = c(0)f (x)

dir.
Ispat. Denklemin genel ¢6zimi olan
_ )
Y = Tore
ifadesi

f(x)
x)+c(x) =—F—=
Q) +c(x) =7

seklinde yazilir. Ve her iki taraf A ile isleme tabi tutulursa

A(qG) +e() =a(55)
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YAf(x)—f(x)Ay

Aq(x) = y(x+1)y

olur. Burada
Agq(x) = p(x)
ve
Af(x) =g(x)vey(x+1) =Ay +y
oldugu kullanilirsa (4.5) fark denklemi elde edilir. Boylece (4.6) ifadesinin (4.5)

denklemini sagladig1 gosterilmis olur.

Ornek 4.16. (2y + 3x)Ay — 3y + 2y? = 0 denklemi verilsin. Denklemin
genel ¢6zumund bulunuz.
Cozim . f(x) = 3x olmak lzere
g(x) = Af (%)
bagintisindan
A3x =3=g(x)=3
olur. p(x) = 2 oldugundan
p(x) = Aq(x)
esitliginden
2= A2x = q(x) = 2x
olur.

Boylece genel ¢ozim;

_ f
Y0 = oo
ifadesinden
3x
y(x) o 2x+c(x)
seklinde olur.
Gergekten
3x
y() = 2x + c(x)
genel ¢6zum ifadesi
3x
2x +c(x) = o)

seklinde yazilir ve A farki alinir ve de duzenlenirse fark denklemi elde edilir. Veya

genel ¢ozum fark denkleminde yerine yazilirsa denklemi sagladigi goriiliir.
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Not :Eger
p(x) = g(x) = Af(x)
ise
(p()y + f())Ay = p(x)y +p(x)y* =0
denkleminin genel ¢6zimdi

@
Y@ = ne®
veya
. ®
Y@ =1 -
dir.

Ornek 4.17. ((2x + 1)y + x?)Ay — (2x + 1)y + (2x + 1)y? = 0 seklinde
verilen fark denkleminin genel ¢c6zimin{ bulalim.
CoOzum. Denklemde
p(x) =2x+1 glx)=2x+1, f(x) = x?

olmak Uzere

p(x) = Aq(x)
ifadesinden

2x + 1 = Ax?
oldugundan

q(x) = x*
bulunur.
g(x)=A4f(x)

ifadesinden ve benzer sekilde
2x +1=Ax? = f(x) = x?
bulunur. O halde genel ¢ozum;

%2
xZ+c(x)

f(x)
F)+c(x)

y(x) = = y) =

olur.

Teorem 4.5. Af(x) = g(x)ve AR(x) = B(x) olacak sekilde f(x) ve R(x)
varsa
(8y)? + 2y8y = 95y? = (9(0) + f(2))B(x) (4.7)

denkleminin genel ¢ozimu
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y? = fIR) + c(x)) (4.8)
dir.
Ispat. Denklemin genel ¢6zimii olan

y? = fRE) + c(x))

ifadesinin her iki yaninin A farki alinirsa
Ay? = (R(x + 1) + cQDAf(x) + fIAR(Cx) + c(x))
olur. Burada
R(x+1) =AR(x) + R(x) ve Af(x) = g(x)
oldugu kullanilirsa
Ay? = (AR(x) + R(x) + ¢)g(x) + f(x)AR(x)

olur. Burada ise

AR(x) = B(x)
ve
R v’
() + () = 7
ve de

Ay? = (Ay)? + 2yAy
ifadeleri yerlerine yazilir ve diizenlenirse (4.7) fark denklemi elde edilir.

2x+1

Ornek 4.18 : (Ay)? + 2yAy — y? =3(x + 1)?

2
fark denklemi verilsin, bu denklemin genel ¢6ziimuind bulalim.
COzum. Burada
gx)=2x+1,f(x) =x2
dir
Ax?=2x+1
oldugundan
Af(x) = g(x)
esitligi saglanir.
Diger taraftan
AR(x) = B(x)ve B(x) =3
oldugundan
AR(x) =3 =>R(x) = 3x
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alinabilir. O halde genel ¢6zim
y? = x2(3x + ¢(x))
seklinde bulunur.
Ornek 419 : (Ay)? +2yAy — 2y = (x? +3x +2) (x +3)
fark denklemi verilsin. Bu denklemin genel ¢6zimdinu bulalim.

Coziim. Oncelikle denklem

2(x + 1) 1

2 _ 2 — (2 -

(Ay)* + 2yAy x(x+1)y (x +3x+2)(x+2>
2x + 2

1
(Ay)? + 2yAy — y? = (x* 4+ 3x +2) (x + E)

X%+ x
biciminde yazilir. Buna gore denklemde
fxX)=x*+xveg(x)=2x+2
dir,
Af(x) =Ax?+x)=Ax?+Ax=2x+1+1=2x+2=g(x)
oldugundan
Af(x) = g(x)
esitligi saglanir. Yani
x2+3x+2=f(x)+gx)
dir
.B(x) =x +%
oldugundan
AR(x) = B(x) = AR(x) = x +5

olur. Buradan
1

_ A-1 1

R(x) =A (x + 2)
_ x(x-1) n lx

2 2
12 _ 1
=3 (x*—x)+ SX
_ 1y
2
olur. O zaman

R(x) = %xz

bulundugundan genel ¢6ziim
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1
y? = (x% + x) (Exz + c(x))
bi¢iminde yazilir. Bu genel ¢6ztimin

(Ay)? + 2yAy —

2x+2
x2+x

2 _ (2 1
ye=(x +3x+2)(x+2)
denklemini sagladigin1 gosterelim. Burada bilindigi tizere

Ay(x) =y(x+1) —y(x)

2
(Ay(®)" = y*(x + 1) = 2y()y(x + 1) + y*(x)
esitliklerinden yararlanarak fark denklemi

2x+ 2
x2 +x

(Ay)? + 2yAy — y2=y*(x+1) - 2y(x)y(x + 1) + y*(x) +

2y(x) (y(x+1) —y(x)) —j::j (x% 4+ x) G x% + c(x))

=y%(x+ 1) —y?(x) — (2x + 2) ze + c(x)) (4.9)
seklinde olur. Burada
y2(x) = (6% + x) Gx2 +c)
Y2+ 1) = ((c+ D%+ e+ 1) (GG + D2 +¢)

ifadeleri denklem (4.9) da yerlerine yazilir ve diizenlenirse

y2(x+1) —y?(x) — 2x + 2) (%xz + c(x))

=((x+1D?*+x+1) (%(x+ 1)2 +c(x)> -

(@ +x) (532 + c(0)) —(2x +2) (522 + c())
=(x+1) [(x +2) (% (x +1)% + c(x)) —(x+2) ze + c(x))]
= (x+1)(x+2) E (x+1)% +c(x) —5x% — c(x)]

=(x2+3x+2)(x+%)

olur. Yani

(Ay)? + 2yA 2x + 2
Y yay x%2+x

2 2 1
y°=(x +3x+2)(x+§)

denklemi elde edilmis olur.

Teorem 4.6. Eger
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A(q(x) —p(x)) = p(x) ve AB(x) = U(x)

ise
2 p(x) , Ulx)
denkleminin genel ¢ozimu
0r N B(x)+c
V=@

dir. Burada q(x) —p(x) # 0

Ispat. Oncelikle fark denkleminin sol tarafi ele almir. Bunun igin
Ay(x) =y(x+1) —y(x)

(Ay(0))* = y2(x + 1) — 2y(@)y(x + 1) + y2(x)
ifadeleri

(Ay)? +2yAy + pE i
ifadesinde yerlerine yazilir ve diizenlenirse,
p(x) ,

2
(Ay)* + 2yAy + —— 700

y2=y*(x+1) = 2y()y(x + 1) + y*(x) +

2y (/(x + 1) = y(@) + Z3y?

=y2(x+1) - 2y()y(x + 1)+ y*(x) +

2y(x) y(x + 1) — 2y%(x) + pﬁxiyz

= y2(x + 1)~y () + 252 (4.10)

olur. Diger taraftan genel ¢oziim ifadesinden
2 __ B()+c(x)
V0 = o
2 _ B(x+1)+c(x+1)
y (X + 1) T q(x+1)-p(x+1)

olur. Bu ifadeler (4.10) ifadesinde yerlerine yazilirsa,
p(x) (B(x)+c(x)) _ B(x+1)+c(x+1) . B(x)+c(x)
q(x) \q(x)—p(x) qx+1D)-p(x+1)  qx)-p(x)

p() (B0 +e()
+ q(x) (q(x)—p(x)) (4.11)

y2(x +1) —y2(x) + ==

olur. Teoremde

A(q(x) —p(x)) = p(x)

oldugu verildiginden,
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qx+1) —px+1) =qx)

(4.12)

ifadesi edilir. Ayn1 sekilde AB(x) = U(x) den

B(x+ 1) =B(x)+ U(x)

seklinde olur.

(4.13)

Burada (4.12) ve (4.13) ifadeleri (4.11) ifadesinde yerlerine yazilirsa ve

dizenlenirse

B(x+1)+c(x+1) . B(x)+c(x) M (B(x)+c(x)) _
qx+1)-p(x+1)  q)-px) = qlx) \q(x)-p(x)
_ B(x)+U(x)+c(x) _ B(x)+c(x) M ] (B(x)+c(x))
q(x) qx)-px)  q(x) \qx)-px)
U(x) . B(x)+c(x) )\ (B(x)+c(x)
- q(x) q(x) + (_1 + %) (q(x)—p(x))
_Ux | B)+c) (p(x)—q(x)) (B(x)+C(x))
q(x) q(x) q(x) q(x)-p(x)
_ U , Bl)+c(x) Bx)+c(x)
a0 @  q®
_ U
)

olur. Yani fark denkleminin sag tarafina esit oldugu goriiliir.

Ornek 4.20. p(x) = 4x , U(x) = 2x — 1 verilsin. Fark denklemini ve genel

¢6zUminl bulunuz.

Cozum. Oncelikle Af (x) = p(x) esitliginden faydalamlarak f(x) elde edilir.

Burada p(x) = 4x verilmistir ve p(x) "e ters fark operatdri uygulanirsa
A™'p(x) = A7 (4x)

_ P

2
= Z(x(x— 1))
= 2x?% - 2x

olur. O halde

saglanir. Diger taraftan.

f(x) = 2x? — 2x seklinde bulunur. Ve burada

Af(x) = p(x)

q(x) —p(x) = f(x)
q(x) — 4x = 2x? — 2x
q(x) = 2x2 + 2x

olur. O zaman fark denklemi

(Ay)? + 2yAy +

4x 2 2x—1

2x2+2x

yo= 2x2+2x
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seklinde yazilir. Simdi AB(x) = U(x) oldugundan ve U(x) = 2x — 1 olmak lzere

U(x) e ters fark operatorii uygulanirsa
AT'U(x)=A"1(2x — 1)

= A"1(2[x] - 1)
R

2
=x(x—1)—x
=x? —2x

seklinde yazilir. Boylece B(x) = x? — 2x olur. Bu durumda genel ¢6ziim

x2-2x+c(x)
2x2-2x

yi(x) =
seklinde bulunur.

Ornek 4.21. p(x) =3x2—-15x+1 , U(x) =1 —%x olmak tzere lineer

olmayan fark denklemini yaziniz ve genel ¢6zuminu bulunuz.
Cozim. Burada p(x) =3x%2 —15x + 1 verilmistir ve p(x)’e ters fark
operatorl uygulanirsa
A lp(x) = A"1(3x% — 15x + 1)
A lp(x) = A71(3[x]? — 12[x] + 1)
= [x]® —6[x]* +x
=x3 —9x? + 9x
olur. O halde f(x) = x3 —9x% + 9x biciminde olur. Ve burada Af(x) = p(x)
saglanir. Diger taraftan
q(x) —p(x) = f(x)
q(x) — (3x?2 —15x + 1) = x3 — 9x2 + 9x
q(x) =x3—6x2—6x+1
seklinde bulunur. O halde fark denklemi

2
3x2-15x+1 5 1-3x
x3—-6x2-6x+1 Yo = x3—-6x2—-6x+1

(Ay)? + 2yAy +
olur. Burada AB(x) = U(x) oldugundan ve U(x) =1 — %x olmak tizere U(x) e ters

fark operat6rii uygulanirsa



4 1
=-x—=x2
3 3
4x —x?

4x —x?
3

seklinde yazilir. Boylece B(x) = olur. Bu durumda genel ¢6zim

2
4, —_
xg—x+c(x)

yi(x) =

x3-9x2+9x
seklinde bulunur.

12x+3 5  3x%-11x+8
6x2+9x+3 y 6x2+9x+3

Ornek 4.22. (Ay)? + 2yAy +

lineer olmayan fark denkleminin genel ¢c6zimuinl bulunuz.
Co6zum. Denklemde
q(x) = 6x% +9x + 3
ve
p(x) =12x + 3
dir. Burada
q(x) = p(x) = f(x)
esitliginden yararlanilarak
6x2+9x +3— (12x +3) = f(x)
f(x) = 6x% —3x
elde edilir. Simdi p(x) "e ters fark operatori uygulanirsa
A lp(x) = A71(12x + 3)

=6x(x—1)+ 3x
= 6x2% — 3x
olur. Ve
f(x) = 6x% — 3x
oldugundan dolay1
Af(x) =p(x)
esitligi saglanir.
Burada
AB(x) = U(x)
esitliginden ve
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U(x) = 3x2—11x+8
olmak tizere
A~tU(x) = B(x)
oldugundan ,
A™'U(x) =A"1(3x%2 - 11x +8)
=A"1(3[x]® - 8[x] + 8)
= [x]® — 4[x]* + 8x
=x(x?—-3x+2) —4(x? —x) + 8x
=x3 —7x% + 14x
seklinde yazilir. Boylece
B(x) = x3 —7x? + 14x

olur. Sonug olarak genel ¢6ziim

Z(x) _ x3-7x2+14x+c(x)
y W 6x%2-3x

seklindedir.
Ornek 4.23. (;1962 + %x )(Ay)? + (x% + x )yAy + xy? = 3x +§
lineer olmayan fark denkleminin genel ¢ozimuni bulunuz.

Co6zim. Oncelikle denklem uygun islemler yapilarak

. (Ay)? + 2yAy + %xf%x y:=—1%
seklinde uygun formda yazilir. Burada
p(x) = x
olmak Uzere
A 'p(x) = f(x)
oldugundan
A™'p(x) = A7 (x)

olur. Ve

( ) - 2 z 2
f X X X

A f(x) = p(x)
41



esitligi saglanir.
Burada
_ 1 2,1
qx) = Sx* +2x
ve

p(x) =x
dir. Buna gore

q(x) —p(x) = f(x)

esitliginden
Sx2Hox — () =f(®)
-t
elde edilir.
Burada
U(x) = 3x +§
dir.
AB(x) = U(x)
oldugundan ve
A~tU(x) = B(x)
olmak Uzere

A-1U(x) = A1 <3x + E)

2
2_
A~1U(x) = 3"2"+§x
=252 2y 43k
2 2 2
= 3,2
2

elde edilir. Boylece B(x) = %xz olur. O halde genel ¢6zim

3,2
=x? +c(x)
2 — 2
Yy = S
72X %

seklinde bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Diferansiyel denklemler ile fark denklemleri arasindaki benzerlikler ¢coktur. Bu
esasa gore kolaylikla bircok fark denklemi, diferansiyel denklemler yardimiyla
aciklanmis ve ¢oziilmiistlr. Bu tez ¢alismasina genel bir sekilde bakarsak; ters fark
operatoriinden yararlanarak bazi fark denklemleri lineer veya lineer olmayanin genel
¢Oziimii incelenmistir.

Sabit katsayili veya uygun degisken katsayili fark denklemleri i¢in genel bir
¢coziim yontemi verilebilir (Bayar, E.). Ancak lineer olmayan veya (Bayar, E.) de
bahsedilen degisken katsayili denklemlerin disindaki denklemler igin genel bir ¢6ziim
yontemi gelistirmek zor veya imkansizdir.

Ancak bazi oOzellige sahip denklemler icin genel olarak ¢oziim yontemi
c¢ikarilabilecegi bu calismamizda ortaya konulmustur ve orneklerle desteklenmistir.
Hatta 0Ornek 4.2. de verildigi gibi bazi denklemlerin uygun islemlerle bizim
verdigimiz denklemlere doniistiiriilerek genel c¢oziimlerinin  bulunabilecegi
gosterilmistir.

Bu calismamizdan hareketle daha farkli 6zelliklere sahip denklemler icin de
genel ¢ozlim yontemlerinin gelistirilebilecegi bunun digsinda bazi denklemler, uygun

dontisiimlerle bizim verdigimiz denklemlere doniistiiriilebilecegi diisiiniilmektedir.
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