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𝑓     f fonksiyonunun Fourier dönüşümü 

 

𝑇𝑥𝑓     f fonksiyonunun ötelemesi  

 

𝑀𝑥𝑓                f fonksiyonunun karakter operatörü 

 

𝑊𝑔𝑓     f fonksiyonunun dalgacık (wavelet) dönüşümü 

 

ѱ     dalga fonksiyonu  

 

𝑊ѱ
𝜃𝑓     f fonksiyonunun kesirli dalgacık dönüşümü 

 

𝑆(ℝ)                 Schwartz uzayı 

                                                             

𝐶𝑐(ℝ)     tıkız destekli sürekli fonksiyonların vektör uzayı 
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1. GİRİŞ 

 

Bilineer çarpan uzayları konusunda çalışmalar incelendiğinde Coifman ve Meyer (1978) 

tarafından ilk çalışmalar yapılmıştır. Daha sonra Thiele (1997) ve Lacey (1998) yaptıkları 

çalışmalar ile bilineer çarpan teorisi alanında önemli sonuçlar elde etmişlerdir. 

 

Blasco (2005) ve Villarroya (2008)  1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 ≤ ∞,   0 < 𝑝3 ≤ ∞ olmak üzere Lebesgue 

uzaylarını kullanarak (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipindeki  bilineer çarpanlar uzayını ve özelliklerini 

incelemişlerdir. Ayrıca Lorentz uzaylarını kullanarak oluşturdukları bilineer çarpanlar 

uzayının özelliklerini incelemişlerdir. Kulak (2014) yaptığı çalışmada Wiener Amalgam 

uzayları, Ağırlıklı Lorentz uzayları ve Değişken üslü Lorentz uzayları için bilineer çarpanlar 

uzayını tanımlamış ve bu uzayların bazı özelliklerini incelemiştir. 

 

Bilineer çarpan teorisinin uygulama alanlarına bakıldığında harmonik analiz, zaman-frekans 

analizi, elektrik mühendisliği ve fizik gibi alanlarda çalışmalar yapıldığı görülmektedir. 

 

Duman ve Kulak (2019) yaptığı çalışmada 𝜔1, 𝜔2 ℝ üzerinde tanımlı iki ağırlık fonksiyonu 

ve   𝑎 ∈ ℝ+ olmak üzere bir (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) uzayını  1 ≤ 𝑝, 𝑞 < ∞ ve ѱ ∈ 𝑆(ℝ) için; 

 

(𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜔1

𝑝 (ℝ)|𝑊ѱ
𝜃𝑓 ∈ 𝐿𝜔2

𝑞 (ℝ)} 

 

biçiminde tanımlamışlardır. (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) uzayı normlu uzaydır. Ayrıca bu uzayın 

Banach uzayı olduğunu, karakter ve öteleme operatörü altında değişmez olduğunu 

göstermişlerdir. 

 

Bu çalışmada kesirli dalgacık dönüşümü ile elde edilen (  𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) fonksiyon uzayları 

için bilineer çarpan tanımı verilecektir. Daha sonra BM[FW(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖 , 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] bilineer 

çarpan uzayının bir takım özellikleri incelenecektir. Elde edilen sonuçlar bilineer çarpanlar 

konusunda çalışmak isteyen araştırmacılar için yol gösterici olacaktır. 

 

 

 



2 

 

2. GENEL BİLGİLER 

 

Bu bölümde, çalışmamızda kullanılan temel tanım ve teoremler hakkında bilgi verilecektir. 

 

2.1. Tanım 1 ≤ p < ∞ ve f, ℝ üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, ölçülebilir fonksiyon 

olsun. Bu durumda 

∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

ℝ

< ∞ 

 

koşulunu sağlayan f fonksiyonlarının vektör uzayına Lebesgue uzayı denir  ve 𝐿𝑝(ℝ) ile 

gösterilir. Ayrıca 

 

‖𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

ℝ

)

1
𝑝

 

 

normuna göre 𝐿𝑃(ℝ) uzayı Banach uzayıdır (Rudin, 1966). 

 

2.2. Tanım  f, ℝ üzerinde tanımlı karmaşık değerli herhangi bir fonksiyon olmak üzere,  

M={𝑥 ∈ ℝ|𝑓(𝑥) ≠ 0} kümesinin kapanışına f fonksiyonunun desteği denir ve supp f 

şeklinde gösterilir. ℝ üzerinde tanımlı karmaşık değerli, sürekli, tıkız destekli fonksiyonların 

vektör uzayı 𝐶𝑐(ℝ) ile gösterilir. Ayrıca ℝ üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, tıkız destekli, 

sürekli ve her mertebeden türevlenebilen fonksiyonların vektör uzayını 𝐶𝑐
∞(ℝ) ile gösterilir 

(Rudin, 1966). 

 

2.3. Tanım f ve g fonksiyonları ℝ üzerinde Borel ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu 

fonksiyonların girişimi 𝑓 ∗ 𝑔 simgesi ile gösterilir ve  

 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫𝑓(𝑦)𝑔(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

ℝ

 

 

biçiminde tanımlanır (Rudin, 1966). 

 

2.4. Tanım 𝜔, ℝ üzerinde tanımlı reel değerli, ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer 



3 

 

i) Her x∈ ℝ için 𝜔(𝑥) ≥ 1, 

ii) Her x, 𝑦 ∈ ℝ için 𝜔(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝜔(𝑥)𝜔(𝑦), 

iii) 𝜔 yerel sınırlı 

şartlarını sağlanıyorsa 𝜔 fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir (Reiter, 1968).  

     

2.5. Tanım 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝜔 fonksiyonu  ℝ üzerinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olmak 

üzere 

 

𝐿𝜔
𝑃 (ℝ) = {𝑓|𝑓𝜔ϵ𝐿𝑝(ℝ)} 

 

biçiminde tanımlansın. 𝐿𝜔
𝑃 (ℝ) uzayına ağırlıklı Lebesgue uzayı denir (Reiter, 1968). 

 

2.6. Tanım Sınırlı,düzgün ve karmaşık değerli Borel ölçümlerinin uzayı 𝑀(ℝ𝑛) ile 

gösterilsin. 𝜔,ℝ𝑛 üzerinde tanımlı ağırlık fonksiyonu ve |𝜇|, 𝜇 ölçümünün total varyasyonu 

olmak üzere bir 𝑀(𝜔) uzayı 

 

𝑀(𝜔) = {𝜇 ∈ 𝑀(ℝ𝑛): ‖𝜇‖𝜔 = ∫𝜔𝑑|𝜇| < ∞

ℝ𝑛

} 

 

biçiminde tanımlanır (Rudin, 1962). 

 

2.7. Tanım Herhangi bir 𝜇 ∈  𝑀(ℝ𝑛) ölçümünün Fourier-Stieltjes dönüşümü  

 

𝜇̂(𝑥) = ∫𝑒−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑡〉𝑑𝜇(𝑡)

ℝ𝑛

 

 

biçiminde tanımlanır (Rudin, 1962). 

 

2.8. Teorem 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olmak üzere f∈ 𝐿𝑝(ℝ) ve g∈ 𝐿𝑞(ℝ) olsun. Bu 

durumda  fg∈ 𝐿1(ℝ) olup  

  

‖𝑓𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞  

 



4 

 

eşitsizliği vardır ve bu eşitsizliğe Hölder eşitsizliği denir (Rudin, 1966). 

 

2.9. Tanım Herhangi bir f ∈ 𝐿1(ℝ) fonksiyonu ve  𝜔𝜖ℝ olmak üzere 

 

𝑓(𝜔)=∫ 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜔𝑑𝑥
ℝ

 

 

ifadesine f fonksiyonunun Fourier dönüşümü denir (Bracewell, 1965:381). 

 

2.10. Tanım Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑠 ≥ 0   olmak üzere; 

 

𝜐𝑠(𝑥) = (1 + |𝑥|)
𝑠  

 

biçiminde tanımlanan f fonksiyonuna polinom tipli ağırlık  fonksiyon denir (Reiter, 1968). 

 

2.11. Tanım f , ℝ üzerinde  tanımlı bir fonksiyon ve 𝑥, 𝑦 ∈  ℝ ve 0 < 𝑝, 𝑡 < ∞ olmak üzere  

 

𝑇𝑥𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦 − 𝑥), 

 

𝑀𝑥𝑓(𝑦) = 𝑒
2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑓(𝑦), 

 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑦) = 𝑡

−𝑛

𝑝 𝑓(
𝑦

𝑡
), 

 

şeklinde tanımlanan operatörlere sırasıyla öteleme karakter (modülasyon) ve açılma 

operatörü  denir (Gröchenig, 2001:359). 

 

 

2.12. Tanım f ∈ 𝐿1(ℝ) fonksiyonu ve  𝑥, 𝜔𝜖ℝ olmak üzere 

 

(𝑇𝑥𝑓)
˄ = 𝑀−𝑥𝑓, 

 

(𝑀𝜔𝑓)
˄ = 𝑇𝜔𝑓, 

 

ifadeleri sırasıyla 𝑇𝑥 ve 𝑀𝜔 operatörlerinin Fourier dönüşümleridir (Gröchenig, 2001:359).
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2.13. Tanım Herhangi (𝑡, 𝜔) ∈ ℝ2 için 𝐶𝜃 = √
1−𝑖𝑐𝑜𝑡𝜃

2𝜋
 olmak üzere; 

 

𝐾𝜃(𝑡, 𝜔) =

{
 
 

 
 𝐶𝜃𝑒

𝑖(𝑡2+𝜔2)
𝑐𝑜𝑡𝜃
2

−𝑖𝑡𝜔𝑐𝑠𝑐𝜃,                        𝜃≠𝑛𝜋

1

√2𝜋
𝑒−𝑖𝑡𝜔 ,                                      𝜃 =

𝜋

2

𝛿(𝑡 − 𝜔),                                     𝜃 = 2𝜋
𝛿(𝑡 + 𝜔),            𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋,    𝑛𝜖𝕫

 

 

biçiminde tanımlanan fonksiyona çekirdek fonksiyonu denir ve  

i) 𝐾𝜃(𝑡, 𝜔) = 𝐾𝜃(𝜔, 𝑡)      (Simetri), 

ii) 𝐾−𝜃(𝑡, 𝜔) = 𝐾𝜃(𝑡, 𝜔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    (Kompleks Eşlenik), 

iii) 𝐾𝜃(−𝑡, 𝜔) = 𝐾𝜃(𝑡, −𝜔),   

iv)∫ 𝐾𝑎(𝑡, 𝜔)
ℝ

𝐾𝑏(𝜔, 𝑥)𝑑𝜔 = 𝐾𝑎+𝑏(𝑡, 𝑥)    (Toplanabilirlik), 

v) ∫ 𝐾𝑎(𝑡, 𝜔)
ℝ

𝐾𝑎(𝑡, 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅dt= 𝛿(𝑢 − 𝜔) 

özelliklerini sağlar (Bultheel ve Martinez, 2002). 

 

2.14. Tanım Herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) fonksiyonunun kesirli Fourier dönüşümü 

 

𝐹𝜃𝑓(𝑡) = 𝑓𝜃(𝑡) = ∫𝐾𝜃(𝑡, 𝜔)

ℝ

𝑓(𝜔)𝑑𝜔 

 

şeklinde tanımlanır (Bultheel ve Martinez, 2002). 

 

2.15. Teorem 𝑓, ѱ ∈ 𝐿2(ℝ),  𝐹𝛼 𝑣𝑒 𝐹𝜃 sırasıyla f(t) ve ѱ(𝑡) fonksiyonlarının kesirli Fourier 

dönüşümleri olmak üzere; 

 

∫𝑓(𝑡)ѱ(𝑡)

ℝ

𝑑𝑡 = ∫  𝐹𝛼𝑓(𝜔)

ℝ

 𝐹𝜃ѱ(𝜔)𝑑𝜔, 

 

∫  𝐹𝛼𝑓(𝑡)ѱ(𝑡)𝑑𝑡 =

ℝ

∫  𝐹𝜃ѱ(𝜔)𝑓(𝜔)𝑑𝜔

ℝ

 

ve 
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∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡 =

ℝ

∫| 𝐹𝛼𝑓(𝜔)|2𝑑𝜔

ℝ

 

 

eşitlikleri vardır (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012:239-254). 

 

2.16. Tanım f∈ 𝐿2(ℝ) fonksiyonunun 0≠ 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonuna bağlı dalgacık 

(wavelet) dönüşümü; 

 

𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) = |𝑠|
−1

2⁄ ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑠−1(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑡
ℝ

            (x∈ ℝ, 𝑠 ∈ ℝ − {0}) 

 

biçiminde tanımlanır (Gröchenig, 2001:203). 

 

2.17. Teorem f,g∈ 𝐿2(ℝ) olmak üzere, 

i) 𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠)=〈𝑓,𝑀−𝑥𝐷1 𝑠⁄ 𝑔̂
〉 

ii) 𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) = 〈𝑓, 𝑇𝑥𝐷𝑠𝑔〉 

iii) 𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) = (𝑓 ∗ 𝐷𝑠𝑔
∗)(𝑥) 

eşitlikleri vardır (Gröchenig, 2001:203). 

 

2.18. Tanım ѱ ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonunun kesirli dalga fonksiyonu  

 

ѱ𝑏,𝑎,𝜃(𝑡) =
1

√𝑎
ѱ(

𝑡−𝑏

𝑎
) 𝑒−

𝑖

2
(𝑡2−𝑏2)𝑐𝑜𝑡𝜃,         (a> 0,      𝑏 ∈  ℝ) 

 

biçimindedir (Parasad, 2015:201-210). 

 

2.19. Teorem  ѱ ∈ 𝐿2(ℝ) dalga fonksiyonu olsun.  

 

ѱ̂𝑏,𝑎,𝜃
𝜃 (𝜔) = √𝑎𝑒

𝑖
2
(𝑏2+𝜔2)𝑐𝑜𝑡𝜃−𝑖𝑏𝜔𝑐𝑠𝑐𝜃

𝑖
2
𝑎2𝜔2𝑐𝑜𝑡𝜃ℱ𝜃 (𝑒

−𝑖
2
(.)2𝑐𝑜𝑡𝜃ѱ1) (𝑎𝜔) 

 

ifadesi ѱ𝑏,𝑎,𝜃 fonksiyonunun kesirli fourier dönüşümüdür (Parasad, 2015:201-210). 

 

2.20. Tanım (Kesirli dalgacık dönüşümü)  𝑎 ∈ ℝ+ ve 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere herhangi bir f ∈

𝐿2(ℝ) fonksiyonunun kesirli dalgacık (fractional wavelet dönüşümü); 
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𝑊ѱ
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎) = ∫𝑓(𝑡)ѱ𝑏,𝑎,𝜃(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

ℝ

𝑑𝑡 

                                                     =   
1

√𝑎
∫𝑓(𝑡)ѱ̅

ℝ

(
𝑡 − 𝑏

𝑎
) 𝑒

𝑖
2
(𝑡2−𝑏2)𝑐𝑜𝑡𝜃𝑑𝑡 

 

biçiminde tanımlanır (Parasad, 2015:201-210). 

 

2.21. Tanım((𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) Uzayı) 𝜔1, 𝜔2 ℝ üzerinde tanımlı iki ağırlık fonksiyonu ve 

𝑎 ∈ ℝ+ olsun. Bir (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) kümesini 1 ≤ 𝑝, 𝑞 < ∞ ve ѱ ∈ 𝑆(ℝ) olmak üzere; 

 

(𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜔1

𝑝 (ℝ)|𝑊ѱ
𝜃𝑓 ∈ 𝐿𝜔2

𝑞 (ℝ)} 

 

biçiminde tanımlansın (Duman, 2019). 

 

2.22. Teorem (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) kümesi K cismi üzerinde (K= ℝ veya K=ℂ) bir vektör 

uzayıdır (Duman, 2019). 

 

2.23. Teorem  (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) vektör uzayında tanımlı  

 

‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜔2

𝜃,𝑝,𝑞
)
𝑎

= ‖𝑓‖𝑝,𝜔1 + ‖𝑊ѱ
𝜃𝑓‖

𝑞,𝜔2
 

 

fonksiyonu bir normdur (Duman, 2019). 

 

2.24. Teorem 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere ((𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ), ‖. ‖

(𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞

)
𝑎

) normlu uzayı 

Banach uzayıdır (Duman, 2019). 

 

2.25. Teorem 𝜓 ∈ 𝑆(ℝ) dalga fonksiyonu olmak üzere her 𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) ve 𝑢 ∈ ℝ 

için 

𝑊ѱ
𝜃𝑇𝑢𝑓 = 𝑇𝑢𝑊ѱ

𝜃𝑓 
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eşitliği vardır (Duman, 2019). 

 

2.26. Teorem  (𝐹𝑊𝜔1,𝜔2
𝜃,𝑝,𝑞 )

𝑎
(ℝ) uzayı ötelemeler altında değişmezdir (Duman, 2019). 

 

2.27. Tanım 0 ≤ 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 < ∞  ve 𝑚(𝜉, 𝜂) fonksiyonu ℝ𝑛 × ℝ𝑛 de sınırlı, ölçülebilir 

fonksiyon olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆(ℝ𝑛) için 𝐵𝑚  operatörünü 

 

𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫ ∫ 𝑓(
ℝ𝑛ℝ𝑛

𝜉)𝑔̂(𝜂) 𝑚(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂  𝑥 ∈ ℝ𝑛 

 

şeklinde tanımlansın (Blasco, 2009;Villarroya, 2008). Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆(ℝ𝑛) için 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖𝑝3 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝1‖𝑔‖𝑝2 

 

olacak şekilde bir C>0 sayısı var ise bu 𝑚 fonksiyonuna ℝ𝑛 üzerinde (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)  tipinde 

bilineer çarpan (veya kısaca bilinear çarpan) denir. Diğer bir ifade ile 𝐵𝑚 operatörü 

𝐿𝑝1(ℝ𝑛) × 𝐿𝑝2(ℝ𝑛) uzayından 𝐿𝑝3(ℝ𝑛) uzayına sınırlı olarak genişletilebiliyorsa m 

fonksiyonuna  ℝ𝑛  üzerinde (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipinde bilineer çarpan denir. Bu m bilineer 

çarpanların vektör uzayı da  𝐵𝑀(𝑝1,𝑝2,𝑝3)(ℝ
𝑛) ile gösterilir (Blasco, 2009;Villarroya, 2008). 
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3. BULGULAR 

 

3.1. BM[FW(𝒑𝒊, 𝒒𝒊, 𝝎𝒊, 𝝊𝒊, 𝒂𝒊, 𝜽𝒊)] Bilineer Çarpanlar Uzayı 

 

Bu bölümde kesirli dalgacık dönüşümü ile elde edilen (  𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) fonksiyon uzayları 

için bilineer çarpan tanımı verilecektir. Daha sonra BM[FW(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖 , 𝑎𝑖 , 𝜃𝑖)] bilineer 

çarpan uzayının bir takım özellikleri incelenecektir. 

 

3.1.1. Yardımcı Teorem 𝜔,𝜐 polinom tipli ağırlık fonksiyonlar olsun. 𝐶𝑐
∞(ℝ) uzayı  

(𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) uzayında her yerde yoğundur. 

İspat  Eğer 𝐶𝑐(ℝ) = (𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ)  eşitliği ve 𝐶𝑐

∞(ℝ) ⊂ 𝐶𝑐(ℝ) 

kapsaması kullanılırsa 𝐶𝑐
∞(ℝ) ⊂ (𝐹𝑊𝜔,𝜐

𝜃,𝑝,𝑞)
𝑎
(ℝ) yazılır. 

Şimdi 𝐶𝑐
∞(ℝ) uzayının (𝐹𝑊𝜔,𝜐

𝜃,𝑝,𝑞)
𝑎
(ℝ) uzayında her yerde yoğun olduğunu gösterelim. 

Herhangi  𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) alalım. O halde 𝑓 ∈ 𝐿𝜔

𝑝 (ℝ) ve 𝑊𝛹
𝜃𝑓 ∈ 𝐿𝑣

𝑞(ℝ) olur. Ayrıca 

𝐶𝑐∞(ℝ) = 𝐿𝜔
𝑝 (ℝ) olduğundan 𝑛 → ∞ için   

                                                        

‖𝑓 − 𝑔𝑛‖𝑝,𝜔 → 0                                                     (3.1)      

                      

olacak biçimde (𝑔𝑛)𝑛∈ℕ ⊂ 𝐶𝑐
∞(ℝ) dizisi vardır.Yine 𝐶𝑐∞(ℝ) = 𝐿𝑣

𝑞(ℝ) olduğundan 𝑛 → ∞ 

için  

‖𝑊𝛹
𝜃𝑓 − ℎ𝑛‖𝑞,𝑣 → 0                                               ( 3.2) 

 

olacak biçimde (ℎ𝑛)𝑛∈ℕ ⊂ 𝐶𝑐
∞(ℝ) dizisi vardır. Öte yandan  ‖ . ‖𝑞 ≤ ‖ . ‖𝑞,𝑣 olduğundan      

𝑛 → ∞ için 

 

‖𝑊𝛹
𝜃𝑓 − ℎ𝑛‖𝑞 → 0 

 

yazılır. Böylece 𝑊𝛹
𝜃𝑓 fonksiyonuna hemen her yerde yakınsak (ℎ𝑛𝑘)𝑛𝑘∈ℕ

⊂ (ℎ𝑛)𝑛∈ℕ alt 

dizisi bulunur. O halde (3.2)  den 𝑛 → ∞ için 

 



10 

 

‖𝑊𝜓
𝜃𝑓 − ℎ𝑛𝑘‖𝑞,𝑣

→ 0 

 

yazılır. 

Ayrıca (Duman ve Kulak, 2021) çalışmasındaki Teorem 2.4 den 
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1 olmak üzere her 

𝑏 ∈  ℝ için  

 

|ℎ𝑛𝑘(𝑏) −𝑊𝛹
𝜃𝑔𝑛(𝑏, 𝑎)| ≤ |ℎ𝑛𝑘(𝑏) −𝑊𝛹

𝜃𝑓(𝑏, 𝑎)| + |𝑊𝛹
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎) −𝑊𝛹

𝜃𝑔𝑛(𝑏, 𝑎)| 

 

≤ |𝑊𝜓
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎) − ℎ𝑛𝑘(𝑏)| +

1

√𝑎
∫|(𝑓 − 𝑔𝑛)(𝑡)||𝑇𝑎𝜓𝑎(𝑡)|𝑑𝑡

ℝ

 

 

≤ |𝑊𝜓
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎) − ℎ𝑛𝑘(𝑏)| +

1

√𝑎
‖𝑔𝑛 − 𝑓‖𝑝‖𝑇𝑎𝜓𝑎(𝑡)‖𝑝′ 

 

≤ |𝑊𝜓
𝜃𝑓(𝑏, 𝑎) − ℎ𝑛𝑘(𝑏)| + ‖𝑔𝑛 − 𝑓‖𝑝𝑎

1
𝑝′
−
1
2‖𝜓‖𝑝′ 

 

olup hemen hemen her yerde ℎ𝑛𝑘(𝑏) = 𝑊𝛹
𝜃𝑔𝑛(𝑏, 𝑎) bulunur. Buradan 𝑛 → ∞ için 

 

                                                   ‖𝑊𝜓
𝜃𝑓 −𝑊𝛹

𝜃𝑔𝑛‖
𝑞,𝑣
→ 0                                             (3.3) 

 

bulunur. Böylece (3.1) ve (3.3) ifadelerinden  

 

‖𝑓 − 𝑔𝑛‖(𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞

)
𝑎

= ‖𝑓 − 𝑔𝑛‖𝑝,𝜔 + ‖𝑊𝜓
𝜃(𝑓 − 𝑔𝑛)‖

𝑞,𝑣
 

 

= ‖𝑓 − 𝑔𝑛‖𝑝,𝜔 + ‖𝑊𝜓
𝜃𝑓 −𝑊𝛹

𝜃𝑔𝑛‖
𝑞,𝑣
→ 0 

 

yazılır. Böylece  𝐶𝑐∞(ℝ) = (𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) elde ederiz. 

 

3.1.2. Tanım 1≤ 𝑝1, 𝑞1, 𝑝2, 𝑞2, 𝑝3, 𝑞3 < ∞,   𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ
+ ve 𝜔1, 𝜐1, 𝜔2, 𝜐2, 𝜔3, 𝜐3 de  ℝ 

üzerinde ağırlık fonksiyonları olsun. Yine 𝜔1, 𝜐1, 𝜔2, 𝜐2 polinom tipi ağırlık fonksiyonları 
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ve 𝑚(𝜉, 𝜂) de ℝ2 üzerinde  sınırlı, ölçülebilir fonksiyon olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) için 𝐵𝑚  

operatörünü 

 

𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) 𝑚(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 

 

biçiminde tanımlayalım. Eğer her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) için 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

olacak şekilde bir C>0 sayısı var ise bu 𝑚 fonksiyonuna ℝ üzerinde 

𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1, 𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2, 𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑞3, 𝜔3, 𝜐3, 𝑎3, 𝜃3) (veya kısaca 

𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖 , 𝜃𝑖)) tipinde bilineer çarpan denir. 

𝐵𝑚 operatörü (𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ) × (𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) uzayından (𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3
(ℝ) 

uzayına sürekli olarak genişletilebilir. 𝑚 bilineer çarpanlar kümesini 

𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑞3, 𝜔3, 𝜐3,𝑎3, 𝜃3)]  veya  kısaca 

𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] şeklinde göstereceğiz. 

 

3.1.3. Teorem ((𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) uzayı için  Hölder Tipi Eşitsizliği) 

Eğer 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
=

1

𝑝
  olmak üzere 𝑓 ∈ 𝐹𝑊(𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ) ve  𝑔 ∈ 𝐹𝑊(𝜔,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) ise 

 

‖𝑓𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜔

𝜃3𝑝,𝑝)
𝑎3

≤ 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

olacak şekilde  C>0 sayısı vardır. Diğer bir deyişle 

 

(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ)(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) ⊂ (𝐹𝑊𝜔,𝜔

𝜃3,𝑝,𝑝)
𝑎3
(ℝ) 

olur. 

İspat  Herhangi 𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ) ve  𝑔 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) alalım. Öte yandan 
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𝑊𝛹
𝜃3(𝑓𝑔)(𝑏, 𝑎) = 𝑒

−𝑖

2
𝑏2cot𝜃3 (𝑒

𝑖

2
(.)2cot𝜃3(𝑓𝑔) ∗ 𝛹𝑎∗) (𝑏) . 

 

eşitliği biliniyor (Duman, 2019). Son eşitlikten ve Hölder eşitsizliğinden 

 

‖𝑓𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜔

𝜃3𝑝,𝑝)
𝑎3

= ‖𝑓𝑔‖𝑝,𝜔 + ‖𝑊𝛹
𝜃3(𝑓𝑔)‖

𝑝,𝜔
 

 

≤ ‖𝑓‖𝑝1,𝜔‖𝑔‖𝑝2,𝜔 + ‖𝑒
𝑖

2
(.)2cot𝜃3(𝑓𝑔) ∗ 𝛹𝑎∗‖

𝑝,𝜔
                         (3.4) 

 

yazılır. Öte yandan 𝐿𝜔
𝑝 (ℝ) uzayı 𝐿𝜔

1 (ℝ), uzayı üzerinden Banach modülü olması ve  (3.4) 

eşitsizliği kullanılır ise 

 

‖𝑓𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜔

𝜃3𝑝,𝑝)
𝑎3

   ≤   ‖𝑓‖𝑝1,𝜔‖𝑔‖𝑝2,𝜔 + ‖𝑒
𝑖
2
(.)2cot𝜃3(𝑓, 𝑔)‖

𝑝,𝜔

‖𝛹𝑎
∗‖1,𝜔 

 

= ‖𝑓‖𝑝1,𝜔‖𝑔‖𝑝2,𝜔 + ‖𝑓𝑔‖𝑝,𝜔‖𝛹𝑎
∗‖
1,𝜔

 

 

= (1 + ‖𝛹𝑎
∗‖1,𝜔)‖𝑓‖𝑝1,𝜔‖𝑔‖𝑝2,𝜔 

 

≤ (1 + ‖𝛹𝑎
∗‖1,𝜔) (‖𝑓‖𝑝1,𝜔 + ‖𝑊𝛹1

𝜃1𝑓‖
𝑞1,𝜐1

) (‖𝑔‖𝑝2,𝜔 + ‖𝑊𝛹2
𝜃2𝑔‖

𝑞2,𝜐2
) 

 

 = 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

elde edilir. 

 

3.1.4. Örnek  𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝑎 ve 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
=

1

𝑝
 olsun. 𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝑎 sabit fonksiyonu için             

𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝, 𝑝, 𝜔, 𝜔, 𝑎3, 𝜃3)] olur. 

Gerçekten her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) için  

 

𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) 𝑎𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 
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= 𝑎 (∫𝑓(

ℝ

𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉 𝑑 𝜉)(∫ 𝑔̂(𝜂)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜂

ℝ

𝑑𝜂) 

 

= 𝑎𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 

 

bulunur. Hölder tipi eşitsizlik kullanılırsa; 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔,𝜔
𝜃,𝑝,𝑝

)
𝑎3

= |𝑎|‖𝑓𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜔

𝜃,𝑝,𝑝
)
𝑎3

 

 

≤ |𝑎|𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

elde edilir.  

Böylece  𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝, 𝑝, 𝜔, 𝜔, 𝑎3, 𝜃3)] bulunur. 

 

3.1.5. Teorem  𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑞3, 𝜔3, 𝜐3,𝑎3, 𝜃3)] 

kümesi, K cismi (K= ℝ veya K=ℂ ) üzerinde bir vektör uzayıdır. 

İspat Herhangi 𝑚, 𝑘 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖 , 𝜃𝑖)]verilsin. Eğer  𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ) 

ve  𝑔 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶1‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

          (3.5) 

ve 

 

‖𝐵𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶2‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

           (3.6) 

 

olacak şekilde 𝐶1, 𝐶2 > 0  sayıları vardır. Ayrıca 

 

𝐵𝑚+𝑘(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) (𝑚 + 𝑘)(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 
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∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂)𝑚(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 + ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) 𝑘(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 

 

=𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥)+ 𝐵𝑘(𝑓, 𝑔)(𝑥)=(𝐵𝑚(𝑓, 𝑔) + 𝐵𝑘(𝑓, 𝑔))(𝑥) 

 

olup 𝐵𝑚+𝑘(𝑓, 𝑔)(𝑥)=𝐵𝑚(𝑓, 𝑔) + 𝐵𝑘(𝑓, 𝑔) yazılır. Öte yandan  

(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3
(ℝ)  normlu uzay olduğundan, 

 

‖𝐵𝑚+𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

=‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔) + 𝐵𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

≤ ‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

+ ‖𝐵𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

olup 𝐶3 = 𝐶1 + 𝐶2 denirse  ve (3.5), (3.6) ifadeleri kullanılır ise 

 

‖𝐵𝑚+𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ ‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

+ ‖𝐵𝑘(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

≤ 𝐶1‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

+ 𝐶2‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

= (𝐶1 + 𝐶2)‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

= 𝐶3‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

bulunur. Buradan 𝑚 + 𝑘 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖 , 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olur. 

 

Şimdi 𝜆 ∈ 𝐾 ve  m∈  𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] alalım.     

O halde    𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1
(ℝ) ve  𝑔 ∈ (𝐹𝑊𝜔,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ)  olmak üzere, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

              (3.7) 
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olacak şekilde C>0 sayısı vardır. Ayrıca her 𝑥 ∈ ℝ  için  

 

𝐵𝜆𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) (λ𝑚)(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 

                  

= 𝜆 ∫∫𝑓(

ℝℝ

𝜉)𝑔̂(𝜂) 𝑚(𝜉, 𝜂)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉+𝜂,𝑥〉 𝑑 𝜉𝑑𝜂 

 

                                               = 𝜆𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) 

 

olur. Buradan, 

 

‖𝐵𝜆𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

=‖λ𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

=|λ|‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

olup  𝐶4 =  λC denir ve (3.7) ifadesi kullanılır ise 

 

‖𝐵𝜆𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

= |λ|‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

 ≤ |λ|‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

 = 𝐶4‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

elde edilir. O halde  𝜆𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olur. Vektör uzayının diğer 

özellikleri kolayca gösterilebilir. 

 

Şimdi de 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)]  uzayı üzerine m∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖 , 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)]  

için  

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ 

 



16 

 

= sup{

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

; ‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

≤ 1, ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

≤ 1} 

 

normunu koyalım. 

Aşağıda vereceğimiz teorem bir bilineer çarpan örneği ifade eder. 

 

3.1.6. Teorem 𝜔3 polinom tipi ağırlık fonksiyonu olmak üzere,   
1

𝑝3
=

1

𝑝1
+

1

𝑝2
   ve    

  𝜔1̃ = maks{𝜔3, 𝜐1},   𝜔2̃ = maks{𝜔3, 𝜐2} olsun. Eğer 𝐾 ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ) ve 𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝐾(̂𝜉 − 𝜂)  

ise    

m∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] 

 

ve  

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 ≤ 𝐶‖𝐾‖1,𝜔 

 

olacak şekilde C>0 sayısı vardır 

İspat Herhangi  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) için (Kulak, 2014) çalışmasındaki Teorem 3.1.5’den  

 

𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑦)𝑔(𝑡 + 𝑦)𝐾(𝑦)𝑑𝑦
ℝ

                                  (3.8) 

 

eşitliği yazılır. Ayrıca     𝑇𝑦𝑓 ∈ (𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1
(ℝ),  𝑇−𝑦𝑔 ∈ (𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2
(ℝ) olup 

(Duman, 2019)  çalışmasındaki Teorem 4.1.7 den 

 

‖𝑇𝑦𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

≤ 𝜔1̃(𝑦)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

                            (3.9) 

 

‖𝑇−𝑦𝑔‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

≤ 𝜔2̃(−𝑦)‖𝑔‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

                       (3.10) 

 

eşitsizlikleri vardır.                                                                                    

Eğer (3.8),(3.9),(3.10) ve Teorem 3.1.3 kullanılır ise, 
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‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

= ‖∫𝑓(𝑡 − 𝑦)𝑔(𝑡 + 𝑦)𝐾(𝑦)𝑑𝑦

ℝ

‖

(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

≤ ∫‖𝑓(𝑡 − 𝑦)𝑔(𝑡 + 𝑦)𝐾(𝑦)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3ℝ

𝑑𝑦 

 

= ∫|𝐾(𝑦)|‖𝑓(𝑡 − 𝑦)𝑔(𝑡 + 𝑦)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3ℝ

𝑑𝑦 

 

≤ 𝐶 ∫|𝐾(𝑦)| ‖𝑇𝑦𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1ℝ

 ‖𝑇−𝑦𝑔‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

𝑑𝑦 

 

≤  𝐶 ∫|𝐾(𝑦)|𝜔1̃(𝑦)𝜔2̃(−𝑦)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

 ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2ℝ

𝑑𝑦 

 

= 𝐶 ‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

 ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

∫|𝐾(𝑦)|

ℝ

𝜔1̃(𝑦)𝜔2̃(−𝑦)𝑑𝑦 

 

= C‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

 ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

‖𝐾‖1,𝜔                             (3.11)           

 

olur. Eğer C=C‖𝐾‖1,𝜔 denirse 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖𝐹𝑊(𝜔3,𝜐3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

≤C‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

 ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

         

                                                               

eşitsizliği elde edilir. O halde 

m∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)]  

bulunur. Ayrıca (3.11) ifadesinden 

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ 
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= sup{

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

; ‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

≤ 1, ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

≤ 1} 

 

  ≤ 𝐶‖𝐾‖1,𝜔  

 

elde edilir. 

 

3.1.7. Tanım 1 ≤ 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 < ∞, 𝑎𝑖 ∈ ℝ
+(𝑖 = 1,2,3) olsun. 𝜔𝑖, 𝜐𝑖 (𝑖 = 1,2,3)  ℝ  üzerinde 

tanımlı  ağırlık fonksiyonları ve  𝜔𝑖, 𝜐𝑖 (𝑖 = 1,2) de polinom tipinde ağırlık fonksiyonları 

olmak üzere; 

 𝑀̃[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] kümesi ℝ üzerinde 

tanımlı, karmaşık değerli, ölçülebilir    

 

𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝑀(𝜉 − 𝜂) ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖 , 𝜃𝑖)] 

 

şartını sağlayan 𝑀 fonksiyonların kümesi olsun. 

 𝑀̃[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] kümesi K cismi 

(K= ℝ veya K=ℂ ) üzerinde bir vektör uzayıdır. Ayrıca bu uzay üzerine her 

𝑀 ∈ 𝑀̃[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] olmak üzere  

‖𝑀‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑀‖ operator normunu koyalım. 

 

3.1.8. Teorem 𝜔3 polinom tipi ağırlık fonksiyonu olsun. 
1

𝑝3
=

1

𝑝1
+

1

𝑝2
, 

 𝜔1̃ = max{𝜔3, 𝜐1},   𝜔2̃ = max{𝜔3, 𝜐2} ve 𝜐(𝑦) = (1 + |𝑦|)
2𝑠, 𝑠 ≥ 0 olsun. Eğer her 

𝛼, 𝛽 ∈ ℝ için 𝜇 ∈ 𝑀(𝜐) ve 𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝜇̂(𝛼𝜉 + 𝛽𝜂) ise 

𝑚 ∈ [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] olur. Ayrıca 

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 ≤ 𝐶‖𝜇‖𝜐   

 

olacak şekilde 𝐶 > 0 sayısı vardır. 

İspat Herhangi  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ)  için (Kulak ve Gürkanlı, 2013) çalışmasındaki Teorem 2.3 

kullanılır ise, 
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𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑡) = ∫𝑓

ℝ

(𝑡 − 𝛼𝑦)𝑔(𝑡 −  𝛽𝑦)𝑑𝜇(𝑦)                           (3.12) 

 

olup bundan başka        

                                         

‖𝑇𝛼𝑦𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

≤ 𝜔1̃(𝛼𝑦)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

                      (3.13) 

ve  

                    

     ‖𝑇𝛽𝑦𝑔‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

≤ 𝜔2̃(𝛽𝑦)‖𝑔‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

                       (3.14) 

 

eşitsizlikleri biliniyor (Kulak ve Gürkanlı, 2013). 

 Eğer (3.12), (3.13), (3.14) eşitsizlikleri ve Teorem 3.1.3 kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

≤ ∫‖𝑓(𝑡 − 𝑦𝛼)𝑔(𝑡 − 𝛽𝑦)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐3

𝜃3,𝑝3,𝑝3)
𝑎3

𝑑|𝜇|

ℝ

(𝑦) 

 

≤ 𝐶 ∫‖𝑓(𝑡 − 𝛼𝑦)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔(𝑡 − 𝛽𝑦)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

𝑑|𝜇|(𝑦)

ℝ

 

 

≤ 𝐶 ∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 𝑑|𝜇|(𝑦) 

 

= 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

 ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦) 𝑑|𝜇|(𝑦)             (3.15)  

 

elde edilir. 

 

|𝛼| ≤ 1 ve  |𝛽| ≤ 1 olsun. Öte yandan 𝜔3, 𝜐1, 𝜐2 polinom tipli ağırlık fonksiyonları 

olduğundan  𝑠𝑖(𝑖 = 1,2,3) ∈ ℝ+  için 

 

𝜔3(𝑦) = (1 + |𝑦|)𝑠3 , 
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𝜐1(𝑦) = (1 + |𝑦|)𝑠1 , 

 

ve 

 

𝜐2(𝑦) = (1 + |𝑦|)
𝑠2 

 

eşitlikleri vardır. 

Eğer maks{𝑠1, 𝑠2, 𝑠3} = 𝑠  alınırsa, 

 

𝜔1̃(𝑦) ≤ (1 + |𝑦|)𝑠                                               (3.16) 

ve 

 

                                             𝜔2̃(𝑦) ≤ (1 + |𝑦|)𝑠                                               (3.17) 

 

elde edilir. Bundan başka (3.16) ve (3.17) eşitlikleri kullanılır ise, 

 

∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦) ≤ ∫(1 + |𝛼𝑦|)𝑠

ℝ

(1 + |𝛽𝑦|)𝑠𝑑|𝜇|(𝑦) 

 

 ≤ ∫(1 + |𝑦|)𝑠

ℝ

(1 + |𝑦|)𝑠𝑑|𝜇|(𝑦) 

 

sağlanır. 

Ayrıca 𝜐(𝑦) = (1 + |𝑦|)2𝑠 denirse bu son ifadeden 

 

∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦) = ∫(1 + |𝑦|)2𝑠

ℝ

𝑑|𝜇|(𝑦) = ‖𝜇‖𝜐                   (3.18)  

                  

elde edilir.                                                                           

Bundan başka (3.15) ve  (3.18) eşitlikleri kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜔3

𝜃3,𝑝3,𝑝3)
𝑎3

≤ 𝐶‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

‖𝜇‖𝜐          (3.19) 
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bulunur. Buradan  

𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] 

elde edilir. 

Son olarak  (3.19) eşitsizliğinden   

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ ≤ 𝐶‖𝜇‖𝜐    

 

elde edilir. 

 

Şimdi  |𝛼| > 1 ve  |𝛽| > 1 alalım.  

 

∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦) < ∫(|𝛼| + |𝛼||𝑦|)𝑠

ℝ

(|𝛽| + |𝛽||𝑦|)𝑠𝑑|𝜇|(𝑦) 

 

Bu son integralde  𝜐(𝑦) = (1 + |𝑦|)2𝑠 yerine yazılırsa, 

 

                                                                 

∫𝜐(𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦)

ℝ

= |𝛼𝛽|𝑠‖𝜇‖𝜐                                                    (3.20) 

 

elde edilir. 

 Ayrıca (3.15) ve  (3.20) eşitlikleri kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜔3

𝜃3,𝑝3,𝑝3)
𝑎3

< 𝐶|𝛼𝛽|𝑠‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

‖𝜇‖𝜐        (3.21) 

 

elde edilir. Böylece  

𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] olup ve  

(3.21)  eşitsizliği kullanılır ise, 

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ < 𝐶|𝛼𝛽|
𝑠‖𝜇‖𝜐 

    

bulunur. 

Kabul edelim ki  |𝛼| > 1, |𝛽| ≤ 1  olsun. O halde  



22 

 

∫𝜔1̃(𝛼𝑦)

ℝ

𝜔2̃(𝛽𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦) < ∫(|𝛼| + |𝛼||𝑦|)𝑠

ℝ

(|1| + |𝑦|)𝑠𝑑|𝜇|(𝑦) 

  

                                = |𝛼|𝑠 ∫ 𝜐(𝑦)𝑑|𝜇|(𝑦)
ℝ

= |𝛼|𝑠‖𝜇‖𝜐                                          (3.22) 

 

bulunur. Buradan   (3.15) ve (3.22) eşitlikleri kullanılır ise   

 

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝜔3
𝜃3,𝑝3,𝑝3)

𝑎3

< 𝐶|𝛼|𝑠‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

‖𝜇‖𝜐              (3.23) 

 

elde edilir. Böylece 

 

𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)] 

 

bulunur. Ayrıca  (3.23) eşitsizliğinden  

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ < 𝐶|𝛼|𝑠‖𝜇‖𝜐 

 

elde edilir. 

Son olarak  |𝛼| ≤ 1, |𝛽| > 1 kabul edelim. Benzer şekilde  

 

𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔3, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔3, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑝3, 𝜔3, 𝜔3,𝑎3, 𝜃3)]  

 

ve  

 

‖𝑚‖𝐹𝑊 = ‖𝐵𝑚‖ < 𝐶|𝛽|
𝑠‖𝜇‖𝜐 

 

bulunur. 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

3.1.9. Teorem  𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olsun. 𝜔1̃ = maks{𝜔1, 𝜐1} ve  𝜔2̃ =

maks{𝜔2, 𝜐2} olmak üzere her (𝜉0, 𝜂0) ∈ ℝ
2 için  𝑀(𝜉0,𝜂0)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)]  

olup  
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‖𝑀(𝜉0,𝜂0)𝑚‖𝐹𝑊
≤ 𝜔1̃(−𝜉0)𝜔2̃(−𝜂0)‖𝑚‖𝐹𝑊 

 

eşitsizliği vardır. 

İspat Herhangi  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) verilsin. (Kulak, 2014) çalışmasındaki Teorem 3.1.9 

kullanılırsa  

 

𝐵𝑀(𝜉0,𝜂0)
𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = 𝐵𝑚(𝑇−𝜉0𝑓, 𝑇−𝜂0𝑔)(𝑥)                          (3.24) 

 

eşitsizliği yazılır. Diğer taraftan  𝜔1̃ = max{𝜔1, 𝜐1} ve  𝜔2̃ = max{𝜔2, 𝜐2} olmak üzere 

(Kulak, 2014)   çalışmadan  

 

‖𝑇−𝜉0𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

≤ 𝜔1̃(−𝜉0)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

                                (3.25) 

ve 

‖𝑇
−𝜂0
𝑔‖

(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

≤ 𝜔2̃(−𝜂0)‖𝑔‖(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

                               (3.26)   

 

eşitsizlikleri biliniyor. Eğer  𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olması  ve 

(3.24), (3.25), (3.26) eşitsizlikleri  kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑀(𝜉0,𝜂0)
𝑚(𝑓, 𝑔)‖

(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

= ‖𝐵𝑚(𝑇−𝜉0𝑓, 𝑇−𝜂0𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

 

 

≤ ‖𝐵𝑚‖‖𝑇−𝜉0𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑇
−𝜂0
𝑔‖

(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

 

 

 ≤ ‖𝐵𝑚‖𝜔1̃(−𝜉0)‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

𝜔2̃(−𝜂0)‖𝑔‖(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

 

 

= 𝜔1̃(−𝜉0)𝜔2̃(−𝜂0)‖𝐵𝑚‖‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

              (3.27) 

 

elde edilir. 

Böylece  𝑀(𝜉0,𝜂0)𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] bulunur. 

Son olarak  (3.27) eşitsizliği kullanılır ise ; 
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‖𝑀(𝜉0,𝜂0)𝑚‖𝐹𝑊
 

 

 

= sup
‖𝑓‖

(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

≤1,‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

≤1

‖𝐵𝑀(𝜉0,𝜂0)
𝑚(𝑓, 𝑔)‖

(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

≤ 𝜔1̃(−𝜉0)𝜔2̃(−𝜂0)‖𝐵𝑚‖ 

 

 = 𝜔1̃(−𝜉0)𝜔2̃(−𝜂0)‖𝑚‖𝐹𝑊 

 

elde edilir. 

 

3.1.10. Teorem  𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olsun. O halde her (𝜉0, 𝜂0) ∈ ℝ2 için         

𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olur ve  

 

‖𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚‖𝐹𝑊
= ‖𝑚‖𝐹𝑊 

 

eşitliği vardır. 

İspat Herhangi iki  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) verilsin. O halde, 

 

‖𝑀−𝜉0𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

= ‖𝑒2𝜋𝑖(−𝜉0)(.)𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

 

 

     = ‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝜐1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

                                                   (3.28) 

‖𝑀−𝜉0𝑔‖(𝐹𝑊𝜔2,𝜐2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

= ‖𝑒2𝜋𝑖(−𝜂0)(.)𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

= ‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝜐2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

                                                   (3.29) 

 

bulunur. Ayrıca  (Kulak ve Gürkanlı, 2013) çalışmasından 
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𝐵𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚
(𝑓, 𝑔) = 𝐵𝑚(𝑀−𝜉0𝑓,𝑀−𝜂0𝑔)                                  (3.30) 

 

yazılır. Burada (3.28), (3.29), (3.30) eşitsizlikleri ve   𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)]            

kabulü kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚
(𝑓, 𝑔)‖

(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

= ‖𝐵𝑚(𝑀−𝜉0𝑓,𝑀−𝜂0𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

 

 

 ≤ ‖𝐵𝑚‖‖𝑀−𝜉0𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑀−𝜉0𝑔‖(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

 

 

= ‖𝐵𝑚‖‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

bulunur. 

Böylece 𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)]  olur. Buradan da 

 

‖𝑇(𝜉0,𝜂0)𝑚‖𝐹𝑊
= ‖𝑚‖𝐹𝑊 

 

elde edilir. 

Çalışmamızda bundan sonra vereceğimiz teoremler bilineer çarpan örneklerini 

zenginleştirmemize olanak sağlayacaktır. 

 

3.1.11. Teorem 𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖 , 𝜃𝑖)] olmak üzere 𝜔1̃ = maks{𝜔1, 𝜐1} ,           

𝜔2̃ = maks{𝜔2, 𝜐2} ve  𝜔(𝑢, 𝜐) = 𝜔1̃(𝑢)𝜔2̃(𝜐) olsun. Eğer Ф ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ2) ise    

 

𝛷̂𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] 

olur ve  

 

‖𝛷̂𝑚‖
𝐹𝑊

≤ ‖𝛷‖1,𝜔‖𝑚‖𝐹𝑊 

 

eşitsizliği vardır. 
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İspat Kabul edelim ki  𝛷 ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ2) olsun. Herhangi iki  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐

∞(ℝ) verilsin.  (Blasco, 

2009) çalışması Önerme 2.5 den 

𝐵𝛷̂𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥) = ∫∫𝛷(𝑢, 𝜐)𝐵𝑀(−𝑢,−𝜐)𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥)𝑑𝑢𝑑𝜐

ℝℝ

 

 

yazılır. 

Eğer 𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖 , 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] kabulü  ve Teorem 3.1.9 kullanılır ise  

𝑀(−𝑢,−𝜐)𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] 

 

 ve  

 

‖𝑀(−𝑢,−𝜐)𝑚‖𝐹𝑊 ≤ 𝜔1̃(𝑢)𝜔2̃(𝜐)‖𝑚‖𝐹𝑊                                   (3.31) 

 

bulunur. Yine  (3.31) eşitsizliğinden 

 

‖𝐵𝛷̂𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

≤ ∫∫‖𝛷(𝑢, 𝜐)𝐵𝑀(−𝑢,−𝜐)𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3ℝℝ

𝑑𝑢𝑑𝜐 

 

≤ ∫∫|𝛷(𝑢, 𝜐)|‖𝑀(−𝑢, −𝜐)𝑚‖𝐹𝑊‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2ℝℝ

𝑑𝑢𝑑𝜐 

 

≤ ∫∫|𝛷(𝑢, 𝜐)|𝜔1̃(𝑢)𝜔2̃(𝜐)‖𝑚‖𝐹𝑊‖𝑓‖(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2ℝℝ

𝑑𝑢𝑑𝜐 

 

= ‖𝑚‖
𝐹𝑊
‖𝑓‖

(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

∫∫|𝛷(𝑢, 𝑣)|𝜔1(𝑢)̃ 𝜔2(𝜐)̃

ℝℝ

 𝑑𝑢𝑑𝜐   

 

= ‖𝑚‖
𝐹𝑊
‖𝑓‖

(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

‖𝛷‖1,𝜔          (3.32) 

 

bulunur. Böylece 𝛷̂𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olup (3.32) eşitsizliğinden  

 

‖𝛷̂𝑚‖
𝐹𝑊

≤ ‖𝛷‖1,𝜔‖𝑚‖𝐹𝑊 
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elde edilir. 

3.1.12. Sonuç  
1

𝑝1
+

1

𝑝2
=

1

𝑝
 olmak üzere 𝜔1̃ = maks{𝜔1, 𝜐1} 𝜔2̃ = maks{𝜔2, 𝜐2}  ve   

𝜔(𝑢, 𝜐) = 𝜔1̃(𝑢)𝜔2̃(𝜐) olsun. Eğer  𝛷 ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ2) ise  

 

𝛷̂ ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝, 𝑝, 𝜔, 𝜔,𝑎3, 𝜃3)] 

 

elde edilir. 

İspat  Eğer 𝑚(𝜉, 𝜂) = 1 alınırsa Örnek 3.1.4 den  

𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔, 𝜐1,𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔, 𝜐2,𝑎2, 𝜃2; 𝑝, 𝑝, 𝜔, 𝜔,𝑎3, 𝜃3)] olur. 

Yine Teorem 3.1.11 de 𝛷̂𝑚 = 𝛷̂ ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] elde edilir. 

 

3.1.13. Teorem 𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olsun. Eğer  𝑄1, 𝑄2 ⊂ ℝ sınırlı alt 

kümeler ise 

 

ℎ(𝜉, 𝜂) =
1

𝜇(𝑄1 × 𝑄2)
∬ 𝑚(𝜉 + 𝑢,

𝑄1×𝑄2

𝜂 + 𝜐)𝑑𝑢𝑑𝜐 

 

olmak üzere ℎ ∈ 𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] olur. 

İspat Herhangi  iki 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) verilsin. Eğer (Kulak ve Gürkanlı, 2013) çalışması Teorem 

2.9 kullanılır ise, 

 

            𝐵ℎ(𝑓, 𝑔)(𝑥) =
1

𝜇(𝑄1 × 𝑄2)
∫ ∫
𝑄1×𝑄2

𝐵𝑇(−𝑢,−𝑣)𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥)𝑑𝑢𝑑𝜐 

 

eşitliği yazılır. Burada Teorem 3.1.10 kullanılırsa; 

‖𝐵ℎ(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

= ‖
1

𝜇(𝑄1 × 𝑄2)
∫ ∫
𝑄1×𝑄2

𝐵𝑇(−𝑢,−𝑣)𝑚(𝑓, 𝑔)(𝑥)𝑑𝑢𝑑𝜐‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

 

 

≤
1

𝜇(𝑄1 × 𝑄2)
∫ ∫
𝑄1×𝑄2

‖𝐵𝑇(−𝑢,−𝑣)𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

𝑑𝑢𝑑𝑣 
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≤
1

𝜇(𝑄1 × 𝑄2)
∫ ∫
𝑄1×𝑄2

‖𝑇(−𝑢,−𝜐)𝑚‖𝐹𝑊
‖𝑓‖

(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

𝑑𝑢𝑑𝜐 

= ‖𝑚‖
𝐹𝑊
‖𝑓‖

(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

 

bulunur. Böylece ℎ ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] elde edilir. 

 

3.1.14.Teorem: Eğer  𝜔𝑖 < 𝑢𝑖 , 𝜐𝑖 < 𝑚𝑖  (𝑖 = 1,2) ve 𝑢3 < 𝜔3, 𝑚3 < 𝜐3 ise 

 

𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] ⊂ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑢𝑖, 𝑚𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] 

 

 olur. 

İspat  Herhangi  𝑚 ∈

𝐵𝑀[𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝜔1, 𝜐1, 𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝜔2, 𝜐2, 𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑞3, 𝜔3, 𝜐3, 𝑎3, 𝜃3)] verilsin. O halde  

 

             ‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3

≤ 𝐶1 ‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

    (3.33)    

                                              

olacak biçimde  𝐶1 > 0 sayısı vardır. 

Ayrıca 𝜔𝑖 < 𝑢𝑖 , 𝜐𝑖 < 𝑚𝑖  (𝑖 = 1,2) ve  𝑢3 < 𝜔3, 𝑚3 < 𝜐3 kabulleri kullanılır ise, 

 

(𝐹𝑊𝑢𝑖,𝑚𝑖

𝜃𝑖,𝑝𝑖,𝑞𝑖)
𝑎𝑖

(ℝ) ⊂ (𝐹𝑊𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝜃𝑖,𝑝𝑖,𝑞𝑖)

𝑎𝑖

(ℝ), (𝑖 = 1,2) 

 

ve  

 

(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3
𝜃3,𝑝3,𝑞3)

𝑎3
(ℝ) ⊂ (𝐹𝑊𝑢3,𝑚3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3
(ℝ) 

kapsamaları   (Duman ve Kulak, 2021) çalışması Teorem 2.16 dan yazılır. 

 O halde   

‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖
(𝐹𝑊𝑢3,𝑚3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶2‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖
(𝐹𝑊𝜔3,𝑣3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

                (3.34) 

 

‖𝑓‖
(𝐹𝑊𝜔1,𝑣1

𝜃1,𝑝1,𝑞1)
𝑎1

≤ 𝐶3‖𝑓‖(𝐹𝑊𝑢1,𝑚1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

                        (3.35) 
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ve  

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝜔2,𝑣2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

≤ 𝐶4‖𝑔‖(𝐹𝑊𝑢2,𝑚2
𝜃2,𝑝2,𝑞2)

𝑎2

                          (3.36) 

 

olacak biçimde 𝐶𝑖(𝑖 = 2,3,4) sayıları vardır. Son olarak (3.33), (3.34), (3.35) ve 

(3.36) eşitsizlikleri kullanılır ve 𝐶0 = 𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4 denirse  

 

           ‖𝐵𝑚(𝑓, 𝑔)‖
(𝐹𝑊𝑢3,𝑚3

𝜃3,𝑝3,𝑞3)
𝑎3

≤ 𝐶0‖𝑓‖(𝐹𝑊𝑢1,𝑚1
𝜃1,𝑝1,𝑞1)

𝑎1

‖𝑔‖
(𝐹𝑊𝑢2,𝑚2

𝜃2,𝑝2,𝑞2)
𝑎2

 

bulunur. Böylece 

 

𝑚 ∈ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝1, 𝑞1, 𝑢1, 𝑚1, 𝑎1, 𝜃1; 𝑝2, 𝑞2, 𝑢2, 𝑚2, 𝑎2, 𝜃2; 𝑝3, 𝑞3, 𝑢3, 𝑚3, 𝑎3, 𝜃3)] 

 

 olup  

 

𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] ⊂ 𝐵𝑀 [𝐹𝑊(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑢𝑖, 𝑚𝑖,𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] 

 

elde edilir. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bilineer çarpan uzayları konusunda çalışmalar incelendiğinde Coifman ve Meyer (1978) 

tarafından ilk çalışmalar yapılmıştır. Daha sonra Thiele (1997) ve Lacey (1998) yaptıkları 

çalışmalar ile bilineer çarpan teorisi alanında önemli çalışmalar elde etmişlerdir. Blasco 

(2005) ve Villarroya (2008)  1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 ≤ ∞,   0 < 𝑝3 ≤ ∞ olmak üzere Lebesgue 

uzaylarını kullanarak (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipindeki  bilineer çarpanlar uzayını ve özelliklerini 

incelemişlerdir. Ayrıca Lorentz uzaylarınıda kullanarak oluşturdukları bilineer çarpanlar 

uzayının özelliklerini incelemişlerdir. Kulak (2014) yaptığı çalışmada Wiener amalgam 

uzayları, ağırlıklı Lorentz uzayları ve değişken üslü Lorentz uzayları için bilineer çarpanlar 

uzayını tanımlamış ve bu uzayların bazı özelliklerini incelemiştir. 

 

Bu çalışmada ise kesirli dalgacık dönüşümü ile elde edilen (  𝐹𝑊𝜔,𝜐
𝜃,𝑝,𝑞)

𝑎
(ℝ) fonksiyon 

uzayları için bilineer çarpan tanımı verilmiştir. Daha sonra BM[FW(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝜔𝑖, 𝜐𝑖, 𝑎𝑖, 𝜃𝑖)] 

bilineer çarpan uzayının bir takım özellikleri incelenmiştir. Bu çalışma  zaman-frekans 

analizi alanında önemli yere sahip olan bilineer çarpan teorisi konusunda çalışmak isteyen 

araştırmacılar için yol gösterici olacaktır. 
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