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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda acgiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

LP(R) Lebesgue uzayi

LY (R) agirlikli Lebesgue uzay1

supp f f fonksiyonunun destegi

f f fonksiyonunun Fourier dontisiimii

T.f f fonksiyonunun 6telemesi

M, f f fonksiyonunun karakter operatori

Wy f f fonksiyonunun dalgacik (wavelet) dontligiimii
1] dalga fonksiyonu

Wf f f fonksiyonunun kesirli dalgacik doniisiimii
S(R) Schwartz uzay1

C.(R) tikiz destekli siirekli fonksiyonlarin vektdr uzayi



1. GIRIS

Bilineer carpan uzaylar1 konusunda ¢aligmalar incelendiginde Coifman ve Meyer (1978)
tarafindan ilk caligmalar yapilmistir. Daha sonra Thiele (1997) ve Lacey (1998) yaptiklari

caligmalar ile bilineer ¢arpan teorisi alaninda 6nemli sonuglar elde etmislerdir.

Blasco (2005) ve Villarroya (2008) 1 < pq,p, < o, 0 < p3; < o olmak Uzere Lebesgue
uzaylarin1 kullanarak (pq,p,,p3) tipindeki bilineer ¢arpanlar uzayini ve ozelliklerini
incelemislerdir. Ayrica Lorentz uzaylarimi kullanarak olusturduklari bilineer ¢arpanlar
uzayimin Ozelliklerini incelemislerdir. Kulak (2014) yaptig1 calismada Wiener Amalgam
uzaylari, Agirlikli Lorentz uzaylar1 ve Degisken iislii Lorentz uzaylari i¢in bilineer ¢arpanlar

uzayini tantmlamis ve bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Bilineer ¢arpan teorisinin uygulama alanlarina bakildiginda harmonik analiz, zaman-frekans

analizi, elektrik miihendisligi ve fizik gibi alanlarda ¢alismalar yapildig: goriilmektedir.

Duman ve Kulak (2019) yaptigi ¢alismada w;, w, R tizerinde tanimli iki agirlik fonksiyonu

ve a € R* olmak iizere bir (FWff(;)‘i)a(R) uzaymi 1 < p,q < oo ve | € S(R) icin;
0.0,
(FWapon) (R) ={f € L5, (R)|Wy f € LY, (R)}
w1,W2

biciminde tanimlamislardir. (F wora )a(]R{) uzay1r normlu uzaydir. Ayrica bu uzaym

Banach uzayr oldugunu, karakter ve oOteleme operatorii altinda degismez oldugunu

gostermislerdir.

Bu calismada kesirli dalgacik dontistimii ile elde edilen ( F ij P ’q)a(]R) fonksiyon uzaylari

icin bilineer carpan tanimi verilecektir. Daha sonra BM[FW(p;, q;, w;, v, a;, 8;)] bilineer
carpan uzayinin bir takim 6zellikleri incelenecektir. Elde edilen sonuglar bilineer ¢arpanlar

konusunda caligmak isteyen arastirmacilar i¢in yol gosterici olacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremler hakkinda bilgi verilecektir.

2.1. Tanim 1 < p < oo ve f, R {izerinde tanimli, karmasik degerli, dlgiilebilir fonksiyon

olsun. Bu durumda

[iferdx < e
R
kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin vektér uzayina Lebesgue uzay1 denir ve LP(R) ile
gosterilir. Ayrica
1

p
11l = ( f If(X)I”dx>
R

normuna gore L” (R) uzay1 Banach uzayidir (Rudin, 1966).

2.2. Tanim f, R iizerinde tanimli karmasik degerli herhangi bir fonksiyon olmak tizere,

M={x € R|f(x) # 0} kiimesinin kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve supp f
seklinde gosterilir. R lizerinde tanimli karmasik degerli, siirekli, tikiz destekli fonksiyonlarin
vektor uzay1 C.(R) ile gosterilir. Ayrica R {izerinde tanimli, karmasik degerli, tikiz destekli,
stirekli ve her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin vektor uzaymi C.° (R) ile gosterilir

(Rudin, 1966).

2.3. Tanim f ve g fonksiyonlar1 R Uzerinde Borel 6lcilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu

fonksiyonlarin girisimi f * g simgesi ile gosterilir ve
(F )@ = [ F0IgG = Yy
R

bi¢iminde tanimlanir (Rudin, 1966).

2.4. Tanim w, R tizerinde tanimli reel degerli, dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger



1) Her xe R i¢in w(x) = 1,
i) Herx,y ERicin w(x + y) < w(x)w(y),
i) w yerel sinirh

sartlarin1 saglaniyorsa w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir (Reiter, 1968).

2.5. Tanim 1 < p < oo ve w fonksiyonu R iizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olmak

Uzere
Ley(R) = {f|f wel? (R)}
bi¢iminde tammlansin. Lf, (R) uzayina agirhikli Lebesgue uzay: denir (Reiter, 1968).

2.6. Tanim Sinirli,diizgiin ve karmasik degerli Borel 6lgiimlerinin uzayr M(R™) ile
gosterilsin. w, R™ tizerinde tanimli agirhik fonksiyonu ve |u|, u 6lciminin total varyasyonu

olmak tizere bir M (w) uzay1

M(w) = ju € M(R™): [lulle, = delul < 00}
RN

bi¢iminde tanimlanir (Rudin, 1962).

2.7. Tanim Herhangi bir u € M(R™) 6lgliminin Fourier-Stieltjes dontistimii

Q) = f e 2T gy (1)
Rn

biciminde tanimlanir (Rudin, 1962).

2.8. Teorem 1 <p <oo ve =+-=1 olmak uzere fe LP(R) ve ge L(R) olsun. Bu

Q|-

1
14

durumda fge L*(R) olup

Ifglls < MIfllpllgllq



esitsizligi vardir ve bu esitsizlige Holder esitsizligi denir (Rudin, 1966).
2.9. Tamim Herhangi bir f € L' (R) fonksiyonu ve weR olmak iizere
f@)=[ f(x)e™?mx@dx
ifadesine f fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir (Bracewell, 1965:381).
2.10. Tamim Her x € Ricin s > 0 olmak Uzere;
Us() = (1 + [x])*
bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonuna polinom tipli agirlik fonksiyon denir (Reiter, 1968).
2.11. Tanim f, R tizerinde taniml bir fonksiyon ve x,y € Rve 0 < p,t < oo olmak Uzere
Tf ) = f(y —x),

M f () = €27 £(y),
DPFO) =t FO),

seklinde tanimlanan operatorlere sirasiyla Gteleme karakter (modiilasyon) ve acilma

operatori denir (Grochenig, 2001:359).

2.12. Tamm f € L}(R) fonksiyonu ve x, weR olmak lizere
(Txf)A = M—xf’

(wa)A = wav

ifadeleri sirastyla T, ve M,, operatorlerinin Fourier doniisiimleridir (Grochenig, 2001:359).



2.13. Tanim Herhangi (t, w) € R? icin €% = l_iZC:te olmak uizere;
Ceei(t2+w2)cozt9—itwcsce, 0+nm
1 0 T
KO(tw) =4 5=¢ 9=3
ot — w), 0 =2m
6(t + w), 0 =2n+ 1), nez

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona c¢ekirdek fonksiyonu denir ve
) KP(t,w) = K%(w,t)  (Simetri),

i) K9(t,w) = K9(t,w) (Kompleks Eslenik),

i) K (—t, w) = K9 (t, —w),

iV)fR K%t,w) K (w,x)dw = K**P(t,x) (Toplanabilirlik),
V) fR K%(t,w) K*(t, w)dt= 6 (u — w)

ozelliklerini saglar (Bultheel ve Martinez, 2002).

2.14. Tamm Herhangi bir f € L'(R) fonksiyonunun kesirli Fourier déniisiimii

FOF() = FO(t) = f KO (t, ) f(0)d

R

seklinde tanimlanir (Bultheel ve Martinez, 2002).

2.15. Teorem f, s € L?(R), F® ve F sirastyla f(t) ve Y (t) fonksiyonlarimin kesirli Fourier

dontistimleri olmak tizere;

f FOWE) dt = f Ff (w) FOy(w)do,
R

R

[ Fer@w@ac= [ Fu@r@ao

R R

ve



f F(O)12dt = f | FeF (o) 2de
R R

esitlikleri vardir (Pathak, Prasad ve Kumar, 2012:239-254).

2.16. Tanim fe L2(R) fonksiyonunun 0% g € L?(R) dalga fonksiyonuna bagh dalgacik

(wavelet) doniisiimii;

_1 _
W,fCx,s) = Is|” /2 [ f(Dg(s™ (t — x))dt (xe R, s € R — {0})
biciminde tanimlanir (Gréchenig, 2001:203).

2.17. Teorem f,g€ L?(R) olmak Uzere,
i) W, f (x,)=(f, M_D1, )

i) Wy f(x, ) = (f, TxDsg)

i) Wy f (x,s) = (f * Dsg™) (x)
esitlikleri vardir (Grochenig, 2001:203).

2.18. Tanim Y € L?(R) dalga fonksiyonunun kesirli dalga fonksiyonu
1 t—b\ —Lt2_p2
Upao®) == (52) e cote, (@0, beR)
bicimindedir (Parasad, 2015:201-210).
2.19. Teorem y € L?(R) dalga fonksiyonu olsun.
q}g . B(w) _ \/ae%(bz+w2)cot9—ibwcsc9%a2wzcoteTe (e%i(.)zcoteqjl) (aw)

ifadesi 4 9 fonksiyonunun kesirli fourier doniistimiidiir (Parasad, 2015:201-210).

2.20. Tanim (Kesirli dalgacik doniisiimii) a € R* ve b € R olmak lizere herhangi bir f €

L?(R) fonksiyonunun kesirli dalgacik (fractional wavelet doniisiimii);



WEf(b,a) = f F(O)Pnas (D dt
R

= % f O (t ; b) e2(t2-b)cott gy
R

bi¢iminde tanimlanir (Parasad, 2015:201-210).

2.21. Tamm((F ngfé)qz)a(R) Uzayl) w1, w, R iizerinde taniml iki agirlik fonksiyonu ve

a € R* olsun. Bir (waf(;,qz)a(]]&) kiimesini 1 < p,q < o ve J € S(R) olmak iizere;

0.p,
(FW,ln) (R) = {f € L, (RIWf € L, (R)}
bi¢iminde tanimlansin (Duman, 2019).

2.22. Teorem (FWfl'f’(;f’z)a(R) kiimesi K cismi izerinde (K=R veya K=C) bir vektor

uzayidir (Duman, 2019).

2.23. Teorem (F wora )a (R) vektor uzaymda tanimli

w1,W3z
gz = Wl + WA,

fonksiyonu bir normdur (Duman, 2019).

w1,W2

2.24. Teorem 1 <p < o olmak (izere <(FW9’p’q)a(R),II. ”(FWG,p,q) ) normlu uzayi
w1,W2 a

Banach uzayidir (Duman, 2019).

w1,W3

2.25. Teorem y € S(R) dalga fonksiyonu olmak tzere her f € (FWB'M )a(R) veu ER
icin

WT,f = T Wy f



esitligi vardir (Duman, 2019).

2.26. Teorem (F wopa )a(]R) uzayi otelemeler altinda degismezdir (Duman, 2019).

w1,W7

2.27. Tanim 0 < py,py,p3 < o ve m(,n) fonksiyonu R™ x R™ de smrli, 6lgiilebilir

fonksiyon olsun. Her f, g € S(R™) i¢in B,,, operatorini
Bun(f, ) = [ [ F(O)G(n) mE,m)e?mE409) d £y x € R
seklinde tanimlansin (Blasco, 2009;Villarroya, 2008). Eger her f, g € S(R™) i¢in

1B (f, DIlp, = ClIf Nlp, g,

olacak sekilde bir C>0 sayisi1 var ise bu m fonksiyonuna R™ lzerinde (p4,p2, p3) tipinde
bilineer carpan (veya kisaca bilinear ¢arpan) denir. Diger bir ifade ile B,, operatOru
LP1(R™) X LP2(R™) uzayindan LP3(R™) uzayma sinirli olarak genisletilebiliyorsa m
fonksiyonuna R™ {zerinde (pq,p,, p3) tipinde bilineer carpan denir. Bu m bilineer

carpanlarin vektor uzayr da BM(,, p, ».)(R™) ile gosterilir (Blasco, 2009;Villarroya, 2008).



3. BULGULAR
3.1. BM[FW(p;, qi, w;, v;, a;, 0;)] Bilineer Carpanlar Uzay1

Bu boéliimde kesirli dalgacik doniisiimii ile elde edilen ( F Waf P ‘q)a(]R{) fonksiyon uzaylar

icin bilineer ¢arpan tanimi verilecektir. Daha sonra BM[FW(p;, q;, w;, v;, a;, 0;)] bilineer

carpan uzayinin bir takim 6zellikleri incelenecektir.

3.1.1. Yardimci Teorem w,v polinom tipli agirlik fonksiyonlar olsun. C:°(R) uzayi

(F Wf’ P 'q)a (R) uzayinda her yerde yogundur.

Ispat  Eger W = (FW(ff’q)a(]R) esitligi ve CZ(R) < C.(R)

kapsamasi kullanilirsa C(R) < (F W(j 7 ’q)a(R) yazilir.

Simdi C2(R) uzaymin (FWJ? ’q)a(]R) uzayinda her yerde yogun oldugunu gosterelim.
Herhangi f € (FWa(Zf‘q)a(]R) alalim. O halde f € L (R) ve W f € LI(R) olur. Ayrica

Ce(R) = LY (R) oldugundan n — oo igin
“f - gn”p,w -0 (31)
olacak bicimde (gn)neny € CZ(R) dizisi vardir.Yine C(R) = LI (R) oldugundan n — oo

icin

W f —hal| -0 (3.2)
q,v

olacak bicimde (h,)qey © CF(R) dizisi vardir. Ote yandan || . lg < II.llg» oldugundan

n — oo igin
IWEr = hal, >0

yazilir. Béylece Wi f fonksiyonuna hemen her yerde yakinsak (hnk)n ey © (hy)nen alt
k

dizisi bulunur. O halde (3.2) denn — oo igin
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1W3F = A, 0

yazilir.

Ayrica (Duman ve Kulak, 2021) ¢calismasindaki Teorem 2.4 den% + 5 = 1 olmak Uzere her

b € Rigin

|hnk(b) - W‘ggn(bi a)l < |h‘nk(b) - ngf(b, a)l + |W‘}9’f(bl Cl) - W’f’gn(b' Cl)l

1
< W5 (5,) = hoy )] + = [16 = g @I lde
R

1
< |Wjf(b,a) — by, (b)| + N lgn = fllp I Taa (Ol

-1
2

1

< W f (b, @) = hy, (D)| + llgn = fllpa?” 2l
olup hemen hemen her yerde h,, (b) = W g,,(b, ) bulunur. Buradan n — o icin

Wy = wigall -0 (3.3)

bulunur. Boylece (3.1) ve (3.3) ifadelerinden

“f - gnll(l;wgﬂq)a = ”f - gn”p,w + ||W1g(f - gn)”q,v
= ”f - gn”p,w + ”Wu?f - W'Ie’gn”q’v -0

yazilir. Boylece CP(R) = (FWf,f’q)a(R) elde ederiz.

3.1.2. Tanim 1< py,qq, P2, 2, P3, 43 < ©, dq,0,, a3 € RT ve wq, vy, w,,0,, 03,05 de R

lizerinde agirlik fonksiyonlari olsun. Yine w4, v4, w,, v, polinom tipi agirlik fonksiyonlari



11

ve m(&,n) de R? iizerinde smnurl, 6lgiilebilir fonksiyon olsun. Her f, g € C°(R) icin B,

operatoruna
&ﬂmxw=ffﬂammm@mﬁﬂ%mdwn
R R

bigiminde tanimlayalim. Eger her f, g € CZ°(R) igin

1B, Dl pyamasy < CIF
w3,V3

”g ”( 92-1’2,‘12)
as (FW91.P1:Q1) FwW a

w2,V
w11 )y, 2,2

olacak sekilde bir C>0 sayisti var ise bu m fonksiyonuna R Uzerinde
FW (p1, q1, 01,1, @1, 015 P2, G2, W2, V2, Az, 025 P3, 43, W3, U3, A3, 63) (veya kisaca

FW (p;, q;, w;, v;, a;, 0,)) tipinde bilineer carpan denir.

By oOperatorii (FWOPE) (R)x (FWPE®) (R) uzaymdan (FW52%) (R)
1 2 as

w1,V w2,V2 w3, U3
uzayina siirekli olarak genisletilebilir. m bilineer carpanlar kiimesini
BM[FW(PL q1, W1, V1,41, 01; D2, G2, W2, V2,A2, 02; P3, 43, w3, U3,a3, 93)] veya kisaca
BM[FW (p;, q;, w;,v;, a;, 0;)] seklinde gosterecegiz.

3.1.3. Teorem ((FW, ") (R) uzayigin Holder Tipi Esitsizligi)

Eger — + — = % olmak iizere f € FW (gp-™) (R)ve g € FW((2h2") (R ise
1 2

P11 D2 Vg WUy

< C“f”(FWZgﬁlil'ql) ”g”(FWZ%Z;Z,QZ)

3 ai az

”fg”(FWiawp.p)

olacak sekilde C>0 sayis1 vardir. Diger bir deyisle
01,p1,9 62,p2,q 03.p,p
(Fw o 1)a1(]R)(FWw22‘v22 z)az(mg) c (FWw%w )a3(R)
olur.

Ispat Herhangi f € (F Wel'pl"h)a (R)ve g € (F Wez’pz’qz)a (R) alalim. Ote yandan
1 2

w,Vq W,V
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W () (b,a) = e (e ) T ) ().
esitligi biliniyor (Duman, 2019). Son esitlikten ve Holder esitsizliginden

”fg”(FWZ?aI;rp) = ”fg“P'w + ||Wq?3(fg)||pw

3

e (fg) « Ty

< 1fllpy 191l + (3.4)

pw

yazilir. Ote yandan LY, (R) uzay: LY, (R), uzay: iizerinden Banach modiilii olmas1 ve (3.4)

esitsizligi kullanilir ise

1..2 0
19 ryosnry < Wfllp 19l + |27 (F, )

3 p,w

1% 11,0

= ”f”pl‘a)”g”pz,w + ”f.g”p,ou”q"_c;k

1w

= (1 + 1% ) llpy 111, e

< (U 19 080) (17 + W21 ) (Nl + (5201 )

= C”f”(FWZ,ﬁ'gl‘ql) ”g”(FWZ)%ZzJZz)

ai az

elde edilir.

3.1.4. Omek m(é,n) =a ve pi+pi=% olsun. m(&,n) = a sabit fonksiyonu igin
1 2

me BM[FW(pl, q1,w, V101,015 D2,42, w,V202,02;p,p, 0, w, a, 93)] olur.
Gercekten her f, g € CZ°(R) igin

Bulf. )00 = [ [ 7629 ae?m€n2 agay
R R
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—a ( [ Feoerma E) ( [ gameren dn)
R

R
= af (x)g(x)

bulunur. Holder tipi esitsizlik kullanilirsa;

1B, sy = alf gl s

3 3

< IaIC”f”(FWzlvglql) ”g”(sz)zvgzl?z)

ai az

elde edilir.

Boylece me BM[FW(pl, qi, W, Ul’al, 91, P2, 42, W, Uz’az, 62, p,p w,w,as, 93)] bU|Unur

3.1.5. Teorem BM[FW(PL 41, W1, V1,44, 01; D2, 2, W3, U3 Az, 025 D3, 43, W3, V3 A3, 93)]
kiimesi, K cismi (K= R veya K=C ) tizerinde bir vektor uzayidir.

BynkmmmwinukEEMHFMKph%JWJmabHQWmﬂQn[ﬁa’fE(FWf%?%)%(R)

ve g € (FWZ%;,”ZZ'qZ)aZ (R) ise,

B (f, O 030305y < Cillf allr o -
S M ewggzse),, = W gy 190wz, G
ve
1Bk (f, Dl 030303y < CIf I gl 0002 (3.6)
(rwed®)., (e, (W),

olacak sekilde C;, C; > 0 sayilar1 vardir. Ayrica

Busrc (2 9) (1) = j j F(OF) (m + k) (E m)e?™ €2 g gdn

R R
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f f F(O)FmImE, m)e?mEm o)  gdn + f j FOG) k(E e € g ey
R R

R R

= m(f'g)(x)-l_ Bk(f'g)(x):(Bm(f' g) + Bk(f'g))(x)

0lup Brsic(f, 9) (¥)=Bm(f, 9) + Bi(f, g) yazilir. Ote yandan
(F W93’p3‘q3) (R) normlu uzay oldugundan,
as

w3,U3

”Bm+k(f: g)”(FWZz?}?;%) :”Bm(f' g) + Bk(f’ g)”(FWZZI;?é%)

as as

< ”Bm(f: g)”(FWZasI;zCIs) + ”Bk(f: g)”(FWZélyé%)

a3z ! a3z

olup C5 = C; + C, denirse ve (3.5), (3.6) ifadeleri kullanilir ise

”Bm+k(f' g)”(cheusslli)z%) < ”Bm(f: g)”(FW(9u33117}3éQ3) + ”Bk(f: g)”(ngssll’)z%)

as as as

<C 05,02, +C 62,02,
N ) V0 tzgzon) Gy 190 zzzns

w1,V1 az

ai ai

= Gt Moy 190 gz

w1,V1 ay anz

= Gl gy 19 Gzzzzon

w1,V1 ai a

bulunur. Buradan m + k € BM[FW (p;, q;, w;, v;, a;, 6;)] olur.

Simdi A € K ve me BM[FW(pl',ql',(Ui,Ui, a;, 91)] alalim.

W,V W,V

Ohalde f € (FWel’pl‘ql)a (R)ve g € (FWHZ’pZ'qz)a (R) olmak tizere,
1 2

”Bm(fJ 9)||(FW2)111:}33q3) < C”f”

as w2,V2

w1,V1

) Mol ezznn (3.7)

(FW91.p1VQ1
ai
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olacak sekilde C>0 sayist vardir. Ayrica her x € R i¢in

Bam(fr ) (x) = f f F(OF) (m) (€, m)e?™€+n0) g gan
R R

=2 [ [ Fogmmeme e agay
R R

= ABn(f, 9) (%)

olur. Buradan,

”Blm(f' g)”(FWZ%IZJ?;qS) :”}\Bm(f; g)”(FWZ?éz;qu) :l}\”le(f: g)”(FWZ;?éI;Jss%)

as ’ as as
olup C, = AC denir ve (3.7) ifadesi kullanilir ise

”Blm(f; g)”(FW2)33117)33q3) = I)\Hle(f: g)”(FWZé%z%)

as as

< Ay 1902200

w1,V1 az

ai

= C4I|f”(FW91‘p1_q1) ”g”(pwz’zzlgth)

w1,V1 az

ai

elde edilir. O halde Am € BM[FW (p;, q;, w;,v;,a;,6;)] olur. Vektér uzaymin diger

Ozellikleri kolayca gosterilebilir.

Simdi de BM[FW (p;, q;, w;, Vi, a;,0;)] uzay: ilizerine me BM[FW (p;, q;, w;, v;, a;, 0;)]

icin

Imllpw = |[Bmll
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”Bm(f: .g) ”(FW93‘p3'q3)
asz

w3,V3

= Sup S 0 < 1lgll 62.02.q2 <1
P14 FW,
I£1 (azan) 190 ey geaany " (it (Pwiztze)
3V1 gy 2
normunu koyalim.
Asagida verecegimiz teorem bir bilineer ¢arpan 6rnegi ifade eder.
3.1.6. Teorem w3 polinom tipi agirlik fonksiyonu olmak iizere, =242 e

D3 P1 P2
@; = maks{ws,v,}, @, = maks{ws,v,} olsun. Eger K € L., (R) ve m(&,n) = K(§ —n)
ise

me BM[FW(PL q1, W3,V1,044, 01; P2, 42, W3, V3 Az, 02; D3, D3, W3, W3 A3, 93)]
ve
Im|lpw < ClIKl1,0

olacak sekilde C>0 sayis1 vardir

Ispat Herhangi f, g € CZ(R) icin (Kulak, 2014) calismasindaki Teorem 3.1.5’den

Bn(f,9)(®) = [ f(t —)g(t + K()dy (3.8)

w3,V1 w3,V

T 01,p1.91 02,p2,42
esitligi yazilir. Ayrica T,f € (Fw, )al(]R), T_,g € (Fw, )az(]R) olup

(Duman, 2019) ¢alismasindaki Teorem 4.1.7 den

al ai

”T_yg||(FW£§:522'q2) < a);(_y)”g”(l;wgigzz.qz) (3.10)

az az

esitsizlikleri vardir.

Eger (3.8),(3.9),(3.10) ve Teorem 3.1.3 kullanilir ise,



”Bm(fr g) ||(FWZ33,€)?;rqs)a

= ff(t - gt +y)K(y)dy
3 R (FWZ)?;,IZ;;’%)%

< 17 =g+ KO ymsamy
R U3

as

= [IKONIFCE =729+ Dl yospar) dy
R 43

<C||K T. T_ d

ai az

IA

w3,v2

Cf|K(y)|aji(y)@(_y)”f”(FW91P1Q1) ||g||(FW92,pz.qz) dy
R @3.U1 ai az

o ”f”(FWQLPLCM) ”g”(FW92‘p2'42) j|K()’)| O’E(y)@(_y)dy
w3,V az
R

a; w3,V

= C”f”(FWag);gllql) ||g||(FW£§522qz) ”Klll,w

al ! az

olur. Eger C=C||K|| , denirse

B 3, <C 1, P2,
” m(f’g)”FW(Zé,%;%)% ”f”(FWae);gll ql)al ||g||(FW£§522 QZ)aZ

esitsizligi elde edilir. O halde

me BM[FW(pl, q1, W3,V1,.a1,01; D2, q2, W3,V Az, 02; P3, D3, W3, W3 A3, 93)]
bulunur. Ayrica (3.11) ifadesinden

Imllpw = |[Bmll

17

(3.11)
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”Bm(f: .g) ”(FW93‘p3'q3)
asz

w3,V3

= sup H "f” <1, ”g” 02,02,92 <1
(vl llgll 02029 Fw1PLa1 (FWw v )
(rwigpen) WMemtagpen) B, 52"
< ClIK|l1,e
elde edilir.

3.1.7. Tanim 1 < p;,q; < ,q; € R*(i = 1,2,3) olsun. w;,v; (i =1,2,3) R {zerinde
tanimli agirlik fonksiyonlari ve w;,v; (i = 1,2) de polinom tipinde agirlik fonksiyonlari
olmak Uzere;

1\7I[FW(p1,ql,a)l,vl,al,ﬂl;pz,qz,a)z,vzlaz,ez;p3,p3,w3,a)3,a3,03)] kiimesi R (zerinde

taniml1, karmasik degerli, 6l¢iilebilir
m(§,m) = M(§ —n) € BM[FW (p;, qi, w;, vy, a;, 0;)]

sartin1 saglayan M fonksiyonlarin kiimesi olsun.
1\7I[FW(p1, q1, W1,V1,04, 01; P2, @2, W2, VU3 Az, 02; D3, D3, W3, W3 a3, 93)] kiimesi K cismi
(K= R veya K=C ) iizerinde bir vektor uzayidir. Ayrica bu uzay lizerine her
M € M[FW (p1, q1, w1, V1,01, 01; D2, G2y 02, V2, G, 045 D3, P3, W3, W3 Az, 05)] olmak tizere
||M|| g = ||Bu |l operator normunu koyalim.

1,1

3.1.8. Teorem w3 polinom tipi agirlik fonksiyonu olsun. pi = + o
3 1 2

@7 = max{ws,v;}, @3 = max{ws,v}vev(y) =1+ |y])?5, s=>0 olsun. Eger her
a,p € Ricinpu € M(v) ve m($,n) = a(ag + pn) ise

me [FW(pl,ql,a)3,v1,a1,91;pz,qz,a)g,,vz,az,ez; p3,p3,a)3,w3,a3,93)] olur. Ayrica

Imllew < Cllully

olacak sekilde C > 0 sayis1 vardir.
Ispat Herhangi f, g € CX(R) igin (Kulak ve Giirkanli, 2013) calismasindaki Teorem 2.3

kullanilir ise,
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Bulf, 9 = [ £t = an)g(e — py)due) (3.12)
R
olup bundan baska
||Tayf||(FW(‘9J?1>:511’q1)a1 < a{(a)’)”f”(FWg;’f;.%)al (3.13)
ve
”Tﬁyg||(FWw6§,'522‘q2)a2 = @(ﬁ)’)”g”(lswggﬁzz,qz)az (3.14)

esitsizlikleri biliniyor (Kulak ve Giirkanli, 2013).
Eger (3.12), (3.13), (3.14) esitsizlikleri ve Teorem 3.1.3 kullanilir ise,

”Bm(f: g)”(FW93.p3.43) < j-”f(t > yd)g(t r ﬁy)”(FW93.P3'P3) dlﬂl (y)
w3,V3 as R w3,V3 as

<€ [IF = @) pysapn) N9~ BNy ipe0e) dlnI)
R

1 2

< Cjwl(ay) wz(ﬁy)IIfII(FWel,pl.ql) IIgII(FWez.pz.qz) dlul(y)
w3,V
R

@3V Jgy ' az

= CUf W pyospsany Nglpyyopas f &1(ay) @(By) dluly)  (3.15)

w3,U1 as w3,v2 az

elde edilir.

la] <1 ve |B] <1 olsun. Ote yandan ws,v;,v, polinom tipli agirlik fonksiyonlar:

oldugundan s;(i = 1,2,3) € R* i¢in

wz(¥) = 1+ |yD=,



vi(y) = A+ |yD*,

ve

v (y) = (1 + |y])*?

esitlikleri vardir.

Eger maks{s;, s,, s3} = s alinirsa,

o1(y) < (1 +yD?
ve

w,(y) < (A + [yD?

elde edilir. Bundan bagka (3.16) ve (3.17) esitlikleri kullanilir ise,

f &7 (ay) @ (By)dIul ) < f (1 + layD® (1 + 1ByDdlul )

R R

< j (A + yD* (L + lyD*dlul )
R

saglanir.

Ayricav(y) = (1 + |y|)?* denirse bu son ifadeden

j @7 (ay) @3 (BY)dlul () = f (A + D2 dlul ) = llully
R

R

elde edilir.
Bundan bagka (3.15) ve (3.18) esitlikleri kullanilir ise,

1B (f, 9D

w3,U1 w3,v2

SC”f”(FWGLPqu) ”g”(pwez'pz'qz) ”.u”v
ag anz

93.p3.P3)
(Fwws.ws as

20

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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bulunur. Buradan

m € BM [FW(PL q1, W3,V1,4, 01; P2, G2, W3, U3 Az, 02; D3, D3, W3, W3 A3, 93)]
elde edilir.

Son olarak (3.19) esitsizliginden

Imllew = 11Bmll < Cllully

elde edilir.

Simdi |a| > 1ve |B| > 1 alalim.

fa’)?(ay)@(ﬁy)dlﬂl(ﬁ < f(lal +lallyD® (Bl + IBllyD*dlul ()
R

R

Bu son integralde v(y) = (1 + |y|)?® yerine yazilirsa,

f vl ) = aBl*lul, (3.20)
R

elde edilir.
Ayrica (3.15) ve (3.20) esitlikleri kullanilir ise,

1B (f, 9l < ClaBlolIfl IIgII(FWez,pz,qz) lull,  (3.21)
w3,v2

(FW91:P1,Q1> a
aq 2

w3,V1

93'1731173)
(FWw3lw3 as

elde edilir. Boylece
m € BM [FW(PL q1, W3, V1,41, 01; P2, 2, W3, V2,03, 02; P3, P3, W3, W3 a3, 93)] olup ve

(3.21) esitsizligi kullanilir ise,

Imllew = IBmll < ClaB*llully

bulunur.
Kabul edelim ki |a| > 1, |B] < 1 olsun. O halde
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f &7 (ay) @3 (By)dlul ) < f (lal + Ll lyD® (11 + Iyl )
R R

= lal® [Lv()dlul ) = lal*llull, (3.22)
bulunur. Buradan (3.15) ve (3.22) esitlikleri kullanilir ise

1B, )N (pyyospany < ClalIf
w3,w3

as

(FWGLIDL!M) “
a 2

w3v1
elde edilir. Boylece

m € BM [FW(PL q1, W3, V1,01, 01; D2, G2, W3,V2,02, 0; P3, 3, W3, W3 a3, 93)]
bulunur. Ayrica (3.23) esitsizliginden

Imllew = IBnll < Clal®llully

elde edilir.
Sonolarak |a| <1, |B] > 1 kabul edelim. Benzer sekilde

m € BM [FW (py, 41, w3, V1,01, 01 D2, Q2) W3, V3,2, 02; P3, D3, W3, 03,03, 63) ]
ve

Imllew = 11Bmll < CIBFIlly

bulunur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.1.9. Teorem m € BM [FW(p;, q;, w;,via;,6;)] olsun. @7 = maks{w,,v,} ve @ =
maks{w,, v,} olmak Uzere her (&, 7o) € R? igin Mg, , ym € BM[FW (p;, q;, w;,v; a;, 6;)]

olup
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IMgymomll..,, < @1(=E0)@ (=no)lImll s

esitsizligi vardir.
Ispat Herhangi f,g € CX(R) verilsin. (Kulak, 2014) calismasindaki Teorem 3.1.9

kullanilirsa
Bt gy oy M @) (%) = B (T, f, T, 9) () (3.24)

esitsizligi yazilir. Diger taraftan @; = max{w;,v,} Ve ®, = max{w,,v,} olmak lzere

(Kulak, 2014) c¢aligmadan

IT-cof Wl pyrzsany < @IS N ryygrpnar) (3.25)

1 a

ve

|79l (rugappay S TGNy topaar (3.26)
w2,V2 !

a az
esitsizlikleri  biliniyor. Eger m € BM [F W(pi,qi,wi,vi,ai, Gi)] olmas1 ve
(3.24), (3.25), (3.26) esitsizlikleri kullanilir ise,

||BM(§o:no)m(f' g) || (ngggs%) = ”Bm(T—fof' T—nog)”(pwzg:ggs.%)

az as

< 1Bnll||T- |79
1B, I eofll(wgl,m,ql) 109 Il (wgzpaa)

w1,V1 az

ai

< ”Bm“ajl(_fo)||f”(FWa9)1.51.CI1) @(_no)“g”(FW(ﬁzfz.qz)
1V1 2,02

al az

= B (~E) T MBIy 017102) NG 021202 (3:27)

ai az

elde edilir.
Boylece M, . ym € BM [FW(pi, qi, Wi, V; a;, Hi)] bulunur.

Son olarak (3.27) esitsizligi kullanilir ise ;
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IMcompmll,,,

|| BM(fo.no)m(f’ 'g) || (Fngg‘s:»QS)

as

= sup

- AT e
Mewaggar) =N mwigzen) = et ),

< 01(=§0) @02 (=10 |1 B
= w1 (=&p) @z (=) llmll pw

elde edilir.

3.1.10. Teorem m € BM [FW(p;, q;, w;,v;a;,6;)] olsun. O halde her (&,7,) € R? igin

T(foﬁ]o)m € BM [FW(pil qi Wi, V; a;, 91)] olur ve

I Tgomomll, = lmllew

esitligi vardir.

Ispat Herhangi iki f,g € CZ(R) verilsin. O halde,

— || p2mi(-£,) O ”
||M_Eof||(FW£i.:E;vq1)al “e TS (szifgf'ql)a
1

= ”f”(FWQLPL‘h) (3.28)
ay

w1,V1

”M_fog ” (ngi.gzz.qz)a = || eZm(—no)(-)g || (FW92'p2'q2)a2

2 w2,U2

= IIgII(FWag;:gzz.qz) (3.29)

az

bulunur. Ayrica (Kulak ve Giirkanli, 2013) calismasindan
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Bri, o m(Fs9) = Bn(M_g, f, M_p,9) (3.30)

yazilir. Burada (3.28), (3.29), (3.30) esitsizlikleri ve m € BM[FW(pi, q;, Wi, V; a;, Hi)]

kabulii kullanilir ise,

||BT(50,Tlo)m(f'g) ||(FW£§1I;33123) = ”Bm(M—fof' M—ngg)”(};wzgﬁ??,%)a

a3z 3

<IBallM_g fl

FW 1@1@1)
( wLrL g,

||M_fog||(FWw6§'522’q2)
’ a

2

= ”Bm””f”(FWwei%lql)al”g”(FW(g;szzqz)az

bulunur.

Boylece T(g, n,ym € BM [FW (p;, q;, w;,v;,a;,6;)] olur. Buradan da

I Tgomomlly, = lmllew
elde edilir.
Calismamizda bundan sonra verecegimiz teoremler bilineer carpan drneklerini

zenginlestirmemize olanak saglayacaktir.

3.1.11. Teorem m € BM [FW(p; q; w;, v, a;,0;)] olmak Uzere @; = maks{w;, vy} |

@, = maks{w,,v,} ve w(u,v) = @;(w)w,(v) olsun. Eger ® € L} (R?) ise

&m € BM [FW (p;, q;, ;,v;.a5, 6;)]

olur ve
||@m||FW < 1@y, llmllpw

esitsizligi vardir.
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Ispat Kabul edelim ki @ € L (R?) olsun. Herhangi iki f, g € € (R) verilsin. (Blasco,
2009) ¢alismas1 Onerme 2.5 den

Bam(f,9)(x) = f f  (t, 1) Byg (g —vym (f 9) () st
R R

yazilir.
Egerm € BM [FW(pi, q;, W, V; a;, Bi)] kabulii ve Teorem 3.1.9 kullanilir ise
M(_y,—ym € BM [FW (p;, q;, w;, v;,a5,6;)]

ve
IMcu-wym]| ,, < @1 W@z @)Imll,,, (3.31)

bulunur. Yine (3.31) esitsizliginden

||B&>m(frg)”(FWf)g:g;.q?.)ag < .I-f”(p(u,U)BM(—u,—v)m(f' g)“(FW(g::g;'%)

dudv
R R a3

< [ [10@ oM —omllalfll yorpar) N9lmyoapsany dudo
az

w1,V1 a w2,V
R R .

< [ [10@1@ @@l 1 Ny iprar) 190 ygarace) dudo
R R w1,V1 ai w2,V ay

= Wl I pysgsny Nlmyoapnany | [ 1900 0l0r000) duds
w1,V1 az w2,V ay R R

= ”m”FW”f”(FWf)igllql) ||g||(FW£§522qz) ”d)”Lw (332)

ai az

bulunur. Béylece @m € BM [FW (p;, q;, w;,v;,a;, 6;)] olup (3.32) esitsizliginden

[@m]|.,, < I2lly0llmllrw
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elde edilir.

1 1 1 . —_— —~
3.1.12. Sonug o + =5 olmak lzere @; = maks{w,,v;} @; = maks{w,,v,} Ve

w(u,v) = @;(u)@, () olsun. Eger @ € LI (R?) ise
® € BM [FW (p1, 41, 0, V1,01, 01; P2, G2, 0, V2,02, 02; P, p, 0, a3, 63) |

elde edilir.

Ispat Eger m(&,n) = 1 alinirsa Ornek 3.1.4 den

meE BM[FW(pl, 41, w, V1 01,01;D2,42,w,V202,02; 0,0, @, w,a3,93)] olur.
Yine Teorem 3.1.11 de &m = @ € BM [FW(p;, q;, w;, v;,a;, 6;)] elde edilir.

3.1.13. Teorem m € BM [FW(pi, qi,a)i,vi,ai,ei)] olsun. Eger Q4,Q, € R smirh alt

kimeler ise

h(¢,n) = f m(& +u,n + v)dudv

Q1XQ2

y 1 &
u(Q1 X Q)

olmak tizere h € BM[FW (p;, q;, w;, v;,a;, 6;)] olur.
Ispat Herhangi iki f, g € CZ(R) verilsin. Eger (Kulak ve Giirkanli, 2013) calismas1 Teorem

2.9 kullanilir ise,

Bn(f, 9)(x) = I | Br_p_ym(f 9)(x)dudv

1
n(Q1 X Q2) ¢;%0,

esitligi yazilir. Burada Teorem 3.1.10 kullanilirsa;

1
- ‘— ff T, u)m(f g)(x)dudv

IBL(f, D/, 6503
w29 (FWw;E; q3) pu(Q1 X Q2) ¢, %0,

03,03.93
az (Fw 3 )a3

1

”(Ql X Q2) Q1><Q ” Teu-om (s g)” FwSnat) az e
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1
< —,U(Ql < Qz) Q{x£2”T(_u’_v)m“FW”f”(FWwe:lljsll'ql)al ”.g”(FWwH;]Z)’zth)az dudv

= Il 1Nl pyorp2ary Ngllepy 0202
R G M T

bulunur. Boylece h € BM [FW(pl-, qi, Wi, V; a;, Hi)] elde edilir.
3.1.14.Teorem: Eger w; < u;,v; <m; (i =1,2) ve uz < w3, my < v5 ise

BM [FW (p;, qi, w;,v;a;,6;)] € BM [FW (py, qi, wi, mya;,6;)]
olur.

Ispat Herhangi m €

BM[FW (p1, 41, W1, V1, @1, 015 P2, 42, W3, V2, Az, 025 P3, 43, W3, U3, as, O3)] verilsin. O halde

”Bm(f: g)ll(FWae)gg;%) < C1 ||f||(FW91.p1.Q1) ||g”(FWw6§522q2) (333)

az @1.v1 ajg az

olacak bigimde C; > 0 sayis1 vardir.

Ayrica w; < u;,v; <m; (i = 1,2) ve uz < ws, ms < v3 kabulleri kullanilir ise,

upm;

(Fwagme) (R) < (FWiR™) (R, (i = 1.2)
ve

w3,V3

(FW93vP3"I3)a3 (R) c (FWuQ:.flz'%)as (R)

kapsamalar1 (Duman ve Kulak, 2021) ¢alismasi Teorem 2.16 dan yazilir.

O halde

B , < G||B , 3.34
I gy S BTN (334)
”f”(ngi.gchu)al < C3”f”(Fszll,£i'q1)a1 (3.35)
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ve
”g ”(FWﬁ;Ezzqz) < C4 ”g ”(Fwez'pz.lh)a (336)

Uz,m
ap 2,12 2

olacak bicimde C;(i = 2,3,4) sayilar1 vardir. Son olarak (3.33),(3.34),(3.35) ve
(3.36) esitsizlikleri kullanilir ve C, = C,C,C5C, denirse

“Bm (f’ 'g) ” (FWQS‘P&CB
uz,ms3

<C P2
)aS O”f”(FszllrIr)liql) ||g||(FW92pzqz)a2

ar uz,mp

bulunur. Boylece
m € BM [FW (py, q1, Uy, My, Ay, 01; D2, G2, Uz, My, A, 035 D3, q3, U3, M3, A3, 03)]
olup
BM [FW (p;, qi, i, v;,a, 0;)| € BM [FW (ps, g5, ui,mia;, 6;) |

elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bilineer ¢arpan uzaylar1 konusunda ¢alismalar incelendiginde Coifman ve Meyer (1978)
tarafindan ilk caligmalar yapilmistir. Daha sonra Thiele (1997) ve Lacey (1998) yaptiklari
caligmalar ile bilineer carpan teorisi alaninda 6nemli ¢alismalar elde etmislerdir. Blasco
(2005) ve Villarroya (2008) 1 <p;,p; <00, 0<p3; <oo olmak Uzere Lebesgue
uzaylarin1 kullanarak (pq,p,,p3) tipindeki bilineer ¢arpanlar uzayini ve ozelliklerini
incelemislerdir. Ayrica Lorentz uzaylarinida kullanarak olusturduklar1 bilineer carpanlar
uzaymin Ozelliklerini incelemislerdir. Kulak (2014) yaptig1 calismada Wiener amalgam
uzaylari, agirlikli Lorentz uzaylar1 ve degisken iislii Lorentz uzaylari i¢in bilineer carpanlar

uzayini tanimlamis ve bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Bu ¢alismada ise kesirli dalgacik doniisiimii ile elde edilen ( F Wf’ i ’q)a(R) fonksiyon

uzaylari igin bilineer ¢arpan tanimi verilmistir. Daha sonra BM[FW(p;, q;, w;, v;, a;, 8;)]
bilineer ¢arpan uzaymin bir takim 6zellikleri incelenmistir. Bu ¢alisma zaman-frekans
analizi alaninda 6nemli yere sahip olan bilineer ¢arpan teorisi konusunda ¢alismak isteyen

arastirmacilar i¢in yol gosterici olacaktir.
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