T.C.
KILIS 7 ARALIK UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANA BILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

UZAY EGRISi BOYUNCA A-FRENET CATISI

AYKUT TOPLAMA

DANISMAN: PROF. DR. MUSTAFA DEDE

KILIS
2023



OZET

UZAY EGRIiSi BOYUNCA A-FRENET CATISI

Aykut TOPLAMA

Matematik Ana Bilim Dali

Kilis 7 Aralik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisti
Danigman : Prof. Dr. Mustafa DEDE

Sayfa: 91 Yil: 2023

Bu calismada oncelikle kesirli tiirev ve integrallerden bahsedilmektedir. Daha sonra
Frenet catis1 ve formiillerine yer verilmektedir. Frenet catis1 iizerinde A-kesirli tiirevin
ne ifade ettigi incelenerek A-kesirli Darboux vektorii inga edilmistir. A-kesirli Darboux
vektorii ile standart Frenet catis1 ve Bishop catis1 karsilagtirilmigtir. Bunlarin yani sira

Konformal kesirli tiirevi yardimiyla o-Frenet catisi ve formiilleri elde edilmistir.
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In this study, firstly fractional derivative and integral are mentioned. Then, Frenet frame
and formulas are given. The A-fractional Darboux vector is constructed by examining
what the A-fractional derivative means on the Frenet frame. The A-fractional Darboux
vector is compared with the standard Frenet frame and the Bishop frame. In addition,
the a-Frenet frame and formulas are obtained with the help of the conformal fractional

derivative.
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ETIK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tez ¢alismasinin kendi calismam oldugunu, tezin planlanmasindan yazimina kadar
biitiin asamalarda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi; bu tezdeki biitiin
bilgileri akademik ve etik kurallar i¢inde elde ettigimi, kullanmis oldugum tiim bilgiler
ve yorumlar i¢in kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynak¢ada yer verdigimi, hi¢bir
sekilde intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili
bu beyanima aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve

hukuki sonuclar1 kabul ettigimi bildiririm.

Imza

Aykut TOPLAMA

Not: Bu tezde yer alan sekiller Matlab ve Maple programi yardimiyla cizilmistir.
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1. GIRIS
Bu boliimde, Kesirli tiirev ve integraller hakkinda genel bir bakis ifade edilerek literatiir

amacindan bahsedilmistir.

1.1 Literatiir Amaci

Kesirli Analizin ortaya c¢ikig siirecindeki en Onemli soru 30 Eyliil 1695 tarihinde
L’Hospital’in Leibniz’e gonderdigi mektupta, d /dx™ tamsay1 mertebesindeki bir tiirevin
anlami, m = 1/2 gibi bir kesir oldugunda anlam kazanacak sekilde genisletilebilir mi?
diye sormasidir. Yani soru kisaca herhangi bir n sayis1 kesirli, irrasyonel veya karmagsik
olabilir mi? Giintimiizde Kesirli Analiz ad1 yanlg bir isimlendirme haline gelmekte ve
keyfi mertebeden tiirev ve integral olarak adlandirilmasinin daha uygun olacagi
diisiiniilmektedir (Miller ve Ross, 1993). Leibniz (1695) bu soruya "d'/?xy veya d'Zxy
gibi bir notasyona sahip olan nicelik sonsuz bir seri ile ifade edilebilir. Sonsuz seriler ve
geometri ile uzak iligkiler olmasina ragmen, sonsuz seriler sadece pozitif ve negatif tam
sayilar olan iislerin kullanimini1 kabul eder ve heniiz kesirli tislerin kullanimin1 bilmez”
seklinde cevap vermistir. Daha sonra, Leibniz aym1 mektupta "Bu bir giin kullanigh
sonuclarin ¢ikarilacagr acik bir paradokstur” diye ifade etmistir (Leibniz, 1695). Bu

yazigsmalar kesirli tiirev integrallerin ortaya ¢ikis sebebi olmugtur (Miller ve Ross, 1993).

Kesirli Tiirev ve Integraller 17. yiizyildan beri ilgi cekici bir alan olmustur ve Riemann,
Bernoulli, Leibniz, Euler ve digerleri gibi biiylik matematikg¢iler tarafindan calisilmigtir
(Baleanu ve Fernandez, 2019; Miller ve Ross, 1993; Samko vd., 1993). Tam mertebeden
Tiirev ve Integraller basitlestirilmis uygulamali problemleri ¢ozmek icin gerekli fiziksel
ve geometrik yorumlara sahiptir. Ancak kesirli mertebeden Tiirev ve Integraller hem
teoride hemde gercek hayat problemlerine uygulamalarda hizla gelisen bir alan1 gosterse
de heniiz yeterli seviyede degildir. Son zamanlarda bu alan gercek hayat problemlerini
aciklayan en iyi metotlardan biri haline gelmistir. Kesirli Tiirev bilinen tam mertebe
tirevden ¢ok daha genis fiziksel ve geometrik Ozelliklere sahip oldugu

varsayilmaktadir. Beklentilere yanit vermek amaciyla bir¢ok fiziksel makale



yayinlandi (Yajima ve Nagahama, 2018; El-Nabulsi, 2020a, 2020b; Bas ve Ozarslan,
2018; Bagley ve Torvik, 1983; 1986; Baleanu ve Trujillo, 2010).

Bilim insanlar1 kesirli mertebeden tiirev ve integralin geometrik yorumunu merak
etmiglerdir. Bu yiizden cesitli yaklagimlar ortaya atilmistir. Bu yaklagimlara (Lazopoulos
K. A. ve Lazopoulos A. K., 2016;2017;2021; Aydin vd., 2021; Yajima vd., 2018; Goziitok
vd., 2019; Herrmann, 2014; Baleanu, 2011)’den ulagilabilir. Bu yaklagimlarda Kesirli
tiirevin farkliliklar1 6nemli bir faktor olmasina ragmen kesirli tiirevin tanimlarinin ¢ogu
Leibniz kural gibi diferensiyel topolojinin baz1 gereksinimlerini karsilamakta basarisizdir.
Ancak A- Kesirli uzayina kargilik gelen A- Kesirli tiirev operatorii diferansiyel topolojinin
gereksinimlerini kargilamaktadir (Lazopoulos K. A. ve Lazopoulos A. K., 2021). Bu
yilizden bir¢ok uygulama icin kullanmighdir. Ayrica A-Kesirli Adi ve Kismi diferansiyel

denklemleri Lazopoulos (2022)’de tartisilmaktadir.

Bu tezin birinci boliimiinde kesirli tiirev ve integralin ortaya cikis silirecinden
bahsedilerek literatiir amacina deginilmistir.  Ikinci boliimiinde kesirli tiirev ve
integrallerin yani sira diferansiyel geometrinin temel tanim ve teoremlerine yer verilmistir.
Tezin orjinal kismi1 olan {igiincii ve dordiincii boliimde ise sirasiyla Lazopoulos K. A. ve
Lazopoulos A. K. (2021) makalesinde ifade edilen A-Kesirli tiirevine kargilik gelen Frenet
catist yardimiyla A-kesirli Darboux vektorii insa edilmistir. Aynm1 zamanda A-kesirli
Darboux vektoriiniin geometrik yorumu yapilmigtir. Bunlara ilavaten A-kesirli Darboux
vektoriinlin normu ile standart Frenet catisinin ve Bishop catisinin Darboux vektoriiniin
normu ile karsilastirilmistir. Ayrica A-kesirli Frenet catist ile standart Frenet catisinin
normal diizlem vektorleri karsilastirllmistir. Dordiincii boliimde Goziitok (2019) makalesi
incelenerek Goziitok (2019) makalesinde yer alan Konformal hiz vektoriiniin aksine
Vo = ||Te.B|| = t'~*v hiz fonksiyonu alinarak Konformal kesirli tiirevi yardimiyla Frenet
catis1 yeniden inga edilmis ve ismi o-Frenet catisi olarak adlandirilmistir. Son olarak da

a-Frenet formiilleri elde edilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlarindan bahsedilmeden 6nce gerekli
bazi tanim ve Ozellikler ifade edilecektir ve Diferansiyel Geometrinin temel tanim ve

teoremlerinden bahsedilecektir.

2.1 Kesirli Tiirev ve Integrallerin Temel Kavramlar
2.1.1 Gamma fonksiyonu

Bu alt boliimde, Gamma fonksiyonu tanitildiktan sonra kullanacagimiz bazi temel

ozelliklere yer verilecektir.

Tanmm 2.1.1. T": (0, 4+e) — R olmak iizere,

(o)

I'(w) = /xw_le_xdx (2.1)
0

seklinde tanimli genellestirilmis integrale Gamma fonksiyonu denir. (2.1) ile ifade edilen

fonksiyon;
1. 0 <w < = i¢in yakinsak
2. w < 0 i¢in raksak
bir fonksiyondur (Samko vd., 1993).

Onerme 2.1.1. m € Z" olmak iizere, Gamma fonksiyonu igin,

F(w) = /(1 — n%)mtw_ldt,fﬁ(w) >0 (2.2)
0

tanimlamas: yapilir ve



esitligi kullanilirsa,

lim F(w,m) /tw_le_tdt
m—soo
0

t
bulunur. (2.2) ifadesinde — = u doniistimii yapilirsa,
m

1
F(w,m) = mw/(l —u)"u" du
0

olur. (2.3) esitliginde kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

1
-+ T/(l —u)" Y du
WO

1
= ﬂ/(l—u)m_luwdu
0

F(va): (1_u>mﬂl

mW

w

bulunur. Bulunan bu son esitlik kismi integrasyon metodu yardimiyla,

1
F(Wam) — m( /uw-‘rm 1du
m"” w(w—l—l) w—l—m—l /
1.2.3..m

ww+1)...(w+m)
esitligi elde edilir. Boylece
1.2.3..m

Fwm) = e v ™

(2.3)



olur. Buradan da

1.2.3...
lim F(w,m)= lim " W
m—yeo m—eow(w+1)...(w+m)
= [retar 24
0
= I'(w)
elde edilir. (2.4) esitliginde 0zel olarak w = 1 alinirsa,
1.2.3..m
I'l)=Ilim ——m=1
(D)=t )"
olur. Ayni sekilde (2.4) esitliginde w yerine w4+ 1 yazilirsa,
1.2.3...
C(w+1)= lim a m+1

m—eo (W+1)(w+2)...(w+m+1)

<

. wm 1.23..m
= lim

- 2.5)
m—e (W+m—+ 1) ww+1)(w+2)...(w+m)

= wl'(w)

olur. (2.4) ve (2.5) esitliklerinden yardimiyla,

F'w)=123...w—1)=(w—1)!

oldugu basitge goriiliir (Podlubny, 1999).



Onerme 2.1.2. w > 0 icin Gamma fonksiyonu,
F'w+1) =wl(w) (2.6)

ozelligini saglar (Podlubny, 1999).

ispat . Gamma fonksiyonu tanimindan,

(o]

Fw+1)= /xwe_xdx
0

esitliginin sag tarafinda u = x¥ ve dv = e *dx secilerek kismi integrasyon metodu

uygulanirsa,

Fw+1)= —x"e ™

= O+w/ e dx
0

= wl'(w)
oldugu goriiliir (Podlubny, 1999).

Onerme 2.1.3. Her w > 0 ve her m € N igin
F'w+m)=w+m—1)(w+m—2)...(w+ 1)wI'(w) 2.7)

dir (Samko vd., 1993; Podlubny, 1999).

Ispat . Gamma fonksiyonuna ait 6zellik (2.6)’den dolayz,

F'w+1) =wl(w)



yazilir. Yine benzer sekilde ayn1 ozellik dikkate alinirsa,

F'w+2)= (w+DHI'(w+1)=(w+1)wl'(w)

Fw+3)= (w+2)I(w+2) = w+2)(w+ 1)wl'(w)

Fw4+m)= w+m—1)I'w+m—1)=w+m—1)(w+m—2)...(w+ L)wI'(w)

esitlikleri yazilir. Burada w = 1 segildiginde I'(w + 1) = m!T'(1) oldugu goriiliir. Burada
['(1)’in esitini elde edelim. O halde

I'(w)= /xWIexdx
0

olup

(1) = /xoexdx

0()0
= /e_xdx
0
— —g_x
0
= —e >+
=1
bulunur. Dolayisiyla (2.7) esitliginden w = 1 i¢in
I'm+1)=m(m—1)(m—2)..2.1 =m! (2.8)



elde edilir. Simdi ise (2.8) esitliginden olduk¢a 6nemli iki sonucu m =0 ve m = 1 igin

yazalim.

m=0 =0= I(1)=1
m=1 =1l= I'2)=2-)=11=1

Burada elde edilen esitlikler yardimiyla,

I'(m+1)=(m)! = /x’"e_xdx7 meNUO
0
esitliklerini yazabiliriz (Samko vd., 1993; Podlubny, 1999).

Ornek 2.1.1. F(%)’nin degeri asagidaki sekilde hesaplanir (Podlubny, 1999).

Gamma fonksiyonu tanimindan w = % yazilirsa,
1 (o)
F(E) = /xé_le_xdx
0

elde edilir. Bu son esitlikte x = 1> = dx = 2tdt degisken degistirmesi yapilirsa,

[e5)

/xilexdx: /(tz)éetZtht
0

0

— 2 / e dt
0

elde edilir. Bulunan son integral i¢in,



tanimlamasini1 yapalim. Bu tanimlama yardimiyla,

oo oo

I? ://e_xze_y2dxdy
0

0

olup

12:/
0

esitligini yazabiliriz. Bu esitligin sag tarafinda

e_(x2+y2)dxdy
0

x= rcos(0)
y= rsin(0)

\%&

xr Xg

Yr Yo

cosOdr —rsin0do

sin@dr rcos0do

= rcos20drd6 + rsin® 0drd6

= r(cos’> @ +sin’0)drd6

= rdrd0



seklindeki kutupsal koordinatlar1 gbz Oniine alacak olursak,

o0 0

> = //e_(x2+y2)dxdy

ifadesi elde edilir. Burada asagidaki degisken degisimi yapilirsa,

u= r2:>du:2rdr:>d7u:rdr

= %/e“du
0
T
= Z(—e_m-l-eo)
o
4
olur ve buradan
;Y
2
olup
1
F(E) =

bulunur. (3.1) esitligi ve I'(3) = /7 yardimuyla,

Fw+1) =wl(w)

r)=r+ )= 1rd) =%
-r - - 2

10



esitlikleri elde edilir.

2.1.2 Beta fonksiyonu

Bu alt boliimde, Beta Fonksiyonu tanitildiktan sonra kullanacagimiz bazi temel 6zelliklere

yer verilecektir.
Tanim 2.1.2.

1
B(p,q) = /xp_l(l —x)q_ldx (2.9)
0

integrali ile tanimlanan B : (0, +o0) x (0,+) — R fonksiyonuna Beta Fonksiyonu denir.
Beta Fonksiyonu,

i. p > 0ve g > 0igin yakinsak

ii. p <0 ve g < 0icin wraksak

bir fonksiyondur (Podlubny, 1999).

Onerme 2.1.4. Beta Fonksiyonu

B(p,q) = B(q,p)

yer degistirme 6zelligini saglar (Podlubny, 1999).

Ispat .

1
B(p.q) = / 11— x)9 dx
0

integralinde x = 1 — ¢ ve dx = —dt degisken degistirmesi yapilirsa,

0
Blp.g)= — [171 (1=l
1
1
= /tq_l(l—t)p_ldt
0

= B(q,p)

11



esitligi bulunur (Podlubny, 1999).

Onerme 2.1.5. Beta Fonksiyonu,

> 1 i¢in, B(p,q) = B(p—1,
ve
icin, ,q) = p,

esitliklerini saglar (Andrews vd., 1999).

ispat .

1
B(p.q) = / (1 —x)7 dx
0

integralinde u = x?~ise du = (p—1)x""2dx ve (1 —x)4 'dx =dvise v = — "=

tizere kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

1
B(p.a)= [+ '(1-x)"dx
0

_xp—l (1 _x)q
q

i 1
—1
4P /xp_z(l—x)qu
o 4 9

xP72(1—x)47 1 (1 —x)dx

12

(2.10)

2.11)

olmak



olup

B(p,q) = pT_lB(p—l,q)—%B(p,q)
(1+;1)B(p,q)— p—_lB(p—l,CI)
B(p,q) = pi—;_llB(p—l,q)

elde edilir. Elde edilen bu esitlik ve B(p,q) = B(g, p) seklindeki yer degistirme 6zelligi

g0z Oniine alindiginda g > 1 i¢in

q—1

2 _B(p,q—1
Py (p.q—1)

B(p,q) =

esitligi de kolayca gosterilebilir (Andrews vd., 1999).

Onerme 2.1.6. Beta Fonksiyonu icin

B(p.a) = [
0

esitligi vardir (Andrews vd., 1999).

Ispat . Beta fonksiyonunda 1 —x = ﬁ =t= 1 vedx= Wdt doniistimleri yardimi

ile

B(p,q)= [+ '(1—-x)"dx

o — _

= [ e
) 1+1¢ 1+1¢ (1+1)?
= / EnaT

13



olacaktir. Elde edilen bu son esitlikte 0 < p < 1 olmak lizere g yerine 1 — p yazilirsa,

integral formiilii de elde edilir (Andrews vd., 1999).

Onerme 2.1.7. Gamma ve Beta Fonksiyonlar: arasinda

B(p,q) =

esitligi vardir (Podlubny, 1999; Andrews vd., 1999).

ispat .
= /xp_le_xdx
0

Integralinde x = z¢ doniisiimii yapildiginda dx = tdz olup

I(p)= [xPle¥dx

P le=tdy

I

S —
N
-~

z” lPe=4 4z

I
S —

esitligi elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte p — p+ ¢ ve t — ¢ + 1 olarakta secilirse,
[(p+q)= /z”“’ L+ 1)Prae=2+l g,
0

olup

C(p+q)

p+q—1 _—zt —z
(I+1)rta ¢ ek

0\8
2

14



yazilir. Bu esitligin her iki yam P~ ! ile ¢arpilip (0,c0) aralig1 iizerinde integrali alinirsa,

0 0 0

olur. Burada esitligin sol tarafinda

/ (ropa B(p,q)
0

olup esitlikte yazilirsa,

tpflefztdt)dz

\8

F(p—l—q /Zerq 1 fz
0

elde edilir. .
/ Pl e= %t
0

Integralinde u = 7t = du = zdt degisken degistirmesi yapilirsa,

Cp+aBpa) = [ e ([Erteas
0

Il
Ot —~—3 T3

Zp+q l zZl p— 1(/Mp1€udu)dz
0

= T(p) / ez
0

= I'(p)I'(q)
elde edilir. Boylece,
_I'(p)I'(q)
B(p,q) = T(r+q)

esitligi elde edilir (Podlubny, 1999; Andrews vd., 1999).
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2.2 Kesirli Tiirev ve Integraller

S.F. Lacroix bir metininde kesirli tiirev ve integraller konusuna deginmistir (Lacroix,
1819). Tam say1 mertebesindeki bir durumdan genellestirerek saf bir matematiksel kural
gelistirmigtir. Lacroix n pozitif bir tam say1 olmak tizere f(x) = x”* polinom fonksiyonun

m.mertebeden tiirevi,

di(x") = nx*!

X

d? .
@(x”)— n.(n—1)x""2
d3

— (" = n(n—1)(n—2)x"3

n(n—1)(n—-2)(n—3)..2.1 , 4
(n—=3)(n—2)..2.1

() =

dx™

X" mn€e€Z ve m>n

seklinde olur. Legendre’nin genellestirilmis Gamma fonksiyonunun I'(n+ 1) = n! 6zelligi

geregince yukaridaki esitlik,

d" _ T(n+1)
W( )= I(n+1—m)

n—m

seklinde yazilabilmektedir. Gamma foksiyonunun biitiin reel sayilarda tanimli olmasi

durumu goz Oniine alindiginda yukaridaki son esitlik, @ > n icin

ax T+ e

= R 2.1
Ja ™) Taii-a) @ ®"€ 2.1)
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biciminde yazilarak x" seklindeki bir fonksiyonun keyfi mertebeden tiirevi ifade edilmistir.

Ornegin; f(x) = x ve & = 1 igin (2.1) ifadesinden

1

dz 2

— = _\/)_C (2.2)
dxx VT

esitligi elde edilir. Lacroix’nin yontemi, keyfi mertebeden tiirev tanimi giiniimiiz kesirli

tiirev olan Riemann Liouville tanimiyla Ortiismesi sasirtici bir sekilde ilginctir (Miller ve

Ross, 1993).

2.2.1 Kaesirli tiirev ve integral tammmlari

Tamm 2.2.1. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi)
neN, n—1< o <nolmak iizere f fonksiyonu her sonlu (a,x) arahiginda siirekli ve
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun x > a icin . mertebeden

Riemann-Liouville Kesirli tiirevi ve o kath kesirli integrali sirasiyla,

DEFW) = g [ =& (@) @3
) = Frg [ =80 (e 4

a

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999; Samko vd., 1993).

Genel bir kaniyla biliyoruz ki tiirevin ham tanimi Limit kavramindan gelmektedir. Kesirli
Analizi limit formuyla elde etmek iyi bir fikir olabilir. Yukaridaki tanimi elde etmek i¢in

tiirevli ve siirekli y = f(x) fonksiyonun klasik tiirevinin limit tanimi gdz Oniine alarak

17



ardigik tiirevleri alinirsa,

’_ d_f_ . fx)—flx—h)

= =i h

" __ fz_- f/(x)_fl(x_h)

= a2 =i h
o )= fe—h)  f(x—h)— f(x—2h)
= jmy h - h
) -2 ) + £l 20)
0 h?

f///_ limf(x)_3f(x_h)+3f(x_2h)_f(x_3h)
0 h3

(n) — i _ _1\ (" _

T LY WU OVED

esitligi elde edilir. Burada

(7) = o= D=2 to=r 4 25)

r!

dir. Herhangi bir keyfi o € Z i¢in
1 n
A0 =5 Y (=1 (%) fx—rh) (2.6)

alindiginda o < n igin
(2.7)

18



seklinde olur. Ciinkii (&) katsayisindan sonra gelen biitiin katsayilar sifir olacaktir. Simdi

de a’nin negatif olma durumlar1 g6z 6niine alinirsa, (2.5) esitliginde n = — o igin

(—oc) (—a)(—a—1)(—a—2)..(—a—r+1)

r r!

() (a+1)(o+2)...(a+r—1)

= (-1 3
' (2.8)
B Ly (a—DN(a)(aa+1)(a+2)...(a+r—1)
= (=D (a—1)!r!
_ (_1>r1“(06+r)

I'a)r!

elde edilir. Bunlarin yamsira (2.6)’de o yerine —o alinir ve (2.8) negatif binom agilimi

kullanilirsa,

1 n
U () = =3 Z —rh) (2.9)

esitligi o € Z" igin elde edilmis olur. (2.7)’de ifade edilenlere benzer olarak sabit n
degerleri igin h — 0 giderken limit alinirsa sonug sifir olacaktir. Burada a € R olmak

tizere, h = =4 alinirsa h — 0 i¢in n — oo olmas1 gerekir. Bu durumda fh )( ) sonlu ya

da sonsuz olabilir ve

lim fh ( ) =a Dx_af(x>

n—oo
biciminde gosterilir.
(2.9) esitliginde o = 1 6zel durumu igin
(1) 1y I
frn )= FZ r(1)r!f(x_rh)

r=0

(2.10)

n

= Z x—rh)

19



olup (2.10) de x —nh = a ve f(x) siirekli alindiginda,

Dy F) = Tim £V (%)

n—oo
n
= lim ) f(x—rh)h
20

esitligi elde edilir. Bu son esitlifin sag tarafi Riemann toplamidir. Dolayisiyla son

esitlik

D) = [ flx-2)dz

olur. (2.9) esitliginde o = 2 icin

D) = Tim £ (x)

n—yoo

n—soo

N B r
= lim FZ %f(x—rh)
r=0

= lim i? i (r41)f(x—rh)
e 120

n+1
= I YO

r=1

n+1
= lim i(rh)f(x—rh)h
n—)oor:l

20



esitligi elde edilir. Burada Riemann toplami gz Oniine alinirsa,

X—a

DRfW = [ 2fle-2)dz
0

x—z=& = —dz=d¢&

a X

— [ 9r&)(-d8) = [-E)f(E)dg

X a

bulunur. @ = 3 i¢in (2.9) esitligi ele alinirsa,

D3f) = lim 7 (x)

.1 & e
= ,}El}oﬁr;)r(:s)r!f(x_rh)

= lim Y, CHT S (e rh)
=0

1 n+1
= — lim Z R (r41)(r)f(x—rh)h
r=1

2 n—oo

1 n+1 n+1

= —lim Y (rh)*f(x—rh)h+ % lim b Y (rh) f (x— rh)h
n—yeo r=1

2 n—yoo
r=1

(.

J/

0

esitligi elde edilir. Burada Riemann toplami g6z 6niine alinirsa,

DRI = o [ P2z
0
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seklinde olur. Bu sekilde devam edildiginde,

X

(IR

Dy O f(x) =a I f(x) = (a—1n

a
genel olarak bir gosterim elde edilir ( Podlubny, 1999; Samko vd., 1993).
Riemann ve Liouville bu son esitlikte Gamma fonksiyonundan faydalanarak tiim keyfi o
rasyonel degerleri i¢in

X

) = gy [ 6= 8% rE)a e

a

kesirli integralini ifade etmistir. (2.11) esitligi kullanilarak

1 d"
['(n— o) dx®

Df(x) =L D p) —

dx”

[=gre &g

a

kesirli tiirevi elde edilir (polubny, 1999). Eger son esitlikte alt limit sifir alinirsa (a = 0),

1 d"
['(n—a)dx"

DEf(x) = JERR IO

0

esitligi elde edilmis olur (Podlubny, 1999; Miller ve Ross, 1993).

Tamm 2.2.2. (Griinwald-Letkinov Kesirli Tiirevi)
f stirekli bir fonksiyon ve {f (m) (x) :m=1,2,3,...,n+ 1} tiirev fonksiyonlar1 da [a,x]
kapali aralifinda siirekli olmak iizere, n € N, n < o < n+ 1 icin f fonksiyonunun

o. mertebeden Griinwald-Letkinov kesirli tiirevi,

fO@)(x—a)
= TI(—a+r+1)

i T(—ocjlthr 1) /f("+1)(5)(x— E)"*dE

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.2.3. (Caputo Kesirli Tiirevi)

neNven—1< o <nigcin f fonksiyonu n defa diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak
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tizere, f fonksiyonunun . mertebeden Caputo Kesirli tiirevi,

DEFW) = s [ 1@ =8 g

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tamm 2.2.4. (Conformal Kesirli Tiirevi)
f :[0,00) — R bir fonksiyon olsun. f’nin her # >0, o € (0,1) i¢in . mertebeden

konformal kesirli tiirevi,

Ta(£)(0) = tim LU HED = F(0)

e—0 E

(2.12)

seklinde tanimlanir ve Ty, f ile gosterilir (Khalil vd., 2014).

2.2.2 Kaesirli tiirev ve integralin ozellikleri

1. Riemann Liouville lineerlik 6zelligi:
oDy (mf(x) +ng(x)) = maDY f (x) + oDy g(x)

(Podlubny, 1999)

2. Riemann Liouville kesirli integrallerin birlesme 6zelligi:

A% (P F(x)) = L& P £ (x)

dir (Samko vd., 1993).
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Ispat .

1

AR = gy [ 0% o)

- o / (-0 (ﬁ / <r—z>ﬁ1f<z>dz)

a

esitlifinin sag tarafinda integrasyon sirasi
a<z<tvea<Ii<x=a<z<ti<x

siir degisimine bagli olarak degistirilirse,

(AP f(x) = m/xﬂz)(/x(x—f)a_l(t—z)ﬁ_ldt)dz

esitligi yazilir. Simdi bu esitligin sag tarafindaki i¢ integral

t—z dt
t=z+(x—2u=u=——=du=——
xX—z X—z

doniistimii altinda hesaplanirsa,

X 1

[0 =P Yar = [ (-2 =90 e+ (- 9P (v

z 0

1
— (x—g)@HB-] /(1 — )% P gy
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oldugu gortiliir bu esitlik yerine yazilirsa,

BT = Frarrgy [ TR e
= farp [ e
= al)(chrﬁf(x)

seklindeki birlesme 6zelligi elde edilir (Samko vd., 1993).

. Riemann Liouville yer degistirme 6zelligi:

Birlesme 6zelliginden,
aly’ (a]ff(x)) =a If (ol f(x))

oldugu agikca gosterilebilir (Samko vd., 1993).

. Riemann Liouville kesirli integrali i¢in,

oL () = f(x)

dir (Samko vd., 1993; Kilbas vd., 2006).

Ispat . Ispat1 yapmak icin
1 X
LI = gy [ =0 s

a
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kesirli integral tanimina bir kez kismi intagrasyon uygulamak yeterli olacaktir.

Burada u = f(t) ve dv = (x —t)%*~'dt segelim; boylece

X

—(x—0)2|"

o

S = o [f(t)

fla)(x—a)® 1

Flat1)  Tlatl) a/(x_t)af,(t)dt

esitligi elde edilir. Burada 6zel olarak o = 0 alinirsa,

250 = L8 s [

elde edilir (Samko vd., 1993; Kilbas vd., 2006).

. Riemann Liouville kesirli tiirevi i¢in Leibniz kurali:

o)

D) = X () Dhr0s et

k=0

(Miller ve Ross, 1993; Bologna, 2005).

(2.13)

. Konformal(conformable) kesirli tiirevi asagidaki 6zellikleri saglar, t > 0, o € (0, 1]

ve f,g, o-tiirevlenebilir olsun o halde

(@) Ty(af+bg) =aTly(f)+bTu(g), hera,b € R
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(b) Ty (tP) = ptP~%  her p € R i¢in

() Ta(A) =0,f(r) = A biitiin sabit fonksiyonlar i¢in

(@) Ta(f8)(t) = f(1)Tulg)(t) +&(1)Talf)(1)

f
(e) Toc(g)

(0 Ta(f(2)) =t

_ 8Ta(f) — fTu(g)

adf

g2

5 0

dir (Khalil vd., 2014).

ispat . (d) (2.12) tanim1 goz Oniinde bulundurularak fg fonksiyonun konformal

kesirli tiirevi,

To(fg)(?)

fletrer = %)g(eter' =)~ f(1)g(1)

T
£20 £

lim LUt glrer™ )~ f(ng(rter =)+ f(D)g(t+er' ™)~ f(1)g(r)
£—0 €

gg% (f(t+et1;a)f(t)g(t+8tla)> + £t élg(l) g(l+811;a)*8(1)

To(f)(0) lim gl +211~%) + (1) Tu(g) (1

F(OTa(8) () + () Tu(f)(2)

seklinde bulunur (Khalil vd., 2014).

Ispat . (f) esitliginin ispati i¢in (2.12)’de verilen konformal tanimi geregince

To(f(t)) = lim fle+e'™*) — 1)

£—0 €
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€ = t'~%h doniisiimii altinda esitlik,

L fh) = £

h—0 hto—1

flt+h) —f()
h

To(f(2) =

% lim
h—0

seklinde bulunur (Khalil vd., 2014).

2.2.3 Baz temel fonksiyonlarin Kesirli tiirev ve integralleri

1. f(x)=xP,B > 0 fonksiyonunun (2.1) tanim geregince kesirli tiirevi

D) = P )b (q B) e

(B—a+1)
dir (Miller ve Ross, 1993). Burada 6zel olarak o = % ve B =2 alinirsa,

g T@HD 5
Dxf(x)_r(z_%+l) 3\/&

8 3

x2

o=

bulunur. Son bulunan ifadenin tekrar 1/2. mertebeden kesirli tiirevi alinirsa,

18 3 13
D: 2)= ——DiZx2
FGEN) = AR
3
= 8 F(2+1) x%f%
3T (3—3+1)
_ 8 5HTG)
= — X
3o 1!
= 2x
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oldugu goriilir.  Verilen f(x) fonksiyonun (0,x) araligi iizerinde R-L kesirli

integrali (2.4) esitliginden,
Nt P [e—neibar
' [(e)
0
t =ux = dt =xdu

1
_ 1 oa— B
= WO/(X_MX) Y (ux)P xdu

1
XO—1+B+1 B
= W/(I—M)a 1I/lﬁdl/t
0

ﬁ(a7ﬁ + 1)x(x+ﬁ
I(e)

F(B + 1) xoc+B
Na+pB+1)

seklindedir (Samko vd., 1993; Miller ve Ross, 1993).

2. f(x) = c fonksiyonunun (2.1) esitliginde verilen tanim yardimiyla kesirli tiirevi

Lineerlik 6zelliginden,

D% = c¢D%1

= ¢D%1.xY

(1)
= C.mx

—a

—a

cx
I'l—a)
esitligi elde edilir (Podlubny, 1999).
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3. f(x) = ¢* fonksiyonunun Riemann Liouville kesirli integrali:

o N
e’ = Z x_‘ esitligi ve (2.4) kesirli integral tanimindan,
=n!

X
ol%(e") = FLOC)/(x—t)a_letdt
0
1 r a1,y " d
= F—a)o/(x—t) (nz:;);) t
yazilir. Sayet burada |¢| < 1 ise, o zaman
X
of% (e ni %/(x—t)a_lt”dt
=00

yazilir. Bulunan bu son integralde r = ux doniistimii yapilirsa,

1
1 &1
ol¥(e") = (e Z ;/ x — xu) 1 (ux) " xdu
n=0 0
o 1
— Z'x / Ot 1 ndu
n=0 n! 0
1 o-+n
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bulunur. Burada I'(n+ 1) = n! oldugu diisiiniiliirse,

I(X — (04
Oie) =4 Z a+n+1)

elde edilir (Podlubny, 1999; Miller ve Ross, 1993).

1
4. f(x)= fonksiyonunun Riemann Liouville kesirli integrali:
1

1
1—x

= Z X" esitligi ve (2.4) kesirli integral tanimindan,
n=0

I = o 0/ (=)
— _j;_ x.x__ a—1 - " d
”%/( 0o (R
— %@i/(x—t)a dr
n:OO

yazilir. Bulunan bu son integralde r = ux doniistimii yapilirsa,

1
1  [—— _
olf‘(l —x) = (@) nzb/(x—xu)a Yux)"xdu
0
1
— Ochn/ Ot lu”du
”* 0

L L § g
= F(a)n;() B(a,n+1)

_ Z asnl F(n-l—l)
a+n+1)

= I'(n+1)
— (04 o\ vy n
-7 Zl—‘(OH—n—l—l)x

n=0
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bulunur (Podlubny, 1999; Miller ve Ross, 1993).

f(x) = sin(x) fonksiyonunun . mertebeden Riemann Liouville kesirli integrali:
sin(x ’g % Taylor seri acilim1 ve (2.4)’de verilen kesirli integral
tanimindan,

x
oI%(sin(x)) = FLoc) / (x— 1) (sin(t))dt
0
17 g e
- F—a)o/oc—r) (L 1" iy
RN G Vi
- F(a),;)(ZnJrl)! O/(x_t)altzmd’

bulunur. Bulunan bu son integralde r = ux doniisiimii yapilirsa,

1

oI%(sin(x)) = r P 2n+ 1 ' / (1x)>" xdu

nO 0

1 © (1) a+2n+1
( ) X /(1_u)06—1u2n+1du
0

- r(a)nzo (2n+1)!

_ ) o+2n+1

= o,2n+2

)n a+2n+1 F( )F(2n+2)

- Z;) T(2n+2) T(o+2n+2)

) 2n+1

(04
= x
,;'OF (a+2n+2)
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seklinde bulunur (Podlubny, 1999; Miller ve Ross, 1993). Burada 6zel olarak

o = —1 alinirsa,
B ‘ o0 (_l)nx2n
1! = -2
O X (Sln(x)) r;) 1—\(2’1_'_ 1)
B i (_l)nx2n
&= (2n)!

= cos(x)
olur. Ayni esitlikte ¢ = 1 yazilirsa,

oo (_ l)nx2n+2

ol (sin(x)) = TRni3)

n=0

00 (_1)nx2n+2

- ¥

= (@2n+2)!
rF A .
- 5_5 a—’_...
2 4 L6
X=Xt ox
B TR TR R
= 1—cos(x)

elde edilir. Goriildiigii lizere,
/ sin(x)dx = —cos(x) + ¢

integralinde ki ¢ sabitinin 1 oldugu goriiliir ve bu sekilde daha iyi bir integral hesabi

yapilmis olur.
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6. f(t) =" fonksiyonunun Konformal kesirli tiirevi (2.12) tanim1 geregince

() = tim DI

£—0 £

i (Z)t”_k(stl_a)k —_

. k=0
= lim
e—0 E

Cim M+ (M ter =% L+ (1) (et ) -1
N e—0 &

Q"+ M0 (e )

= lim
e—0 E
n! o
— 1(n—1)1e-l
= m"
dir (Khalil vd., 2014).

7. f(t)=c, c € R fonksiyonunun Konformal kesirli tiirevi

T(f) = tim LEET) = S0)

e—0 E

c—¢C

= lim
e—0 €

dir (Khalil vd., 2014).

8. f(x) = sin(x) fonksiyonunun Konformal kesirli tiirevi
To(f(x)) = x'"%cos(x)

dir (Khalil vd., 2014).
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9. f(x) = cos(x) fonksiyonunun Konformal kesirli tiirevi

Ta(f(x)) = x'~*sin(x)

dir (Khalil vd., 2014).

10. f(x) = ¢* fonksiyonunun Konformal kesirli tiirevi

To(f(x)) =x'"%"

seklinde hesaplanir (Khalil vd., 2014).

2.3 Diferansiyel Geometrinin Temel Kavramlari
2.3.1 Afin uzay
Tamm 2.3.1. (Afin uzay)

A # @ bir kiime ve V, K cismi iizerine taniml1 n-boyutlu bir vektor uzay1 olsun. Eger

fiAXA— V

(N,M) = F(N,M)=NM

fonksiyonu,
1. VN,M,K € Ai¢in f(N,M)+ f(M,K) = f(N,K)
2. VN € AveVa €V igin f(N,M) = o bigiminde bir tek M € A noktasina sahiptir.

ozelliklerini sagliyorsa A kiimesine V' vektor uzayi ile birlestirilmis bir Afin Uzay denir.

Ayrica bu 6zelliklere afin aksiyomlar: adi verilir (Hacisalihoglu, 2000).
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Tanim 2.3.2. (Afin ¢at1)

A,V Vektor uzayiyla bagdastirilan bir Afin uzay olmak iizere, qg,q1,...,q» € A noktalar

icin {qoqi , qoqﬁ, v qoq,\,} vektorlerinin sistemi V' vektor uzayinin bir bazi ise

{f]o,f]l,--';%}

n+ 1 elemanl kiimeye A Afin uzayinda bir Afin cati olarak tanimlanir. Burada g
noktasina catinin baglangi¢c noktasi, gi,¢»,...,q, noktalarina da bu c¢atinin u¢ noktalar

denir (Hacisalihoglu, 2000; Yiice, 2022).

Tanim 2.3.3. (Germe aksiyomu):
S ={v1,v2,..., v} bir V vektor uzayinda vektorlerin bir ciimlesi ise V’deki her bir vektor
S’deki vektorlerin lineer birlesimlerinden olusuyorsa, S climlesi V’yi geriyor ya da V

uzayi S ile geriliyor denir ve

span{S} veya Sp{vi,va,...,vx}

seklinde gosterilir (Hill ve Kolman, 2002).

Tanmim 2.3.4. (Lineer bagimlilik, Lineer bagimsizlik):

Bir V vektor uzayindaki vy, vy, ..., v vektorleri i¢in

k
avi=avi+ava+...+aviy =0
i=1

1=

seklinde verilen esitligin tamamu sifir olmayan ay,as, ...,a; sabitleri varsa bu vektorlere

lineer bagimhdir denir. Bu durumda; vy, vy, ..., v; vektorleri icin
a=ar=..=aq,=0

sartin1 sagliyorsa bu vektorlere lineer bagimsizdir denir (Hill ve Kolman, 2002).
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Tamim 2.3.5. (I¢ carpim)

V, A ile birlesen herhangi bir afin uzay olsun, V lizerinde bir i¢ carpim V’deki u,v

vektorlerinin sirali herbir ¢iftleri i¢in (u, v) reel sayisina karsilik getiren

<,>:VxV =R

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar1 gercekliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir (Hacisalihoglu, 2013). Yu,v,w € V ve Va,b € R i¢in

1. Bilineerlik aksiyomu;
<au+bv,w>=a<u,w>-+b<v,w>

<u,av+bw>=a<u,v>+b<uw>

2. Simetri aksiyomu;

<u,y>=<wvu>

3. Pozitif tamimlilik aksiyomu;

4 —
<u,u>>0dir. Ayrica<u,u >=0u= 0,

esitliklerini saglar (Hacisalihoglu, 2013).

2.3.2  Oklid uzay

Tanim 2.3.6. A = R” bir reel Afin uzay ve R" ile birlesen vektor uzayr V = R" olsun.

x = (x1,X2,...%2),y = (¥1,¥2,...yn) € R"i¢in V vektor uzayinda i¢ carpim

<,>: R"XR"—R

n
(xay) —<X,y >= .leiyi

1=

seklinde tammlamir ve R” Afin uzaymda n-boyutlu Oklid uzayr olarak adlandirilir.

Boylelikle bir Geometri i¢in temel kavramlar olan R"*’de uzaklik ve a¢1 gibi metrik

kavramlar tamimlanabilir. Oklid uzay1 E” ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).
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Ornek 2.3.1. (2-Boyutlu standart 6klid uzay1)

Yukarida verilen (2.3.6) taniminda 6zel olarak n = 2 segilirse 2-boyutlu 6klid diizlemi
dedigimiz reel diizlemi elde ederiz. X = (x1,x2), Y = (v1,y2) € R? olmak iizere R?
vektor uzayinda Oklid i¢ carpimi da,

<> RZxR?->R

2
(x,y) <X,y >= lei)’i =X1y1+X2)2

1=
biciminde tamimlanir ve E? ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.3.7. (Metrik uzay)
A # @ bir kiime olsun.

d: XxX—R

(x,y) = d(x,y)

fonksiyonu
1. d(x,y) >0, Vx,yeX
2. d(x,y) =0x=y
3. d(x,y) =d(y,x)
4. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)

aksiyomlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de

metrik uzay denir (Yiice, 2022).

Tamm 2.3.8. (Uzaklik)
V¥, € E" Oklid uzayinda iki nokta olsun. O halde

d: E'"xE"—=R

(x,y) = d(x,y) = [T = ( il@,-_x,.)z)é
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taniml1 d fonksiyonuna E” Oklid uzayinda uzakhk fonksiyonu ve d(x,y) reel sayisina da

iki nokta arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.3.9. (Oklid metrigi)
V¥, ¥ € E" Oklid uzayinda iki vektor olmak iizere,

d: E"XE'"SR
(x,y) = d(x,y) = |||

seklinde taniml1 d fonksiyonuna E” de Oklid Metrigi denir. ¥ ile 7 vektorleri arasindaki

ac1 ¢ ise <%, 5>
<T, Y >=|[¥[IIY | cos(¢) = cos(9) = [l

seklinde yazilabilmektedir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanm 2.3.10. (Oklid catisi)

n boyutlu reel i¢ carpim uzay1 W olmak iizere, W ile birlesen E” Oklid uzayinda siral bir

{90,491, ...,qn} noktasi i¢in eger

{q0q1,9095; ---,q0qn}

vektor sistemi W’nin bir ortonormal bazi ise {qo, g1, ...,q» } dik catisina OKklid catis1 denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.3.11. (Standart 6klid ¢atisi)
{&,&1,..,&x} € E" olmak iizere

gO: (0a07 >0)
él - (1707 70)
&= (0,0,...,1)
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seklinde tanimli ¢atiya 6zel olarak standart Oklid catisi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Ornek 2.3.2. 2, 2-boyutlu Oklid uzayinda,
Po = (01702)71)1 = (al +COS(6)’a2 + Sin(e)),pz = (al - Sin(9>7a2 +COS(9))

noktalari, Vay,a;,0 € R igin bir dik ¢at1 meydana getirirler ¢iinkii

popi = (cosB,sind)
pops = (—sinB,cos0)
<[7o_?,~,popj>: —sinBcosO +sinBcosO =0

olur ve dolayistyla { popi, pop’} vektor sistemi R? vektor uzayi icin bir ortonormal bazdir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.3.12. (Oklid koordinat sistemi):

[E"de bir x noktasimin E"de ki standart Oklid catisina gore karsilig
n
E—O;C = inEOEi
i=0

dir. Buradaki

xitE,— R, 1<i<n

fonksiyonlarina x noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {x;,x;,...x,} siralt ve
reel degerli fonksiyonlar n-lisine de E”’in Oklid koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu,

2000).
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2.3.3 Egriler teorisi

Tanim 2.3.13. (Egri):

I CR ve I = (a,b) agik bir alt aralid1 olsun,

o: I—-E"

t—a(t) = (oq(t),00(t),...,0(1))

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise o(/) C E" alt kiimesine E" de (I, ) koordinat

komsulugu ile tanimlanmusg bir diferansiyellenebilir egri ad1 verilir (Yiice, 2022).

Tamm 2.3.14. (Hiz vektorii):
E" uzayinda (1, @) koordinat komsuluguna karsilik gelen bir M egrisi verilsin. ¢ : [ — E”

egrisinin koordinat bilesenleri @ (z), ax(¢), ..., &, () olmak iizere,

o(t) = (o (t),00(t),...,0p(t))

seklinde yazilabilir. a egrisinin () noktasindaki iz vektorii o' (¢) ile gosterilir ve

doy dop doy,

o' (1) =
®) (dt’dt’ T dt

seklinde ifade edilir (Yiice, 2022).

Tanmim 2.3.15. (Yay uzunlugu):
E™ uzayinda (I, @) koordinat komsuluguna karsilik gelen bir M egrisi verilsin. o : [ — E”

egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu ¥ olmak iizere,
t
8() = [ o (w)
Ty

dir. 9(¢) = 1 ise a’ya birim hizl egri denir ve s parametresi ile gosterilir (O’Neill, 2006).
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Tanim 2.3.16. (Frenet catisi):
(1, &) koordinat komsulugu ile verilen, E*> Oklid uzayinda tanimh « : I — R3 birim hizh
egrisi icin

T(s) = a/(s) (2.1)
seklinde tammh 7(s) vektoriine ise «(s) e@risinin birim Teget vektorii denir

(Hacisalihoglu, 2000). Buna gore T, ¢ egrisi boyunca vektor alanidir. Bir egrinin asli

normal vektorii,

a//(s)
N(s) = — 2/ 2.2
)= (o)l (22
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).
B(s) = T(S) AN(S) = LW A& s) ng{f(gn(‘?) 2.3)

Seklinde tanimli B(s) vektoriine ise o egrisinin o/(s) noktasindaki Binormal vektorii

denir (Hacisalihoglu, 2000).

Bu tanimlara gore o : I — R3 uzay egrisi boyunca T(s),N(s) ve B(s) vektorlerine
egrinin o(sp) noktasindaki Frenet Vektorleri denir. {7 (s),N(s),B(s)} sistemine de o

edrisinin a(sg) noktasindaki Frenet Catisi olarak adlandirihir. 7,N ve B baz vektorleri

oldugundan
T' =a T +apN +a3B 2.4)
N = a1 T 4+ apN + a»3B (2.5
B = az1 T +azN +azsB (2.6)

ifadeleri yukaridaki gibi yazilabilir. Burada (a;; : i, j = 1,2,3), s’ye bagli fonksiyonlardir.
(2.4),(2.5) ve (2.6) ifadeleri asagidaki matris formatinda yazilabilir.
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/

T ayl ap a3 T
!/ =

N azl axp a3 N

/
B as; azx asjz B

Bu matrisin elemanlarin1 bulmak i¢in (2.4) esitliginde esitligin her iki tarafi T ile i¢
carpilirsa,

<T'.T>=ay <T,T >+ajn <N, T >+a;3<B,T>

esitligi elde edilir. 77 ile T dik oldugundan,

ay =<T' T >=0

dir. (2.4) esitliginde esitligin her iki tarafi N ile i¢ carpilirsa,

<T'.,N>=ay <T,N>+aj» <N,N>+aj3 <B,N >

esitligi elde edilir. Buradan (2.1) ve (2.2) yardimiyla,

"
1
< 06", M >=ajp = ajpp = M < (X//, OC/I >=

"IIF =l

le||” = [lox

le”|

olur. Ozel olarak

app =K== ||O£N|| (2.7)

olarak ifade edilebilir. (2.4) esitliginde esitliin her iki tarafi B ile i¢ ¢arpilirsa,
<T',B>=ay; <T,B>+a;, <N,B>+a;3<B,B>

bulunur. Buradan (2.1) ve (2.3) yardimiyla,

"

>=0

<T'B>=ai3=an=<a',TAN>=<a",d A || ©
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katsayisi elde edilir. Simdi ayni sekilde N' ifadesine bakalim ve bunun igin (2.5) ifadesinde

esitligin her iki tarafi 7 ile i¢ ¢arpilirsa

<N,,T >=ap <T,T >+ay <N, T >+ayy3 <B, T >=ay

olur. < N,T >= 0’1n her iki tarafinin tiirevi alinip (2.7) esitligi géz 6niinde bulundurulur

ise
<N, T>=0= <N, T>+<N,T'>=0
= <N.T>=—-<N, T >=—|d"|=-x
dir ve a1 = —«k oldugu gosterilmis olur. (2.5) ifadesinin her iki tarafi N ile i¢ ¢arpilirsa

< N',N >= ay, = 0 bulunur. Aym esitlik B ile i¢ ¢arpilirsa,

Z i

<N B>=ap=a3= <(—=), 0 At >
Bz = < (o) @ M o]
v (XI// a//\ a// .
o " o]

< OC/, o' Ao >
loe” |2

esitligi elde edilir. Bulunan bu son esitlikte 6zel olarak

a3 ="1 (2.8)

diyelim. Matris sisteminin son olarak 3. satirin1 bulmak i¢in (2.6) ifadesinde esitligin her
iki tarafi T ile i¢ carpilirsa, < B',T >= a3; bulunur. < B,T >= 0 oldugundan her iki

tarafinin tiirevi alinirsa,

a31= <B ,T>+<BT >=0

= <B.T>=—-<BT >=-a;3=0
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esitligi elde edilir. Aym esitlik N ile i¢ carpilirsa < B',N >= a3, ifadesi ayn1 ¢6ziim

yontemi ve (2.8) esitligi yardimiyla

< B/,N >=aqa3z =—ay3=—"T

oldugu goriiliir. (2.6) esitliginin her iki tarafi B ile i¢ carpilirsa

<B ,B>=ay3=0

seklinde bulunur. O halde bizim elde etmek istedigimiz Frenet matrisi {a;; : i, j = 1,2,3}

degerlerini yerine yazarsak

T’ 0 k¥ O J T
N [=]| -k 0 = N
B 0 -7 0 B

dir. Dolayisiyla bu matris sisteminden asagidaki sonug verilebilir (Oprea, 1997; Yiice,

2022).

Sonug 2.3.1. R3 uzayinda o : I — R? birim hizh egrisi k egrilikli ve T burulmali bir egri

olsun. ||&’|| = 1 olduguna gore Frenet denklemleri,

T'(s)= K&N(s)
N'(s)= —«T(s)+ tB(s)

B'(s)= —1N(s)

dir (Oprea, 1997; Yiice, 2022).
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Tamm 2.3.17. R? uzayinda tanimh birim hizli « : I — R3 egrisi igin

Kk: I—-R
K(s) = [IT"(s)||

seklinde @ egrisinin k egrilik fonksiyonu tanimlanir ve k(s) € R sayisina o(s) noktasindaki

egriligi denir (Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 2.3.18. E3 Oklid uzayinda o : I — R3 birim hizli egrisi igin,

7: I—R

<o, Na" >
loe” |2

7(s) = — < B'(s),N(s) >=

seklinde tanimli T fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu olarak adlandirilir.

7(s) € R sayisina egrinin &(s) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2016).

Teorem 2.3.1. (Keyfi hizda egriler icin Frenet ¢atis1 ve formiilleri)
o : I — R egrisinin Frenet Vektor alanlar1 7,N ve B ile egrilik ve burulmasi x ve 7 ile

gosterildigine gore,
a/
le]]

a' Ao
[’ Ao

B—

N= BAT

lo" A o]
3
le]|
<o Na" " > B det(OC’, o Ot”/)
lona P el

dir (Oprea, 1997).
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Ispat. T,N ve B baz vektorleri oldugundan

T = ay T +a;pN +a13B (2.9)
N = anT +a»N + ax3B (2.10)
B =as31 T +axN +asz3B 2.11)

ifadeleri yukaridaki gibi yazilabilir.

T' apl app a3 T
N |= | an axn ax N
B’ as; as dass B

(2.9),(2.10) ve (2.11) ifadeleri yukaridaki matris formatinda yazilabilir.
(2.9) esitliginde, esitligin her iki tarafi T ile i¢ carpilirsa,

<T'T>=ay <T,T>+ajn <N,T>+a;3<B,T>
esitligi elde edilir. 77 ile T dik oldugundan,
a1 =<T'.T>=0
ifadesi bulunabilir. (2.9) esitliginde, esitligin her iki tarafi N ile i¢ ¢arpilirsa,

< T/,N >=ay <T,N>+app <N,N>+4a;3<B,N>

47



esitligi elde edilir. Buradan < T’,N >= ay, olur ve

"= ()
[

B aﬁHO‘/H—O‘Kﬁ&%f
= 2
o]
oo P —o < oo >
le’||?
oldugundan
oty 8 oc”||oc’H2—a’<oc’,a”> o' Na” y o
le'|? e Aol ) [led]

1 < "y 2 / I/, / " /
= o'l || —a <a,a" > (0 Aat)ANa
o [|4. ][’ Ao ’ ’

1 { 2 " / " / 1M / ! " !
= ||| <a” (' nad YN > <" > <o (A" )AN o >
la||*. [’ A ’ ’ — -

0

1
<
le/|[>-le’ A e

a’ (N YA >

bulunur. Bulunan son esitlikte
— — o
(dANDINC=-d<b,>+b<d, 7>

kural1 kullanilirsa,

1

<ad' —ad<d d">+d"<a. o >>
[e|[2]le’ A ’ ’ ’

ap =

1 / ! /! 124 / 174 / 174
= <00 ><o .0 >—<o.0 >x<o0.,.0 >
To Pl Ao < & ’ ’ o >)
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esitligi elde edilir. Son esitlikte,

|AAB|I>= <AABAAB>

= <AA><B,B>—-<AB><A,B>

Lagrange Ozdesliginden faydalanacak olursak,

Ha/ A a//H2

lo[[? ] Ao

app =

lo" A o]

lo’]?

bulunur. (2.9) isitliginin her iki tarafi B ile i¢ carpilirsa,

a”||a’||2—a’<a’,a”> a’/\(x”>

= <T' B>=
s ’ < It ol Ao

1
= e — (H(X/HZ-< OCN,OC//\OC” > < OC/,OC” S < OC/,OC//\OC” >)
lo[Pfle” Ae”| S y

-~ -~

0

bulunur, (2.10) esitliginin her iki tarafi 7 ile carpilirsa,

<N.T>=a) =<B' AT+BAT',T >

esitligi yazilir. Buna ek olarak

<N,T>=0=<N,T>=—<N,T >=—ap,
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olur. (2.10) esitliginin her iki tarafi N ile ¢arpilirsa, < N',N >= ay; = 0 bulunur. Aynm
sekilde (2.10) esitliginin her iki tarafi B ile ¢arpilirsa, < N', B >= a3 olur diizenlenirse,

axz= <BANT+BAT' .B>=<B' ANT,B>+<BAT,B>=<B'AT,B>
~———
0

(a///\a//+a//\a///)Ha//\a//”_||a//\a//‘|/.(a//\a//) a/ a//\a//
lo' Ao || lo||” [l Ao

1
= <Hoc’Aoc”[ <(oc’Aoc’”)/\oc’> - \a’Aa”]’<(a’Aa”)Aa’>,a’Aa”>

o[l A o|?

1
= e[l AP [HOC’/\OC”HIOC’H2 <a" o' Nt >]

_ Ha/H del‘(OC/ o OC"/)
||Ot’/\0£”||2 Y 9

bulunur. (2.11) esitliginin her iki tarafi sirasiyla 7, N ve B ile ¢arpilirsa,

a1 = —a;3=0
ayp = —a3
a3 = < BI,B >=0

olduklar1 acikca gosterilebilir. Dolayisiyla kurgulamis oldugumuz Frenet formiilleri

v = ||| oldugu diisiiniilerek ,

[ ] o/ Al ]
: 0 =oz 0
d o’ d
N |=v B Ha/ A a//H 0 det(Ot’, OC”, OCW) N
Ha/HS Ha//\aNHZ
B 0 det(o,a", 0" 0 B
L i i ||a//\a//H2 1 L .

bulunur. Basitce
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T’ 0 x O T

N |=V| -« 0 7| |N

B’ 0 -7 0 B

seklinde de ifade edilebilir. Buna bagh olarak asagidaki sonug verilebilir (Yiice, 2022;
Oprea, 1997).

Sonug 2.3.2. R? uzayinda o : I — R3 egrisi x egrilikli ve T burulmali bir egri olsun.

||| = v olduguna gore Frenet denklemleri,

T'(s) = vkN(s)
N'(s) = —vkT(s)+vTB(s)

B'(s)= —vTN(s)
seklindedir (Oprea, 1997; Yiice, 2022).

2.3.4 Darboux vektorii ve RMF catilar

Kat1 bir cismin hareketi mevcut konumda cismin icerisinde sabit olan 7, N ve B birim
vektorlerinin bir hareketi oldugu diisiiniiliir (Stoker, 1989). Kat1 bir cismin kinematigini
anlamak i¢in cismin igerisine gomiilii 77 (s) vektoriinii ele alalm. 7 (s) vektorii T, N ve

B ortonormal sisteminin uzayinda yattig1 i¢in ay,a»,a3 € R olmak iizere,
T (s)=aiT +aN +a3B (2.12)
seklinde ifade edilebilir. (2.12) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

7'(s) =a\T' +aoN' +a3B' (2.13)
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bi¢iminde bulunur. Biz biliyoruz ki Frenet denklemlerinde

?/ = x1T +xoN +x3B
(2.14)

= <T'.T>T+<T'N>N+<T',B>B
dir. Ifade edilen (2.14) esitliginde
<T,T>=1=<T'T>=0, <T,B>=0&=<T',B>=—-<T,B >

oldugundan,

T'—<T'N>N—<T,B >B

bulunur. Burada N =BAT ve B= —N AT oldugundan,

T'— <T' N>BAT+<T,B'>NAT
(2.15)

= (<T',N>B+<T,B >N)AT

olur. (2.15) esitliginin sag tarafina ( <N',B> T) AT = 0 eklenirse,

T'= (<T' N>B+<T,B'>N)AT+(<N,B>T)AT
(2.16)

= (<T',N>B+<T,B >N+ <N ,B>T)AT

esitligi elde edilir. Burada 6zel olarak

D=<T'N>B+<T,B>N+<N B>T (2.17)
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denirse,

D= <T'N>B+<T,BB>N+<N B>T
= <KkN,N>B+<T,—tN>N+<—-«xT+1tB,B>T (2.18)
= 1T+ kB

bulunur. Ozetlenecek olursa,

DAT = (tT+«kB)AT =xkN=T'
DAN= (tT+«kB)AN=1B—«xT =N’

DAB= (tT+«kB)AB=—tN=B
oldugu acikca goriiliir. Son olarak bulunan bu ifadeler (2.13) esitliginde yerine yazilirsa,

@ = aDAT+aDAN+a3DAB
S

= DA (alT +a2N+a3B)

= DAF(s)
olur (Stoker, 1989). Bu esitlikler goz oniine alindiginda asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 2.3.19. « : I — R3 birim hizli egri icin
D(v) = 1(v)T(v) + k(v)B(v)

vektoriine Darboux Vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000 ).

D(v) _ 1 (‘L’(U)T(D) + K(v)B(v>>

PO) = 1) = V) r )
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vektorii ile tanimli & egrisine ise Darboux Gostergesi denir. Bu vektor aslinda {7, N, B}

Frenet catisinin her v aninda bir vida hareketi yaptig1 eksendir (Hacisalihoglu 2000 ).

D(v)xT(v)= T'(v)
D(v)xN(v)= N'(v)

D(v) x B(v) = B'(v)

Yukaridaki ifadeden anlasilacag lizere T, N ve B vektorlerinin ani degisimi kendisine ve
D vektoriine ortogonal oldugunu gosterir. Bu davranig D tarafindan tanimlanan eksen
civarinda Frenet catisinin ani bir hareketini karakterize eder. Ortak bir eksen olarak D
civarinda ani bir sekilde siipiiriilen konik yiizeyler olarak T,N ve B dikkate alinabilir. Bir
¢ acis1 tarafindan DD civarindaki bu vektorlerin herhangi bir yonelimi tanimlanabilirse, Ldi_('g

ani donme oranina karsilik gelen Darboux vektoriiniin biiyiikliigii,
D) =/ &*(v) + 7%(v)

sekliyle verilir. Bu D vektorii genellikle bir uzay egrisinin “toplam egriligi” olarak
adlandirilir. Tabiki de D genel bir uzay egrisi boyunca hem biiyiikliigii hemde yonii
degisir ve bu Frenet catisinin anlik donme oranini tanimlamamizin nedenidir (Farouki,

2008).

Tamm 2.3.20. (RMF cat1)

(f1, /2, f3) bir ortonormal ¢ati olsun. w Darboux vektorii < w, f; >= 0 oluyor ise f;’e gore
en az donmeye sahiptir veya f; ve fi’'mn tiirevleri f;’e paraleldir denir. Bir uzay egrisi
boyunca (7,N,B) Frenet catist N normal vektoriine gore en az donmeye sahiptir. Yani,
a € R olmak iizere f} = af; ve fi = af; ise f;’ye gore rotasyon minimizedir. Bu durum
Frenet catisi i¢in

T'=«xN, B =—-1N

54



T’ ve B/, N’ye paralel oldugundan

w=1T+xB= <w,N>=0

dir. O halde (T,N,B) Frenet catis1 N'ye gore rotasyon-minimizedir (Farouki, 2014;
Farouki, 2008).

Kat1 bir cismin genel bir uzamsal hareketi zamanin fonksiyonu olarak konum ve yonii
tanimlanarak belirlenir. Cismin(kiitle merkezi) pozisyonunu tanimlamak i¢in belirli bir
noktasi secilir. Yoniinii tanimlamak i¢in cismin igerisine gomiilii (ey,e;,e3) ortonormal
bir catinin degisimi segilebilir. Genelde konum ve yonii ani bir sekilde degisir ancak
belirli hareket problemlerine yol agarlar. Frenet catis1 teget 7', asli normal N ve binormal
B vektorleri gostermek lizere bir uzay egrisi lizerindeki en tanidik ortonormal catidir
(Farouki, 2014). Frenet ¢atis1 bir cismi bir yol boyunca yonlendirmek i¢in kullanildiginda
acisal hiz w olmak tizere < w, N >= 0 dir. Yani asli normal yonde bilesene sahip degildir.
Bu noktadan noktaya bir yol boyunca N asli normal vektorii etrafinda ani bir donmenin
var olmadi81 anlamina gelir. Aerodinamikte gomiilen bir ¢ati bir u¢agin davranigindaki
cesitlilikleri karakterize etmek i¢in kullanilir (cook,1997). Bu kullanim kiitle merkezi
boyunca yalpalanma (roll), e§im (pitch) ve sapma (yaw) acisindan yalpalanma ekseni ile
hizalidir.  Yatay eksen, ucagin govdesi ve kanatlarmin ucgak igerisindeki catiya
ortogonaldir ve sapma(yatay) ekseni bu ucaga diktir. Egim ve sapma ucak burnunun
yukari-asag1 ve sola-saga dogru hareketlerine karsilik gelir ki bu durumda yalpalanma
(roll) ugagin govdesi etrafinda bir donmeye sahip oldugu anlamina gelir. Belirli bir
uzamsal yol {lizerinde Frenet catistyla uyarli kat1 bir cisim araliksiz bir harekete sahiptir.
Asli normal N etrafinda ani donmeye sahip degildir. Verilen bir yol boyunca ayrica teget
T ve binormal B etrafinda ani donme olmaksizin karakterize edilen egimsiz ve sapmasiz

kat1 cisim hareketlerini insa etmek i¢in miimkiindiir (Farouki, 2014).
Manevrasiz hareket < w, T >= 0 karsilik gelen agisal hiz vektoriiyle nemi dikkate deger

durumdadir. Bu durumda cisim yol boyunca noktadan noktaya 7" etrafinda ani donmeye

sahip degildir. (Bishop, 1975) ilk calismasi N,B’nin yerine 7 etrafinda ani donmesi
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olmayan teget 7 ve normal diizlem vektorleri u,v’yi igeren (T,u,v) ortonormal gatisini
uyarladi. (Klok, 1986) diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii olarak u, v vektorlerini tanimladi
ve (Guggenheimer, 1989) daha sonra yay uzunluguna gore torsiyonun negatif integraline
esit bir ac1 boyunca N, B’nin normal diizlem doniisii etrafinda u,v’y1 tanimlayan miktari

gosterdi.

Frenet catis1 7' vektoriine gore rotasyon-minimize olmamasina ragmen ondan bdyle bir
rotasyon-minimize bir ¢ati kolayca tiiretilebilir. Keyfi hizda bir egrinin hizt 6 = ||o/||
ve ¢ donme acis1 olmak iizere T etrafinda N,B’nin ¢ kadar dondiiriilmesiyle yeni u,v

vektorleri,

u= cos@N+sin@pB .19

v= —sin@N +cos @B

biciminde elde edilir. (2.19) ifadesinde u esitliinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
u'= —sin@@'N +cos N’ + cos 9¢'B + sin B’
= —sin@@'N+cos@o(—kT + TB) +cos 9¢'B+sin@(—1N)
= —okcos@T + (—sin@@’ —oTsin@)N + (cos ¢’ + cTcos 9)B
= —okcos@pT —sin@(¢'+0c1T)N+cosp(¢'+0o7)B

= —okcos@T + (¢'+07)(—sin@N +cos @B)

= —okcos@T +(¢'+0o7)v

esitligi elde edilir. Burada u’ ifadesinin RMF olmasi sartindan dolay1

u =aT = —okcos T + (¢’ +061T)v=a= —0KkcosQ,¢'+06T=0
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(P’+GT:0:><P’=—G’C=><P(1)Z%—/GW

acinin donme orani elde edilir. Sabit bir integrasyon sabiti olan ¢ icin yukaridaki esitlikte
integralin eksi isaretli olduguna dikkat edilmelidir (Guggenheimer, 1989). (2.19) esitligi

tekrar goz oniine alinip v esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

V= —cos@@'N —sin N’ —sin p¢’B + cos ¢B’
= —cosQ@'N —sin@po(—«T + tB) —sin@@’'B+cos p(—0TN)
= oksin@T + (—cos@@’ —cTcos )N + (—sinpp’ —oTsing)B
= oksingT —cos@(¢'+oT)N—sing(¢'+o7)B
= oksin@T + (¢’ +071)(—cos N —sin pB)

= oksin@T —(¢'+07)u
esitligi bulunur. Burada v’ ifadesinin RMF olmasi sartindan dolayi
VvV =bT = oksin@T — (¢ +0T)u=b=0cksing,0 +071=0

<P’+Gr:0=><P’=—GT=><P(I)Z%—/GW

olur. Son olarak

T' = okN = ok(cos Qu—sinQv) = au — bv

dir. O halde T etrafinda dondiiriilmiis ¢catinin denklem matrisi,

T’ 0 a —b T
u |=| —a 0 0 u
v b 0 0 %
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ile ifade edilir. Bulunan (7,u,v) ¢atistmin Darboux vektorii T,u,v baz ve cy,c2,c3 € R
olmak tlizere,

w=c1T 4+ cpu+czv (2.20)

yazilabilir. (2.20) ifadesinin her iki tarafi T ile vektorel carpilirsa,

wxT = —cyvtcau=T =—cv+c3u=au—>by

= c¢p=b,c3=a

elde edilir. Yine benzer olarak (2.20) esitliginin her iki tarafi u vektorii ile vektorel

carpilirsa,

wxu= civ—c3T =u =civ—c3T = —aT
= c3=a,c1=0

olur.  (2.20) esitligi diizenlenir ve a,b degerleri yerine yazilirsa, (7,u,v) ¢atisi

<w, T >=0ile verilen

w =bu-+av = OoKsinQu— 0Kcos Qv

acisal hiz vektorii elde edilir. Bulunan bu vektor < w,7 >= 0 oldugundan 7 etrafinda
rotasyon-minimizedir. 7" teget vektoriinii iceren bir ¢at1 bir uyarlanmig(adapted) catidir
ve T’ye gore rotasyon-minimize oldugunda rotasyon-minimize uyarlanmig(adapted) cati
(RMAF) olarak adlandirilir. Boyle catilar kat1 bir cismin dogal uzamsal hareketlerini
tanimlar ki diger ana eksenler anlik bir donmeye sahip degilken bir ana eksen yolun
tanjanti ile sabit tutulur. Bu hareketler bilgisayar animasyonunda, siipiirme isleminde
kullanilan geometrik tasarimda, robot yol planlanmasinda, doner eksenli CNC

makinelerinin progranlanmasinda ve ilgili uygulamalarda kullanighdir (Farouki, 2014).

Frenet ¢atisinin modifikasyonu ile binormal B’ye gére rotasyon-minimize eden (f,g)

yeni oskiilator diizlem vektorleri olmak iizere asagidaki sekilde belirtilir. Keyfi hizda
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bir egrinin hizi 6 = ||@/|| ve ¢ dénme agis1 olmak iizere B etrafinda 7, N’nin ¢ kadar

dondiiriilmesiyle yeni f, g vektorleri,

f = cos@T +sinpN
(2.21)

g= —sin@T +cos N
elde edilir. (2.21) esitliginde f vektoriiniin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
f'=o1sineB+ (¢’ +0K)g
esitligi elde edilir. Burada f’ ifadesinin RMF olmas1 sartindan dolay1
f'=mB=o01sinpB+ (¢’ +0K)g=m=07Tsing,¢' + ok =0

go’+m<:0:><p’:—GK:>(p(t):(p0—/GKdt

dir. (2.21) esitliginde benzer sekilde g ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
g =octcospB+ (¢ +oK)f
bulunur. f” ifadesinin RMF olmas1 sartindan dolay1 da
'=nB=g =o0tcospB+ (¢ +0K)f =>n=07cos @, ¢ + 0k =0

¢ +ok=0=¢ =-ox= (p(t):(po—/mcdt

olur. Son olarak
B = —6TN = —0Tsin@f —o0Tcos Qg = —mf —ng

elde edilir. O halde (f, g, B) catisinin denklem matrisi,
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7 0 0 ml|| 7
g 1= 0 0 n||g

B’ -m —-n 0 B

sekliyle verilir. (f,g,B) catisinin Darboux vektorii ise (2.20) ifadesindeki ayni ¢6ziim
yontemi izlenirse,

w=nf—mg=0TcosQf—oTsinQg (2.22)

elde edilir. Burada anlagilacag lizere < w.B >= 0 oldugundan B etrafinda rotasyon-
minimizedir. f,g vektorleri oskiilatér diizlemi kapsadigi icin a(z) egrisi boyunca bu
diizleme normal B etrafinda anlik donmeye sahip olmadigi i¢in soyleyebiliriz ki (f, g, B)

bir rotasyon minimize oskiilator ¢atidir. Yani RMOF dir (Farouki, 2014).
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3. BIR EGRi BOYUNCA A-KESIRLI DARBOUX VEKTORU
Bu boliimde A-Kesirli tiirevi verildikten sonra A-Kesirli tiirevi yardimiyla inga edilen
A-Kesirli Frenet ¢atisindan bahsedilecektir. Daha sonra A-Kesirli Darboux vektorii ifade

edilecektir.

3.1 A-Kesirli Tiirevi ve A-Kesirli Frenet Formiilleri
Tanmm 3.1.1. Verilen bir f(v) fonksiyonu i¢in A-kesirli tiirevi (A-FD),

RLD%
2Dy f(v) = —“gLD%f(i?)) (3.1)

seklinde tamimlanir. Tanimlanan bu esitlikte Riemann-Liouville kesirli tiirev (2.3) ve

kesirli integral (2.4) tanim1 g6z 6niine alindiginda A-FD,

=

dJy 'f 1—
MDY f(v) = —40 - _ daly 'f(v) (3.2)
‘ % dalyy ()

seklinde de ifade edilebilir. (3.2) ifadesinde & = I} 7(v) ve F(E) = oIy "f(v) olarak

almirsa A-FD, (&, F(&)) kesirli uzayinda geleneksel bir tiirev olarak ifade edilir ve

2D f(v) = dI;—(f) (3.3)

seklinde yazilir. (3.3) tiirevi ile (&,F(&))-kesirli uzayinda geleneksel bir diferansiyel

geometri olarak tamimlanir (Lazopoulos, K. A. ve Lazopoulos, A. K., 2021).

Tamm 3.1.2. A-kesirli tiirevi asagidaki ozellikleri saglamaktadir (Lazopoulos, K. A. ve

Lazopoulos, A. K., 2021).

1.Lineerlik: 2D} (mf +ng)(v) = m/ DY f(v) +n/ D} g(v)
2. Bileske(zincir) kurali: 2D (£(g))(v) = 2D? f(g(v)) D} g(v)

3.Leibniz(¢arpim) kurali: DY (f.g)(v) = 2D} f(v).g(v) + f(v). D} g(v)
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Tamm 3.1.3. R3 uzayinda A-kesirli & : I — R? egrisi icin

TA(E) = (3.4)

seklinde tanimli 7 (&) vektoriine ise @ (&) egrisinin birim A-Kesirli Teget vektorii denir.

Buna gore Ty, & egrisi boyunca vektor alanidir. Bir A-kesirli egrinin A-Kesirli binormal

vektorii,
_a(gna"()
B = @@y nar @) 33
olarak tanimlanir.
NA(E) =BA(E)ATA(E) (3.6)

ile verilen Nx (&) vektoriine ise @& egrisinin &(&) noktasindaki A-Kesirli asli normal

vektorii denir (Lazopoulos, K. A. ve Lazopoulos, A. K., 2021).

Tamm 3.1.4. A-kesirli & : I — R> egrisi olmak iizere,

Kn: I—R
(3.7

o (E) = H&’(‘E)Ad”(é)ﬂ

&/ (&)1
esitligine & egrisinin A-Kesirli egrilik fonksiyonu denir. x, (&) sayisina egrinin & (&)

noktasindaki A-Kesirli egriligi denir (Lazopoulos, K. A. ve Lazopoulos, A. K., 2021).

Tamm 3.1.5. A-kesirli & : I — R> egrisi olmak iizere,

A [ — R

(3.8)
< E(E).HE)AE) >
"= T e@rae@r

esitligine & egrisinin A-Kesirli burulma fonksiyonu denir. 7, (&) sayisina egrinin & (&)

noktasindaki A-Kkesirli burulmasi denir (Lazopoulos, K. A. ve Lazopoulos, A. K., 2021).
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Ornek 3.1.1. 5. R _ 3

v — a(v) = (v,0%,03)

egrisinin Frenet ¢atis1 ve egrilikleri:

e P T e MY TR
() e (o)  det(a(v), 0 (v),&" (1)
S O A A PO VO]

olmak tizere,

1

T(v) = (1,20,31)2)

9v*+4v2+1
B(v) = ! (61)2 6v 2>

V360* +360v2+4 y

—1

N(v) = (181)3 +4v,18v* -2, —1203 —61))

V(3604 +3602 +4).(9v* + 402 + 1)

olur. k(v) ve 7(v) egrilikleri,

K(v) = V360% +3602 +4
(9v*+402+1)V9v* +4v2 + 1
3
w(v) = 904 +9v2+1

seklinde elde edilir. A-kesirli &(v) egrisi,

- - -
a(v) =0, "vei+oly, "02er+ol, Tvies

seklinde tanimlanir. Kesirli integralin tanimu,

Pk+1) s

In k:
0% I(n+k+1)
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geregince &(v) egrisinin bilesenleri,

-y 2—
I = v
A TE RN
1=y, 2 I3 s
I = v
1-7.3 '4) 4
I = v
T TEep”
olmak tizere & (v) egrisi,
T o TE) s, TE .,
a(v)_r(3_ v 81+F(4_ v 82+F(5— Ve (3.9)
bulunur. Bu son esitlikte,
1
r@) rG-7),\*
&= v == ( & (3.10)
r(3-7v) I'(2)

degisken degisimi yapilir ve (3.10) ifadesi (3.9) esitliginde yerine yazilirsa,

w

<

_T) (TG-p N\ 2
Fie)= r<4—y>( N6 5) Gy GV

. T4 (TG-p,\7_ 6 e
Gle) = F(S—v)( ) 5> =GBy C VT

gosterimine bagh olarak &(v) egrisinin (£, F (&), G(&)) topolojik uzayindaki karsihigi,
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seklinde olur. Bu (&,F(&),G(£)) uzayindaki Frenet ¢atisini hesaplamak icin yukarida

ifade edilmis olan & (&) egrisinin & parametresine gore 1.mertebeden tiirevi,

a'(&)=e+ dl;(;)ez + dj,(;)%

olur ve bu esitligi diizenleyecek olursak,

drF(§)  TG) 3—y ., 3.0 2GB—y)77E¥7

& F(4—y)2—yr(3 e 2—y

dG(E) _ T(4) 4-y_ . 47,2 60(3-7)7 757

&E - TG-p2y OV S TGy
oldugundan,

2—? CB-1ne-v
..
. r3-y*7
bulunur. Burada iglemlerin daha kolay olmast i¢in y = 7 olsun. O halde,
ZL
1 —
&(€) = (1,977, 22 Zf ) G.11)

esitligi elde edilir. Verilen & (&) egrisinin 2. ve 3. mertebeden tiirevi sirasiyla ayni ¢6ziim
yontemi ile

r-1 r
2T 1297877

Y= 0% ey

(3.12)
2y-3 2y—-2
2(y—-1NwE27  12yy& 27

a’(E)y= |0, 2-72 "B-y2-7)
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seklinde bulunur. Bu tiirev esitlikleri gz 6niinde bulundurulur ve (3.4), (3.5) ve (3.6)

esitlikleri ele alinirsa, kesirli mertebeden Teget vektorii ve Binormal vektorii

| ) yRETT
(1,21//6”,6(2 (3?/)_”;,)éj >

TA(8) = — (3.13)
AN\, (62 -nyPETT
JH—(ZV@ ) +< G-y )
12935 1292877 2yt
B-v " B-vn "@-v
BA(S) = > - —= (3.14)
2yt (—iayrer\T (ayeh
(3-7) (3-7) 2-7)
seklinde elde edilir. Ek olarak kesirli Normal vektorii ise
(Na1(€),Na2(€),Na3(8))
(E) = (3.15)
e MENE)
seklinde bulunur. Burada
362 -y)PyErr
Nni(8) = G-7) +2y—6
Nal)= 26— py-grs - PR VETT
" (3-7)
362-y>’yErr
Np3(8) = G-y +27-6 (3.16)
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dir. 3.1.1.°de elde edilen A-Frenet catisinin A-normal diizlem vektorleri olan N, B ile
Frenet ¢atistmin N, B normal diizlem vektorleri, o’nin (0, 1) arahigindaki degerleri icin

karsilastirilmistir.
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_ 1 _1
& = 100 x=3
-9

=15

o=1

Sekil 3.1.1. Standart Frenet catisi (sol), A-Frenet ¢atis1 (sag)

Bu ¢atiya gore verilen & (&) egrisinin (3.7) ve (3.8) esitlikleri yarimiyla kesirli mertebeden
egrilik ve burulmasi sirasiyla,

yelr) | (e (et
B-7) G- 2-7)
Kn(§) = ~ (3.17)
22 62— yYRETT
1+<21//§ ) +< G-7) )
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2aye Ty (1—7+72—7)v?)
&)=

B-y2-7*
y+l1 2 Y 2 y—1 2 (318)
12y°8%7 | (129787 2yE
(3-7) (3-7) 2-7)

A-kesirli tiirevine gore egrilik ve burulmasi hesaplanmis olur. Asagida verilen (3.1.2.)

grafigi ile A-kesirli egriligi ve standart egrilik arasinda iligki gosterilmigtir.
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Sekil 3.1.2. k, kesirli egrilik (Mavi), k standart egrilik (Kirmizi).

(3.1.2.) grafiginde goriildiigii iizere o degeri bire yaklastikga kesirli egrilik, normal
egrilige olabildigince yaklasir ve o degeri sifira yaklastikca belirli bir aralikta A-kesirli
egrilik normal egrilikten daha kiiclik kalir. Benzer bir sekilde asagida verilen grafikte

A-kesirli burulmasi ile standart burulma arasindaki iligki yer almaktadir.
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_ 9 _
o= 15 a=1

Sekil 3.1.3. 7, kesirli burulma (Mavi), T standart burulma (Kirmizi).

(3.1.3.) grafiginde goriildiigii lizere & degeri bire yaklastiginda A-kesirli burulmasi standart
burulmaya oldukca yaklasir. o degeri sifira yaklastik¢a belirli bir aralikta A-kesirli burulma

standart burulmadan ¢ok daha iyi sonuclar vermektedir.

3.2 A-Kesirli Darboux Vektorii

Tamm 3.2.1. (§,F(£),G(&)) wuzaymma karsihk A-kesirli Darboux  vektorii,
{TA(&),Nnr(E),BA(E)} A-Frenet catist ve VA(E) = || ()| A-kesirli hiz vektorii olmak

uzere,

Wa(E) xTh(E) = TX(E)
WA(E) x Na(§) = Ni(E) (3.1)

Wa(8) xBA(§) = BA(S)
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dir. W, (&) vektorii {Tr(E),Na(§),Ba(E)} baz oldugundan

WA(E) =wiTa(E) +waNa(E) +w3Ba(E) (3.2)

yazilabilir. (3.2) esitliinin her iki tarafi 75 (&) ile vektorel ¢arpilirsa,

WA(E) X TA(§) = —waBA(E) +w3Na(8)
= —w2BA(E) +w3NA(E) = TX(E) = VA(E)Kn(E)NA(E)

= wr=0,w3=Vr(&)Kr(§)

elde edilir. Ayni sekilde (3.2) esitliginin her iki tarafi sirastyla N (&) ve Ba (&) ile vektorel
carpilirsa,

w1 =VA(E)TA(E), w2 =0,w3 = VA(E)KA(S)

bulunur. w,w, ve wz degerleri (3.2) esitliginde yerlerine yazilirsa,

WA(E) =VA(E)TA(E)TA(E) +VA(E)KA(E)BA(E) (3.3)

A-Kkesirli Darboux vektorii elde edilir.

Tamm 3.2.2. (&,F(&),G(§)) wuzaymma karsihik  0(&)  kesirli  egrisi  i¢in
{TA(E),NA(E),BA(E)} N-Frenet catist ve VA(E) = ||a(E)|| A-kesirli iz vektorii olmak

tizere, A-kesirli Darboux vektoriiniin biiytikliigii,

IWAE = Va(E)y/ TA(E) + KR (&)

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.2.1. A-kesirli tiirevine gore A-Frenet catist ve bunlara bagil egrilik ve burulma

0 (&) egrisine gore 6rnek 3.1.1°de hesaplanmustir. & (&) egrisinin {7, Na,Bx } catisina
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gore A-Darboux vektorii asagidaki sekilde hesaplanir.

W, (&) :w(&)(rA<a>TA<é>+xA<5>BA<5>)

formiilii g6z oniinde bulundurulursa, o(v) = (v,v%,v3) denklemiyle verilen egrinin

A-Darboux vektorii,

(3.4)

G-y @G-7 (2-
2 2

AN (62— y)yrET
+(21V€‘ Y)+( Gy )]

seklinde hesaplanir. A-Darboux vektoriiniin biiyukliigii,

(mﬁéﬂ 12y ayeh
)

WA =

2
1 \2 %263— 71%1_ 222
Ju(zy/gw) +(< (73)E/)§ ) (( Ny ¢ (ZEy)ZY—H/( 7'v?)
_|_

2 1 \2 2
< 6(24)11/25@) +(,61,,5m) +(37)2) 35)
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_ 1 1
& = 100 ox=3
_ 9 _
o =15 oa=1

Sekil 3.2.1. A-Darboux Normu (Mavi), Frenet Darboux Normu (Kirmiz1), Bishop Darboux
Normu (Yesil).

seklinde bulunur.

(3.2.1.) grafiginde A-Darboux vektoriiniin normu ile Frenet ve Bishop catisinin
Darboux vektoriiniin normu karsilastirllmaktadir.  Goriildiigii iizere o degeri sifira
yaklagdiginda A-Darboux biiyiikliigii belirli bir aralikta diger iki catidan ¢ok daha iyi
sonuglar vermektedir. o degeri bire yaklastikca A-Darboux vektoriiniin uzunlugu, Frenet

catist Darboux vektoriinlin uzunluguna yakinsamaktadir.

Ornek 3.22. o . R _ 3

v —a(v)=(v,0%0?)

seklinde parametre edilen diizlem egrisinin,

- - -
a(v) =0, "ve 4oy, 02 er+ol, Tv’es

74



olmak iizere A-kesirli & (v) egrisi

&(v) = F(l;(i)y) 02 7 + F(lzl(i)y) V3 e+ F(lzl(i)y) 03 Ve
seklindedir. Bu egride,
_ T _(TB=9),\77
g ()
denirse,
O TB) (TG-p.\TT 2 NS
FO- mop (e t) ot

esitligi elde edilir. & (v) egrisi,

[}
W

1 4 1

(éﬂm—wﬂﬁkyﬂw—ﬁ*ﬁ-j
’ (3—7) ’ (3-7)

<

bi¢giminde bulunur. Bu egrinin & ’a gore bir tam mertebe tiirevi,

&/(é): &+ &+ &

bulunur. Burada islemlerin daha kolay olmasi i¢in y =

& (&) = (1,29E77,2yE77)
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olur. ifade edilen &(&) egrisinin ikinci ve ii¢lincii mertebeden tam tiirevi sirasiyla ayni

¢cOziim yontemi ile

2—vy 2—vy
1 2(y—1 2r-3 2(y—1 2y-3
&= (05 e v

seklinde bulunur. Bu tiirev esitlikleri g6z oniinde bulundurularak,

~2

@ na@) = (05 we 2w

hesaplanir. Bu sonuglara gore (3.4), (3.5) ve (3.6) esitliklerinden dolayz,

(1,29E77,29E77)

V1 48y2e

TA(&) =

veE

elde edilir. Verilen egrinin kesirli egriligi ve burulmasi,

1

r=t
M2y

(1+8y2E77)\/ 1+ 8y2E 27

Twé)= 0

Kn(8) =

bulunur. Yani 7, (&) = 0’nin geometrik yorumu Frenet ¢atisinin burulmasinin sifir olamasi

ile aym sekilde yorumlanabilir. Bu durum verilen egrinin diizlem egrisi oldugunu
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gostermektedir. Bu egrinin kesirli Darboux vektorii ise

W (E) = VA(é)(u(é)ﬂ(éHm(é)BA(é))

\/ﬁ bl A ( ~1 1)
= 1"‘81//25277/ 07_7_
(1+8y2E77)\/ 1 4+ 8y2E 27 22

2 ey
— %(0’_1’1)
(1+8y2¢77)

seklinde hesaplanir. Bu esitliklere bagh olarak A-Kesirli Darboux biiyiikliigii ise

242 r-1

P

IWAE)] = :
(1+8y2877)

seklinde bulunur.
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4. BIR EGRi BOYUNCA o-FRENET CATISI VE FORMULLERI

Top(t
Bu boliimde, Goziitok vd. (2019) makalesine diizeltme olarak v = w hiz
fonksiyonun aksine vy = ||7¢f|| fonksiyonu alinarak Frenet formiilleri yeniden insa

edilmistir.

4.1 o-Frenet Catisi

E|,E, ve E3 olmak lizere,

T,
g = TP
I TaB]
E,= E3xE; 4.1)
TuB < T2
E3= o on
| TaB x TgB||

seklinde tanimlanir.

E1,E; ve E3 Frenet baz vektorleri oldugundan,

ToEy = anEy +apnky +aizEs 4.2)
ToEr = ax1Ey +axnksr +axEs (4.3)
TuE3 = a3 Ey +ankEr +azzE; 4.4)
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esitlikleri yazilabilir. (4.2) esitliginin her iki tarafi £y ile skaler ¢arpilirsa,

an = <TyEiE; >

_ <TO%B.HTaBH—TaulTaﬁll)Taﬁ Taﬁ>
1TaB? I TeBl

bulunur.  Aymi sekilde (4.2) esitliginin her iki tarafi E, ile skaler carpilirsa,
< TyE1,E>, >= aj; olur. Bu ifade

ap = <TuE(,E3XE| >

<T§/3-IITaBII—IITaI3II’Taﬁ ( ToP x TP )X ToP >
1 TeB? \TaB xTZB1 )~ |1TeBll

- <||;§g||’<u;£§§§g||> ) ||§Zﬁu>
1

- ||Tocﬁ||2.||Taﬁ X TO%BH < TO%:B7(T(xB X To%ﬁ) X T(xB >

1
N <TgB,—TaP <TaB,TgB > +T3B < Tof, Tof >>
TR Tp s Tap] < TaBs~TuB < TaB T3P > +T3B < Tu Tup

1
) < TuP T ><TZB.TEP > — < Tub. T3P >< TuB. T8 >
ITaBIPNITaB < T2BI L~ aP-Ta oB.T; wB. T2

seklinde bulunur. Bulunan bu son esitlikte Lagrange Ozdesligi kullanilirsa,

|TaB x TgBI>  _ |ITaB x T38|
ITaB [T x TgB] I7a 112

app =
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olur. (4.2) esitliginin her iki tarafin1 E3 ile skaler carpilirsa,

a3 = <TyuEy,E3>

_ <T§ﬁ-\|TaB||—Ta<||TaB||>Taﬁ TaﬁxT£ﬁ>
1TaB? | TaB < T38|

elde edilir. Aym sekilde (4.3) esitliginin her iki tarafi £ ile skaler carpilirsa,
<TukEr,Ey >=ay

olur. Biz biliyoruz ki < E7, E; >= 0 esitliginin her iki tarafinin &. mertebeden konformal

tlirevi alinirsa,
<ELE, >=0=<TyE |, Er >= — < TyEr,E1 >

olur. O halde
T x TZB]

bulunur. (4.3) esitliginin E; ile skaler carpilirsa,
< ToEr,Er >=ay =0
dir. Ayn1 sekilde (4.3) esitliginin her iki tarafi E5 ile skaler carpimi ise

< ToEr, E3 >= a3
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esitligi elde edilir. Bu esitlik,

arz = <TaE2,E3>

= <TaE3 X E; + E3 % TaEl,E3>

= <TaE3 X El,E3>

_ <(T£BxT£ﬁ+TaﬁxT£ﬁ) o Tup  TuPxT2P >

[ TaBxTZB| 1TaBll” | TaB < T2B|

= BT TP<TEAT < (T“B x Tgﬁ) X Tab, TaP T5ﬁ>

= |Taﬁ|.|Tolgﬁ><To%ﬁ||2<_ Taﬁ < TaﬁaTo?t,ﬁ > +To3¢)ﬁ < TaﬁaTaﬁ >,TaB X To%ﬁ>

|7uB| ; .
|TaB.IITaB TP <Taﬁ, ToP3 x Taﬁ>

|7aB] -
rapxr2ppde (TaB. TaB  ToB)

bulunur. (4.4) esitliginin her iki tarafi £ ile skaler carpilirsa,
< ToE3,E1 >= a3
olur. Bu esitlikte
< EE1 >=0=< TyE,E3 >+ < TyE3,E1 >=0
oldugundan a3; = —aj3 = 0°dir. Ayn1 sekilde her iki tarafi E; ile skaler carpilirsa,

< ToE3,Er >= a3, < E3,Er >=0=>< TyEr,Ez > 4+ < TyE3,Er >=0
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oldugundan,

H]OCBH 2 3
ayp =———————det(TyB,T;B,T;B
32 Hlaﬁ X 22[3H2 et( oaPstolsta )

bulunur. (4.4) esitliginin her iki tarafi E3 ile skaler ¢arpilirsa,

< TaE3,E3 >=az3 = 0

elde ediilir. Dolayisiyla Frenet matrisi,

|7 % T2]
Tk " 7B S
| mB X128l | TuBldet (T, T2B,T36)
Taf2 1717 0 o [7aB < T2BI Es
| TuBdet(ToB, T2B,T36)
faks 0 T [TaB < T2B 0 =
seklinde ifade edilir. Burada
|TaB x T4 B
1 TaB |
Ty = det(TOtﬁaTO%ﬁ7TO%ﬁ) (45)
ITaB < TZ2B|?
va= | TaB|

konformal egrilik, burulma ve hiz fonksiyonu tanimlamalar1 yapilirsa, yukaridaki matris

daha sade sekilde asadaki sekilde yazilabilir.

ToE: 0 k¢ O E,
TaEz =Va - Ka O Ta E2
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Sonuc 4.1.1. R? uzayinda keyfi hizda 8 : I — R3 egrisinin «-Frenet catis1 {Ej,E», E3}

ve bu egrinin konformal o-egrilik ve o-burulmasi Ky, T olmak tizere, vg = ||T || icin

o-Frenet formiilleri,

TaEl (t) — Va K(XEZ
TaEZ(t) = _Va KaE] +VaTaE3
T(XE3 (t) = —Vq TaEz

seklinde elde edilir.

4.2 o-Frenet ve Frenet Arasindaki Tliski

Teorem 4.2.1. « bir egri olsun a-Frenet catis1 {E}, E>, E3 }, Frenet ¢atis1 {7,N,B} ve bu

catilarin egrilikleri sirasiyla Ky, 7o Ve K, T olmak iizere,

Ei= T Kg =K
Er,= N |, Tg =T
Ezx= B , vg=t"%

seklinde ifade edilir. Burada v Frenet hiz fonksiyonu ve vy ise o-Frenet hiz

fonksiyonudur.
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ispat . (4.1) ve (4.5) tanim1 gz Oniine alinirsa,

E| = Tuf _ @B i p =T

[TaBll — [je1-eB"| — =B —
Er— TuBxTgB " %B'x((1—a)t' 2*p/42720B")  330p/«p” —B
3 |TaBxTZB| — N1 =B < ((1—a)e! =20 B/ 1222 BM)|| " 3=3¢||B/x B"||

E, = E3><E1:B><T:N

Hl‘l_aﬁlx((1f(x)tl_2aﬁ’+lz_2aﬁ//)” o t3—3a”B/XB//” .

Ko = Htl’aﬁ’||3 — t3*3“||ﬁ’\|3
1 — <TuBIGBNTGB> _ 1 “der(B'B"B") _ -

e | TaBATZB]| (58| BT B"
va= |TaBl =lt'"%B'|| =t'=*||B'|| = 1'%

esitlikleri elde edilir.

Ornek 4.2.1. R? uzayinda B(z) = (¢,£%,#3) olmak iizere, B egrisinin a-Frenet vektor

alanlari, o-egrilik ve a-burulmasini hesaplayalim. (¢) egrisinin Konformal tiirevleri,

Ty = <t1“,2t2°‘,3t3a>
T2B = ((1 — o)t 2% 2(2 — a)r> 2%, 3(3 — a)t3_2°‘>

TaB = <(1 —a)2- o)t %22 - a)(2-20) ¥, 33— a)(3 - 2a)z33a>
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olmak iizere,

TOCB % TO%B — <6t5_3a, _6t4—3a,2t3—3a>
|TaB x T2B|| = 26373%/0r* + 912 + 1

|TaBll= t'7*Vort+ 412+ 1

dir. Buradan da tanim (4.1) ve (4.5) kullanilarak

o TaB _ (1,2t,3%)
' OTBl T VAR a1
E2 = E3 ><E1
2 2 4
Taﬁ X TaB (3t ’ 3t71)
s 281 ~ /oA Lo
|TaB x TgB| 94192 +1
B XTI 2O
¢ 1TaB]? (VOrF+ 92 +1)3
S det(Tof, T4B,T4B) 3
=

|TaB < T2B|>  9*+9r2+1

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerde agikca goriiliiyor ki o-Frenet catis1 ve a-egrilikleri
ile standart Frenet catis1 ve egrilikleri aymidir. Yani 7 = E|,N = E»,B = E3, K = Ky Ve
T = To dir. Son olarak Konformal tiirev yardimiyla elde edilen ¢at1 da sadece hiz vektorii
degistigi i¢in

a(t) = (t,1%,1%)

egrisinin A-Frenet hiz vektoriiniin normu, o-Frenet hiz vektoriiniin Normu ve Frenet hiz

vektoriiniin normu asagidaki grafikte kargilastirilmigtir.
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_9 i
o =15 oa=1

Sekil 4.2.1. A-Frenet hiz vektoriiniin normu (Kirmizi), Frenet hiz vektoriiniin normu (Siyah),
a-Frenet hiz vektoriiniin normu (Mavi).

Acikca goriilmektedir ki o-Frenet hiz vektoriiniin normu, Frenet hiz vektoriiniin normuna

A-Frenet hiz vektoriiniin normundan ¢ok daha hizli yaklagmaktadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada A-kesirli tiirevi yardimiyla elde edilen A-kesirli Darboux vektoriiniin normu,
belirli bir aralikta standart Frenet ve Bishop catisindan elde edilen Darboux
vektoriiniin normundan daha iyi sonuglar verirken, bazi aralikta Frenet catisindan elde
edilen Darboux biiyiikliigli daha az egrilige, Bishop catisindan elde edilen Darboux
biiytiikliiglinden ise daha fazla egrilige sahip oldugu saptanmistir. Bununla birlikte standart
Frenet vektor alanlari, egrilik ve burulmasi ile konformal kesirli tiirev yardimu ile elde
edilen Frenet vektor alanlarmin egrilik ve burulmasi arasinda herhangi bir degisiklik
olmamistir. Degisen kisim Vi, = ||ToB|| = t!~%v hiz fonksiyonu ve buna baglh olarak

Frenet formiilleridir.
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