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Bu calismada kullanilan simgeler ve kisaltmalar,

sunulmustur.
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1. GIRIS

Belirsizlik problemlerinin ¢coziimiinde geleneksel yontemleri kullanmak her zaman basarili
sonuglar vermeyebilir. Sezgisel fuzzy kiimeler teorisi [1], aralik matematigi teorisi [2],
olasilik teorisi [3] ve fuzzy kiimeler teorisi [4] bu tiir sorunlar1 ¢6zmek i¢in kullanilmistir.
Bilginin 6zellikle belirsiz veya net olmadigi durumlarda fuzzy mantik oldukga basarili bir
yontemdir. Fuzzy mantik, Zadeh’in [4] 1965 yilinda yayimnlanan “Fuzzy Sets” baglikli
calismasi ile literatiire girmistir. Fuzzy kiime kavrami, eleman olmanin bir iiyelik
fonksiyonu yardimiyla derecelendirilmesi mantigina dayandigindan klasik kiime
kavramimin bir genellestirmesidir. Bunun neticesi olarak, matematik ve matematigin

uygulama alanlari i¢in fuzzy kiime, yeni bir ¢aligma sahas1 sunmustur.

Bu yeni kiime teorisi ile birlikte klasik metrik kavraminin fuzzy versiyonunu tanimlamak
ilgi alam haline gelmistir. Ik olarak Kramosil ve Michalek [5] tarafindan siirekli t-normlar
araciligiyla fuzzy metrik uzay tanimi verilmistir. Grabiec [6] ise bu tanim1 yeniden formiile
ederek kullanmigtir. Daha sonra, klasik metrik kavramini fuzzy baglama daha yakin bir hale
getirmek amaciyla, George ve Veeramani [7], Grabiec tarafindan olusturulanlarin bazi
aksiyomlarimi degistirerek yeni bir fuzzy metrik kavrami ortaya koymuslardir. Bu yeni
tanima gore fuzzy metrikten elde edilen fuzzy topoloji, Hausdorffluk ve birinci sayilabilirlik
ozelliklerini vermiglerdir. O zamandan beri pek cok calisma, fuzzy metrik kavramlarinin

incelenmesine ayrilmistir [8-17].

1999 yilinda Molodtsov [18], fuzzy mantigin belirsizliklerle basa ¢ikma konusunda bazi
eksiklikleri oldugunu isaret etmistir. Bunun nedeni, her durum i¢in iiyelik fonksiyonunu
elde etmenin zor olmasi ve sadece parametreleri tanimlamanin yeterli olmamasidir. Sonug
olarak, Molodtsov [18] belirsiz durumlar icin zor olmayan bir matematiksel ara¢ olarak
esnek kiime teorisini Onermistir. Esnek kiime, evrensel kiimenin parametrelestirilmis alt

kiimelerinin ailesinden olusur. Parametre kiimesi herhangi bir sey olabilir.

Daha sonra, Maji ve arkadaglar1 [19, 20] esnek kiime teorisi arastirmalarini ilerletmiglerdir.
Teorik calismanin yani sira belirsizlik ve kararsizlik modellerinin ¢oziimii icin esnek

kiimeyi sunmusglardir. Cok sayida arastirmaci esnek kiime teorisini ve diger alanlardaki



uygulamalarin1 gelistirmigtir [21-25]. Ayrica Das ve Samanta [26-28] esnek kiimelerin
esnek noktalarina dayanan esnek metrik uzay kavramimi Onererek bu alana katkida
bulunmuslardir. Daha sonra Erduran ve arkadaslar [29, 30], esnek t-norm yardimiyla esnek
noktalar cinsinden esnek fuzzy (ef) metrik uzaylar1 tanimlamis ve topolojik yapisini

incelemiglerdir.

Uygulamal1 matematik, matematiksel analiz, oyun teorisi, ekonomi problemlerinin ¢oziimii
gibi farkli alanlarda uygulamalart olan sabit nokta teorisinin metrik uzaylardaki calismalari
Banach [31] ile baslamistir. Banach sabit nokta ilkesinin ¢esitli genellemeleri iizerinde bir
cok calisma yiiriitiilmiigtiir. 1968’de Kannan [32], Banach’tan farkli bir biiziilme kosulu
kullanarak bir sabit nokta teoremi kanitlamistir. Kannan’in sabit nokta teoremi, metrik
tamlig1 karakterize etmesi acisindan oldukc¢a Onemlidir.  Yani, her Kannan biiziilme
doniisiimiiniin bir tek sabit noktasinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart calisilan metrik uzayin
tam olmasidir. 1972’de ise Chatterjea [33], bir tam metrik uzay iizerinde tanimladig1 ve
daha sonra kendi adiyla anilacak olan biiziilmenin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu
kanitlamigtir. Diger bircok benzer sonugla birlikte Banach’in, Kannan’in ve Chatterjea’nin
sabit nokta teoremlerini genisleten ¢ok ilgin¢ bir teorem, 1972’de Zamfirescu [34]
tarafindan elde edilmistir. Bu sekilde elde edilen en genel biiziilme kosullarindan biri,
1974’te Ciric [35, 36] tarafindan farkli biiziilme sarti dikkate alinarak verilmistir. Lineer
olmayan doniigsiimlerin tam metrik uzayda bir tek sabit noktaya sahip oldugu da Matkowski

[37] tarafindan 1975°te gosterilmistir.

Bir cok aragtirmacimin katkilariyla giiniimiize kadar ¢ok hizli bir gelisme gostererek
ilerleyen sabit nokta teorisi ve uygulamalar1 hala popiilerligini korumakta ve gozde calisma
alanlarindan biri olmaya devam etmektedir. Konu ile ilgili daha detayli bilgi

kaynaklarindan bulunabilir [38-48].

Bu tez, dort kistmdan olugmaktadir.

Birinci kistm olan giris bolimii tez icindeki ana baghiklar1 ifade etmek amaciyla

hazirlanmastir.



Ikinci kisim tezde siklikla kargilasilacak olan esnek kiime, esnek metrik uzay, % esnek t-
norm kavramlarinin yardimu ile ef metrik uzay tanimlarina ve bu tanimlarin 6zelliklerine
ayrilmistir. Ef metrik uzayin topolojik yapisi incelenmistir. Esnek acik yuvar, esnek agik
kiime, Hausdorff uzay tanimlar1 ve dizi tanimlar1 verilmis olup konuyla ilgili bazi teoremler

ispatlanmusgtir.

Uciincii kisimda ise, ilk olarak esnek t-norm yardimiyla iicgensellik 6zelligi tanim1 verilmis
ve bir Ornekle agiklanmigstir. Ef metrik uzaylarda, yukarida bahsedilen biiziilme tipleri goz

Oniine alinarak bazi sabit nokta teoremleri verilmistir.

Dordiincii kistm olan sonu¢ bdliimiinde ise ¢alisma Ozetlenmis ve yeni c¢aligmalar igin

oneriler verilmistir.






2. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu tez calismast boyunca, U evrensel kiimeyi, E, U’da ki nesnelerin nitelikleri,
karakteristikleri veya Ozellikleri olan tiim olas1 parametreler kiimesini ve P(U)’da U’nun

tiim alt kiimelerinin ailesini gostermektedir.

2.1. Esnek Metrik Uzaylar

2.1.1. Tamim

U # 0 bir kiime, P(U), U "nun kuvvet kiimesi, E parametre kiimesi ve A C E olsun.

a) Eger.# : A — P(U) fonksiyonu varsa, .# fonksiyonuna (U,A)’da bir esnek kiime denir
ve ((F,A) ¢ifti (veya Fy )ile gosterilir. S(U,A), (U,A)’da ki tim esnek kiimelerin ailesini
gosterir.

b) Eger .# : E — P(U) fonksiyonu varsa, .# fonksiyonuna (U, E)’de bir esnek kiime denir
ve (F,E) cifti (veya Fg) ile gosterilir. S(U,E), (U, E)’de ki tiim esnek kiimelerin ailesini

gosterir [18].

Burada (%, E) esnek kiimesi, parametrelendirilmesiyle olugturulmug U kiimesinin ailesidir.

2.1.2. Ornek

U ={l1,l,13,l4,15,ls,17} evlerin kiimesi ve E = {e], e, e3,e4,e5} parametre kiimesi olmak

izere: eq:pahali, e;:giizel, e3:ahsap, e4:ucuz, es:bahgeli olsun. Kabul edelim ki,

F(e1) ={l1,3},F (e2) = {la, 4}, F (e3) = {l1,15,l6 }, F (es) = {2, 14,16}, F (es) = {lo}

olsun. Buradan (.%,E) esnek kiimesi,

(ﬁ7E) = {(617{11713})7(627{12714})7(837{11715716})7(647{12714716})7(857{12})}

seklinde yazilir [18].



2.1.3. Tanim
U evrensel kiime, E parametre kiimesi ve Aj,A; C E olsun. (.%#,A;) ve (¢,A;) iki esnek
kiime olmak tizere, eger A} C Ay ve Ve € A i¢in F (e) C Y (e) ise, (#,A]) esnek kiimesine

(¢,A,) esnek kiimesinin, esnek alt kiimesi denir ve (#,A])C(¥,A;) ile gosterilir [20].

2.1.4. Tamim

(.#,A) esnek kiimesinin tiimleyeni, (.7 ,A) = (%, A) ile gosterilmek tizere, #“:A — P(U)

doniisiimii, Ve € A igin .F¢(e) = U — .% (e) seklinde tanimlanir [21].

2.1.5. Tanim

U iizerinde bir (%, E) esnek kiimesi, her e € E i¢in, .# (e¢) = U oluyorsa bu kiimeye mutlak

esnek kiime denir ve U ile gosterilir [20].

2.1.6. Tanim

U tizerinde bir (%, E) esnek kiimesi, her e € E i¢in .% (e) = 0 oluyorsa bu kiimeye bos esnek

kiime denir ve @ ile gosterilir [20].
2.1.7. Tanim
U evrensel kiime, E parametre kiimesi, A C E ve (#,E), (U, E)’de bir esnek kiime olsun.

Eger bire € A ve baziu € U’ler igin F (e) =u ve Ve’ € A/{e} igin F (') =0 ise, (F,A)’ya

bir esnek nokta denir ve i, ile gosterilir [26].

2.1.8. Tanim

Eger e € A C E i¢in F (e) = {u} C ¥(e) ise ii, esnek noktas1 (¢4,A) esnek kiimesine aittir

denir ve ii,€(%,A) bi¢iminde gosterilir [26].



2.1.9. Tamim
e] = ey ve u = vise il,, ve V., esnek noktalarina esittir denir. Yani,
fle, = Ve, & €] = ez ve u = v veya buna denk olarak ii,, # V., < e # ez veya u # v olur

[26].

2.1.10. Onerme

Herhangi bir esnek nokta koleksiyonunun birlesimi bir esnek kiimedir ve her esnek kiime,

kendisine ait tiim esnek noktalarin birlesimi olarak ifade yazilabilir. Yani,
(gsz) = U al26]

1. E(7 .A)
2.1.11. Tamim

U bos olmayan bir kiime ve E’de bostan farkli bir parametre kiimesi olsun. € : E — U
fonksiyonuna U’nun esnek elementi denir. Ve € E igin, €(e) € A(e) ise U’nun bir € esnek
elementi, U nun bir A esnek kiimesine aittir denir ve €€A geklinde gosterilir. Dolayisiyla
U’da bir esnek A kiimesi tanimlanirken E parametre kiimesine gore A(e) = {€(e),e€EA},

e € E seklinde tanimlanir [3].

2.1.12. Tamim

E parametre kiimesi, R gercel sayilar kiimesi, R’nin tiim bostan farkli sinirli alt kiimelerin
koleksiyonu B(R) olsun. .% : E — B(R) doniisiimiine esnek gercel kiime denir. R(E) esnek
gergel sayilarin kiimesini ve R(E)* da biitiin negatif olmayan esnek gergel sayilarin kiimesini
gostersin. (Her 8 € E igin .7 (8) negatif olmayan gergel sayilarin bir alt kiimesi oluyorsa,
(.7 ,E)’ye negatif olmayan esnek gergel kiime denir.) Ozellikle, (%, E) tek elemanl esnek
kiime ise o halde (.#,E)’ye karsilik gelen bir esnek element ile tanimlanirsa buna esnek

gercel say1 denir [3].



2.1.13. Not

R(E) biitiin esnek gercel sayilarin kiimesini gostermek iizere; fi,V,@® notasyonlar: esnek

gercel sayilar1 tanimlamak i¢in kullanilacaktir [3].

2.1.14. Not

fi,V,® belirli tipte esnek gercel say1 belirtir, yani her § € E i¢gin i(8) = p’dir. Ornegin 0
esnek gercel sayisi, her § € E icin 0(8) = 0’dir [3].

2.1.15. Tanim

Iki esnek gergel say1 i,V € R(E) icin siralama bagintilar1 su sekilde tanimlanir:

1. Her 8 € E igin, fi(8) < V() ise i<V,
2. Her § € E igin, fi(8) > v(8) ise >V,
3. Her§ € Eigin, fi(8) < V(9) ise i<V,
4. Her § € E igin, fi(8) > V(9) ise fi>V “dir [28].

2.1.16. Tanim

Herhangi iki esnek gercel say1 fi, V € R(E) igin,

1. ¢,0,® islemleri su sekilde tanimlanir:
(Lo v)(e) ={{li(e)+V(e)} . ec E}, (Lo V)(e) = {{fi(e) —V(e)} . e € E}, (O
V)(e) ={{u(e).v(e)} .e € E}.

2. Biresnek gergel [i sayisinin toplamsal tersi (—f1)(e) = {{—fi(e)},e € E} seklindedir ve

— [ ile gosterilir.

3. 0dan farkli bir esnek gergel saymin carpimsal tersi fi~!(e) = 3= {{ ﬁge)},e € E}

seklindedir ve ji~! ile gosterilir [25].



2.1.17. Ornek

E = {e},er,e3,e4,65,66} kiimesini goz Ontine alahm ve [i,V,® esnek gercel sayilari

asagidaki sekilde diisiinelim,

[1 = {(6170),(62,—4),(63,—%),(84,4>,<€5, 1)7(6673)}7
V= {(617%)’(6273)a (637_3)v(€47_4)7<6575)7(667%)}7
O = {(61,6),(62,—2),(63,%),(64, 1)} (6572')7(6677)}'

Buna gore, (i ©®V)(eg) =3 - % =1lve(lecd)(ez) = —% — % = —% vb. seklinde hesaplanir.
2.1.18. Not

B bir esnek nokta koleksiyonu ise, o zaman B nin tiim esnek noktalar1 alinarak olusturulan
esnek kiime SS(B) ile gosterilirken (.#,A) esnek kiimesine ait esnek noktalarin koleksiyonu

SP(Z,A) ile ifade edilmektedir [26].

2.1.19. Onerme

B,B, ve B, esnek noktalarin kolleksiyonu, (.#,A) ve (¢,A) iki esnek kiime olmak iizere

asagidakiler saglanir,

2. SP(4,A)NSP(F.A) = SP(4,A)\(F,A))
ve SP(9,A)USP(F,A) = SP((4,A)0(F,A))
3. SS(B,)ASS(B,) = SS(B, NB,) ve SS(B,)USS(B,) = SS(B, UB,) [26].

1. (Z,A)=SS(SP(Z,A)),B = SP(SS(B))

2.1.20. Tanim

U mutlak esnek kiime olsun. d : SP(U) x SP(U) — R(E)* doniisiimii, her i, , Ve, , Yo, EU

i¢in,
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(EM —1) d(ie,,7.,)>0,

(EM —2) d(ile,,Ve,) =0 & i, = Ve,,
(EM —3) d(iie,,7e,) = d(Vey e, ),

(EM —4) d(iig,,Fey) <d(ile,,Ve,) +d(Vey, Jes )

sartlarmi saglarsa, U’da bir esnek metrik denir. (U,d, E) iigliisiine de bir esnek metrik uzay

denir [26].

2.1.21. Ornek

U C R bos olmayan bir kiime ve E C R bos olmayan bir parametre kiimesi olsun. U mutlak
esnek kiime ve Ve € E icin ii(e) = u olsun. d : SP(U) x SP(U) — R(E)* doniisiimii
Vile,, 9, €U igin d(i,,V,,) = |l — V| + |e; — ez| olarak tanimlansin. (U,d,E) bir esnek

metrik uzaydir [26].

2.2. Esnek Fuzzy Metrik Uzaylar

U bos olmayan bir kiime ve E bos olmayan parametre kiimesi olsun. U mutlak esnek kiime,
U’nun tiim esnek noktalarin koleksiyonu SP(U) ve R(E)* tiim negatif olmayan gergel esnek
sayilarmn kiimesi olmak iizere; [0, 1](E), [0, 1] araligindaki esnek gergel sayilari ve (0,00)(E),

(0,00) araligindaki esnek gercel sayilari gostersin.

2.2.1. Tamim

%:10,1](E) x [0,1](E) — [0, 1](E) islemi asagida verilen kosullar1 sagliyorsa; # siirekli esnek

t—norm olarak adlandirilir:

i. % birlesmeli,
il. % degismeli,
1i. % sirekli,

iv. Her k€[0,1](E) igin k¥1 =k,



2.2.2. Ornek

E herhangi bir parametre kiimesi ve (k¥[)(e) = min {k,I} (¢) (kisaca (k¥[) = min {k,I})

olmak iizere ¥’1n siirekli esnek t-norm oldugunu gosterelim.

1) % birlesmeli,

= min {min{fc, l~} ,m} = min{(l}%f),nﬁ} = (kx)%m,

i1) % degismeli,

v) k<ii ve [<ii olsun dolayistyla k%[ = min {k,[} < min{i,i} = m% olur.

Ornegin, E = {e},es,e3} olsun. k = {(el, %) , (ez, %) ,(e3, 1)} vel= {(61,%) ,
(e2,2) . (e3,0)} olarak alalim. Her e € E icin (k¥]) (¢) = min{(k,I)} (e) olmak iizere;

min{k, 0} (e1) = min{},%}(e1)
min {k,[} (e2) = min{%,% (e2)

min{k,l} (e3) = min{1,0} (e3)

Tl = { (el,é) | <e2,§) ,(e3,0>}

seklindedir.

1
5
3
5
0

2.2.3. Not

% asagidaki kosullar1 saglar,

11

i. Herhangi fi;, filo€(0,1)(E) i¢in fi; > i, iken, fi3€(0, 1)(E) vardir dyle ki fi; %3 >[I, dir.
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ii. Herhangi fi4&(0,1)(E) icin fis€(0,1)(E) vardir 6yle ki, fig¥fig=> fis dir [29].
2.2.4. Tanim

S:SP(U) x SP(U) x (0,0)(E) — [0,1](E) doniisiimii her &, ,V,,,V.,ESP(U) ve @,v>0

icin,

(EFM-1) S(ile,, Ve,, @)
(EEM-2) (i, ,Vey, @) = 1
)

IS
o

Il

<
o
~

—

w
o

Il
o)
—
N
)
[\ )
1N}
o
e
SN—

(

(
(EFM-3)  S(iig,, ey, @
(EFM-4)  S(ite,, Yoy, @ & V) ZS(lle, , Ve, ®)ES (Ve Fes, V),
(

(EFM-5) S(ile,,Pe,,.) : (0,00)(E) — [0, 1](E) siirekli,

sartlarin1 saglhyorsa S’ye U iizerinde ef metrik, (U,S, %) iigliisiine de ef metrik uzay denir

[29].
2.2.5. Ornek

U C R bos olmayan kiime ve E C R bos olmayan parametre kiimesi olsun. U mutlak esnek
kiime ve i, her e € E igin ii(e) = u olacak sekilde esnek gergel sayilar1 gostersin. d : SP(U) x
SP(U) — R(E)* fonksiyonu her i, , 7, &U igin,

0, ey = Ve,

17 i’ze‘l 7& ‘762

seklinde tanimlansin. Bu durumda d,U iizerinde esnek metriktir. k,/€[0,1](E) igin
k%I = min {k,[} ve her ii,,, ., € U, @>0 igin S : SP(U) x SP(U) x (0,%0)(E) — [0,1](E)

doniigiimii,

S

S(ile),Vey, B) = ————
(Uel Ve, ) w@d(ugl,vez)

seklinde tanimlansin. Bu durumda S, U iizerinde ef metriktir. Gercekten,
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(SFM-1) Her ii,,, ., &U igin, d(i,,,.,) >0 oldugundan,

S
&
(@]}

S(le; Ve, ) = ——————
(ue1 V€2 ) a)@d(uel7V62)

dir.

(SEM-2) Her i, , 7, €U ve @>0 igin,

=@ =10 (®®d(i,,,v.,))

S

S(ii "-y )= ———
—w@d@tely tez)

=d(fgy,Ve,) = 0= e, = Ve,

Diger yandan,

fie, = Ve, =d (e, Ve,) =0
=d(le,,Te,) DO =0D @ =
1 1

(0]

2>~ = =
O Dd(ie,,Ve,) @
10® 1606
== T — —=
® D d(ie,,Ve,) 0]
0] _
=1

==
® B d (i, ,Ve,)

jS(IZ€17‘7€27(Z)) — T.
(SFM-3) Her i,,,7,EU ve @®30 igin U iizerinde bir d esnek metrigi

d(iig,,Ve,) = d(Ve,, il ) seklindedir.

(0]
S(fp,, Ve, ) = — = — = S(Ve,,lle,, D).
Uler:Pers @) = G M t0) . D@l ) S Ver e )

S

(SEM-4) Her i, , 7, €U ve ®@>0 igin,

@V
d(ﬂelayﬁ) 7

D

S(ﬂelvyey(b@f/) = d)@\?
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S(ﬂej 7\7627 @);S(ﬁezayew f/) :min{S(ﬁel ’ ‘762’ @)’S<‘7€2’ye3’ f/)}
.{ ) v }
= min P - ~ Y~ ~ ~ :
@D d(ley,Te,) VBd(Vey,Tes)

Uggen esitsizliginden her de,, 7, €U icin, d(ile, , Jey ) <d (fle,, Vey) B d(Tey, Fes )

S(fiy Fr, 0 V) = ODV 3 DDV
e OOV O d(it,,Tes) ~ DDV Dd(ile,,Ve,) Dd(Vey, Jey)
- 1 — (D@V@d(ﬂewy%)Zd)@v@d(ﬂewﬁez)@d(ﬁezvy%)
S(le,,Ye;, DB V) DDV - DDV
:Q@Cf(ﬂeyﬁez) D ‘7@‘{(‘762: ~€3)é(b@d(ft€1>‘7€2) D V@d(‘jezvy%)
(0ISRY% Opv 0] 1%
= _ ~1 _ _ é(b@d(?elaﬁez) @v@d(feyy%)
S(uelvyeyw@v) o v
0] \%

=8 (ile; , For, @B V)>— —— B - —
(e1 Yes ) U)@d(uel,vez) V@d(vez,ye3)

=S (ile, , Feys @ D V) > min{S (i, , Ver, @), S(Vey, Fes, V) }

=S(fley,Tey, DD V) ZS(fley Veyy D)FS (Fey, Feys V).

(SEM-5) Her i, , 7, €U ve ®@>0 igin,

lim S(iie,, Ve, ®) = lim = = S(fle,, Vey, D).

@@ d—ay @B d(fe,,Ve,) Oy Dd(ie,,Ve,)
2.2.6. Tanim

(U, S, %) bir ef metrik uzay, ii,, €U, 7#&(0,1)(E) ve @3>0 olsun. 7 yarigapli, i, merkezli agik

yuvar
By (fle, , F, @) = {70, €U : S(dlg,, Ve, @) ST F} C SP(U)

bigiminde tanimlanir. U nun esnek noktalarinin ailesi olan SS(Bs (i, , 7, @)) ise, 7 yarigaplt

ve i, merkezli esnek agik yuvardir. Ayrica SS(Bs (i, , 7, ®)), U’da bir esnek kiimedir [29].

2.2.7. Tamim

(U,S,%) bir ef metrik uzay i, €U, 7#€(0,1)(E) ve ®>0 olsun. 7 yarigapl, il,, merkezli
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kapal1 yuvar

Bylite, , F, @) = {90, €U : S(ile,, Ve, @) >1 67} C SP(U)

bigiminde tanimlamr. U’nun esnek noktalarinin ailesi olan SS(Bs|i,,, 7, @]) ise, 7 yarigaph
ve fl,, merkezli esnek kapali yuvardir. Ayrica SS(Bs|d,,,F,®]), U’ da bir esnek kiimedir

[29].

2.2.8. Tanim

(U, S, %) bir ef metrik uzay ve U’nun bos olmayan bir alt kiimesi (¥, A) olsun.

fie, € B(iio,,7) C SP(Y,A)

olacak sekilde en az bir pozitif esnek gergel 7 sayisi varsa, i, esnek noktasina (¥,A) nin bir

i¢ noktasi denir [29].

2.2.9. Tanim

(U,S,%) bir ef metrik uzay ve U’'nun bos olmayan bir alt kiimesi (Y,A) olmak iizere;
(Y,A)’nin tim esnek noktalari ayni zamanda i¢ noktalar1 oluyor ise (Y,A), U iizerinde

esnek agiktir denir [29].

2.2.10. Teorem

Esnek fuzzy metrik uzayda, her esnek acik yuvar esnek acik kiimedir [29].

2.2.11. Tanim

(U,S, %) bir ef metrik uzay olsun. 75 = {(Y,A)&U : Vii,, €(Y,A) igin By(il,,, 7, ®) C SP(Y,A)
olacak bicimde 7&(0,1)(E) ve @>0 vardir}, seklinde tanimlanan 75, Ude bir topolojidir
[29].



16

2.2.12. Tanim

(U,S,%) esnek metrik bir uzay ve (Y,A)EU olmak iizere, (Y,A)¢ = (Y¢,A) esnek agik

oldugunda (Y,A)’ya esnek kapali kiime denir [29].

2.2.13. Teorem
(U,S,%) bir ef metrik uzay olsun.

i) U esnek kapalidur.
ii) @ esnek kapalidur.
iii) Esnek kapal1 kiimelerin bagka kesisimleri de esnek kapalidir.

iv) Esnek kapal kiimelerin sonlu sayida birlesimleri esnek kapalidir [29].

2.2.14. Tamim
(U,S,%) bir ef metrik uzay ve ii,, # ¥,, olacak sekilde en az iki farkli nokta olsun.
F€(0,1)(E) ve @>0 i¢in i, merkezli SS(Bs(ite,, 7, ®)) ve V., merkezli SS(Bs(7,,,F, @) iki

esnek agik yuvar var dyle ki SS(Bs (i, , 7, ®)) N SS(Bs(Ve,, 7, @) = ® ise (U,S, %) ef metrik

uzay1 Hausdorff uzaydir [29].

2.2.15. Teorem

Her ef metrik uzay bir Hausdorff uzaydir [29].

2.2.16. Tanim

(U,S,%) ef metrik uzay, N dogal sayilar kiimesi, J bir indis kiimesi ve e; € E olsun. Her
n e Nicin f, = ﬁ’;j olmak iizere f : N — U bicimindeki her fonksiyona U da bir dizi denir,

{ie, } ile gosterilir [30].



17

2.2.17. Tanim

(U, S, %) ef metrik uzay ve bu uzaydaki esnek noktalarin bir dizisi {itg,} olmak tizere 0<&xl
ve V@0 i¢in en az bir ng € N var Syle ki her n > ng iken {7 } dizisi ﬁgj € U esnek noktasina

yakinstyor denir ve i — 0. ile gosterilir. Buradan,
J J

@) =1

: .
lim S(itg , e,

n—oo

dir [30].
2.2.18. Tamim

(U, S, %) ef metrik uzay ve bu uzaydaki esnek noktalarin bir dizisi { ifg, } olmak tizere (U,S,%)

ef metrik uzayinda, her @>0 ve 0<&<1 icin en az bir ng € N var dyle ki her n,m > ng icin
\ (ag,agj,@)% © € ise, {ifg, } dizisine Cauchy dizisi denir [30].

2.2.19. Teorem

(U,S,%) ef metrik uzayinda yakinsak her dizi Cauchy dizisidir [30].

2.2.20. Tanim

Bir (U,S,%) ef metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise, (U,S,%) ef metrik uzay
tamdir [30].
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3. SABIT NOKTA TEOREMLERI

Tezin orjinal kismini olusturan bu boliimde, ef metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri

verilmigtir. Buradan itibaren kolaylik agisindan & yerine +, © yerine — yazilmustir.

3.0.1. Tanim

U bos kiimeden farkli bir esnek kiime, E parametre kiimesi ve T : U — U herhangi bir
doniisiim olsun. Eger Tﬁel = 1., olacak sekilde i,, € U varsa, bu ii,, noktasina 7" nin sabit
noktast denir. 7” nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F (U) ile gosterilir. Yani,

F(U) = {iig, € U : Ty, =i, } seklindedir.
3.1. Biiziilme Déniisiimleri Icin Sabit Nokta Teoremleri
3.1.1. Tamim

(U,S,%) bir ef metrik uzay olmak iizere, her i, , ¥, ., € SP(U) ve @3>0 igin,

1 = 1 - 1 -
< <t
S(uelaveza O)) S(u€17y€37 (D) S(y€3avez7 (D)

esitsizligi saglanyorsa S’ye iicgenseldir denir.
3.1.2. Ornek

U C R bos olmayan bir kiime ve E C R bos olmayan bir parametre kiimesi olsun. U mutlak
esnek kiime ve i, her e € E igin ii(e) = u olacak sekilde esnek gergel sayilar1 gostersin.
d:SP(U) x SP(U) — R(E)* fonksiyonu her i, , ¥, EU igin d (i, , Ve,) = |l — 7| + |e1 — e

seklinde tanimlansin. O zaman d, U iizerinde esnek metriktir [4].

S:SP(U) x SP(U) x (0,00)(E) — [0,1] (E) ef metrigi su sekilde tanimlansin:

S

S<ﬁ€17‘7€27 (z)) -

@ +d(ie,, Ve,)
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Buradan, her i,, , 7,,& SP(U) ve ®>0 igin,

1 _i_|l7t—\7|+|€1—62‘
S(ﬁe]7‘7€27@) (Z)
_|a—F 45—l +e1 —est+es—er
0}
< |u—y!+~\€1—e3\ +|y—v\+~|es—€2|
Q] Q]
< ! 1+ ! 1
o S(ﬁelay)eyd)) S(y€37‘7€27d))
olup,
1 - 1 - 1 _
< e N - i a1
S(u€17v€27w) S(u€17y637a)) S(y€37v627w)

esitsizligi saglanir. Bu da S’nin iiggensel oldugunu gosterir.

3.1.3. Teorem

S liggensel olmak iizere (U,S,%) tam ef metrik uzay ve F : SP(U) — SP(U) bir doniisiim
olsun. Her #,,,7,,& SP(U),V®>0 ve @&[0,1)(E) igin,

=]

1 - 1 =
— ———1< 1 G.D
S(Fugl,FVez,w) (S(u€17ve27a)) )

esitsizligi saglanirsa F’in bir tek sabit noktas1 vardir.
Ispat

ﬁgj &SP(U) olsun, her i0 i¢in ﬂlejrl =F ﬁéj olmak iizere {i,; } dizisini tanimlayalim. den
@>0 icin,

1 - 1 - 1 -
S - ] —
S(i, it @) S(Fiil, ' Fai, @) (S(ﬂ’e,l,ﬁ’] @) )

(3.2)



Yani,

- 1 -
S, ikt @)_1§a<s(ai—1 i, ®) >
ejrHUej > ej »%ej

Benzer sekilde @30 igin,

o i i}
Pyavi el S ) [ s muerail
S(ite; ,uej,a)) S(ite; ;D)

bulunur. 3.3 ve 3.47den @3>0 igin,

- i "\ g i .
s7 70e S siTa e ) SN\ s i e
(uej,uej ,(1)) (uej ,uej,a)) (uej ,I/tej ,(D)

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek,

I gy I ]
— -1t -1
S(i, i, @) (S(u‘,?j,uéj,w) )

bulunur. i — oo iken limit alinirsa, @3>0 igin,

lim S(d, @', @) =1
1—o0

elde edilir. Buradan Vi, k € N ve k > i i¢in,

] _ 1 - 1 -
T Y L T E e pail S evyws mwre meai |
S(i, ik, @) S(i, it @) S(at i, @)
i i
Tt g1
S(iag; ik, @)

. . 1 -
<(ei+qitl 4 —kfl) g
<(a'+atyta S@ . al . ®)

ej7 ej7

< ol I i
“\l-a/)\S@ il o)
J J

Boylece {ﬂ’ej} Cauchy dizisidir. U tam oldugundan k& SP(U) vardir, 6yle ki @3>0 igin,

lim S(k, @, ®) = 1.

i—>o0

21

(3.3)

3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)

(3.9)
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Fk = k oldugunu gostermeliyiz. S’in iicgensellik 6zelliginden,

1 - 1 - 1 .

— —1< -1+ : = —1 3.10
S(k,Fk,®) S(k,att, @) S@t! Fk, @) 610
[3.11 3.7 ve [3.9 kullanilarak;

1 - 1 - 1 ,
T e e =] (3.11)
S(ie; ", Fk,®) S(Fi,, Fk,®) S(i,;, k, @)

elde edilir. i — oo iken limit alinirsa,
lim S(i-t ! Fk,@) =1 (3.12)

bulunur. Bu da Fk = k oldugunu gosterir.
Simdi de sabit noktanin tekligini gosterelim. k # k* olmak iizere Fk* = k* olacak sekilde
k*ESP(U) var olsun. @30 icin[3.1]den,

(3.13)

olup i — oo iken limit alinirsa k = k* bulunur. Bu ise kabuliimiizle celisir. Oyleyse F,

SP(U)’da bir tek sabit noktaya sahiptir

3.1.4. Teorem

S iiggensel olmak iizere (U,S,%) tam ef metrik uzay ve F : SP(U) — SP(U) bir déniisiim

olsun. Her i, , ¥, & SP(U),V@>0 ve BE[0,3)(E) icin,

1 - = 1 - 1 _
= ——1< — 1 (3.14)
S(Fi,,Fv.,,®) B (S(uel,Fuel,a)) S(Vey, FVe,, D) )

esitsizligi saglanirsa F’in bir tek sabit noktas1 vardir.
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Ispat
ﬁgiéSP(f] ) olsun. Her i0 icin u =Fi u . olmak iizere {i,;} dizisini tammlayalim.
den, ®@>0 igin,
1 - 1 - 1 - 1 _
T L= ~i—1 @ —1<p s g pe il AT A
S(u’ N/ARN0) S(Fite; ", Fu’ @) S(ite; ", Fite, , ®) S(uej,Fuej,a))
_p 1 . 1 -
S(u’ejl,uéj,a)) S(u’ uijjl,(o)
= 1 - - 1 -
_ 1)+
p S(uéjl,u’e,co) > ﬁ(S(u’ u’ejl,a)) )
(3.15)
olup buradan,
1 - 3 1 :
ﬁ—lg_ﬁ_ A&y (3.16)
S(u’ NTARNO) 1—B \ S(ie; , i1y, @)
elde edilir. b = % 0<b % ldugundan @>0 igin
1 - 1 ,
S(u Me, , @) S(uej it} )
Benzer sekilde @3>0 igin,
1 - 1 -
T 1D — 71— | (3.18)
S(ite; ,u’j,a)) S(ite; ~, e, , ®)
bulunur. ve3.18'den @>0 icin,
1 - 1 - . 1 -
1< 1 <P | o ] (3.19)
S(u’ NTARNO) S(ite; ", it,;, @) S(ite; ~, e, ®)

1 - 1 ,
SR < (S (3.20)
S(u’ uqu'l,a)) (S(ugﬂuéij) )
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bulunur. i — oo iken limit alinirsa, @3>0 igin,

lim S(d,,, ", ®) = 1 (3.21)

i—yoo

elde edilir. Buradan Vi, k € N ve k > i i¢in,

1 . 1 - 1 7
S S S— -1
) S(i, it @) NUARRTARN)
1 -
+oot g1
S(iig; ik, @)

S(@

U
e

(3.22)

o - 1 -
<B4+ 1

- bi I .

Boylece {it, } Cauchy dizisidir. U tam oldugundan k€SP(U) vardir 6yle ki @3>0 icin,

lim S(k, i

[—»oo

il @) =1. (3.23)

Simdi Fk = k oldugunu gosterelim. S’in iicgensellik 6zelliginden,

1 - 1 - 1 -
— —-1< -1+ = —1 3.24
S(k,Fk,@) — ~ S(k,iibi!, @) S@at! Fk,®) (3-24)
3.14] [3.21] ve [3.23] kullanilarak;

1 . 1 - 1 . 1 _
S(a! Fk, @) S(Fi, ,Fk, @) <P (S(u;J,Fu;j,w) S(k,Fk,®) )

(3.25)
elde edilir. Buradan i — oo iken limit alinirsa,
lim ! 1<B < ! I) (3.26)
i S(il Fk,@) T \S(k,Fk, @) ’ '
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denklemi ve ile birlikte ele alinirsa, @>0 igin,
- - 1 _
—_1§5<—_1) (3.27)

bulunur. 3 Z% oldugundan, S(k, Fk,®) = 1 saglanacak sekilde Fk = k vardr.

Simdi de sabit noktanin tekligini gosterelim. k # k* olmak iizere Fk* = k* olacak sekilde
k* € SP(U) var olsun. @>0 icin den,

1 1 - 1

S(k,k*, @) S(Fk,Fk*, ®) <P (S(k,Fk,(Z)) S(k*, Fk*, @) ) )

Y =

olup, i — oo iken limit alinirsa S(k,k*,®) = 1 bulunur, buradan k = k*’dir. Bu ise

kabuliimiizle celisir. Oyleyse F, SP(U)’da bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.1.5. Teorem
S iiggensel olmak iizere (U,S, %) tam ef metrik uzay ve F : SP(U) — SP(U) bir doniisiim
);

olsun. Her i, , 7,,& SP(U),Y@3>0 ve 7E[0, 1)(E) igin,

1 - 1 - 1 .
po — 1< f_l‘f’f_l) (3.29)
S(Fite,,Fv,,,®) (S(uel,Fvez,a)) S(Ve,, File,,®)

<

esitsizligini sagliyorsa F’in bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat

ﬁgjéSP(U ) olsun. Her iZ£0 icin ﬂlejl =F ﬂéj olmak tizere {ii,;} dizisini tammlayalim.

den, @3>0 icin,

1 . 1 - 1 . 1
S@ e | SFdLFd.e) U \S@ LFi.e)  S@ FiLae)
uejauell' 70)) ( u€j I uejvw) (ue_,‘ ) I/tej,(l)) (uej7 ue_,' 70))

1 - I ,
:7 ~i— ~i ~ _1+ o) o) = _1
(S(uejlﬂ’tejfl)w) S(ulejﬁule‘ij) >
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1 _ i i
< % ——1 +_ ——1
‘Y<S<ﬁ’e;1,az,,cb> ) y(S(ﬁz,.,a‘“ D) )

(3.30)
ej 7a)
olup buradan,
1 - y 1 -
e s el el e (3.31)
S(u’ej,uej ,@) 1=y \ S(ite; ", i, @)
elde edilir. ¢ = %_/ ,()ééi% oldugundan, @3>0 igin,
1 . 1 B
vy noruill Sl ey pver el B B (3.32)
Sty ;, e, , @) S(ite; ,uej,a))
Benzer sekilde @30 igin,
1 - 1 -
——F - 1=<¢ — T 1) (3.33)
S(ite; ", it @) S(ite; ~, e, ,®)
bulunur. ve3.33/den @0 icin,
1 - 1 - 1 -
(i, ie; @) S(ite; i, @) S(fte; e, , ®)

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek,

1 - 1 -
—_— 1 Sfl 1
S(i, i, @) (S(u‘gj,u;j,w) )

bulunur. i — oo iken limit alinirsa @ >0 igin,

(3.35)

limS(i it @) =1
i—oo 7o

(3.36)
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elde edilir. Buradan Vi, k € N ve k > i i¢in,

1 = 1 - 1 -
_i< | T ]
+...+ ! 1
Y SET# 0)
! i (3.37)
S(u8j7 uéj? w)

Boylece {ﬁ’ej} Cauchy dizisidir. U tam oldugundan k& SP(U) vardir 6yle ki @30 igin,

lim S(k, it a)) =1 (3.38)

[—»oo

Simdi Fk = k oldugunu gostermeliyiz. S’in ticgensellik 6zelliginden,

1 - 1 . 1 -
— —1< -1+ . = —1 3.39
SEFhe) | SsEae) | S@ ik a) )
[3.29] [3.36] ve [3.38| kullanilarak;

elde edilir. Buradan i — oo iken limit alinirsa,

_ ] : )
meS@ o) (S(k, FF, @) ) G40

denklemi ve ile birlikte ele alinirsa @>0 icin,

(3.42)
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bulunur. Bu da Fk = k oldugunu gosterir.
Simdi de sabit noktanin tekligini gosterelim. k # k* olmak iizere Fk* = k* olacak sekilde

k*ESP(U) var olsun, den, @>0 icin,

- _T<y

1 1 - 1
T ~ ~ - (..,—” - 1 + ~—~~ i 1) (3.43)
S(k,k*, ®) S(Fk,Fk*,®) S(k, Fk*, ®) S(k*,Fk,®)

olup, i — oo iken limit alimirsa k = k* bulunur. Bu ise kabuliimiizle celisir. Oyleyse F,

SP(U) da bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.2. Lineer Olmayan Biiziilme Déniisiimleri Icin Sabit Nokta Teoremleri

3.2.1. Tanim

@, negatif olmayan biitiin gergel sayilarin kiimesi R(E)*’dan R(E) ™ ya bir fonksiyon olsun.

Asagidaki kosullar g6z Oniine alinsin.

@1) @ azalmayandir yani & <@, igin @(@)< (),
@) Her ®#0 icin ¢(®)< @,

¢3) ¢(0)=0,

¢4) @ siirekli,

¢s) Her @0 icin lim ¢"(®) = 0.

n—oo

Bu kosullar altinda;

* Eger @ fonksiyonu,@; ve ¢, kosulunu saglhyorsa, ¢3 kosulu da saglanir.
Gergekten, @(0)#0 olsun. O halde ¢(0) = @ >0. ¢ azalmayan oldugundan
9(0)<@(@). (¢2)’den, 0 = @(0)<@(;)< @, celigkisi bulunur. Dolayistyla
¢(0) =0 dir.

** Eger ¢ fonksiyonunu, @ ve @5 kosullarini sagliyorsa, ¢, kosulu da saglanir.
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Gergekten, Iy >0 icin @(dy)#dy olsun. ¢@;’den,

<¢" ()

Buradan @< lim ¢" (@) = 0 geligkisi bulunur. Dolayisiyla her @>0 i¢in @(®)< ®.

H—>o00

3.2.2. Tanmim

¢ : R(E)" — R(E)" fonksiyonu (¢;) ve (¢s) kosullarim saglarsa, esnek kiyaslama

fonksiyonu adim alir.

3.2.3. Tamim
(U,S,%) ef metrik uzay, F : SP(U) — SP(U) bir doniisiim ve ¢ : R(E)™ — R(E)™ esnek
kiyaslama fonksiyonu olmak iizere, herhangi i, , ¥, SP(U), ®>0 igin,

1 _ _
~ ~ ~ _1 S T_l 344)
S(Fite,,Fv,,,®) (P<S(uel,vez,a)) ) (

esitsizligi saglaniyorsa F’ye esnek ¢ — biiziilme denir.

3.2.4. Ornek

¢ :RT(E) - RY(E), (@) = I%D seklinde tanimlanan fonksiyon bir esnek kiyaslama

fonksiyonudur.

(@) V,@ERT(E) ve V<@ olsun. Oyleyse Ve&E igin V(e)<®(e) saglanir. Ve&E igin,



30

bulunur. Oyleyse ¢ azalmayandir.

(ps) lim ¢" (@) = 0 oldugunu gosterelim,
n—o0

- (0]
@)= —
PO=1r%
. @
D) =——=
PO)= 175
o ®
@) = =
AC s we
lim @"(®) = 0 olarak bulunur.
n—yoo
3.2.5. Teorem

S ticgensel olmak iizere, (U,S,%) tam ef metrik uzay ve F : SP(U) — SP(U) esnek ¢—

biiziilme olsun. F bir tek k€U sabit noktasina sahiptir ve her ft(e)jéSPU icin,

lim Figd =k
j—yoo 7

saglanir.
Ispat

2 EUolsun.
J

Her i#0,0>0 icin i, = F'd), = F

u

i—1
ej

olmak iizere {i,} dizisini



tanimlayalim. F, esnek ¢ —biiziilme oldugundan,

1 - 1 - 1 -
e e iy ey il B iy e L
S(u’ N/ARN0) S(Fite; ", Fil,;, ®) S(ite; ,u’j,a))

Benzer sekilde @30 igin,

1 - 1 - 1 -
iy g oG S s, g nporall S (v e, e ppoeginl
S(File; ,Fu’ej,a)) S(ite; e, , ®) S(ite; *, e, , D)

3.45|ve den @3>0 igin,
) 1 -
=2 ~i—1 —1
S(ulej , e , @)

1 . 1 r
provprae s pnperil JRS (4 T—l <
S(u’ NTARNO) S(ite; ’j,a))

®
<. .. <o ;—I
== 5@l a)

F/ J

Buradan @3>0 igin,

lim S(d, @, @) =1
[—»o0 €

elde edilir. [3.46[den her 5 0 i¢in N € N vardir dyle ki,

1 -z -
S(MN u]ev+17a~)) —1< 5 —Qo(é)

S iicgensel ve F, esnek @— biiziilme oldugundan oldugundan,

! i 1 - I _
N 1 S ~ - — — 1 —|— — — — 1
S(ﬂleyj;ﬁ]e\;—i_z,w) S(uleyj,u]eyj"'l , a)) S(ule\i_H ulg}’}—o—z, (1))
~ - T ~
<&-9()+ _
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(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Benzer sekilde,

! I ! . I _
~ _IS ~ - — —1—|— — — — -1
S(ﬂleyj;ﬁ]e\;—i_?’,w) S(u’e}’j,uyj“ , @) S(M]e\£-+],u]ey1.+3, ®)
~ - T ~
<Gc— + -
E—9(&) S R 6)
~ ~ i _
<E-9) o o | -
S(ufevj,ug“,a)) (3.51)

=&
B.50] ve 3.5TFden,
1 - 1 p 1 _
- — — [ i |+ — o |
S(u]e\;,uze\;JrK,a)) S(ule‘i,,ué\_]fl,a)) S(ulcyjﬂ,u],ijrK,a))
p r 1 _
<¢-— + -1
s~ 0s) S(Fang,7Fﬁ§Vj+K—1,a>)
- - 1 -
<SC—0@)+o| T L (3.52)
S(ay, ujeijrK I ®)

<E-—9&)+0—0(&))

elde edilir. m,n # N i¢in,

1 - 1 - 1 .
rrreer il S o el B vy el
S(ugjau’e?z-vw) S(uzjvugaw) S(ule\}ug-?w)
§E+g (3.53)
—2&

Boylece {ﬁ’ej} Cauchy dizisidir, U tam oldugundan k&€ SP(U) vardir 6yle ki @30 icin,

lim S(k, i, , @) =1. (3.54)

Y
[—o0 J
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Fk = k oldugunu gostermeliyiz, S’in iicgensellik 6zelliginden @30 icin,

1 . 1 - 1 -
1< I ——-1 3.55
S(k,Fk,®) S(k,att, @) S@t! Fk, @) (5:3)

F, esnek ¢— biiziilme oldugundan,

1 . 1 . 1 ,
S(iet! Fk @) S(Fi, ,Fk,®) ¢ (S(ﬁ’eﬁk, @) ) (3:56)
Dolayisiyla,
lim ! —1<1i ! I (3.57)
S T . lm - . ~ _ . .
P s@ L FE @) e \s(@ k@)

esitsizligi [3.54] ve [3.53]ile birlikte sunu verir,
—— — i) (3.58)

(¢2) ozelliginden, S(k, Fk,®) = 1 saglayacak sekilde Fk = k vardur.
Simdi de sabit noktanin tekligini gosterelim. k # k* olmak iizere Fk* = k* olacak sekilde

k*&SP(U) var olsun. @30 icin,
< ¢’ (% - i)
S(k;k*, @) (3.59)

olup, i — oo iken limit alinirsa k = k* bulunur. Bu ise kabuliimiizle celisir. Oyleyse F,

SP(U)’te bir tek sabit noktasi vardir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, esnek fuzzy metrik uzaylarda farkli biiziilme tipleri i¢in sabit noktanin
varligr ve tekligi incelenmis, verilen Orneklerle sonuclar desteklenmistir. Elde edilen

sonuglar, bu alanda yapilabilecek pek ¢ok sabit nokta teori caligmalar1 i¢in kullanilabilir.
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