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2023, 40 Sayfa
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Graf teorisi, karisik goriinen problemlerin ¢6ziimiinii basitlestiren genis bir uygulama alanina sahiptir.
Her bilim dalinda kullanilan ve modellenmeyi kolaylastiran bu teori siirekli olarak yenilenmektedir ve her
zaman gerekliliklere cevap vermesini saglamak igin gerekli gelismeleri takip etmektedir. Ornek olarak,
sosyal medya aglarndaki iliski yapilarmi inceleyebiliriz; cebirsel yapilari sekillere dontstirirken
anlamlandirmaya yardimci oluruz.

Bu ¢alisma 5 ana kisimdan olugmaktadir.
Birinci kisimda graf teori ve graf parametrelerine ait bilgiler bulunmaktadir.

Ikinci kisimda graf teori iizerindeki uygulamalarvemonojenik yari gruplar ile graf iligkisi hakkinda
kaynak arastirmalar1 yer almaktadir.

Ugiincii kissmdagraf ¢arpimlarina yer verildi,bu carpimlara ait 6rnekler verilerek parametreleri bulundu.
Dordiincti kisimda, homomorfik c¢arpimdamonojenik yar1 gruplara ait ©zelliklerden bahsedilerek
monojenik yar1 gruplarin elemanlar1 kullanilarak homomorfik ¢arpim graflari elde edildi. Elde ettigimiz

graflarin baz1 parametreleri bulundu.

Besinci kisimda,tartisma ve onerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel graflar, Graf, Graf carpimlari, Graf parametreleri,
Homomorfikcarpim grafi,Monojenikyarigrup,



ABSTRACT

MS THESIS

THE HOMOMORFOHIC PRODUCT GRAPH OVER MONOGENIC
SEMIGROUPS

Begum YILMAZ

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCEOF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE / DOCTOR OF PHILOSOPHY
IN MECHANICAL ENGINEERING

Advisor: Do¢.Dr. Nihat AKGUNES

2023,40Pages

Jury
Prof.Dr. Emine Gokcen KOCER
Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Dr. Ogr. Uyesi Nurten URLU OZALAN

Graph theory has a wide field of use and is a structure that simplifies the solution of problems that
seem complicated to solve. This theory is in a constant renewal and is always up to date, with the ease of
being used and modeled in every discipline. If we give an example of this theory, we can talk about social
media networks. We will proceed by looking at the relationship of this theory with algebraic structures.
Together with graph theory, we will deal with the work of making sense of algebraic structures by
pouring them into shape.

This study consists of five main parts.
The first part contains in formation about graph theory and graph details.

The second part includes applications on graph theory and reference studies on the graph relation ship
with monogenic semigroups.

Third part graphics product sare in cluded, detailsare found to navigate the sections of these products.

The fourth part, all the properties of monogenic semigroups that we will need in the product we will
use are mentioned, then homomorphic product graphs are obtained by using the elements of monogenic
semigroups. Some parameters of the graphs we obtained were found.

The fifth part included discussion and suggestions.

Keywords:Algebraicgraphs,  Graphs,  Graphparameters,  Graphproducts, = Homomorphicproduct,
Monogenicsemigroups.
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SEMBOLLER iLE TANIMLARI

Semboller Tammlan

G(V,E) Grafin gosterimi

Kmn iki parcali tam graf

d(u,v) u ilev Koselerinin arasindaki uzaklik
e(v) v Kosesine ait eksantrik

rad(G) G Grafinin yarigapi

diam(G) G Grafinin uzakligi

1 (G) Renklendirme kiimesinin eleman sayis1
A(G) G Grafinm en biiyiik derecesi

o(G) G Grafininen kiigiik derecesi

w(G) G Grafinin klik kiimesinin eleman sayisi
a(G) G Grafinin6rti kiimesinin eleman sayisi
girth(G) G Grafina ait girth

Cy Cevre graf

P, Yol graf

K, Tam graf

Sm Monojenik yar1 grup

G,0G, Kartezyen ¢arpim

G, [G,] Lexicographical¢arpim

G, X G, TensOr carpim

G, X G, Homomorfikgarpim

G,mG, Strong ¢arpim



1.GIRIS

Konigsberg kentinde sehri dort boliime ayiran bir nehirin Gzerinde bulunan yedi
kOpru Uzerinden sadece bir kez gegerek ve biitiin kdselere ugrayarak baslangi¢ kdsesine
varabilir miyiz? Sorusuna cevap aranirken teorinin temelleri atilmigtir. Euler 1736
tarihinde kaleme aldigiKonigsberg’in Yedi Kopriisiinii anlattigi kopriiniin adi basligi
olan c¢alismasiyla graf teori kavraminin literatiire gegmistir.1736'da Euler' in
incelemeleri boyle bir gezme yapilamayacagini gostermistir.(Gross ve Yellen, 2004;
Dogansoy, 1993).
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Simdi, graf teorisi cebire ait sorunlarin ¢oztmleri i¢in oldukgca 6nemli bir rol oynamakla
birlikte, pek ¢ok alanda da kullanilmaktadir. Ulagim aglarindaki yol ve bilgi ulasimlar1
basta olmak tizere elektrik devreleri ve molekiil diyagramlar gibi graflar gittikce artan
sayida kullanma alanlari bulmustur. Temel bilim dallarinda fizik, muhasebe
uygulamalarinda, tibbi durum modellenmesinde ve programlamada akis problemlerine
dayal1 olan genel programlamada teoriye dayanan ¢ézumlere rastlanabilir.
Graf Teoriyle cebirsel yapilarin birlikte yapildigi ¢alismalarda bu konuyu inceleyenler
icin buydk ilgi gormiistiir. 1.Beck graflar ile ilgili ilk calismasinda halka teoriyle birlikte
ifade etmis.Beck degismeli halkalarin graflarina ait renklendirmeyi ifade etmistir (Beck,
1988). Anderson degismeli olan halkalarin sifir bolen graflariyla calismist: (Anderson
1999). Sifir bolen kiimesinden olusan graflarla degismeli yar1 gruplarla ilgilenmistir
Caligmalarinda 6zel bir graf ¢arpimi olan homomorfik ¢arpim {izerinde durulmustur
(Sahoo ve Pal ,2017). Yol graflar Uzerinde homomorfik ¢arpim ve parametrelerini
bulma ile ilgili ¢aligmalarda bulunulmustu (Kumar A.,Pradhan P.,2020).

Graf teorinin dogusu ve kullanim alanlar1 Gzerinde duruldu. Buradan sunu
anliyoruz ki graf teori hemen hemen hayatimizin her alaninda mevcut. Kullanilma

alanlarina bakilirsa bizlerin isini kolaylastiracak bir teori oldugunu goérmekteyiz.



Buradan yola ¢ikarak graf teori belli kurallar dogrultusunda birlestirilmis ¢izgiler
kiimesi olarak gormekteyiz. Bundan sonraki bélimlerde graf matematiksel tanimindan,
graf orneklerinden, graf ¢esitlerinden ve graf carpimlarindan bahsederek ilerleyecegiz.
Kullanilacak baslica ifadeler Handbook of Graph The oryeser den kullanilmistir.

1.1.Graf Tanimlan

Tamm 1.1.1. Noktalarin birbirleriyle baglanmasiyla olusan matematiksel yapilara graf
denir.

Tanmim 1.1.2. Bir grafa ait baglantilarda yon bulunmuyorsa yonsiiz graf seklinde ifade
edilir.

Tamm 1.1.3. Herhangi H grafinm H = (S,M ) ; S ve M olmak (zere iki kiimeden
olusmaktadrr. S ye ait elemanlar kose(vertex) M’ye ait elemanlar kenar(edge)
kiimelerini olusturmaktadir. Boyle gosterime sahip H = (S,M ) ; ikililer graf
(graph) olarak ifade edilir.

Tammim 1.1.4. Grafa ait vertex ile bir veya iki kose arasinda baglanti1 kurulur. Bu
vertexler bitis noktalari(endpoints)diye isimlendirilir.

Tamm 1.1.5.Vertex elemanlarina ait kiimelerle edge elemanlarina ait kiimelerin elaman
sayilar1 sonlu sayida ise graf sonlu grafdir. Grafa ait vertex kiimesinin elemanlar ile
ifade edilen sayiya grafa ait mertebe (order); kenar kiimesinin elemanlar: ile ifade
edilen sayiya da grafa ait boyut (size) denmektedir.

Tammm 1.1.6.e ve pvertex bir taneedge ile birbirlerine bagli ise e vertexi ile
pvertexikomsu vertexler olur.

Tanmm 1.1.7. Iki kenarinda bitim noktalar1 ayniysa bu kenarlar komsu kenarlar olarak
ifade edilir.

Tamm 1.1.8. IKi vertex arasinda bir edge baglantisi bulunuyorsa buna basit komsuluk
denmektedir.

Tamim 1.1.9. Bitis noktasi bir adet olan ve tekrar kendine baglayan kenar ise bu kenara

ilmek (loop) ad1 verilir.
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Sekil 1.1.10 Basit Graf Ornegi

Tammm 1.1.10. Herhangi bir H = (S,M ) grafina ait S koselere ait kiimenin ve
M kenarlara ait kiimesiyken bu kiimeler elemana sahip olmayan kiimelerse grafta bos
graf olarak adlandirilir.

Ornek 1.1.11 Koése ait kiime elemanlariV = {v1,v2,...,v10} ve kenar ait kiime
elemanlariE = {el,e2,...,e13} olmasindan dolay1 mertebe sayist |V| = 10 ve boyut
sayist |E| = 13 olupG = (V, E)¢oklu graf gosterimi de alt taraftaki gorseldeki gibi

olmaktadir.

Vs eg Vi el1: Vv
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Sekil 1.1.12 Coklu Graf Ornegi
1.2.Dereceler ve Uzakhklar
Graf teorinin en ¢ok iizerinde durulan temel iki gozde kavrami vardir. Birinci

kavram olarak kose derecesi ve ikinci kavram olarak da iki kosenin birbiriyle olan

mesafesi kavramlaridir.



Tammm 1.2.1. Grafin belirledigimiz herhangi bir vertexe komsuluk yapan koseler
kiimesinin eleman sayist belirledigimiz kosenin derecesi oluyor ve dG(v;)ile
gosterilmektedir. Grafin secilen herhangi bir vertex komsusu olanvertexe 1 derece ekler.
[Imek ise sekil itibariyle kendine geri déndiigii yani kendiyle de komsuluk iliskisi
oldugu i¢in vertexe 2 derece ekler. Grafin segilen koselerden der(G) = 1 olarak ifade
ettigimizvertexe u¢ (pendant) vertex, der(G) = 0 olan vertexe de izole (isolated)
vertex seklinde adlandirilir.

Ornek 1.2.2. Basit graflara ait bir érnek tizerinden bakarsakf izole kose, a uc kose ve

kendi se¢tigim b kosesinin derecesider,;(b) = 4 dr.

d
.
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Sekil 1.2 Basit Graf Ornegi

Tamm 1.2.3. Bir grafta kdselerin iginden an az dereceye sahip olan késeye minumum
dereceli kose denmekte ve a(G)ile gosterilmektedir. En fazla dereceye sahip koseye

maksimum dereceli kose denmekte ve bu kdseye ait dereceler A(G)gosterilmektedir.
Ornek 1.2.4. Yukarida gordiigiimiiz grafta o(G) = 0 ve A(G) = 4 dir.

Teorem 1.25. G sonlu graf olmak iizere grafin koselerine ait kiimenin V =
{v1,v2, ..., vn}elemanlariyla, kenarlarina  ait  kimenin E = {el,e2,...,em}

elemanlarmin olusturduguformil vardir.

z dG(Vi) =2m

Soyle agiklarsak grafa ait koselerin derece toplamlar1 kenar sayilarinin iki katna esit
olmaktadir.
Ispat. n mertebesi ve m boyutu olan G grafi ve bu grafa ait her edge, iki vertexe

komsudur. Dolayisiyla vertexlerin derece sayilarinin toplam ifadesiyle her bir vertex iki



edgeyi gosterir. Bununla beraber G grafina ait kose kiimesinin elemanlarmim derece

toplamlari, edge adetinin iki katidir. m

Sonug 1.2.6. G grafina ait vertexlerin derece toplamlar ¢ift sayidir.

1.3.Altgraf

Tanim 1.3.1. H = (8§, M;)elemanlarindan olugan D =
(83, M;)elemanlarindanolusan graftir.§2 € S1 ve

S$2 C S1sartlari da yerine getiriyorsa, D grafinaH ninaltgrafidir denmektedir.

Tanmm 1.3.2. H = (§1, M )clemanlarindan olusan D = (§,, M;)elemanlarindan
olusan graftir..§2 € S1ve .§2 € Slsartiyla birlikte M grafinin bitun vertexleri diger

vertexlerle komsuluk olusturuyor ise M grafi Gnintam altgrafi olarak adlandirilir.

Sekil 1.3 Bir graf, alt graf

1.4.Yiiriiyiis Yol

Tamim 1.4.1. Koselere ile kenarlara ait elemanlark = 1, ..., m ve v, _, ilev,vertexlerie,
ya ait bitis noktast olmakla birlikte W =wvg,e;,v;ey,...,ep, v o0lan  siral
elemanlara G grafina ait yiiriiyiis denmektedir.

Baslangi¢ olarak ifade edilen kdsev,, Bitis olarak ifade edilen kdsew,, olur. I¢ kose ne
basladig1 yer belli ne de bittigi belli olmayan vertexdir. Baslangica ait vertex ve bitis ait
vertex birse kapali yliriiyiis bashigiyla isimlendirilmektedir.

Tanim 1.4.2. Grafin izi birden ¢ok ayni kenardan gegilmedigi yiiriiytistiir.

Tamm 1.4.3. Grafin euler izi o grafa ait tiim kenarlarindan sadece bir defa gectiginde
yiiriiyiis olur.

Tamim 1.4.4. Grafin yol o grafa ait iceride bulunan noktalarin tekrarinin olmadig: iz
denmektedir.

Tamim 1.4.5. Baslangica ait noktayla bitise ait noktalarin disinda bitln vertexleri ve

biitiin edgeleri ayn1 olmayan kapali sekildeki yiiriime ifadesine devir denmektedir.



Ornek 1.4.6 Asagida bulunan sekil 1.4 grafi i¢inv, v,v,vsv4v,v3 6 uzunlukta yiirilyiis
olarak ifade edilir ancak izi ifade edilmez.v,v,v3v,v4v5v, 1Z Olarak ifade edilir ancak
yol olarak ifade edilmez. Grafa ait v, v,v,v;yol olarak adlandirilir.v,vsvev,de bir devir

olarak adlandrilir.

V1 V2 V
» . ]
oV,
& ]
Ve Vs

Seldl 1.4 G grafi

1.5.Uzakhklar
Tamim 1.5.1 Grafa ait se¢tigimz iki tane vertex olanx ile y nin birbiri arasindaki
mesafeyeuzakhk aldigimiz iki késenin birbirine olan en kii¢iik yiiriimenin uzunlugu

olup d(x,y) gosterimi yapilir.

1.6.Graf Cesitleri
Tammm 1.6.1 Grafa ait kose kimesinin iki kosesi komsuysa G ye tam graf

denmektedir. n mertebesi olan graf K,,ile ifade edilmektedir.

Tamim 1.6.2 Grafa ait vertex kiimeleriyle benzer vertex kiimesine sahip olan, kenara ait
kiime G de bulunmayan edgelerden oluyorsa ve bu sebepten komsuluk bulundurmayan
vertexlerin birbirleri arasinda komsuluk olmasini saglayan graf da G grafina ait

tamamlayici graf denmektedir.



Tammm 1.6.3 Grafa ait koselerin hepsi r derece olan graflarar-dizgin graf
denmektedir.

Tanim 1.6.4 Bir G grafina ait baslangigta olan koseyle bitiste olan
kosesinin der(G) = 1olan ve grafa ait kalan tim koselerin dereceleri ikiyse bu grafa

da yol graf denmektedir. n mertebesi olan yol grafin gésrerimi P,, dir.




Tanmim 1.6.5 Bir G grafina ait kose kiimesinin iki adetten yiksek mertebeye sahip
bagimsizlikla ayn1 zamanda ayrikligi olan kime oluyorsa graf iki parcah graf
denmektedir. Koseye ait kiimelerV; ve V,olup iki pargaliyla ifade ettigimiz bir grafin
butin koseleri karsilikl sekilde birbirleriyle komsuysa iki parcah ayrilabilen tam graf
denmektedir.  |V3| = m mertebelive  |V,| = nmertebeliyse K, ,olarak ifade

edilmektedir.

K23

Sekil 1.6.5 Iki parcah tam graf Srnekleri

Tamim 1.6.6 Devir icermeyen baglanti igeren grafa agag¢ graf denmektedir. T ile ifade
edilir.

S S

Seldl 1.6.6 Agac graflanm bazlan

Tamim 1.6.7 G grafina ait biitiin koselerin dereceleri iki olan ve baslangi¢c ve bitis
noktalar1 ayni olmasiyla ifade edilen grafta cevre graf seklinde isimlendirilir. Bir de

soyle ifade edecek olursak n adet kdseye sahip ¢evre grafta C,, olarak adlandirilir.

AYEyA

Sekil 1.6.7 Cevre graflar



Tanim 1.6.8 m tane kdsesi olan agac graf olarak adlandirilan grafin bir tane kdsesine
ait derecesiyse m — 1; diger koselerin ait derecesiyse 1olur. Bu grafta yildiz graf
adlandirilirken olarak S, seklinde ifade edilir.Yildiz graflar1 da iki parcaya ayrilabilen
tam graf seklinde isimlendirebiliriz. m koOsesi olanS,,yildiz grafina ait iki parcaya

ayrilabilen grafin gosterimiK; ,,0lan bir tam graftir.

— ] ]

Sekil 1.6.8 Yildwiz graflar

Tamim 1.6.9 m tane kosesi olup bir C,, ¢evre grafina bir adet edgeile biitin koselerine
komsulugu var olan yeni bir vertex ilavesiyle gosterilen grafa tekerlek graf
denmektedir.W,, seklinde ifade edilir.

W4 Ws
Sekil 1.6.9 Tekerlek graflar

1.7.Graflara ait baz1 parametreler
Tamm 1.7.1 H grafina ait koseler x iley olsun. x kdsesinden y kdsesine gidilen en kisa
yol olan mesafeye x kosesinden y kosesine uzakhk denmektedir. d(x,y) ile ifade

edilir.

Tammm 1.7.2 H = (§, M) grafina ait aldigimizk kosesiyle k kosesine en uzakta olan
vertexlerin birbirine olan mesafesine k kosesine ait eksantirik denmektedir ve e(k)
seklinde ifade edilir. Baska ifadeyle;

e(k) =max{d(k,x): xeV(H)}

gosterilmektedir.
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Tanmim 1.7.3 Herhangi baglantili H grafina ait koselerin birbirine olan en ufak
eksantirikH grafina ait yaricap denmektedir. ifade edilisi

rad(H) = min{e(k): veV(H)}
gosterilebilir.

Tanmm 1.7.4 Herhangi baglantili H grafina ait kdselerin birbirine olan en kocaman
eksantirik Hgrafina ait¢apr denmektedir. Diam(H) seklinde gosterimi vardir. Bir de su
sekilde belirtirmek istersek;

diam(H) = max{e(k) : ve V(H)}

gosterimi bu sekildedir.

Teorem 1.7.5 Bir H grafinda
rad(H) < diam(H) < 2rad(H)
esitsizlik bulunur.
Tamim 1.7.6 G grafina ait en az mesafe ile olusturdugumuz devir ¢evrim diye ifade

edilir. Gosterimigr(G)sckildedir.

Ornek 1.7.7 Asagida seklini gordiigiimiiz G = (V, E) ve V(G)={v1, V2, V3 ,va} veE={e1,
e, €3 ,es} kosesine ait mesafeler d(vi,v2)=1, d(vi,v3)=1 ve d(vi,va)=3. Cap koselerin
birbirine maksimum uzakligi ifade ettiginden G grafinin ¢ap1 diam(G)=2 olur.

Yarigaprad (G)=1 olur.

el el

- Va
L ] &, Y
Vi -

Selal 1.7.1 Graf érnegi
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Tanmim 1.7.8 G grafina ait koselerin kiimesiV olsun.D € Volmakla birlikte D kiimesine
ait bltiin elemanlarin V /D kiimesinden segtigimiz bir tane kiime elemanina komsuysaD
kiimesinin en az sayida elemana sahip kimenin baskinhk sayis1 denmektedir.

v (G)seklinde gosterilmektedir.

Tamm 1.7.9 Grafa ait kose renklendirmesiyle kose kiimesine ait V;olan, kimeye ait
elemanlarinda renklerden olusmasiyla olusanC kiimesi bir fonksiyon olur. Komsuluk
olusturan koseler daima baska renge boyanabiliyorsa renklendirme dogru olur.
Grafik veyak den az sayida renkle ve kosenin uygunluk kurali goéz Oniinde
bulundurularak renklendirilebiliyorsak-boyanabilir denmektedir.G grafina koseye ait

kromatik numarasi1 G grafina ait en kiigiik k rakamuidir.y(G) ifade edilir

Tammm 1.7.10 Grafa ait butiin tam alt graflara klik denmektedir. Klik sayilarmm

icinden daha ¢ok koseye ait sayiya klik sayis1 denmektedir.w(G) ile ifade edilir.

Ornek 1.7.11 ifade ettigimizG grafina ait kdselerin S (siyah), P (pembe) ve L (lila) ile
boyarsak kromatik sayisin1 3 olmus olur. Grafa ait altgraflarin en bilyiigliniin vertex

sayis1 3 oldugundan grafa ait klik 3 olur.

|
P

Seldl 1.7 2 Klik ve Renklendirme igin Srnek
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Asagida belirtilen graflara ait parametreler ve topolojik indeksler (zerine
calisilan kaynak arastrmasinda caligmalarin gelisim ve degisimleri daha iyi fark
edilmesi igin yillar1 gozetilerek siralanmustir.

Berge (1962), “The Theory of GraphsandIts Applications” ismiyle anilan graflar1 ve
muikemmelliklerini bulup tanitmistir. Eserde, bu graflarda kullanabilecek kriteri
belirleyen standartlar da yer alir.

Ostrand (1973), “Graphs with specified radiusand diameter” ¢alismada radius ve
diametre arasinda formiilsel bir iliski oldugunu ifade etmistir.

Bondy, J.A., Murty U. S. R. (1976), “Graph theory with applications” isimli eserde
graf teoriye ait standart tanimlar ve teoriyle birilikte yapilan islemsel ifadeler uygulama
gibi pek ¢ok irdelenmistir.

Beck (1988), “Coloring of Commutating Rings” isimli ¢alismada graflarina ait nokta
belirlendigi goriilmektedir. Calismay1 yazan, halkalar aracaligiyla sifir-bdlen graflarin
tanimin1 gergeklestirmis, bu problem tizerinde durulustur. Ayn1 zamanda renklendirmesi
problemine de odaklanmistir; bu sayede insanlar daha iyi anlayabilmek adina
matematiksel bir yaklasim kullanarak halkali graflarin modellenmesini saglamistir.

Erdos ve ark. (1989), “Radius, diameterand minimum degree” eserde ¢ok kulanimda
olan radius ve diametreyle ile grafa ait kdse sayilartyla minumum derece kavramlari
iizerinde durmus ve ¢ok dnemli katkilar1 olmustur.

Bollobas, B. (1998), “Modern Graph Theory” ¢alismasinda graf teorinin temelleri ve
genel bilgiler lizerinde durmustur.

Dankelmann, ve ark. (2000), “Average distance, minimum degree and spanningtrees”
adl ¢calismada grafa ait derece, kose sayis1 ve uzaklik gibi kavramlarla ilgili aragtirma
yapmigstir.

Diindar (2001), “Accessibility number and then eighbor-integrity of generalized
Petersen graphs” isimli eserde graflarin komsuluklariyla ifade edilen erisilebilirlik ile
ilgili ¢aligmasi vardir.

DeMeyer ve ark. (2002), “The Zero-Divisor Graph of a Commutative Semigroup”
isimli caliymada halkalar iizerinde tanimli sifir bolen graflarinin baglantililig1 hakkinda
calisma yapmustir.

Akbari ve ark. (2003), “When a Zero-Divisor Graph is Planaror a Complete r-Partite
Graph” ¢aligmada sifir bélen graflarin pargali olma durumlar1 incelenmistir.

Gross, J.L., Yellen, J., (2004), “Handbook of GraphTheory” isimli ¢aligmada graflari
ait temel tanim teoremler {lizerine durulmustur.
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DeMeyer, F. R. ve DeMeyer, L., (2005), “Zero-DivisorGraphs of Semigroups” isimli
calismada degismeli olmayan sifir bolen graflarina ait 6zellikler iizerinde durulmustur.

Chudnovsky ve ark. (2006), “Thestrong perfect graph theorem” eserde konjekttrin
gicliligliniin ispatt bulunmus ve mikemmel graf i¢in yapilacak caligmalara 1g1k
olmustur.

Mukwembi (2012), “A Note on Diameter and The Degree Sequence of a Graph” isimli
calismada graflara ait parametre olan diizensizlik indeksi iizerine durulmustur.

Akgiines (2012), “Analyzing special parameters overzero-divisorgraphs”calismada
farkli asal olan p ve q ait sifir bolen graflarina ait parametreler bulunmustur.

Akgiines ve Cevik (2013), “A newbound of radius of irregularityindex” adli calismada
radius kavraminda kullanilmak tizere diizensizlik indeks kavraminin destegiyle iist sinir
olusturmuslar.

Das, Akgiines ve Cevik (2013), “On a graph of monogenic semigroup” isimli
eserlerinde monojenik yarigruplardan olusan graflarin tanimindan bahsetmislerdir.
Grafa gesitli 6zellikler incelenmistir ve graflarin miikkemmelligi tizerine durulmustur.

Shao, Z., &Solis-Oba, R. (2013), “L (2,1) —labelings on the homomorphic product of
two graphs.” Modiiler ¢carpima ait renklendirme sayis iizerinde durulmustur.

Akgiines, Das ve Cevik (2014), “Topologicalindices on a graph of monogenic
semigroups” isimli calismada bir onceki calismalarinda ifade etikleri monojenik
yarigrup graflara ait topolojik indekslerin monojenik yarigrup mertebesiyle bulunacagi
kanitlanmistir. Topolojik indekslerin hesaplamalar1 yapilmistir.

SankarSahooandMadhumangalPal, (2017) Homomorfik ¢arpim sonucu elde edilen
graflar lizerinde dereceler bulunmustur.

Cangiil I.N., (2017), “Graf Teorisi-I”” adl1 eserinde genel graf bilgisi yer almaktadir.

Cagan, B. (2017), “Monojenik yarigruplar iizerinde nokta carpim grafi ” adlh
calismasimda monojenik yarigruplarin nokta ¢arpimini incelemekle birlikte homomorfik
carpima da yer vermistir.

Dervovic, D. (2018),“Perfectweak modular productgraphs.” adli ¢alismasinda zayif
modiiler carpimlarini incelemis, sonuglar iizerinden izomorfizmlarini bulmustur.

Akgiines,Nihat, and Biisra Cagan.(2018). “On the dot product of graphs over
monogenic semigroups” ¢aligmada nokta ¢arpim grafi bulunarak ¢arpim grafi izerinde
gerekli parametreler bulunmustur.

Oteles, A., Zangana, D., (2020), “Lucas Sayilariyla iliskili ki Parcali Graflar” adli
calismalarinda grafa ait miikemmel smiflama olan (1-factor) sayilariyla Lucas
sayilarmin iligkisi verilmistir.
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3.GRAFCARPIMLARI

Graf ¢arpimlariyla ilgili bu bolimde, temel carpma teorisi ve uygulamalar hakkinda
detaylara inilmektedir ve bunlarla ilgili 6rnekler sunulmaktadir. Carpimlar hemen
hemen her alanda karsimiza ¢ikmakta isimiz kolaylastirmaktadir. Matematik disinda
kimya gibi, bilgisayar agirlikli gibi pek cok yerde kullanim alan1 mevcuttur. Carpim
graflarini olustururken bostan farkli iki grafin hangi kurallar dogrultusunda kenar ve

kose kiimelerinin olusturulacagini goriip inceleyecegiz.

Tamim 3.1 HerhangiH,ve H,olacak sekilde iki grafi ele alalim. Kose kiimeleriS(H,) X
S(H,) Kartezyen ¢arpim kiimesine ait elemanlardan olusan ve kenar kiimesi “bir kurala
bagl’’ bir sekilde olusana H; ve H,graflara ait carpim denmektedir ve H1 x H2ile

gosterilir.

3.1.Graflarda Tanimh Carpimlar

Tammm 3.1.1 H; grafina aitvertex kimesinin elemanlariSi;, H, grafina ait vertex
kiimesinin elemanlar1 S;0lsun.S=S;xS;kartezyen carpim kimesiyle k=(ki,k2) ve

m=(m,m.) elemanlar1 alinsin.

) ki =mqve (k2, mz) € E(H>)
ya da
i) (k1, m1) € E(G1) ve ko=m;
kosulu saglandigindau ile wvvertexleri komsuluk olusturur denmektedir. Kural
dogrultusunda ifade edilen graf H, ile H,grafina kartezyen carpimina ait graf

denmektedir. H; O H,ileifade edilir.

Ornek 3.1.2 H = P,0Cs Kkartezyen carpimla sonucunda elde edilen grafa

acikladigimiz 6zellikleri uygulayalim.

(87

=8

9
W
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H carpim grafina ait kdseye ait kiime elamanlar1
V = {(uy, u2) : uie V(P2),uz V(C4)}ifade edilir ve H kartezyen ¢arpimina ait grafin
sekli;

(L,1)

(2.4)

2.3) 3

(2.2) (1.4)

2.0
Sekil 3.1.1 P; ve Cy grafi ve Kartezyen Carpim Graflan
Tammm 3.1.3 H; grafina ait vertex kiimesinin elemanlar1 Si1, H» grafina ait vertex
kiimesinin elemanlar1 Sz olsun. S = S1Xx Sokartezyen kiimesiyle k = (k1, k2) ve
m = (my, my)elemanlari alinsin.
(k1, my) € E(Hy) ve (k2, m2)e E(H>)
kosulu saglandigindau vev  kdselerinin  arasinda  komsuluk  olusur.  Olusum

saglayanHile H grafina tensor ¢arpimin grafi denmektedir.H1x Hifade edilir.

Ornek 3.1.4 H = P, x C4tensor carpimiyla olusan grafi icin agikladigimiz 6zellikleri

uygulayalim.

Cy4

-
]

H carpim grafina ait koseye ait kiime elamanlar1 V = {(uy, u2) : uie V(P2), u2cV(Ca)}
ifade edilir. H tensOrde garpimiyla elde edilen grafin sekli;



16

(L,1)

23y

2.1)

Sekil 3.1.3 P> x C4 tensor carpimina ait graf

olur. Seklideki G garpimina ait grafta mertebesi 8, boyutta8 olur. der ((1,2)) = 2
olupder((3,3)) = 2 olmasindan dolayio (G) = 3 ve 4(G) = 1.

Tamm 3.1.5 H; carpim grafina ait kdseye ait kiime elamanlar1 S1, Hocarpim grafina ait
koseye ait kiime elamanlar1 S> olsun. S = S1X S» kartezyen ¢arpim sonucunda elde
edilen kiimenink = (k1, k2) ve m = (m1, mz) elemanlar alinsin.

i) (kimi)eE(H1)

ya da

ii) ki=mive (k2 m2)e E(H>2)

kosulu saglandiginda u ve v koselerinin arasinda komsuluk olusur. Boyle ifade edilen

grafin da H: ile H» grafina lexicographical grafi denmektedir.H1[H>]ifade edilir.

Ornek 3.1.6 P,[C.] lexicographical grafi icin acikladigimiz 6zellikleri uygulayalim.

Cy

3

(e~

H carpim  grafina ait koseye ait kime  elamanlan V = {(ug,u2) :

ui€e V(P2),u26V (C4)} ifade edilir. H lexicographical ¢carpima ait grafin sekli;
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()

2.0

Sekil 3.1.5 P;[C4] lexicographical ¢arpimina ait graf

olur.der((2,1)) = 6 veder((1,1)) = 6olmasiyla birliktea (G) = 6 ve 4(G) = 6 dur.

Tamm 3.1.7 Hicarpim grafina ait kdseye ait kiime elamanlar1 S1, Hogarpim grafina ait
koseye ait kiime elamanlar1 S>0lsun.S = S1x Sz kartezyen kiimesinin elemanlari
k = (ki k2) ile m = (my, mp2)alinsin.
i) ki= mave (k2, m2)e E(H>2)
ya da
ii) (ki,m1) € E(H1) ve ko= mo
ya da
iii) (k1, m1) € E(H1) ve (k2,m2)e E(H2)
kosulu saglandiginda u ve v koselerinin arasinda komsuluk olusur. Boyle olusupHile

H»gosterilen grafa strong ¢arpimin grafi denmektedir.H1m Hoile ifade edilir.

Ornek 3.1.8 G = Pom Cs strong carpim grafi i¢in acikladigimiz  dzellikleri

uygulayalim.

(=]
I §

[ B
[
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Hegarpim grafina ait kdseye ait kiime elamanlar1

V = {(uy,u2) : uie V(P2),u2V(C4)} ifade edilir. Hstrong carpimina ait grafin ifadesi;

(1,1)

1,2
2.4 @.2)

(1,3)

2,3)

1,49
(2,2)

(2.1)

Sekil 3.1.7 P, m C4strong carpimina ait graf
olur. Burada G ¢arpim grafina ait mertebe 8, boyutu 16°dir. Bitun vertexler birbiriyle
komsu olmasindan dereceleri de 7 ¢iktigindanG strong ¢arpimina ait graf tamgraf
belirtir.
o(G)= 7 A(G) = 7dir.

Tamm 3.1.9 H;carpim grafina ait koseye ait kiime elamanlar1 S1, Hzcarpim grafina ait
koseye ait kiime elamanlar1 S»0lsun.S = S1x S> kartezyen ¢arpim kiimesinin
elemanlarik = (ki, k2)ve m = (my, m2) alininca

i) (k,m1) € E(H1) ve (k2,m2) € E(H2)
ya da
ii) (ky,m1) € E(H1) ve (k2,m2) & E(H2)

kosulu saglanmasiylak vemvertexleri arasinda komsuluk olur. Boyle olusmus

grafina Hiile H grafina ait modiiler ¢arpima ait graf denmektedir.
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Ornek 3.1.10 P, ve Cs modiiler carpimm grafi icin agikladigmmz &zellikleri
uygulandiginda;

olur. Ggarpim grafina ait kdseye ait kiime elamanlari

V = {(ug, u2) : uie V(P2),u2€V (Cs)} gosterilir. Gmodiiler carpima ait ifadesi;

1.n

(2.4) (1,2)

1.4

2.1)

Sekil 3.1.9 P, ve C4 modiiler ¢carpim grafi

olur.

4 MONOJENIK YARIGRUPLAR UZERINDE HOMORFIK CARPIM GRAFI

Uzun senelerdir 6nemi fazla olan graf teoriyle cebirsel olarak ifade ettiklerimizle ile
ilgili ¢aligmalar ile birlikte monojenik yarigruplarin graflarmmn homomorfik ¢arpim
graflarint bulup bu graflar Gzerinde parametreleri ve 6zelliklerini arastirildi. Bu ¢arpim

graflarini bulurken kullanacagimiz monojenik yar1 gruplarin tanimmdan da bahsedildi.

4.1.Giris Kism ve Bashca tanimlar
Irwin Beck (Beck, 1988) tarafindan gelistirilen ve Graf Teoriyle cebirsel yapilarin

birlesmesiyle olusan ilk ¢aligmalar degigsmeli halkalarin iizerinde tanimli sifir bdlen
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graflariyla alakaliydi. Bu baslangic diger arastrmacilar tarafindan farkli caligmalara
eklenmesinin ardindanda bu bélimde monojenik yar1 grubu S;; ve bu yari grubun
sonlu kartezyen carpimi olan S'nin homomorfik carpim grafi hakkinda bilgi verilecektir.

Ayrical(§) ye ait bazidzelliklere deginilmis olacaktir.

4.2.Monojenik Yangrup Uzerinde Homomorfik Carpim Grafi
Tamm 4.2.1. Gyve G, bostan farkl iki grafdur.
V(G1),E(G1) ve V(G2),E(G2) sirasiile Gi ve Gy graflarinin kose ve kenar kiimeleri
olmak Gzere
UiV € V(G1) ve Uz,Vvo € V(Gy)

Give G2 graflarinin herhangi kdseleri olsun.

V(G1) xV(G2) Kartezyen kiimesinden alinan (U1, U2),(v1,v2)elemanlari igin
1) U=v1
ya da

i) (u1,v1) €E(G1) ve (uz,v2) ZE(Gy)

sartlar1 saglandiginda (uz, u2) ile(vi,vz2) vertexleri komsu olur denmektedir.

Bu sckilde olusmakta olan grafa daG: ile Gz grafinin homomorfik ¢arpim grafi
denmektedir;

G1X Goile ifade edilir.

Tanim 4.2.2. Sygjve Sym ve n mertebeli yarigruplar olmak iizere kdse kiimeleri

sirasi ile V1 ve Vo0lsun.V(G)= VixVa ve u,v € V(G) olmak tizere u=(x'x) ve v=(x*x}

Lke{l,2,..m}ve jte{l2..,n}koseleri igcin i=K ya da i+k>m ve j+t<n kosulunu
saglayan kenar kiimesinden olusan grafa Syjve Sy monojenik yarigruplarmimn

homomorfik ¢carpim grafi denir ve Sy; x Sy, ile ifade edilir.

M ve Symonojenikyarigruplarmmhomomorfik ¢arpim grafinin graf parametrelerinden
diameter(¢ap1), radius(yarigapi), girth, minumum derece, maksimum derece, Ortii sayist,

baskinlik sayisi, kromatik sayisi(renk sayisi), klik sayismibulup incelendi.
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Ornek 4.2.3.

S = SZ x Syhomomorfik ¢arpim grafini inceleyelim.

aX 1
e x
L] x_'! - :
Sf‘ Grafi SE’, Grafi

Elemanlar1 S*-S\{{(x,X),(X,x?),(X,x%), ...(x*,x*)} ve koseler arasindaki homomorfik ¢arpim

asagida goziikkmektedir.

(x*,x%) (x.x)

(x.x)

(x*x%)

(x,x*)
(x*,x)

SZ < S3 homomorfik ¢arpim grafi
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Ornek 4.2.4.

S = S5 X Sjyhomomorfik ¢arpim grafini incelenmesi gdziikkmektedir.

. X
[ x ad
2
.x x4 x2
S Grafi S& Grafi

Elemanlar1 S*-S\{{(x,x),(,x?),(x,x%),(x,x*), ...(x*, x")}ve koseler arasmdaki homomorfik

carpim asagida goziikmektedir.

(x,x)

(x*,x%) {x,%%)

‘ (x,x%)
(x*,x%) .

A (x,x*)

(%)

®(xx)

(x’x)

P>

{x’,x‘] [x;,:-:"}

')

S3, x Syhomomorfik ¢arpim grafini
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4.3.Homomorfik Carpim Graflarinin Bazi Parametreleri
Bu bolimde S;fve Spym ve n mertebeli yarigruplar olmak tizere kdse kiimeleri sirasi ile
V1 ve V2 olsun.V(G)= VixV; ve u,v € (G) olmak lizere u=(x' x}) ve v=(x* x’)
Lke{l2,..m}vejte{l2..n}koseleri icin i=K ya da i+k>m ve j+t<n kosulunu
saglayan kenar kiimesinden olusan grafa Sy‘ve Sy monojenik yarigruplarinin
homomorfik ¢arpim grafi denir. Tanimladigimiz Sy ve Sy monojenik yarigruplarinin
homomorfik ¢arpim grafi iizerinde diameter(gap1), radius(yarigapi), girth, minumum
derece, maksimum derece, Ortli sayisi, baskinlik sayisi, kromatik sayist (renk sayist),
klik ve grafin miikemmelligi bulunup arastirilimaktadar.

Kullanilacak olan baslica kavramlar, sonrasinda homomorfik ¢arpim grafina ait

tanimlarin degeriyle birlikte seklinde ilerlenecektir.

Tamm 4.3.1 Bir G grafinin diameteri

diam(G) = sup{d(x,y):x,y e V(G)}

seklinde ifade edilir.

Teorem 4.3.2 Sjfve Sj; m ve n mertebeli yarigruplar olmak tizere kdse kiimeleri sirasi
ile V1 ve Vo0lsun.V(G)= VixVz ve u,v € V(G) olsun. u=(x'x) ve v=(x* x’)

ike {1,2,....m} ve jte {1,2,...n} koseleri i¢in i=K ya da i+k>m ve j+t=n Kkosulunu
saglayan kenar kiimesinden olusan grafa Sy‘ve Sy monojenik yarigruplarinin
homomorfik c¢arpim grafi denir. Tanimladigimiz herhangi bir homomorfik g¢arpim

kiimesi igin
diam(ITST < S%)) = 3 olur.

Ispat. S=SI* x SI homomorfik ¢arpim grafi olsun.

i1,ji€e {Sp} i2,j2€ {Si; } olmak Uzere

Vixi,x2 ), (x/1,x/2 e v(I1(S)) icin;

ii+n>nve x2 ,x2 ¢ v(Sp)oldugundan (x't,x% )~(x™,x’/2 )olur.
Daha sonra (x™,x% ) ~(x™,x’2 ) oldugu homomorfik ¢arpimim

1) u1=v1 kuralindan agiktir.

Ayrica benzer sekilde (x™,x/2 ) ~(x/t,x/2 ) olur.
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Dolayisiyla

(xit,x%2 ) ~(x™,x%2 )~ (x™,x/2 ) ~(x/1,x/2 ) oldugundan

diam (IS5 = S%)) = 3 bulunur. m

Tamim 4.3.3 Grafa ait ¢evrimi o grafa ait en kigiik mesafeli devre ait mesafe bulunup
ve bir G grafina ait ¢evirim girth(G) ile ifade edilmektedir.

Teorem 4.3.4 Bir S=S; x Sy, homomorfik ¢arpim grafi kiimesi igin
girth(ITs% x S%)) = 3 olur.
Ispat. S=SI* x SI* homomorfik ¢arpim grafi olsun.
xh,, x| xMe SMve x/1,x)2 ..., x"e SE olup
m+2>m oldugundan (x™,x")~(x?,x/1) olur.
Daha sonra 2+(m-1)>m oldugundan (x?,x/1)~(x™1x/1) ve m+(m-1)=2m-1>m
oldugundan (x™~1,x/1) ~ (x™x").
Dolayistyla (X™,x") ~(X2,x71)~(x™1, x/1)~ (x™,x") seklinde 3 uzunluk ¢evrim bulunur.

Daha kuguk ¢evrim bulunmadigindan grafin ¢evrimi 3’tiir.m

Tamim 4.3.5 Bir grafa ait en ¢ok dereceye sahip kosenin derecesi o grafa ait en fazla
komsusu olan vertexin derecesinin degeridir.A ile gosterilmektedir.
Teorem 4.3.6 Monojenik yarigrup lizerinde tanimli homomorfik ¢arpim grafin en

blyuk derecesi

A(I(ST x S%)) = m(n — 1) olur.

Ispat. S=SI* x S homomorfik ¢arpim grafi olsun.

Grafin en az (n-1) tane komsusu vardir.

En biiyiik dereceli kose i¢in homomorfik ¢arpim tanimindan (X™,x) kosesi segilir.
(X X) ~ (x"x/1) 3 j1e{1,2,3,...,n-1}.

Ayrica

(X" X) ~ (x1,x/1) 2i1€/1,2,3,...m-1}

jie{l1,2,3,...,n-1}

sekildeki koselere komsudur.

(m-1)(n-1) tane.
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i . ™,
(x.x) (X)) (x x%)

%— 6 S (x? x)
-
w
I;;n'-.
!
2
AN J
S N @R [ (= x|
E (n-1) tane kdseye komsu

O halde A(S) = (n-1)+(m-1)(n-1)=m(n-1) bulunur.m

Tamim 4.3.7 m,n& N} olmak Uzere S;f ve Sy, iki monojenik yarigrup olsun.
Sy xSy monojenik ¢arpim grafi olsun. Grafa aiten az derecesi grafa ait en az
komsusu olan koseye ait derece degeridir. oile gosterilmektedir.
Teorem 4.3.8 Monojenik yarigrup tlizerinde tanimli homomorfik ¢arpim grafin en
klcik derecesi
SI(s% x S%)) = nolur.
Ispat.
ih€{1,2,3,...m} ve
ji.j2€{1,2,3,...n}  olmak lizere (x'1,x/1) ~ (x%1,x/2) dur.
Dolayisiyla (x%,x/1) herhangi kosenin (n-1) tane komsusu vardir. (homomorfik
carpimin tanimimin birinci kosulu x‘1=x)
Minumum derece i¢in homomorfik carpim graf taniminda birinci bilesen i¢in en az

komsuluk, ikinci bilesen i¢in en fazla komsuluga sahip koseye bakalim. (x,x") kosesi.
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n-1 e komsu

}:‘”ﬁ“"‘x:
@..‘:) (X7 o J [(x .x“)_]

o
x2,x) e (X2 ™ E*
. o
i
?:"
| :

(¢ it | JPR—— (o Y S

(x,x") ~ (x™,x") oldugundan
Yukarida da n-1 tane komsusu vardir. Dolayisiyla

AS)=n-1+1=nm

Tammm 4.3.9 Bir G grafinin vertex kimesi’nin alt kiimesi V(G)D olsun. D’de
bulunmayan G ’nin bitin vertexleri en az bir vertex ile D ’ye komsuysa D kiimesi de G
grafinin baskinlik kiimesi seklinde isimlendirilir. Baskinlik diye ifade ettigimiz say1 ise

G ’nin en az vertexe sahip baskinlik kiimesinin rakamudir ve »(G) gosterilmektedir.

Teorem 4.3.10 m,neN*olmak lzere S;ff ve Sy;  iki monojenikyarigrup olsun.

Syt x S monojenik ¢arpim grafi olsun. Baskinlik degeri

ATTST < ST )) = molur.

Ispat m,neN* olmak lizere SJ ve S iki monojenik yarigrup olsun.Sjt x Sit
monojenik carpim grafi olsun. Grafin baskmlik sayisi grafin en az koseye sahip
baskmlik kiimesinin sayist oldugundan, grafin baskinlik kiimesinde en az elemana sahip
olacak sekilde bakmaliy1z.

O halde m,;neN" olmak lzere Sif veSj; iki monojenikyarigrup olsun.Sj; S
homomorfik ¢arpim graf olmak iizere D <V (7TS@ < Sp))kimesi (S; < Sp)
homomorfik ¢arpim grafinin baskinlik kiimesi olsun.

Dolayisiyla baskinlik kiimesi tanimi1 geregi homomorfik ¢arpim grafinn en fazla komsu

koseye sahip olan kdsesi (X™,X) € D olmalidur.
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Ayrica (X™,X) kosesi teorem 4.3.6 dan i € {1,2,....,m-1} olmak iizere yalnizca (x', X")
koselerine komsu degildir.

Dolayisiyla {(x' , X") : i € {1,2,....,m-1}} koselerine komsu olan en az koseyi D
kiimesine dahil edersek (S;7 x Sj; )homomorfik ¢arpim grafinin en az elemana sahip
baskinlik kiimesi olusturulur.

Homomorfik ¢carpim grafinin tanimimnin birinci kosulundan;

i€/1,2,...,m-1} olmak tizere her bir (x',x) kosesi (x',x") kosesine komsudur. Dolayisiyla
(Si} = Si;) homomorfik ¢arpim grafinin baskinlik kiimesi

D={(x'x) : i€/1,2,...,m}} seklinde olur ve bu grafin baskmlik sayis1 m olarak elde

edilir.m

Tamm 4.3.11 m,neN™ olmak Uzere S;7 ve Sy, iki monojenikyarigrup olsun.

Syt X S monojenik carpim grafi olsun. Bir rafa ait kose renklendirmesiyle kose
kiimesine ait Vg olan, kiimeye ait elemanlarmnda renklerden olusmasiyla olusan C
kiimesi bir fonksiyon olur. Komsuluk olusturan koseler daima baska renge
boyanabiliyorsa renklendirme dogru olur.. Grafi ¢ ve ya ¢ den az sayida renkle ve
kosenin uygunluk kurali goz 6niinde bulundurularak renklendirilebiliyorsa
c-boyanabilirdenmektedir. G grafina koseye aitkromatik numaras1 G grafina ait en
kicik krakamudir. y(G) ifade edilir.

Teorem 4.3.12 Homomorfik ¢arpim grafi i¢in renklendirme numarasi

x(I(SPxSY)) =n

olur. m

Ispat mneN*olmak lizere SJ ve S iki monojenik yarigrup olsun.Sjt x Sit
monojenik ¢arpim grafi olsun.

Bir grafin kose renklendirme sayisi i¢in en az sayida renklendirilebilmesi gerekir. Bir
grafta komsu olmayan koseler aym1 renk boyanabildiginden homomorfik carpim
grafinda komsu olmama kosuludur.

X)), (X)) € V(IS SE)) igin (i # k) A (i+k < m Vj+t>n) kosulunu

saglamalidir. Buna gore i €{1,2,....m-1} ve j&{1,2,...,n} olmak lizere (x™,x)) kosesi
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(x',x"*1) koselerine komsu degildir. m#iA n-j+1+j>n oldugundan Dolayisiyla
WEefl,2,.....} icin (I'(Sﬁ X Sy ))homomorﬁk carpim grafi en az n farkli renk ile
boyanabilir. O halde

x(ISExSE)) =n

olur.m
Tamm 4.3.13 Bir grafin i¢erdigi tam altgraflarin her birine klik denir. Kliklerden en
fazla vertex sayist olan kligin vertex sayisina da grafin klik sayis1 denmektedir.c(G)ile

ifade edilmektedir.

Teorem 4.3.14 m,neN" olmak lzereS;; ve Sj; iki monojenikyarigrup olsun.

Syt X Sy monojenik ¢arpim grafi olsun. Homomorfik ¢arpim grafi i¢in klik sayisi

mpn
m n — | —|—
a)(I'(SM < Sk )) - lzJ lzJ
olur. m
Ispat Bir grafin klik sayis1 grafin icerdigi en biiyilk tam altgrafi kose sayisidir.

Dolayisiyla Syt x Sy; homomorfik ¢arpim grafinin klik sayisi igin grafin igerdigi en

biiyiik tam alt grafin igcerigi koseleri belirleyelim.
() (TS = Spy))igin
m m n n
[GafFlea>m Gl <n
mcift > m+2>m n<n
ve

m tek = m-1+2=m+1>m n-1<n oldugundan

koseleri birbirlerine komsu olan en biiyiik tam altgrafi olustururken
ie{[%]ﬂ, Ejﬁ,....,m} ve

jE{]ZEJ} olmak Uzere koseleri birbirine komsu olan en biiyiikk tam alt grafi

olustururlar.

Dolayisiyla klik sayis1 (m-EJ-l"'l)(EJ) - l%] BJ

olur.m
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5.SONUC VE ONERI KISMI

5.1 Sonug¢ Bulgularn

Bu tezde, Monojenik yarigruplarda kartezyen c¢arpim sonucu elde edilen
elemanlar arasindaki eslemeyi gerceklestirirken, birinci elemanlar ayni ya da ikinci
elamanlarin komsu olmasina gore birbiriyle baglanan koseleri homomorfik ¢arpim
grafin1 olusturarak tespit etmekteyiz. Elde ettigimiz homomorfik c¢arpim graflari
sonucunda elde edilecek degerler;

Diam 3 oldugu, girth 3bulundugu,minumum derece n oldugu, maksimum derece

m(n-1) oldugu, baskmlik sayisi m oldugu, kromatik sayist n oldugu, klik

SaYISI[%J BJoldugu bulundu.

5.20neri

Bu tezde, monojenik gruplar {izerinde graf carpimlarindan bir tanesi detayl
olarak incelenmis ve homomorfik ¢arpim sonucunda graf parametreleri bulunmustur.
Bu alanda daha fazla arastirma yapmak i¢in, bu konu hakkinda daha derin bilgi
edinebilir ve graf parametreleri ve tamimlar1 ile ilgili pekistirmeler yapabilirsiniz.
Ayrica, homomorfik ¢arpim hakkinda da detayli arastirmalara girebilirsiniz; bunun

saglanmayan ya da her zaman sagladigi durumlar agik bir sekilde arastirilabilir.
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