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CESITLI MUTLAK TOPLANABILME METOTLARI
Kiibra YILMAZ
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Damisman: Dog. Dr. A. Nihal TUNCER

OZET

Bu tez calismasi alt1 boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, genel bilgiler ve literatiir caligmasina yer verilmistir.

Ikinci béliimde bu ¢alismada kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii bolimde >’ a4, serisinin hemen hemen artan dizi yardimiyla ‘N, P,
r=1

k

toplanabilmesi iizerine teoremlere yer verilmistir.

Dérdiincii bolimde )" a 4, serisinin hemen hemen artan dizi yardimiyla ‘N, pr;é‘k

r=1

toplanabilmesi iizerine teoremlere yer verilmistir.

Besinci bolimde ) a, PA serisinin ‘N, pr;5‘k toplanabilmesi iizerine teoremlere
r=1 rp

r

yer verilmistir.

Altinct boliimde ise teoremlerden elde edilen sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Mutlak toplanabilme metotlari, mutlak toplanabilme garpanlart,

hemen hemen artan diziler.
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ABSTRACT

This thesis consists of six chapters.
In the first part, general information and literature study are given.

In the second part, the basic definitions and theorems that will be used in this study are

given.

In the third chapter, theorems about the‘ﬁ, P, summability of the Zar/lr series

r=1

almost with the help of increasing series are given.

In the fourth chapter, theorems about the ‘N, p,;5‘k summability of the > a 4, series
r=1

almost with the help of increasing series are given.

In the fifth chapter, theorems on the ‘N, pr;5‘k summability of the iar A series
r=1 rpr

are given.

In the sixth chapter, the results obtained from the theorems are given.

Keywords: Absolute summability methods, absolute summability factors, almost

increasing sequences.



vii

ICINDEKILER

CESITLI MUTLAK TOPLANABILME METOTLARI

BILIMSEL ETIGE UYGUNLUK ........c.cooviiiieiieeieeceteeees s i
YONERGEYE UYGUNLUK .....cooiiiiiieieeeseeeeteee et eses s sn s iii
KABUL VE ONAY ..ottt seeteee et es st esas st st sses s tssss s sassn s snsansnsanes iv
0 D13 0 CQ S 2 OO v
0 /.1 ) USSR Vi
A B ST RA CT ..t e e e e s e e e s e e e e e aab e e e e e bra e e e e abreeeeeaarees vii
TCINDEKILER ..........ooiviiiiiieee oottt en sttt en e viii
GIRIS 4 4 & & " W . . ........ 1
1. BOLUM

GENEL BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

1.1 ProbIem DUFUMU .....ooooiie e 3

1.2 ArastirmANIN ATIACE .......ooiuviiiieiiiieiieiieeeesteeeteesseeasteesseaesaeesbeesbeesseeessesanbeesseesnseens 3

1.3 Arastirmanin OnNemli..............coco.oooviueuiiieoeieeeeeeeee e 3
2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Temel TanIm Ve TeOTCIMICY .........ccoouiiiiiiie ettt e e e e e e e e 4

3. BOLUM

3.1 Zafl’ Serisinin Hemen Hemen Artan Dizi Yardimiyla ‘I\_l, o8

k

Toplanabilme Uzerine TEOTEM ............c.ccoviviiuevrieieieeieeeeee e 13



viii
4. BOLUM

4.1 Z at Serisinin Hemen Hemen Artan Dizi Yardimiyla ‘N, p,;0 ‘k

Toplanabilme Uzerine TEOrem ..................ccccocevrveieevieiieiieeiieieseese e 18
4.2 Zafﬂ’ Serisinin ‘N, pr\k Toplanabilme Uzerine Teorem....................... 22
5.BOLUM
5.1 iar P Serisinin N, p,; 8| Toplanabilme Uzerine Teorem .............. 27

r=1 rpr
6. BOLUM
SONUGCLAR ........cocoiiiiiiii s 33
KAYNAKCA ..o s 34

(0 7.7€] 56317 1 15750 37



GIRIS
Bir (&, )reel dizisi verildiginde

iak =a, +a,+..+a +..

k=1
toplamina sonsuz seri denir. Sonsuz seriler yakinsak seriler ve iraksak seriler seklinde
ikiye ayrilir. Sonsuz bir seri yakinsaktir ancak ve ancak serinin  kismi toplamlar
dizisinin yakinsak olmasidir. Kendi aralarinda belirsiz ve belirli iraksak seriler olarak
iki grupta incelenen 1raksak serileri igin; toplami Fooolan seriler belirli iraksak
serilerdir. Kismi toplamlar dizisinin en az iki yigilma noktas: olan seriler de belirsiz
iraksak serilerdir. Birden fazla yigilma noktasi olan diziler salinim yapan diziler
oldugundan, bu tiir Salinim yapan dizilerin karsilik geldigi en uygun bir sayty1 bulmak
amactyla toplanabilme teorisi gelistirilmis ve g¢esitli toplanabilme metotlari

tanimlanmastir.

Ondokuzuncu asirda calismaya baslanilan Toplanabilme teorisi, giinlimiize kadar
genisletilmis ve gelistirilmistir. ~ Matematigin 6zellikle matematiksel analiz ve
uygulamali matematik anabilim dalinda kullanilmakla birlikte, bir¢ok anabilim dalinda
da kullanilmaktadir. Newton ve Leibnitz sonsuz serileri sistematik olarak kullanan ilk
matematikgiler olup, Abel, Euler, Norlund, Cesaro ve Riesz gibi matematikgiler de 6zel
toplanabilme metotlar1 tanimlayarak bu alana olduk¢a fazla katkilar1 olmustur. Bu
alanda ¢alisan glinimiiz matematikgilerinin birgogu, bu 6zel toplanabilme metotlarini

ve arasindaki bagintilar1 aragtirmaktadirlar.

Mutlak toplanabilme metotlar1 da oldukca biiyiik bir calisma alan1 saglamaktadir. Ilk

olarak, birinci mertebeden mutlak Cesaro toplanabilme yani [C,] tanmi 1911



tarihinde Fekete [1] tarafindan verilmis, devaminda 1957 tarihinde ise Flett [2] k >1
olmak iizere daha genel bir tanim olan |C,1|k toplanabilme metodunu vermistir. Mutlak

toplanabilirlik kavrami 1969 da Das [3] ile hayatimiza girmistir. Sonrasinda

toplanabilme carpanini1 1970 yilinda Kishore ve Hotta [4] bizlere kazandirmistir. 1979

yilinda alt tiggensel matrisler sayesinde |T |k toplanabilirlik tanimi1 Tanovi¢-Miller [5]

tarafindan yapilmistir. 1985 yilinda da Bor [6] tarafindan ‘N, p,

) toplanabilme

kavrami tanimlanmustir.

Bu calismada ilk olarak pozitif azalmayan dizi yerine hemen hemen artan dizi

kullanilarak bilinen bir teoremin ‘N, P,

) toplanabilirligi genellestirilmistir.

Sonrasinda 9 yart monoton dizileri daha zayif kosullar altinda hemen hemen artan

dizileri kullanarak ‘N, pr‘k toplanabilirlik incelenmistir. Son olarak pozitif azalmayan

dizi yerine hemen hemen artan dizi kullanilarak bilinen bir teoremin ‘N, pr;5‘k

toplanabilirligi genellestirilmistir.



1. BOLUM

GENEL BILGILER ve LITERATUR CALISMASI

1.1. Problem Durumu

Genel mutlak toplanabilme metotlarinin alinan diziler {izerine uygulamalar tez

calismasinda ana problem olarak diistiniilmiistiir.
1.2. Arastirmanin Amaci

Hemen hemen artan ve pozitif monoton olarak azalmayan diziler yardimiyla bulunan
teoremlere daha zayif sartlar koyarak genellestirmek, bu tez arastirmanin amacini

olusturmaktadir.
1.3. Arastirmanin Onemi
Bu tez ¢alismasinda hemen hemen artan, pozitif olarak azalmayan, ve ¢ - yari monoton

olan diziler yardimiyla mutlak Riesz toplanabilme metotlari iizerine elde edilen

teoremler, daha zayif sartlar altinda incelenmistir.



2. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliime, c¢alismalarimizda kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri vererek

baslayacagiz.

Tamm 2.1 : ( Holder Esitsizligi )

p>1, l+1=1 Ve i, i, 05,0, 20, i, Iy, J5v-o, J, 20 olsun. Bu taktirde
P q
L L
i, g(Zi;’jp (Z jy]q (23)
v=1 v=1 v=1
dir [7].
Tamm 2.2 : (Minkowski Esitsizligi )
p=>1 iy, 0.0 20, Ji, 0y, Jseee J, 20 olsun. Bu taktirde
1 1 1
(z (i +1,) j" [z.pj (z,—fj” (22)
=1 v=1
dir [7].

Tanim 2.3 : (Abel Doniisiimii)

(Ck)ve (dk) kompleks say: dizileri ve s, = ch seklinde tanimli olduguna gore
k=1

Zr: Zl: Ad, +5s,d,
v=1

v=1



dir [8].

Aksi belirtilmedik¢e bu calismada bastan sona kadar (Sr), Zar serisinin kismi

toplamlar dizisini ve (p, ),
P:va—)OO,n—)OO, (Pﬁi=pfi=0,i21)

olmak kaydryla pozitif sayilarin bir dizisini belirtecektir.

Tanim 2.4 : (Sr), Za, serisinin kismi toplamlar dizisi ve (Ur) de birinci mertebeden

Cesaro ortalamasini gostersin. Yani

r
o =—3s, (2.3)
r+1&s
olsun. Eger,

limo, =s

r—oo

ise, Y_a, serisi s degerine (C,1) anlaminda toplanabilirdir denir [9].

Tanim 2.5: v, , (2.3) deki gibi tanimlanmak tizere, eger

0

Z|Ur _Ur—l|<oo (2'4)

r=1
ise Y_a, serisi [C,1] toplanabilirdir denir [1].

Tanim 2.6 : K >1olmak iizere eger,

i Mo, —o, | <o (2.5)

r=1

ise, Y_a, serisi [C,1] toplanabilirdir denir [2].

Ozel olarak (2.5) de k =1 alinirsa,

C.1 toplanabilme elde edilir.



Tamm 2.7 :(Sr ), Zar serisinin kismi toplamalar dizisi olsun.« > -1 olmak iizere v/

ve 7, sirasiyla (Sr) ve(rar) dizisinin o —inc1 mertebeden r-inci Cesaro ortalamasini

gostersinler. Yani

a :i - a-1 26
o = A, (26)
=Y A e, (2.7)
Ara v=1
olsun. Eger
limv” =s

ise ) a, serisi s degerine (C,a) toplanabilirdir denir [10].

Burada

dir.

<0 (2.9)

ise, Y_a, serisi |C, | toplanabilirdir denir [1].

Tamm 2.9 : K >1olmak iizere, eger

k
a a
U —U,

N pk-t

<0 (2.10)



ise, Y_a, serisi [C,al, toplanabilirdir denir [2].

Burada 7% = r(uf‘ —Ufil) [11] oldugundan (2.10) sarti

k
< 00

a
z-I‘

3!
r=1 r
seklinde yazilabilir.

Tamm 2.10 : 6 >0, a>-1 ve k >1olmak lizere, eger

<00 (2.11)

ise, Y a, serisi [C,a; 5|, toplanabilirdir denir [2].

Ozel olarak(2.11) de & =0alimrsa,

C,a], toplanabilme ve yine (2.11) de 6=0 ve

a =lalmrsa |C,1] toplanabilme ve son olarak da (2.11) de =1 almrsa, |C,1;4],
toplanabilme elde edilir.
Tamm 2.11 : (pr),
P=2 P —>® Iow (2.12)
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini ve (Tr) de(N, pr) ortalamasini gostersin.

Yani

7, = %z; .S, (2.13)
olsun. Eger,

limz, =s (2.14)

r—oo

ise,Zar serisi s degerine (l\_l, pr)toplanabilirdir denir [12].



(N, P, ) metodu regiiler bir metottur. Bu metodun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r - o igin P, = oo olmasidir.

Tanim 2.12: (Tr), (2.13) deki gibi tanimlanmak ftizere, eger

o0

Dlre =t <o (2.15)

r=1

ise, Y_a, serisi N, p,

toplanabilirdir denir [13].

Tamm 2.13 : K>1 olmak iizere, eger

k-1
Z( R j |2'r —rr_1|k <0 (2.16)

=4
ise, > a serisi |N, p,|, toplanabilirdir denir [14].

Ozel olarak (2.16) ifadesinde VreN igin p, =1 alimrsa |C,1 toplanabilme elde

edilir.

Tamm 2.14 : 6 >0 ve k >1 olmak iizere, eger

w» P Sk+k-1
Z[ j 7, — | <0 (2.17)

r=1 ?r
ise, Zar serisi ‘N, pr;o“ktoplanabilirdir denir [15].

Ozel olarak (2.17) de & =0almirsa N, pr;5‘k toplanabilme |N, pr‘k toplanabilmeye

dontistir.

r

Tanim 2.15 : (5r) pozitif sayilarin bir dizisi olmak tizere, eger d, >0 ve Ad, >-¢,

ise (d, ) dizisine & yart monoton denir [16].



Tamim 2.16 : B ve K herhangi iki pozitif sabit olsun. (c,) de pozitif sabitlerin artan bir

dizisi olmak tizere

Bc, <b, <Kc, (2.18)
sartint saglayan (b, ) pozitif dizisine hemen hemen artan dizi denir [17].

Acikea her artan dizi hemen hemen artmaktadir ancak J_ = ne™V orneginde goriilecegi

gibi tersinin dogru olmasi gerekmez.

Tanim 2.17: Bir Zar serisi verilsin. Za,ﬂr serisi bir A toplanabilme metodu

yardimiyla toplanabiliyorsa (/1n ) dizisine Z a, serisinin A metodu i¢in bir toplanabilme

carpani denir [4].

Teorem 2.1 : (X, ) pozitif azalmayan bir dizi olsun ve(, ), (4,) dizileri

A< (2.19)
B. =0, r—>owo (2.20)
ir|A,Br|Xr <o (2.21)
r=1

14X, =0(1), r—w (2.22)

sartlarin1 saglansin. Eger,

rzm:%s ~0(X,), m->w (2.23)

ise Y a.A serisi |C,1,, k=1 toplanabilirdir [18].

Teorem 2.2: (p,),
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P =0(rp,), n>wo (2.24)

Sartin1 saglayacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (Xr) de hemen hemen artan bir
dizi olsun. Kabul edelim ki Teorem 2.1 in (2.19)—(2.22) sartlarin1 saglayacak sekilde

(B.), (4) dizileri mevcut olsun. Eger

» P ok-1 1 P S5k 1
o 0| x| = 2.25
I’;l( pr ] Pr—l {( pv ] Pv } ( )

$(2) ke =ort) mo (229

r=1 pr

sartlar1 saglantyorsa bu taktirde

1 r
:—E a 2.27
o r+1v=1v ( )

Zar/lr serisi k>1ve 0<9<1/K igin ‘N, pr;5‘k toplanabilirdir [19].

Teorem 23 : 4 —o, r—o olsun. Kabul edelim ki tim r icin |AZ|<|A],
ZA logr yakinsak ve Zr5r logr <o olmak iizere & yari monoton olacak sekilde
bir (A) say1 dizisi mevcut olsun. Eger,

1

r|Tr|k =O(logm), m-—o0 (2.28)

M=

Il
LN

r

sart1 saglaniyorsa Zarlr serisi |C,qu, k>1 toplanabilirdir [14].

Teorem 2.4 : A, 5o, r—>ow ve (pr), (2.24) sartin1 saglayacak sekilde pozitif
sayilarin dizisi olsun. Kabul edelim ki tiim r igin |A/1,| < |A|, ZA logr  yakinsak
ve Zr&r logr <o olmak iizere 0 yar1 monoton olacak sekilde bir (A) say1 dizisi

mevcut olsun. (Xr) pozitif artan bir dizi olmak tizere, eger
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i&mk:o(xm), m — o (2.29)
1

sarti saglaniyorsa » a4, serisi |N, p.|. k=1 toplanabilirdir [20].

Teorem 2.4 deki tim I degerleri i¢in X, =logr ve p, =1 alirsak Teorem 2.3 elde

ederiz.

Teorem 2.5: (X, ), pozitif azalmayan bir dizi olsun ve (5,), (4,) dizileri de

Teorem 2.1 in (2.19)—(2.22) sartlarini saglasin. Eger,

i%lsvlk =0(X,),r >0 (2.30)
v=1

sart1 saglantyorsa ve ( pr) ,
P.=0(rp,), (2.31)

PrApr :O(pr pr+l)’ (232)

sartlari1 saglayacak sekilde bir dizi ise bu takdirde iarp'—;tr serisi k>1 icin
r=1 rpr

IN, p,| toplanabilirdir [21].
Teorem 2.6 :(X, ), pozitif azalmayan bir dizi olsun ve (f3,), (4,) dizileri verilsin ve

Teorem 2.1 in (2.19)—(2.22) sartlarina ilave olarak Teorem 2.5 in(2.30)§art1n1

saglasinlar. Eger

=0(X,), row (2.33)

ve
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vt (p Y\ P\ 1 234)
_r — =0l Y — |, m- .
r;l[ pr ] Pr—l [ pv] I3\/ ” (

sartlar1  saglaniyorsa iarM serisi. kK>1 ve 0<d<1/k igin ‘N,pr;é“k

r=1 r r

toplanabilirdir[22].
Burada ¢ =0 alinirsa Teorem 2.5 elde edilir. Bu durumda (2.33) sart1 (2.30) sartina
ve (2.34) sart1 da her zaman gegerli olan

m+1L_ m+1 i_i 3 i
Z PrPr—l_ Z(Prl PJ_O(PJ, " 4 (2'35)

r=v+l r=v+1

r) dizisindeki sartlar altinda (/Ir) in smirh ve

sartina indirgenir. Ayrica (/L

A2, =0(1/r)oldugu da agiktur.



3. BOLUM

toplanabilirlige

Bu boliimde amacimiz Teorem 2.1” i daha zayif sartlar altinda ‘N, Pr,

genisletmektir.

Teorem 3.1 : (X,) hemen hemen artan bir dizi olsun ve Teorem 2.1” in (2.23) sartin

saglasin. Eger ( ,[)’r)ve (/L) dizileri Teorem 2.1° in (2.19)—(2.22) sartlarini sagliyorsa

e (p,) de,

> Pels [ =0(x,), m—e (31)

r=1 'y

sartim saglaniyorsa bu takdirde » a4, serisi k>1 igin |N, p,| toplanabilirdir [23].

Teoremimizin ispati i¢in asagidaki Lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma3.2: (X,), (B;) ve (4 )dizileri Teorem 3.1 in ifadesindeki gibi diziler olmak

lizere (2.21) sart1 altinda

(X, =0(1),m—w (3.2)
S BX, <o (33)

sartlar1 saglanir[23].

Lemma 3.2 Ispati : (fr) artan bir dizi olmak iizere Cf <X, <Df, olsun. Bu

durumda, rp.X, :O(l), r - o oldugundan
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o0

208,

v=r

rX,pB. <rDf,

<rDf, 3|a4)

0 B 0
<D Vi, |Aﬁv|£ZZv|AﬂV|XV. (3.4)

elde edilir. Yine )" X,f, <o oldugundan

r=1

S A4,

v=r

>'X,5 <D 1,8 =D 1,
1 r=1

r= r=1

< Di £ 48 = Di|Aﬂv|§: f (35)

v=r v=1

< Diva |AB,| s%ivxv |AB,| <.
v=1 v=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 ispat1 : (K,), Zar/lr serisinin (N, pr)ortalamasmm dizisi olsun. O

zaman tanim geregi

(PR A (36)

seklindedir. Simdi bu ifadeye Abel doniisiimii uygulanirsa

p r-1 p.s A
— =__r A(P rrr
Kr Kr—l Pr Pr_l ; ( v—1/1\/ )Sv + Pr
p r-1 p r-1 p S ﬂ
S ——L N'Ps AL+ 3.8
pp 2 PSA T pp 2 RaAL + (38)

=K TK K3,

bulunur.

k k
Kr,1+Kr,2 +Kr,3 Kr,l + Kr,2 + Kr,S

ks3"(

) (3.9)

oldugundan Teorem 3.1’ in ispat1 igin
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‘<o igin 1=1,2,3 (3.10)

Kr,l

- P k-1

oldugunu gostermek yeterlidir.

(4)=0(1/X,)=0(1) oldugundan k>1, [%j+[%j=l olacak sekilde k ve k'

indisleri igin Holder esitsizligini uygulayarak,

-2\ Pr rir-1 \v=l

md( p k-1 m+1
(2] et <SSl

<3 b (rzpvml s j [1 zp]

r=2 r r-1 \ v=1 -1 v=l

elde edilir. (2.19) , (2.22),(3.1) ve (3.3) sartlar1 da kullanilarak

k-1
m+1 Pr
Z[p] E TN

- P
—o()> P
()Vzlp

\

o)X B fa) s

—1v

m

Z |15, [

v=1

”‘1 P P,
AI%IZ s +O(1)|4, IZ s./f

V i=1 |

—0(1) Y [AA X, +O(D)|A4,|X,

20(1), m— o,



elde edilir.

K., de ki gibi yine Holder esitsizligini uygularsak,

. k-1 - K
S| | bl <Z R SRIMls)
25, ) el =Zppr | LRI

r r-1

<3k [inlsvlﬂ]

— P

m+1 1 =2 k-1
<S8 Selef A - 2na)

=2 Trlraqv=l r-1 v=1

bulunur. (2.19),(2.21),(2.23),(3.2) ve (3.3) sartlar1 da kullanilarak

ml( p k-1 m+l r-1
F[E] o 0w ESepla
r=2 pr r r—1v1
P

:O(l)Z|SV|kIBv

v=1

n 1, «
=0(1) X vB,~[s,]

v=1 \

-t 1k AL
=O(1)Z_;A(vﬂv)z_;a|su| +O(1)mﬂmz_;;|sv|

m-1

=012 |A(vA,)|X

v=1

+O(1)mpB, X,

—0(1) Y VAR X, ©0() Y £.uX, +O(LMB,X,,

20(1), m — oo

16



elde edilir. Son olarak «. , de oldugu gibi

k-1
Z[%) Kr,3 k :O(l)Z%MTHSJk :O(l),m 5w
= r r=1 'y

bulunur ki, bu da teoremin ispatini tamamlar.

17



4. BOLUM

Bu boliimde Teorem 2.2 nin (2.24) sartindan dolay1

P 1
—=0(1) oldugund =—
()0 ugundan P, Y

r

icin hi¢bir sonug¢ c¢ikarilamaz. Bu nedenle, bu boliimde asagidaki Teorem 4.1 1 ,

Teorem 2.2 nin (2.24) sart1 olmadan daha genel bir bi¢imde ispatlayacagiz .

Teorem 4.1 : (X,), hemen hemen artan bir dizi olsun ve (,) ve (4,) dizileri de

Teorem 2.2 nin (2.19)—(2.22) ve(2.26)—(2.27) sartlarin1 saglayacak sekilde diziler

olsun. Eger,

=0(1), m — oo (4.1)

f{ﬂf@hrﬂxm),m%w (4.2)
sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde Za,ﬂr serisi k>1 ve 0<o<1/k icin ‘N, pr;5‘k
toplanabilirdir [24].

Teorem 4.1 in ispat1 i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma4.2: (X,), (8,) ve (4 )dizileri Teorem 4.1 in ifadesindeki gibi diziler olmak
lizere (2.21) sart1 altinda

(X, =0(1), r—w (4.3)
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S AX, <o (4.4)

sartlar1 gegerlidir [25].

Teorem 4.1 in ispat1 : (k,), D4 A, serisinin (N, p,) ortalamasini gstersin. O zaman

tanim geregi

dir. Bu taktirde r >1 icin,

r

P N P P,
_ i r P — r V. va .
Kr Kr—l Pr Pr_l ; v—lavﬂ’v P Pr_l ; Vv a‘v

r

elde edilir. Abel doniisimii uygularsak,

r+1 p. & v+1
K, - t I
r r-1 rP pr r’r P,— Pr71 ; pv vﬂ\/ Vv

p, & v+1
+— PAAY, —
Prp,—,lé v ﬂ\/v Vv

r-1
+ pr Z Pvtv/’lw—l l
Vv

rir-1 v=l
=K TK, K 3K,

elde edilir.

Teoremin ispatini tamamlamak igin,

+

)

k
Kr,3

+

k k
+ K

k
k
Kr,l+Kr,2 +Kr,3+Kr,4 S‘?’ (Kr,l Kr,4

esitligini kullanarak



Kr,l

“ <o, 121234,

o P k-1

oldugunu gostermek yeterlidir.

(2.22) sartindan dolay1 A, =O(1/X,)=0(1) sart:

(2.19),(2.22),(2,27) ve (3.3) sartlari kullanmilarak

m P Sk+k-1 m P Sk-1
) k g k-1 k
B2 k-0 (%] Bl Il

P

m P ok-1
r k
o3l %]

r=1

m-1
—0(1) 3 [A4[X, +OM)|4,|X,

r=1
m-1

=0(1)) B X, +0(1)|4,| X,
r=1

:O(l), m — oo
elde edilir.

Simdi de Holder esitsizligi uygulayarak

1
I:)r -1

r=2 pr

K,
r,2
r=2 pr

r=v+l

< k-1 cu(p Y
-owFplalaltf 5[ %]

(45)

kullanilarak ve sonra

sk-1
k
i

r-1 K v 1 r-1 k-1
(St -]

r-1 v=1

20

da
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=o<1>i[ij§k_l|tvr 4|

=1 pv

=0(1), m—>oo.

elde edilir. Yine Hélder esitsizligi ve (2.19),(2.22),(2,25),(4.2),(4.3) ve (4.4)

sartlar1 kullanilirsa

mal P Sk+k-1 ) mal P ok-1 1 ra
$(2 s wom 32" sonat o ]
r=2 pr r=2 pr _1 v=1 Pr_1 v=1

wERak (% ) -

r=v+1

=0(1)r:§1

+0(1)mB, X,

m-1
:O(l)zVXV|Aﬁv|+O Zﬁv+lxv+l+o )mﬁmxm
v=1

ZO(l), m — oo

elde edilir. Yine k>1, %+%=1 olacak sekilde k ve k' indisleri icin Holder

esitsizligi ve (2.19) , (2.22) , (2, 25) , (4.1) , (4.4) sartlar1 kullanilirsa



K

rd

m P Sk+k-1

=2 pr

r-1 v=1

0w el 58] L

r=v+l

Sk
0 P 1,
=0(1 | =t
( );|ﬂ\/+1|( pv) V|v|

oA 3| & s
~OW) 3 AlAulX, +OW) X,

m-1
=~ O(l)zﬂwlxvﬂ + O( )|ﬂ'm+1| Xm+1

v=1
20(1), m-— oo

elde edilir . Boylece

w P k-1

bulunur. Bu da teoremi ispatlar.

K “ <o, 1=12,34

rl

Teorem 4.3: (Xr) hemen hemen artan dizi ve 4, — o,

22

‘ =O(1)§(ij Pl rzlzpv |ﬂv+1||t {Pl ZP\I |’1v+1|}

r-1 v=1

k

0w S %] s

r — o olsun. Kabul edelim ki

(A), ZAXr yakinsak ve tim r i¢in |A/1r|S|A| ve Zré‘rXr<oo ile & -yar

monoton olacak sekilde bir say1 dizisi olsun. Eger

Z 2|2,|=0()

r=1 I

> [ =0(X,), m->e

r=1

(4.6)

(47)
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i%mk:o(xm), m — oo (4.8)

sartlar1 saglaniyorsa bu takdirde Zar/lr serisi ‘N, pr‘k , kK>1 toplanabilirdir [26].
Lemma 4.4: Teorem 4.3 {in sartlar1 altinda

|/1r|Xr:O(1), r— o (4.9)
sart1 gecerlidir [26].

Lemma 4.4 ispat1 : 4, — o, — 00 olsun.

|ﬂ’r| Xr = Xr

<X DA X A< DX A <
v=r v=0 v=0

olur ki, buradan  |4,|X, =0O(1), r > oo sart: elde edilir.

Lemma 4.5 : (X,) hemen hemen artan dizi olsun. Eger (A.), > r6,X, <o ile § yar

monoton ve Z A X, yakinsaktir ise bu takdirde
rA X, =0(1)
i rX, |AA | <o
r=1

sartlar1 gegerlidir [26].

Teorem 4.3ispat1: (x,), Y. a4, serisinin (N, p, ), ortalamasini gostersin. O zaman

tanim geregi

bulunur. r>1 i¢in,
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r

P R
r P — r v vV
Pr Pr—l v=1 Vﬁla\/ﬂ‘v Pr Pr—l ; v aV

K, —K._,=

elde edilir. Bu esitlige Abel doniisiimii uygularsak,

r+1 p, & v+1
K —K,_,=—P T A ——= T, A —
r r-1 rPr pr r’r Pr Pr_l VZ:; pv vﬂv v

p, < v+l  p, 3 1
+— >N Pr AL, —=+—"-N'Pr 1. =
Z Vv ﬂv Vv P,—Pr,lé v vﬂ‘\/ﬂv

I:’r r-1 v=1
= Kr,l + Kr,Z + Kr,3 + Kr,4

elde edilir. Buradan,

k k k

+ +

+ K4

)

tamamlamak i¢cin Minkowski esitsizliginden

kSSk(

K3

K1 Ky

KoitK ,tK 3tk ,

Oldugundan Teoremin ispatini
faydalanarak
k-1

k| <0 icin 1=1,2,3 4

_ rl
r=1 pr

oldugunu gostermek yeterlidir.

Teoremin (4.3) iin (4.6)-(4.8) sartlar1 ve Lemma 4.5 uygulayarak

r=1\ Pr r—1

k-1
m P m .
(%] e 0@ 3Bl alial

m

P,
= 0(1)2_1:?|Tr|k |ﬂ’r|

r

m-1 r pv m pn
I ) SN RRTENER) o

m-1
=0(1) > |A4[X, +O(1)|4,] X,
r=1
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=o(1)mz_l‘,|p¥|xr +0(1)|4,] X,

=O(l) , M— oo,

elde edilir. $imdi k >1oldugunda Holder esitsizligini x,, de oldugu gibi uygularsak

0]

r=2 r

uN

m+.

k-1
K pr r-1 1 r-1
o3 -5 p Al | -5

=2 Tl v= r-1 v=1

Kr,2

=

m B m+1 pr
=0 p [ AlAIT X
v=1 r=v+1 'V g

N Py
o34 IR

=O(1), m — oo

elde edilir. Yine k >loldugunda Hélder esitsizligini uygulayarak Teorem 2.3 ve

Lemma 4.5 kullanarak

r=2 pr r'r-1v=l r—1 v=1

ml p k-1 K m+1 p r-1 ) 1 o= k-1
(%] ool -omE Bl a] - Seal)

m+1 pr
2 PP

r=v+1 'y

=o)X R1/|A)
=021/ (Al

u 1,
=0 vIAL I

H L1 1k
-0 ZAMANEIH +o@mla St
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oW a(vla)

X,+0(1)m|A | X,

—0(1) S VAR X, +O(1) 3 |Aru| X, +O(1)m|A | X,
20(1), m — oo

elde edilir. Teorem 2.3 ve Lemma 4.4 kullanarak ve Kk >loldugunda Holder

esitsizligini uygulayarak

w(p )7 o T g &k, 1 [1 & 1"
L <N N'p 4 P 1
Zz[ pr] * <Z;‘ PrPerZ_;‘ s |’1V+1|VX{P 2 vlﬂvulv}

r,4
r-1 v=1

m 1 m+1 p
=0()Y Pt |4~ i
( )VZ:]; v | V| |ﬂ\’+1| v r:Z:\H-l Pr Pr_l

u 1
0@ Ak

m-1 \ 1 m 1
=0 LAY T + Ol X 1t

V:

m-1
= O (1) Z|Aﬂ\/+l| Xv+l + O (1)|ﬂ’m+l| Xm+1
v=1

m-1

= 0(1)2|ﬂv+1| Xv+1 +O(1)|ﬂ“m+l| Xm+l
v=1
=O(1), m — oo
elde edilir. Boylece
. (p k-1
Z(F) K| <o, 1=1,2,34.
=\ Pr

bulunur. Bu da teoremi ispatlar.



5.BOLUM

Teorem 5.1 : (X,) hemen hemen artan bir dizi olsun. Eger (2.19)-(2.22) ve

(2.31)—(2.34) sartlar1 saglaniyorsa iarM serisi. k>1ve 0<d<1l/k igin

r=1 r r

IN, p,, 5|, toplanabilirdir [27].
Teoremin ispati i¢in agsagidaki lemmalara ihtiyacimiz vardir.

Lemma 5.2 : (X,) hemen hemen artan bir dizi ise bu taktirde (2.20)—(2.21)sartlar1

altinda
X, [ = O(l) (5.1)
i BX, <o (5.2)
dir [25].

Lemma5.3 : Eger (2.31) ve (2.34) sartlar1 saglaniyorsa bu taktirde

A( rF;r J _ o(%) (5.3)

dir [28].

0

Teorem 5.1ispati : (x,), > a P serisinin (N, p,) ortalamasinn dizisi olsun.

r=1 r r
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18 LaPAi

K, = P vzzl:pvrzzl: D,
13 PA
_Pr;(P P, v,

dir. Buradan

— pr . vl va\/ﬂ\/ >1 P :0
r L w, =t (Pa=0)

olur. Bu esitlige Abel donlisiimii uygulanarak,

r A vlvﬂ‘\/
K —K, Zs( pvj =

rir-1v=l

r-1

v+1v
P Z;‘ (v+1) pV+l

P P, < 1
Ps,A,A -—— > s,PA4, -
r r—lvz; ! ( v} Prpr—lvz—l; oY v
=K + K, K K,
elde edilir. Buradan
k K k k k k
Ky tK K +K, <3 (Kr’l K| TlK s K, )
oldugundan , Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in
Ook+k-1
(P k ..
Z(—rj K,,| <o igin 1=1234 (5.4)
r=1 pr

oldugunu gostermek yeterlidir.

[k olarak Abel Déniisiimii ile, Teorem 5.1 ve Lemma 5.2 kullanilarak



elde edilir. Simdi, (2.31) sartindan P

v+l

AL, =o(l

] ve k>1 igin Holder esitsizligi uygulanirsa
r

k

m P Sk+k-1 mal P
_r K =0(1 _r
23] wl-0g2) &

Sps

v=1

r2

ST L S L |pv|w}k

r=2 pr r-1 v=1 i

mi( p ok-1 1
ST LIS KA NN

r=2 pr

1 ra k-1
X pv
5]

29

=O((v+1)p,,) oldugundan Teorem 2.6 dan
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:o()i(iJ s, b A4 Z[p JM%

r=v+1

(Lms, X,

=O(1)iv|Aﬂv| X, +o(1)mz X,|B8,|+0(1)mB, X,

v=1
:O(l) , M—> 0

elde edilir. Teorem 5.1 ve Lemma 5.2 i kullanilarak yine «, , de oldugu gibi K > ligin

Holder esitsizligi uygulanirsa

:o@)'“z”[i]’“ (SRl

v=1



oS 2] LI5(2) pv|sv||ﬂv|$}k

P,

r-1 ((v=1

(B Y e, e (R
o3& ket B[] &

v=1 va r=v+l

-0

k Sk
i P lv
oY | nlsfIaf| | oY
vp, p) Rv

v=1

=o(1)§[vfj} MVI“IAVI(%] b
~o@ 3 &)

—0(1)Y X, +O (1) X, | 4|

=O(1), m — oo

31

Bulunur. Teorem 5.1 ve Lemma 5.2, Lemma 5.3 kullanilarak yine son olarak «; , deki

gibi k >1licin Holder esitsizligini uygulayarak



mad P Sk+k-1 ) mal P ok-1 1
G

5, —ﬂv

=2 pr r=2 pr Pk_l v=1
B f (i)ﬁkl 1 rZ]:
r=2 pr Prk,l v=1 va

m+1 P k-1 1 r-1 K
2| 2Is]
= I:)r -1 v=l

j B A

vp,

2(5&)‘ RG Tk'v'k

m P ok ’ k
=o<1)§|ﬂvl[;“] |SV|

~0(1)Y X8, +O (1) X, | 4|

=O(1), m — oo

elde edilir. Boylece Teoremin ispati tamamlanir.

32



6. BOLUM

SONUCLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde ifade ve ispatlanmis teoremler i¢in bazi sonuglar
verilecektir.

Sonug¢ 6.1: Teorem 3.1 de n nin tiim degerleri igin (X,) pozitif azalmayan dizi ve
p, =1 alinirsa Teorem 2.1 bulunur. Boylece (3.1) sartl (2.23) sartina indirgenmis olur.

Ayrica Teorem 3.1 de p, =1/(r+1) alirsak ‘N,l/ (r+1)‘k toplanabilme garpanlarina

iliskin bir sonug elde edilmis olur.

Sonug¢ 6.2: Teorem 4.1 de p, =1 alirsak |C,1; 5|k toplanabilirligiyle ilgili bir sonug

elde edilmis olur. Ayrica p, =1/(r+1) alirsak o zaman ‘N,l/(r +1);5‘k toplanabilme

carpanlariyla alakali bir sonug bulunur.

Sonu¢ 6.3: Teorem 4.3 r in tim degerleri igin P, =lalirsak |C,]Jktoplanabilme
carpanlariyla ilgili bir sonug elde edilir. Ayrica p, =1/ (I’ +1) alirsak o zaman

‘N,l/(r +1)‘k toplanabilme carpanlariyla ilgili bir sonug elde edilir.

Sonug 6.4: Teorem 5.1 de n in tiim degerleri icin p, =1 alirsak |C,1;5|, toplanabilirlik

ile ilgili bir sonug elde edilir.
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