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ÇEŞİTLİ MUTLAK TOPLANABİLME METOTLARI 

Kübra YILMAZ 

Erciyes Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü 

Yüksek Lisans Tezi, Mayıs 2023 

Danışman: Doç. Dr. A. Nihal TUNCER 

ÖZET 

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, genel bilgiler ve literatür çalışmasına yer verilmiştir. 

İkinci bölümde  bu çalışmada kullanılacak temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde  
1

r r

r

a 




   serisinin hemen hemen artan dizi yardımıyla  , r
k

N p   

toplanabilmesi üzerine teoremlere yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde  
1

r r

r

a 




  serisinin hemen hemen artan dizi yardımıyla      , ;r
k

N p     

toplanabilmesi üzerine teoremlere yer verilmiştir. 

Beşinci bölümde 
1

r r
r

r r

p
a

rp





  serisinin   , ;r
k

N p     toplanabilmesi üzerine teoremlere 

yer verilmiştir. 

Altıncı bölümde ise teoremlerden elde edilen sonuçlara yer verilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Mutlak toplanabilme metotları, mutlak toplanabilme çarpanları, 

hemen hemen artan diziler. 
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VARIOUS ABSOLUTE SUMMABILITY METHODS 

Kübra YILMAZ 

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Master Thesis, mAY 2023 

Supervisor: Title: Assoc. Prof. Dr. A. Nihal TUNCER 

ABSTRACT 

This thesis consists of six chapters. 

In the first part, general information and literature study are given. 

In the second part, the basic definitions and theorems that will be used in this study are 

given. 

In the third chapter, theorems about the , r
k

N p  summability of the 
1

r r

r

a 




 series 

almost with the help of increasing series are given. 

In the fourth chapter, theorems about the  , ;r
k

N p     summability of the 
1

r r

r

a 




 series 

almost with the help of increasing series are given.  

In the fifth chapter, theorems on the   , ;r
k

N p     summability of the 
1

r r
r

r r

p
a

rp





   series 

are given. 

In the sixth chapter, the results obtained from the theorems are given. 

 

Keywords: Absolute summability methods, absolute summability factors, almost 

increasing sequences. 
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GİRİŞ 

Bir  ra reel dizisi verildiğinde  

                 
1 2

1

... ...k r

k

a a a a




      

toplamına sonsuz seri denir. Sonsuz seriler  yakınsak seriler ve ıraksak seriler şeklinde 

ikiye ayrılır. Sonsuz bir seri yakınsaktır ancak ve ancak serinin  kısmi toplamlar 

dizisinin yakınsak olmasıdır. Kendi aralarında belirsiz ve belirli ıraksak seriler olarak  

iki grupta incelenen ıraksak serileri için; toplamı  olan seriler belirli ıraksak 

serilerdir. Kısmi toplamlar dizisinin en az iki yığılma noktası olan seriler de belirsiz 

ıraksak serilerdir. Birden fazla yığılma noktası olan diziler salınım yapan diziler 

olduğundan, bu tür Salınım yapan dizilerin karşılık geldiği en uygun bir sayıyı  bulmak 

amacıyla toplanabilme teorisi geliştirilmiş ve çeşitli toplanabilme metotları 

tanımlanmıştır.  

 

Ondokuzuncu asırda çalışmaya başlanılan Toplanabilme teorisi, günümüze kadar  

genişletilmiş ve geliştirilmiştir.  Matematiğin özellikle matematiksel analiz ve 

uygulamalı matematik anabilim dalında kullanılmakla birlikte, birçok anabilim dalında 

da kullanılmaktadır. Newton ve Leibnitz sonsuz serileri sistematik olarak kullanan ilk 

matematikçiler  olup, Abel, Euler, Nörlund, Cesàro ve Riesz gibi matematikçiler de özel 

toplanabilme metotları tanımlayarak bu alana oldukça fazla  katkıları olmuştur. Bu 

alanda çalışan günümüz  matematikçilerinin birçoğu, bu özel toplanabilme metotlarını 

ve  arasındaki bağıntıları araştırmaktadırlar. 

 

Mutlak toplanabilme metotları da oldukça büyük bir çalışma alanı sağlamaktadır. İlk 

olarak, birinci mertebeden mutlak Cesàro  toplanabilme yani ,1C  tanımı 1911 
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tarihinde Fekete [1]  tarafından verilmiş, devamında  1957 tarihinde ise Flett [2]  1k   

olmak üzere daha genel bir tanım olan ,1
k

C  toplanabilme metodunu vermiştir. Mutlak 

toplanabilirlik kavramı 1969 da Das [3]  ile hayatımıza girmiştir. Sonrasında  

toplanabilme çarpanını 1970 yılında Kishore ve Hotta [4] bizlere kazandırmıştır. 1979 

yılında alt üçgensel matrisler sayesinde   k
T

    toplanabilirlik tanımı Tanović-Miller [5] 

tarafından yapılmıştır. 1985 yılında da Bor [6] tarafından   , r k
N p   toplanabilme 

kavramı tanımlanmıştır. 

 

Bu çalışmada ilk olarak pozitif azalmayan dizi yerine hemen hemen artan dizi 

kullanılarak bilinen bir teoremin   , r k
N p     toplanabilirliği genelleştirilmiştir. 

Sonrasında  yarı monoton dizileri daha zayıf koşullar altında hemen hemen artan 

dizileri kullanarak  , r k
N p     toplanabilirlik incelenmiştir. Son olarak pozitif azalmayan 

dizi yerine hemen hemen artan dizi kullanılarak bilinen bir teoremin  , ;r k
N p     

toplanabilirliği genelleştirilmiştir. 
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1. BÖLÜM 

 

GENEL BİLGİLER ve LİTERATÜR ÇALIŞMASI 
 

 

 

1.1. Problem Durumu 

Genel mutlak toplanabilme metotlarının alınan diziler üzerine uygulamaları tez 

çalışmasında ana problem olarak düşünülmüştür. 

1.2. Araştırmanın Amacı 

Hemen hemen artan ve  pozitif monoton olarak azalmayan diziler yardımıyla bulunan 

teoremlere daha zayıf şartlar koyarak genelleştirmek, bu tez araştırmanın amacını 

oluşturmaktadır. 

1.3. Araştırmanın Önemi 

Bu tez çalışmasında hemen hemen artan, pozitif olarak azalmayan, ve   - yarı monoton 

olan diziler yardımıyla mutlak Riesz toplanabilme metotları üzerine elde edilen 

teoremler, daha zayıf şartlar altında incelenmiştir.  
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2.  BÖLÜM  

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER  

Bu bölüme, çalışmalarımızda kullanacağımız bazı tanım ve teoremleri vererek 

başlayacağız. 

Tanım 2.1 : ( Hölder Eşitsizliği ) 

1p  ,  
1 1

1
p q
   ve 1 2 3, , ,..., 0,ri i i i   1 2 3, , ,..., 0rj j j j   olsun. Bu taktirde 

                       

1 1

1 1 1

r r rp q
p q

v v v v

v v v

i j i j
  

   
    
   

                                                     2.1  

dır [7].   

Tanım 2.2 : (Minkowski Eşitsizliği ) 

1,p  1 2 3, , ,..., 0,ri i i i  1 2 3, , ,..., 0rj j j j   olsun. Bu taktirde 

        

1 1 1

1 1 1

r r rp p pp p p

v v v v

v v v

i j i j
  

     
       

     
                                                    2.2  

dır [7].  

Tanım 2.3 : (Abel Dönüşümü) 

  kc ve  kd  kompleks  sayı dizileri ve 
1

v

v k

k

s c


  şeklinde tanımlı olduğuna göre 

       

             
1

1 1

r r

v v v v v v

v v

c d s d s d


 

     
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dır [8].    

Aksi belirtilmedikçe bu çalışmada baştan sona kadar  rs , ra serisinin kısmi 

toplamlar dizisini ve  np , 

              
0

, ,
n

n v

v

P p n


                                    0, 1i iP p i     

olmak kaydıyla  pozitif sayıların bir dizisini belirtecektir. 

Tanım 2.4 :  rs , ra serisinin kısmi toplamlar dizisi ve  r  de birinci mertebeden 

Cesàro ortalamasını göstersin. Yani 

               
0

1

1

r

r v

v

s
r






                            2.3  

 olsun. Eğer,  

                 lim r
r

s


  

ise, ra serisi s  değerine  ,1C  anlamında toplanabilirdir denir [9]. 

Tanım 2.5 : r ,  2.3  deki gibi tanımlanmak üzere, eğer 

             
1

1

r r

r

 






                                                                                            2.4  

ise ra   serisi ,1C  toplanabilirdir denir [1]. 

Tanım 2.6 : 1k  olmak üzere eğer, 

               1

1

1

kk

r r

r

r  








                                                                                   2.5  

ise, ra  serisi ,1
k

C  toplanabilirdir denir [2]. 

Özel olarak  2.5 de 1k   alınırsa, ,1C  toplanabilme elde edilir. 
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Tanım 2.7 :  rs , ra  serisinin kısmi toplamalar dizisi olsun. 1    olmak üzere 
r



ve 
r

  sırasıyla  rs  ve  rra  dizisinin   ıncı mertebeden r-inci Cesàro ortalamasını 

göstersinler. Yani 

                1

0

1 r

r r v v

vr

A s
A

 


 





                                                                                2.6  

                1

1

1 r

r r v v

vr

A va
A

 


 





                                                                              2.7  

  

olsun. Eğer 

                  lim r
r

s


  

ise  ra serisi s değerine  ,C   toplanabilirdir denir [10]. 

Burada 

          ,r

r
A O r

r

 
 

  
 

   1   ,    
0 1A  ,   0r  ,    0rA

                    2.8  

dır. 

Tanım 2.8 : 
r

  ,  2.6  deki gibi tanımlanmak üzere 1   , için 

          
1

1

r r

r

  






                                                                                         2.9  

ise, ra serisi ,C   toplanabilirdir denir [1]. 

Tanım 2.9 : 1k  olmak üzere, eğer 

            1

1

1

k
k

r r

r

r   








                                                                              2.10  
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ise, ra  serisi ,
k

C  toplanabilirdir denir [2]. 

Burada  1r r rr        [11] olduğundan  2.10 şartı 

             
1

1 k

r

r r






   

şeklinde yazılabilir. 

Tanım 2.10 : 0  , 1    ve 1k  olmak üzere, eğer 

              1

1

k
k

r

r

r 






                                                                                    2.11  

ise, ra  serisi , ;
k

C    toplanabilirdir denir [2]. 

Özel olarak  2.11  de 0  alınırsa, ,
k

C  toplanabilme ve yine  2.11  de 0   ve

1  alınırsa ,1
k

C toplanabilme ve son olarak da  2.11  de 1   alınırsa, ,1;
k

C 

toplanabilme elde edilir. 

Tanım 2.11 :  rp , 

                
0

P ,
r

r v

v

p


     r                                                                      2.12  

olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisini ve  r  de  , rN p  ortalamasını göstersin. 

Yani 

                
0

1 r

r v v

vr

p s
P




                                                                                       2.13  

olsun. Eğer,  

               lim r
r

s


                                                                                                     2.14  

ise, ra serisi s değerine  , rN p toplanabilirdir denir [12]. 
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 , rN p  metodu regüler bir metottur. Bu metodun regüler olması için gerek ve yeter şart 

r   için Pr   olmasıdır.  

Tanım 2.12:  r ,  2.13  deki gibi tanımlanmak üzere, eğer 

                 
1

1

r r

r

 






                                                                                          2.15  

 ise, ra serisi , rN p  toplanabilirdir denir [13]. 

Tanım 2.13 : 1k    olmak üzere, eğer 

         

1

1

1

k

kr
r r

r r

P

p
 








 
   

 
                                                                      2.16  

ise,  ra  serisi  , r k
N p  toplanabilirdir denir [14]. 

Özel olarak  2.16  ifadesinde r N   için 1rp   alınırsa ,1
k

C toplanabilme elde 

edilir. 

Tanım 2.14 : 0   ve 1k   olmak üzere, eğer 

            

1

1

1

k k

kr
r r

r r

P

p



 

 






 
   

 
                                                                   2.17  

ise, ra serisi , ;r k
N p  toplanabilirdir denir [15]. 

Özel olarak  2.17  de 0  alınırsa  , ;r k
N p     toplanabilme , r k

N p  toplanabilmeye 

dönüşür. 

Tanım 2.15 :  r  pozitif sayıların bir dizisi olmak üzere, eğer 0rd    ve  r rd     

ise  rd dizisine  yarı monoton denir [16]. 
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Tanım 2.16 :  B ve K herhangi iki pozitif sabit olsun.  nc   de pozitif sabitlerin artan bir 

dizisi olmak üzere  

                    n n nBc b Kc                                                                                       2.18  

şartını sağlayan  nb  pozitif dizisine hemen hemen artan dizi denir [17]. 

Açıkça her artan dizi hemen hemen artmaktadır ancak  1
.

n

nJ n e


  örneğinde görüleceği 

gibi tersinin doğru olması gerekmez. 

Tanım 2.17: Bir ra serisi verilsin. r ra  serisi bir A toplanabilme metodu  

yardımıyla toplanabiliyorsa  n dizisine ra serisinin A metodu için bir toplanabilme 

çarpanı denir [4]. 

Teorem 2.1 :  rX  pozitif azalmayan bir dizi olsun ve  r ,  r  dizileri  

                          r r                                                                                            2.19  

                         ,r   r                                                                                2.20  

                        
1

r r

r

r X




                                                                                 2.21  

                        1r rX O  ,   r                                                                      2.22  

şartlarını sağlansın. Eğer, 

                         
1

1
,

m
k

r m

r

s O X
r

    m                                                           2.23   

ise   r ra     serisi ,1
k

C ,   1k   toplanabilirdir [18]. 

Teorem 2.2 :  rp ,  
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                          r rP O rp , n                                                                       2.24  

Şartını sağlayacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi ve  rX  de hemen hemen artan bir 

dizi olsun. Kabul edelim ki Teorem 2.1 in     2.19 2.22 şartlarını sağlayacak şekilde 

 r ,  r  dizileri mevcut olsun. Eğer 

                       

1

1 1

1 1
kk

vr

r v r r v v

PP
O

p P p P

 


  

     
    

     
                                                    2.25  

                       
1

1

k
m

kr
r m

r r

P
O X

p









 
 

 
 ,     m                                                 2.26  

şartları sağlanıyorsa bu taktirde 

                            
1

1

1

r

r v

v

va
r






                                                                            2.27  

r ra   serisi  1k   ve  0 1/ k    için  , ;r k
N p    toplanabilirdir [19].  

Teorem 2.3 : ,r r    olsun.  Kabul edelim ki tüm r için r rA  ,  

logrA r     yakınsak ve logrr r    olmak üzere   yarı monoton olacak şekilde 

bir  rA  sayı dizisi mevcut olsun.  Eğer, 

                             
1

1
log

m
k

r

r

O m
r




 ,       m                                                 2.28  

şartı sağlanıyorsa r ra    serisi  ,1
k

C ,  1k    toplanabilirdir [14]. 

Teorem 2.4 : ,r r    ve  rp ,   2.24  şartını sağlayacak şekilde pozitif 

sayıların dizisi olsun.  Kabul edelim ki tüm r için  r rA  ,   logrA r     yakınsak 

ve logrr r    olmak üzere   yarı monoton olacak şekilde bir  rA  sayı dizisi 

mevcut olsun.   rX   pozitif artan bir dizi olmak üzere, eğer 
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                              
1

m
kr

r m

r r

p
O X

P




 , m                                                 2.29  

şartı sağlanıyorsa r ra    serisi  , r k
N p ,   1k   toplanabilirdir [20]. 

Teorem 2.4 deki tüm r  değerleri için logrX r   ve 1rp   alırsak Teorem 2.3 elde 

ederiz.  

Teorem 2.5 :  rX , pozitif azalmayan bir dizi olsun ve  r ,   r   dizileri de  

Teorem 2.1 in    2.19 2.22  şartlarını sağlasın. Eğer, 

                  
1

1
,

r
k

v r

v

s O X r
v

                                                                    2.30  

şartı sağlanıyorsa ve  rp , 

                         r rP O rp ,                                                                               2.31  

                         1r r r rP p O p p   ,                                                                     2.32  

şartlarını sağlayacak şekilde bir dizi  ise bu takdirde 
1

r r
r

r r

p
a

rp





  serisi 1k   için 

, r k
N p   toplanabilirdir [21]. 

Teorem 2.6 :  rX , pozitif azalmayan bir dizi olsun ve  r ,  r  dizileri verilsin ve 

Teorem 2.1 in    2.19 2.22  şartlarına ilave olarak Teorem 2.5 in  2.30 şartını 

sağlasınlar. Eğer  

                     
1

k k
r

vv
r

v v

sP
O X

p v





 
 

 
  ,  r                                                   2.33  

ve 
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1
1

1 1

1 1
kk

m
vr

r v r r v v

PP
O

p P p P

 


  

   
    
     

 , m                                  2.34  

şartları sağlanıyorsa 
1

r r
r

r r

p
a

rp





  serisi 1k   ve 0 1/ k   için , ;r k
N p    

toplanabilirdir[22]. 

Burada  0   alınırsa Teorem 2.5 elde edilir. Bu durumda  2.33  şartı  2.30  şartına 

ve  2.34  şartı da her zaman geçerli olan  

                    
1 1

1 11 1

1 1 1m m
r

r v r vr r r r r

p
O

P P P P P

 

    

   
     

   
   ,  m                            2.35  

şartına indirgenir. Ayrıca  r  dizisindeki şartlar altında  r  in sınırlı ve 

 1/r O r  olduğu da açıktır. 
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3.  BÖLÜM 

 

Bu bölümde amacımız Teorem 2.1’ i daha zayıf şartlar altında , r k
N p  toplanabilirliğe 

genişletmektir. 

Teorem 3.1 :  rX  hemen hemen artan bir dizi olsun ve Teorem 2.1’ in  2.23  şartını 

sağlasın. Eğer  r ve  r  dizileri Teorem 2.1’ in    2.19 2.22 şartlarını sağlıyorsa 

ve   rp  de, 

                       
1

m
kr

r m

r r

p
s O X

P

 , m                                                                3.1  

şartını sağlanıyorsa bu takdirde r ra   serisi 1k    için , r k
N p   toplanabilirdir [23]. 

Teoremimizin ispatı için aşağıdaki Lemmaya ihtiyacımız vardır. 

Lemma 3.2 :  rX ,  r  ve  r dizileri Teorem 3.1 in ifadesindeki gibi diziler olmak 

üzere   2.21  şartı  altında  

                       1r rr X O  , m                                                                          3.2  

                      
1

r r

r

X




                                                                                           3.3  

şartları sağlanır[23]. 

Lemma 3.2 İspatı :  rf  artan bir dizi olmak üzere r r rCf X Df   olsun.  Bu 

durumda,    1r rr X O  ,   r    olduğundan 
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r r r v r v

v r v r

rX rDf rDf  
 

 

       

                     .v v v v

v r v r

B
D vf v X

A
 

 

 

                                                                 3.4

elde edilir. Yine   
1

r r

r

X 




   olduğundan 

                         
1 1 1

r r r r r v

r r r v r

X D f D f  
   

   

       

                         
1 1 1

r r v r

r v r v r

D f D f 
   

   

                                                            3.5  

                         
1 1

v v v v

v v

B
D vf vX

A
 

 

 

       . 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Teorem 3.1 ispatı :  r , r ra   serisinin  , rN p ortalamasının dizisi olsun. O 

zaman tanım gereği 

                            1

0 0 0

1 1r r r

r v i i r v v v

v i vr r

p a P P a
P P

  

  

     .                                    3.6  

dir. O halde 1r   için 

                            
1 1

0

r
r

r r v v v

vr r

p
P a

P P
   



                                                               3.7  

şeklindedir. Şimdi bu ifadeye Abel dönüşümü uygulanırsa 

                              
1

1 1

11

r
r r r r

r r v v v

vr r r

p p s
P s

P P P


  



 



      

                                             
1 1

1 11 1

r r
r r r r r

v v v v v v

v vr r r r r

p p p s
p s P s

P P P P P


 

 

  

                 3.8  

                                             
,1 ,2 ,3r r r     , 

bulunur. 

                       ,1 ,2 ,3 ,1 ,2 ,33
k k k kk

r r r r r r                                            3.9  

olduğundan  Teorem 3.1’ in ispatı için  
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1

,

1

k

k
r

r l

r r

P

p







 
  

 
   için 1,2,3l                                                        3.10  

olduğunu  göstermek yeterlidir. 

     1/ 1r rO X O    olduğundan 1k  , 
1 1

1
k k

   
    

   
 olacak şekilde k  ve k   

indisleri için  Hölder eşitsizliğini uygulayarak,  

      

1
1 1 1

,1

2 2 11

k k
m m r

k
r r

r v v vk
r r vr r r

P p
p s

p P P
 


  

  

   
   

  
    

                                 

1
1 1 1

2 1 11 1

1
k

m r r
k kr

v v v v

r v vr r r

p
p s p

P P P



  

   

  
   

   
    

elde edilir.      2.19 , 2.22 , 3.1 ve  3.3 şartları da kullanılarak  

        

1
1

,1

2

k
m

k
r

r

r r

P

p







 
 
 

    
1

1 1 1

1
m m

k k r
v v v

v r v r r

p
O p s

P P




   

    

                                      
1

1
v

m
k kv

v

v v

p
O s

P




   

                                      
1

1

1
m

k kv
v v v

v v

p
O s

P
 





                                                         

                                      
1

1
m

kv
v v

v v

p
O s

P




         

                                        
1

1 1 1

1 1
m v m

k ki v
v i m v

v i vi v

p p
O s O s

P P
 



  

      

                                        
1

1

1 1
m

v v m m

v

O X O X 




    

                                      1O ,  m , 
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elde edilir. 

,1r  de ki gibi yine Hölder eşitsizliğini uygularsak, 

                   

1
1 1 1

,2

2 2 11

k k
m m r

k
r r

r v v vk
r r vr r r

P p
P s

p P P
 


  

  

   
    

  
    

                                              
1 1

2 11

k
m r

r
v v vk

r vr r

p
P s

P P


 

 

 
  

 
   

                                             

1
1 1 1

2 1 11 1

1
k

m r r
kr

v v v v v

r v vr r r

p
P s P

P P P
 


  

   

 
  

 
    

bulunur.        2.19 , 2.21 , 2.23 , 3.2   ve   3.3  şartları da kullanılarak 

                  

1
1

,2

2

k
m

k
r

r

r r

P

p







 
 
 

    
1 1

2 11

1
m r

kr
v v v

r vr r

p
O P s

P P


 

 

         

                                                
1

1 1 1

1
m m

k r
v v v

v r v r r

p
O P s

P P




   

    

                                               
1

1
m

k

v v

v

O s 


   

                                               
1

1
1

m
k

v v

v

O v s
v




   

                                                
1

1 1 1

1 1
1 1

m v m
k k

v u m v

v u v

O v s O m s
u v

 


  

      

                                                  
1

1

1 1
m

v v m m

v

O v X O m X 




    

                                                  
1 1

1

1 1

1 1 1
m m

v v v v m m

v v

O v X O X O m X  
 



 

      

                                              1O ,  m                                                              
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elde edilir. Son olarak 
,1r  de olduğu gibi 

                               
1

,3

1 1

1 1 ,

k
m m

k kr r
r r r

r rr r

P p
O s O m

p P
 



 

 
   

 
        

bulunur ki, bu da teoremin ispatını tamamlar. 
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4. BÖLÜM 

Bu bölümde Teorem 2.2 nin  2.24  şartından dolayı  1r

r

P
O

rp
  olduğundan 

1

1
rp

r



 

için hiçbir sonuç çıkarılamaz. Bu nedenle, bu bölümde aşağıdaki Teorem 4.1 i ,   

Teorem 2.2 nin   2.24  şartı olmadan daha genel bir biçimde ispatlayacağız . 

Teorem 4.1 :  rX , hemen hemen artan bir dizi olsun ve  r  ve  r  dizileri de 

Teorem 2.2 nin    2.19 2.22  ve    2.26 2.27  şartlarını sağlayacak şekilde diziler 

olsun. Eğer, 

                   
1

1
m

r

r

O
r





 ,       m                                                                   4.1  

                   
1

1
k

m
kr

r m

r r

P
O X

p r






 
 

 
  ,   m                                                  4.2     

şartları sağlanıyorsa bu takdirde r ra   serisi 1k   ve 0 1/ k   için , ;r k
N p   

toplanabilirdir [24]. 

Teorem 4.1 in ispatı için aşağıdaki lemmaya ihtiyacımız vardır.  

Lemma 4.2:   rX ,  r  ve  r dizileri Teorem 4.1 in ifadesindeki gibi diziler olmak 

üzere    2.21  şartı  altında  

                       1r rr X O   ,  r                                                                    4.3  
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1

r r

r

X




                                                                                     4.4  

şartları geçerlidir [25].  

Teorem 4.1 in ispatı :  r , r ra  serisinin  , rN p  ortalamasını göstersin. O zaman 

tanım gereği 

                     1

0 0 0

1 1r v r

r v i i r v v v
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bulunur. Bu da teoremi  ispatlar. 

Teorem 4.3:   rX  hemen hemen artan dizi ve ,r r    olsun. Kabul edelim ki 
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monoton olacak şekilde bir sayı dizisi olsun. Eğer 
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şartları sağlanıyorsa bu takdirde  r ra  serisi , r k
N p , 1k   toplanabilirdir [26]. 

Lemma 4.4: Teorem 4.3 ün şartları altında   

                         1r rX O  , r                                                             4.9  

şartı geçerlidir [26]. 

Lemma 4.4 ispatı : ,r r    olsun. 
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olur ki, buradan  1r rX O  , r   şartı elde edilir. 

Lemma 4.5 :  rX  hemen hemen artan dizi olsun. Eğer  rA , r rr X    ile   yarı 
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Teorem 4.3 ispatı :  r ,   r ra   serisinin  , r k
N p  ortalamasını göstersin. O zaman 

tanım gereği 
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Olduğundan Teoremin ispatını tamamlamak için Minkowski eşitsizliğinden 

faydalanarak 
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bulunur. Bu da teoremi  ispatlar. 
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5.BÖLÜM 

Teorem 5.1 :  rX  hemen hemen artan bir dizi olsun. Eğer    2.19 2.22  ve 

   2.31 2.34 şartları sağlanıyorsa 
1

r r
r

r r

p
a

rp





  serisi 1k  ve 0 1/ k   için 

, ,r k
N p    toplanabilirdir [27]. 

Teoremin ispatı için aşağıdaki lemmalara ihtiyacımız vardır. 

Lemma 5.2 :  rX  hemen hemen artan bir dizi ise bu taktirde    2.20 2.21 şartları 

altında  

                        1r rrX O                                                                                    5.1  

                        
1

r r

r

X




                                                                                     5.2  

dır [25]. 

Lemma 5.3 : Eğer  2.31  ve  2.34  şartları sağlanıyorsa bu taktirde  

                         
1r
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P
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   
    

  
                                                                            5.3  

dır [28]. 

Teorem 5.1 ispatı :  r ,   
1

r r
r

r r

p
a

rp





   serisinin  , rN p  ortalamasının dizisi olsun. 
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                           1
1

11

r
v v vr r r

r r v

vr r v

P Pp s
s

P P vp r

 
  





 
    

 
  

                                        
 

1
1

11 11

r
v v vr r r

v

vr r v

P Ps p
s

r P P v p

 


 


 


  

                                            
1 1

1 11 1

1r r
vr r

v v v v v v

v vr r v r r

Pp p
P s s P

P P vp P P v
 

 

  

 
   

 
   

                                         
,1 ,2 ,3 ,4r r r r        

elde edilir. Buradan 

                 ,1 ,2 ,3 ,4 ,1 ,2 ,3 ,43
k k k k kk

r r r r r r r r                

olduğundan , Teoremin ispatını tamamlamak için  
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olduğunu göstermek yeterlidir.  

İlk olarak Abel Dönüşümü ile, Teorem 5.1 ve  Lemma 5.2 kullanılarak  
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elde edilir. Teorem 5.1 ve  Lemma 5.2 i  kullanılarak yine 
,1n de olduğu gibi 1k  için  

Hölder eşitsizliği uygulanırsa 
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Bulunur. Teorem 5.1 ve  Lemma 5.2,  Lemma 5.3  kullanılarak yine son olarak 
,3n deki 

gibi 1k  için Hölder eşitsizliğini uygulayarak 
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elde edilir. Böylece Teoremin ispatı tamamlanır. 
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6. BÖLÜM 

SONUÇLAR 

Bu bölümde, diğer bölümlerde ifade ve ispatlanmış teoremler için bazı sonuçlar 

verilecektir. 

Sonuç 6.1: Teorem 3.1 de n nin tüm değerleri için  rX  pozitif azalmayan dizi ve 

1rp   alınırsa Teorem 2.1 bulunur. Böylece  3.1  şartı  2.23  şartına indirgenmiş olur. 

Ayrıca Teorem 3.1 de  1/ 1rp r   alırsak  ,1/ 1
k

N r  toplanabilme çarpanlarına 

ilişkin bir sonuç elde edilmiş olur. 

Sonuç 6.2: Teorem 4.1 de 1rp   alırsak ,1;
k

C   toplanabilirliğiyle  ilgili bir sonuç 

elde edilmiş olur. Ayrıca  1/ 1rp r   alırsak o zaman  ,1/ 1 ;
k

N r   toplanabilme 

çarpanlarıyla  alakalı  bir sonuç bulunur. 

Sonuç 6.3: Teorem 4.3 r in tüm değerleri için 1rp  alırsak ,1
k

C toplanabilme 

çarpanlarıyla ilgili bir sonuç elde edilir. Ayrıca   1/ 1rp r   alırsak o zaman 

 ,1/ 1
k

N r   toplanabilme çarpanlarıyla ilgili bir sonuç elde edilir. 

Sonuç 6.4: Teorem 5.1 de n in tüm değerleri için 1rp   alırsak ,1;
k

C   toplanabilirlik 

ile ilgili bir sonuç elde edilir. 
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