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1. GIRIS

Son derece 6neme sahip olan indirgemeli diziler disiplinler arasi iliskiler noktasinda
stkea rastlanmaktadir. Bu ¢alismalarin giincel olanlarina 6rnek olarak [1-8] deki
caligmalar verilebilir. Daha sonra bu Cebirsel anlamda indirgemeli dizilerin; iireteg
matrisi, Urete¢ fonksiyonu, Binet formiilii, iistel, permanental, determinantal ve
toplamsal temsilleri ile sonlu toplamlar1 gibi cesitli 6zellikleri bir¢ok bilim insani
tarafindan calisilmis ve calisilmaya da devam edilmektedir. Bu ¢alismalarin giincel
olanlarina 6rnek olarak [9-21]’deki ¢alismalar verilebilir. Bu ¢aligmalarin bir¢ogunda
indirgemeli dizilerin iirete¢ matrisleri ve bu matrisler yardimiyla tanimlanan o6zel

matrisler kullanilarak ve cesitli sonuglar elde edilmistir.

Indirgemeli diziler, cebirsel yapilara ilk olarak Wall’m [22]’deki calismasi ile
taginmistir. Wall bu calismasinda devirli gruplarda standart Fibonacci dizisini
incelemistir. Daha sonra Wilcox [23]’deki g¢alismasiyla teoriyi degismeli (abelyen)
gruplara genisletmistir. Sonraki siirecte ise konsept farkli indirgemeli diziler ve farklh
cebirsel yapilara tasinmistir. Bu ¢alismalarin giincel olanlarina 6rnek olarak [10, 12, 24-

28, 29-31, 32-36, 37- 44]’deki calismalar verilebilir.

[12, 24, 30, 31, 35, 36, 43-51]’deki ¢alismalarda ise 6zel tanimli matrisler kullanilarak

devirli gruplar tiretilmis ve bu gruplarin mertebeleri igin ¢esitli kurallara ulagilmistir.

Onceki ¢alismalarda indirgemeli diziler kullanilarak karesel matrisler (iireteg matrisleri)
tamimlanmisken, ilk olarak [11, 12, 24, 31, 46-48, 52] calismalarinda; 6zel taniml

karesel matrisler kullanilarak indirgemeli diziler elde edilmistir.

Bu tez ¢aligmasinin 1. boliim, iizerinde ¢alisilacak gruplar ve lineer indirgemeli diziler

hakkinda temel bilgi ve teoremler sunulmustur.

2. bolimiinde, Hadamard-tipli k-basmak Fibonacci dizisi tanimlanmis ve yapisal
Ozellikleri belirlenmistir. Bunlara ek olarak, tanimlanan bu dizi gruplara tasinmis ve

sonlu gruplarda detayli olarak incelenmistir. Ulagilan bulgularin uygulamasi olarak da,



dizinin gruplardaki karsihigimin D,, dihedral grup ve Q... genellestirilmis quaternion

gruptaki periyotlari elde edilmistir.

3. Boliimiinde ise Hadamard-tipli k-basmak Pell dizisi tanimlanmuis, gesitli 6zellikleri

belirlenmis ve bu dizi gruplara taginmistir. Bu manada;

Deveci ve arkadaslar1 [53]’deki ¢aligmalarinda, Pell ve genellestirilmis k-basamak Pell
dizilerinin karakteristik polinomlarinin Hadamard tipli ¢carpimi ile yeni bir k-basamak
dizi tanimlanmig ve bu diziye Hadamard tipli k-basamak Pell dizisi adi vermislerdir.
Daha sonra tanimlanan bu dizinin iirete¢ matrisi, lirete¢ fonksiyonu, Binet formiili,
permanental, determinantal, {istel ve toplamsal temsilleri ile sonlu toplamlar1 gibi ¢esitli

ozelliklerini elde etmislerdir.

Deveci ve arkadaslarinin [54]’deki ¢alismalarinda ise tanimlanan Hadamard tipli k-
basamak Pell dizisinin iireteg matrisi m modiiliine gore indirgenerek bu matrisin
kuvvetleri yardimiyla devirli gruplar {iretilmis ve dizinin m modiiliine gore periyotlar
belirlenmistir. Buna ek olarak, tiretilen devirli gruplarin mertebeleri ile dizinin
periyotlar1 arasinda bagintilar elde edilmistir. Yapilan ¢alismanin degismeli olmayan

gruplardaki uygulamasi olarak da, SD,, semidihedral ve QD,, quasi-dihedral gruplarin

elemanlar1 ile tanimlanan Hadamard tipli 3-basamak Pell dizilerinin periyotlar

belirlenmistir.



1.1. Grup Takdimleri

Tanim 1.1.1: G # & bir kiime olsun. *:GxG—>G olmak tizere

(X, y) >x*y
seklinde tanimlanan fonksiyona G iizerinde bir ikili islem denir. Bu ikili islemle

birlikte G kiimesine bir cebirsel yap1 denir ve (G,*) ile gosterilir.

Omek 1.1.1: *:Zx7Z —7 Ve X,Y€Z i¢in X*y=X+Yy—3Xy seklinde tanimlanan ikili

islemdir.

Tanim 1.1.2: G = bir kiime ve *, G kiimesi {izerinde bir ikili islem olmak {izere,
eger asagidaki sartlar saglanirsa (G, *) cebirsel yapisina grup denir:

G,) VX,yeG icin x*yeG (Kapalilik 6zelligi)

G,) VX, ¥,2€G igin X*(y*2z)=(x*Yy)*z (Birlesme 6zelligi)

G,;) VxeG i¢in x*e=exx=x olacak sekilde bir eeG vardir. (Birim elemanin

varligi)

G,) e, G nin birim elemant olmak iizere G kiimesindeki her bir x i¢in
X*X =X kX=6€

olacak sekilde X €G vardir (Ters elemanin varlig).

Omek 1.1.2: (Z,+) , (Q,+) , (R,+) ve (C,+) cebirsel yapilar1 birer gruptur.

Tanim 1.1.3: (G,*) cebirsel yapisi i¢in sadece kapalilik ve birlesme 6zellikleri yani G,

ve G, sartlari saglanirsa o takdirde G kiimesine * ikili iglemine gore bir yar1 grup

denir.

Tanim 1.1.4: (G,*) cebirsel yapist igin G,;, G, ve G, sartlar1 saglanirsa o takdirde

(G, *) cebirsel yapisina monoid denir.



Tanim 1.1.5: (G,*) cebirsel yapisi bir grup olmak lizere VX,y€G igin X*y=y#*X

oluyorsa, G ye degismeli (abelyan) grup denir.

Tanim 1.1.6: Bir G grubunun elemanlarinin sayisina G nin mertebesi denir. |G| veya

o(G) seklinde gosterilir.

Teorem 1.1.1: (G, *) bir grup olsun. Buna gbre

(1). G nin birimi tektir.

(i). G nin her elemaninin tersi tektir.

(iii). xeG i¢in x*x=x ise x=e dir.

(iv). G grubunda soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani a,b,c e G igin,

ax*b=ax*c ise a=c ( soldan kisaltma kural1 )
bxa=c=*a ise b=c ( sagdan kisaltma kural1 )

(V). a,beG i¢in a*x=b ve y*a=Db denklemlerinin G deki islemleri tektir.

(vi). acG igin (a*)” =a dir [55].

Tamm 1.1.7: |G| sonlu ise G ye sonlu bir grup, sonsuz ise sonsuz grup ad verilir.

IG|=n ise G ye n-inci mertebeden bir grup denir.

Tanim 1.1.8: G birgrup ve H de G’ nin bostan farkl bir alt kiimesi olmak tizere H
kiimesi G de tanimlanan ikili isleme gére bir grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu

denir ve H <G ile gosterilir.

Tanim 1.1.9: G bir grup ve e de G ’nin birim eleman1 olmak {izere {e} kiimesi ve G

grubunun kendisine G nin agikar alt gruplar1 denir.

Tanim 1.1.10: G bir grup, e G ’nin birim eleman1t ve H <G olsun. H=G ve

{e}#G ise 0o zaman H ye G nin bir zalt grubu denir.



Tanim 1.1.11: G bir grup ve H da G ’nin bir alt grubu olsun.vVg € G i¢in gH =Hg
esitligi saglanirsa H a G nin normal bir alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir. G
toplama iglemine gore bir grup oldugu zaman gH =Hg esitligi g+ H =H + g seklinde

gosterilecektir.

Ornek 1.1.3: (3Z,+) grubu (Z,+) ’nin alt grubudur.

Tanim 1.1.12: N, G nm bir normal alt grubu olsun. G/N kiimesi {iizerinde

(Ng)(Nh) =N (gh) ile bir garpim tanimlansin. Bu takdirde G/ N bu ¢arpima gore bir

gruptur ve bu gruba G nin N ye gére boliim grubu denir.

Tanim 1.1.13: G bir grup ve Y= AcG olsun. G grubunun A yi1 igeren biitiin alt
gruplarinin ara kesitini <A> ile gosterelim. Bu takdirde <A> , G nin bir alt grubudur. Bu

alt grup A w1 igeren en kiigiik alt gruptur ve A tarafindan tretilen alt grup olarak

adlandirilir.

Tanim 1.1.14: G bir grup olmak iizere S ={xn 'n EZ} alt grubuna G nin x elemam

tarafindan tretilen devirli alt grubu denir ve <X> ile gosterilir.
Yani,
<x>:{x“ :neZ}:S
dir. Buradan yola ¢ikarak devirli gruplar asagidaki gibi de tanimlanabilir:

G bir grup olmak tlizere G de G = {X” ‘ne Z} olacak sekilde bir X elemani varsa o

zaman G grubuna devirli grup denir. Boylece bir X elemanina G nin iireteci denir ve

G= <X> seklinde gosterilir [55].

Tanim 1.1.15: G bir grup ve xeG olsun. Eger (X) sonlu bir grup ise o zaman (X) alt

grubunun eleman sayisina x nin mertebesi denir ve o(x) veya |x| ile gosterilir [56].



Teorem 1.1.2: Her devirli grup degismelidir.
Teorem 1.1.3: Devirli bir grubun her alt grubu devirlidir.
Teorem 1.1.4: Ayn1 mertebeli herhangi iki devirli grup izomorfdur.

Sonu¢ 1.1.1: G bir devirli grup olsun. Eger G sonsuz ise Z tam sayilar kiimesine

|G| =N oldugunda ise Z, kiimesine izomorftur.

Teorem 1.1.5: G bir grup ve x de G nin mertebesi n olan bir eleman1 olsun XeG ve

X nin mertebesi N yani o(X) =N olsun. Buna gore;

i) Eger x in mertebesi sonsuz ise o taktirde X in biitiin farkli kuvvetleri grubun farkli
elemanlardir.

ii) Eger X in mertebesi sonlu ise o taktirde x" =e kosulunu saglayan en kiiciik pozitif

tamsay1 N ise o taktirde X nn trettigi devirli grubun yani <X> in mertebesi de n dir.
Diger bir ifadeyle;

(x)={e,xx*,...x"*}
dir.
iii) X in mertebesi sonlu ve n olmak tizere x* =x' olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
k=I(modn) olmasidr.
iv) o(x) = n sonlu olmak iizere x* =e olmasi i¢in gerek ve yeter sart n|k olmasidir

[55].

Sonug 1.1.2: G=x sonlu bir devir grubu ve o(G)=k <oo olsun. S#{e} ve x"es

olacak sekilde n >0 pozitif tamsayilarinin en kiigiigii m olmak iizere S =x" oldugu
kabul edilsin. O halde,

mlk ve o(s):%

dir [57].



G=<X> sonsuz mertebeli bir devir grup olsun. x™ nin biitiin kuvvetleri farkli

olacagindan x" tarafindan iiretilen S = <Xm> devirli alt grubu da sonsuz olur [55].

Teorem 1.1.6: G, x tarafindan tiretilen n mertebeli bir devirli grup olsun. G grubunun
X" tarafindan tretilmesi i¢in yani G = <Xm> olmasi igin gerek ve yeter sart n ile m nin
aralarinda asal olmasidir.

Yukaridaki teorem gbz Oniine alinarak bir m tamsayisinin (Zn,+) devirli grubunun bir

ireteci olmasi i¢in gerek ve yeter sartin (m, n) =1 oldugu sonucuna ulasilir.

Tanim 1.1.16: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. G nin herhangi bir
eleman1 S nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir carpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir [58].

Tanim 1.1.17: X bir kiime olsun. F(X), X iizerinde serbest grup ve R < F(X)
olsun. G=(X:R)’ye G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X

kiimesine tanimlayict gerenler kiimesi ve reR i¢in r=e olacak sekildeki

denklemlerin kiimesine de tanimlayic1 bagintilar kiimesi denir.
Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak {izere bir G grubu <X ZR> seklinde takdim

edilirse bu gruba sonlu takdim edilmis grup denir [58].

Tanim 1.1.18: P bos olmayan bir kiime olmak tizere eger f : P — P doniisiimi 1-1 ve
oOrten ise 0 zaman f doniisimiine P kiimesinin bir permiitasyonu denir.

P kiimesi {izerindeki biitiin permiitasyonlar1 kiimesini S, ile gosterirsek S, kiimesi
dontisiimlerin bileske islemine gore bir grup teskil eder.

P y1 n elemanl (1, 2,...,n) kiimesi olarak kabul edelim. Bu durumda S, y1 S, ile
gosterecegiz ve simetrik grup olarak adlandiracagiz. S, simetrik grubunun mertebesi n!

dir.



Tamm 1.1.19: P=(12,...,n) kiimesinin k<n olmak iizere 1 ile n arasinda

elemanlarinin 1 1,,...,r, ile gdsterelim. Buna gore eger f €S, permiitasyonu asagidaki
sartlar1 saglarsa o taktirde f ye Kk uzunlugunda bir devir ya da kisaca bir k —devir
denirve f =(r,r,,...r,) seklinde gosterilir

i) f(r)=r., 1<i<k

i) f(r)=r,

i) ng{r,r,...r} iseozaman f(n)=n dir[55].

f =(r.r,,...t,), k uzunlugunda bir devir olmak iizerek =1 ise f ye birli devir, k =2

ise f ye ikili devir ya da transpozisyon denir.

Tanim 1.1.20: Bir S, simetrik grubundaki bir f permiitasyonu transpozisyonlarin
carpimui olarak yazildiginda bu transpozizyonlarin sayisi ¢ift ise f ye ¢ift permiitsyon

tek ise tek permiitasyon denir.

S, nin biitlin ¢ift permiitasyonlarinin kiimesini A, ile gosterecegiz. A,, S, nin indeksi

|
2 olan bir normal alt grubu olup mertebesi % dir.

Tanim 1.1.21: G=(X:R) ve H =(Y:S) herhangi iki grup olmak iizere Gx H direkt

garpimi,
[X :Y]:{[x, y]:xe X ,er}
olmak iizere
GxH =(X,Y:R,S,[R,S])

seklinde tanimlanir [58].

Tanim 1.1.22: G, j-gerenli sonlu bir grup ve

X Z{(XO,Xi,...,Xj_l)erGg---xG|<{XO,X1,...,XJ-_1}>:G}

]

olsun. (Xy,,,...,X;) ifadesine G igin bir geren j-lisi denir.



Tanim 1.1.23: (G,*) ve (H,o) iki grup olamak ftizere ve bu iki grup arasinda

tanimlanan ¢:G — H doniisiimiinii goz oniine alalm. Eger VX,y € G igin

p(x*y) =p(x)°p(y)

kosulu saglintyorsa bu doniisiime bir grup homomorfizmi denir.

Tanim 1.1.24: ¢:G — H doniisiimii bir homomorfizm olsun. ¢ homomorfizmi birebir

ise @’ye monomorfizm denir.

Tanim 1.1.25: ¢:G — H doniisiimii bir homomorfizm olsun. ¢ homomorfizmi &rten

ise @ ’ye epimorfizm denir.

Tanim 1.1.26: ¢:G — H bir doniisiim olsun. ¢ homomorfizmi birebir ve drten ise ¢

doniisiimiine bir izomorfizm, G ile H gruplarina ise izomorf gruplar denir ve G=H

seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.27: ¢:G—>G donisimii bir homomorfizm olsun. ¢ homomorfizmi

birebir ve Orten ise ¢ "ye otomorfizm denir.

Tanim 1.1.28: n>3 i¢in 2n mertebeli D,, dihedral grubu
D,, =(a,b:a" =b” = (ab)’ =e)

seklinde tanimlanir.

Tamm 1.1.29: n>2 icin 2" mertebeli Q,.. genellestirilmis quaternion grubu
Q= <a,b - =b% a? =e,bab = a‘1>

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.1.30: m>4 i¢in 2™ mertebeli SD,. semidihedral grubu
SD,, = <x, yx* =yi=e,yxy= x‘1+2m72>

seklinde tanimlanir.



Tanim 1.1.31: m>4 icin 2" mertebeli QD,, quasi-dihedral grubu

QD,, =(x X" =y?=e, yy=x"*"")

seklinde tanimlanir.

1.2. Matris Cebiri

Tamm 1.2.1: F bircisim, 1<i<m ve 1< j<n icin a; € F olmak iizere

&, a4, - 4,
Ay Ay o Ay,
a‘ml amz o amn

seklindeki dikdortgen tabloya mxn boyutunda bir matris denir. i-inci satir ve | -inci

stitunun kesisimin de bulunan cismin elemanina matrisin (i, ) -inci eleman1 denir. Bu

caligmada bir A matrisini A= [aij ]mxn notasyonu ile gosterecegiz.
Teorem 1.2.1: A/ B ve C ayni mertebeden (ayni boyutlu) matrisler ve A, A4, birer
skaler olmak iizere,

i. A+B =B+ A ( degisme 6zelligi )

ii.A+(B+C)=(A+B)+C( birlesme 6zelligi)

iii.A+0=0+ A= A ( etkisiz eleman)

iv.A—A=0

v. 4(A+B)=4A+ 4B

Vi.(4+A4)A= LA+ LA

Vii.(44,) A= 4 (4A)
viii. LA= Al= A

ozellikleri vardir [59].

Tanim 1.2.2: Bir satir matrisi ile bir siitiin matrisinin ¢arpilabilmesi igin onlarin her

birinin ayn1 sayida elemana sahip olmasi gerekir.
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Vi

Vs

Eger u:[ul,uz,...,um] ve v=|. ise, 0 zaman uv asagidaki gibi tanimlanan 1x1

boyutlu bir matristir [57].

uv = [V, +U,V, +- -+ UV, | =[iUiV,1-
j=1

Tanim 1.2.3: Az[aﬂ] ve B:[b“.] iki matris olsun. Yani A matrisinin siitiin

sayisi B matrisinin satir sayisina esit olmak tizere bu iki matrisin ¢arpimi A«B ile

gosterilip bu ¢arpimin neticesi C = [Cij ]m ) tipinde bir matris olur ve c; elemani
r
C; =auby +a,b,; +...+a,b, => ab, (I<i<m,1<j<n)
k=1

seklinde elde edilir.

Teorem 1.2.2: 1. A:[aii]mxn’ B:[b.}nxt ve C:[Cij:lnxt olmak {iizere sol dagilma

ij
kural1 denilen

A(B+C)=AB+AC 1.2.1)
kural1 gegerlidir.
ii. A= [aij ]mxn , B= [bij lxn ve C= [Cij :Lxm olmak tizere sag dagilma kurali denilen
(B+C)A=BA+CA 1.2.2)
kural1 gegerlidir [57].

Ispat: i. 6nce (1.2.1) nin sol tarafin1 goz Oniine alalim. B+C =D ve D nin genel
elemani d; olsun. Bu durumda c;

B+C=[b | +[c ], =[d],.=D
ve

(1.2.3)

11



yazilir. §imdi de A(B+C)=AD=E ve E nin genel elemanin e; oldugunu farz

edelim. Buna gore

AD=[a | [dy]  =[&], =E (L.2:4)
ve
eij = aikdkj (1.2.5)
k=1
yazilir ve (1.2.3) den
dkj = bkj +Cy (126)

yazilabilecegi kolaylikla goriiliir. Boylece (1.2.6) ifadesi (1.2.5) da yerine yazilirsa

& = D a [ by +Cy |= D[ by +2,6 | =D aby + D 3,0, 1.2.7)
k=1 k=1 k=1

elde edilir. Simdi de (1.2.1) ifadesinin sag tarafi goz oniine alalim. Burada da AB =Y

Y nin genel elemani y;,, AC=Z ve Z nin genel elemani z; oldugu kabul edilsin.

Buna gore
AB=[a; ] [b;] =[vi]=Y (1.2.8)
ve
Yi = iaikbi (1.2.9)
k=1
yazilir. Yine aym sekilde
AC=[a;] o], =[z],.=2 (1.2.10)
ve
7, =Y a0, (L.2.11)
k=1

ifadeleri yazilir. Son olarak AB+ AC =T ve T nin genel elemam t; ile gosterilirse o

zaman
AB+AC=Y+Z=[y,]| +[7], (1.2.12)
I:yij + Zij }mxt - I:tij :|m><t - T
t; = Zn:aikbkj +Zn:aikckj (1.2.13)
k=1 k=1

12



ifadeleri elde edilir. Bu durumda (1.2.4) ve (1.2.12) den E ve T matrislerinin
mertebeleri esit oldugu, yine (1.2.7) ve (1.2.13) den E ve T matrislerinin

elemanlarinin esit oldugu sonucu elde edilir. Bu da matrislerin esitligi tanimina gore

E =T olmasini gerektirir. Bu esitlik ise (1.2.1) ifadesinin dogru oldugunu gosterir.

ii. i¢in ispat benzerdir.

Tanim 1.2.4: A:[aij] matrisinin biitiin elemanlar1 sifir ise; yani Vi, j igin a; =0 ise

A matrisine sifir matris denir.

Tanim 1.2.5: Bir matrisin satir ve siitun sayisi esit ise yani m=n ise bu matrise karesel
matris (kare matris) denir.

Ornegin;

matrisi 2x2 boyutlu bir kare matristir.

Tanim 1.2.6: A= [aij], nxn mertebeden bir kare matris olmak tizere 1+ j i¢in a; =0

ise A matrisine kdsegen matris denir.

Tanim 1.2.7: Kosegen iizerindeki biitlin elemanlar1 ayni skalere esit olan kdsegen

matrise skaler matris denir.

Tanim 1.2.8: Bir kare matrisin kdsegen iizerindeki tim elemanlar1 1 diger elemanlari

sifir ise bu matrise birim matris denir. nxn mertebeden birim matris |, ile gosterilir.

Ornegin;

—
Il

o O -

o+~ O

= O O

matrisi birim matristir.
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Tanim 1.2.9: A:[aﬂ matrisinin satirlart siitun ve siitunlar1 da satir yapilarak elde

mxn

edilen matrise A matrisinin transpozu denir ve A" ile gosterilir. A’ matrisi nxm

boyutlu bir matris olarak elde edilir. Yani

a; &, -,
A= ) a,,
aml amz amn

olmak tiizere
a, ay A
AT _ Q, @y v Ay
aln a‘2n - a‘mn

seklindedir.

Tanim 1.2.10: A:[aij] , kare matrisi olmak iizere; j>i,‘v’i,je{1,2,...,n} icin

nxn

a; =0 ise A matrisine alt liggen matris denir ve A= [aﬂ] , kare matrisi olmak {izere
nxn

j<i,Vi,je {l, 2,..., n} igin a; =0 ise A matrisine Gist figgen matris denir.

Buna gore A= [aij] alt icgen ve B = [bij] iist tiggen matrisler;

L0 o 3 2 0 8
0 -1 7 9
A=|3 2 0| ve =
0O 0 40
2 5 7
0O 0 0 2

seklindedir.

Tanim 1.2.11: S, simetrik grup, o € S, bir permiitasyon ve

+1; o ciftise
-1, o tekise

sgn(o) ={

seklinde tanimlanan isaret fonksiyonu olmak tlizere A= [aij ] matrisinin determinanti

nxn

14



det A= z sgn(a)ﬁ A, i)
i1

€S,

= Z Sgn(o-)aicr(l)aZO'(Z) “Qo(n)

oeS,

ile tanimlanir.

Tanim 1.2.12: A= [aij] kare matrisi i¢in @, ,,, =1, a,; =1 ve diger biitiin elemanlar

nxn

sifir oluyorsa o zaman A matrisine permiitasyon matris denir [57].

Tanim 1.2.13: A, nxn boyutlu bir kare matris ve |, nxn boyutlu birim matris

olmak iizere,
AB=BA=1
esitligini saglayan nxn boyutlu bir B matrisi varsa, B matrisine A matrisinin tersi

denir ve B=A" ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters gevrilebilir (diizgiin, tekil

olmayan) matrisler denir [57] .
Teorem 1.2.3: Bir kare matrisinin tersi varsa o zaman bu ters tektir [57].

Ispat: Bir A kare matrisin B ve C gibi iki tane tersinin oldugunu varsayalim. Bu
durumda ters matrisin tanimindan dolayr A matrisinin tersi B ise,

AB=BA=1 (1.2.14)
ve eger A matrisinin tersi C ise,

AC =CA=1 (1.2.15)
yazilir. Eger B =C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmig olur. Bunu i¢in (1.2.14) ve
(1.2.15) ifadelerini ve matrislerin ¢arpma iglemine gore birlesme 6zelligini goz Oniine
alarak

B=1 B=(CA)BB=C(AB)=C | =C

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 1.2.4. A ve B ters gevrilebilir iki nxn boyutlu matris ise, 0 zaman AB

carpimi da ters ¢evrilebilirdir ve
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(AB) ' =B'A™
dir [57].

Ispat: A ve B matrisleri ters ¢evrilebilir matrisler ise, 0 zaman ters matris tanimindan
AA'=A"A=1 ve BB'=B'B=I
yazilir. Diger taraftan matris ¢arpiminin birlesme 6zelligini kullanarak
(AB)(B™A™)=1 ve (BA™)(AB)=I
yazilir. Boylece bunlar birlestirerek
(AB)(B'A™)=(B*A™)(AB) =1
yazmak mimkiindiir. Bu son ifade ise ters matris tanimi geregince AB matrisinin
tersinin B™A™ oldugunu ifade eder. Boylece AB ters gevrilebilirdir ve bu ters (invers)
tek oldugundan
(AB) " =B*A™

yazilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 1.2.14: A sifir olmayan bir n-kare matris olmak iizere AB = 0olacak sekilde
sifirdan farkli bir B, n-kare matris varsa, 0 zaman A matrisine sol sifir bélen matrisi
denir. Yine A sifirdan farkli bir n-kare matris olmak tizere CA =0olacak sekilde
sifirdan farkli bir C, n-kare matris varsa, 0 zaman A matrisine sag sifir bolen matrisi
denir. Eger A matrisi hem sol sifir bolen matrisi hem de sag sifir bélen matrisi ise, o

takdirde A matrisine sadece sifir bolen matris denir [57].

Teorem 1.2.5: A=0 bir kare matris olmak {izere eger tersi mevcut ise, o takdirde A

matrisi bir sifir bdlen matrisi degildir [57].

ispat: Eger AB=0 yada CA=0 ve A matrisinin tersi A ise, o takdirde
A (AB)=(A"A)B=1B=B=0
veya

(CA)A* =C(AA™")=Cl =C =0

yazilir. Bu A matrisinin bir sifir bélen matrisi olmadigin1 gosterir.
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Tanim 1.2.15: Bir matris asagidaki sekilde ise satirca indirgenmis formdadir denir.

i. Ik k tane satir sifirdan farkli ve (K +1)-inci satir ile bundan sonraki satirlarin tiim
elemanlar sifirdir.

ii. Her bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman 1 dir ve bu 1 ler s <s, <...<s, olacak
sekilde s;-inci siitunda bulunurlar.
iii. Bir satirdaki sifirdan farkli ilk eleman a; =1 ise j-inci siitundaki a; nin altinda

bulunan tiim elemanlar sifirdir.

Yukaridaki i kosulu a; nin bulundugu siitundaki diger tim elemanlar sifirdir,

seklinde alinirsa, i—ii kosullarini saglayan matrise satirca indirgenmis eselon formdadir
denir. Satir yerine siitunlar alinarak siitunca indirgenmis form ve siitunca indirgenmis

eselon form elde edilir [59].

Tanim 1.2.16: A:[aﬂ] matrisinin bazi satir veya siitunlart silinerek elde edilen

mxn

matrise A matrisinin bir alt matrisi denir.

Tanim 1.2.17: Birim matrise herhangi bir elemanter islem uygulayarak elde edilen

matrise elemanter matris denir ve E ile gosterilir.

Teorem 1.2.6: i. B, mxn matrisi bir elemanter satir igleminin uygulanmasi ile A,

mxn matrisinden elde edilen bir matris ise, o takdirde B matrisi A matrisi ile bu
elemanter satir islemlerine karsilik gelen mxm elemanter matrisin ¢arpimina esittir.

Yani eger ¢ ile elemanter satir islemi gosterilirse, o zaman B =¢(A)=¢&(l,,)A dir.

ii. Her elemanter matris ters cevrilebilirdir. Ustelik her elemanter matrisin tersi de yine

bir elemanter matristir [57].

Ispat : i. E; ile r, <> r; elemanter satir islemine karsilik gelen elemanter matris, & # 0
olmak tizere E,(a) ile r, <> ar, satir islemine karsilik gelen elemanter matris ve

E;(a) ile r, <> r +ar; satir islemine karsilik gelen elemanter matris gosterilsin. Buna

gore A= [a1j ]mxn matris olmak iizere,
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&y 8, A,
ajl aj2 ajn
E,A= 1 :
all ai2 ain
_aml amZ t amn _

seklinde bir matris olur. Bu da E;A matrisinin i-inci satir ile j-inci satirn yer
degistirilmesi ile elde edilen bir matris oldugunu gosterir. Gergekten |, mxm birim
matris olmak iizere bu birim matrisin i-inci satir ile j -inci satirn yer degistirilmesi ile
elde edilen matrise £(1,) denilir ise ve bu matris ile A matrisi soldan ¢arpilirsa yine
E; A matris elde edilir.
Buda E; elemanter matrisi igin
B=E,A=g(A) =&(l,)A

oldugunu gosterir. Benzer sekilde,

B=E(2)A=c(A)=¢(l,)A
ve

B=E;(@)A=¢(A)=¢(l,)A

oldugu gosterilebilir.

ii. Basit bir hesap ile

() -E

ij

(Ei (05))_l =K (é}

-1
(Eij (a)) = Eij (~a)
oldugu goriilebilir. Buradan gercekten elemanter matrislerin ters cevrilebilir oldugu ve

ayn1 zamanda elemanter matrisin tersinin de bir elemanter matris oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 1.2.7: Bir kosegen matrisin determinantt matrisin kdsegen elemanlarinin

carpimina esittir [57].
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ispat: A| 0 2 olsun. det B = det A dzelligi kullanilarak :
0 O a,,
a, O 0 1 0 0
detA=det| ° 2 O = a,, det 0 0
0 0 ann 0 O -
1 0 0
=a,,a,, det 0 =...=a,8,,...a,, det 0
.0 0 a, .o 0 1
=a,,8,,...a,,-detl =a,,a,,...a,,
elde edilir.

Teorem 1.2.8: Bir A kare matrisinin determinanti ile A nin transpozunun determinant

degeri aynidir. Yani

det A=det AT
dir.

Teorem 1.2.9: E, bir elemanter matris ise, 0 zaman

i.detE =0,
ii.detE" =detE,

iii. E™* bir elemanter matristir [57].

Ispat: @ =0 olmak iizere P(a) ile r <> ar, elemanter satir islemine karsilik gelen

elemanter matris, B, ile r, <>r; elemanter satir islemlerine karsilik gelen elemanter
matris ve P,(a) ile r < r+ar, satir islemine karsiik gelen elemanter matris

gosterilsin. Buna gore bu ¢ farkli tipten elemanter matrislerin determinantlar1 alinir ise

o takdirde
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detP(a) =detP(a)" =« (i=12,..,n)
detP, =detP| =-1 (i,j=12,..,n)
detF’ij(a):detF’ij(a)T =1 (i,]=12,..,n)
elde edilir. Bu da (i) ve (ii) yi ispatlar. (iii) i ispatlamak i¢in sirasiyla
P(a)"=R(a™)
=R
Pi(a)™ =P;(-a)

oldugunu g6z 6niine almak yeterlidir.

Teorem 1.2.10: E, nxn boyutlu bir elemanter matris ise, 0 zaman her nxn boyutlu A

matris i¢in
det(EA) = (det E)(det A)
dir.

Teorem 1.2.11: Bir A kare matrisinin ters gevrilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
det A= 0 olmasidir [57].

Ispat: A ters c¢evrilebilir bir matris ise, 0 zaman

EE,..E A=
olacak sekilde E, E,,...,E, elemanter matrisleri vardir. Boylece

det(E,) det(E,)...det(E, ) det(A) =det | =1

yazilir. Bundan dolay1 det A= 0 sonucu elde edilir. Tersine; eger A ters gevrilebilir bir
matris degilse, o zaman

EE,..ELA=R
olacak sekilde E,E,,...,E, elemanter matrisleri vardir. Burada R, bir sifir satirm

kapsayan nxn boyutlu bir eselon matristirr Boylece detR=0 olur ve

detE, #0(i=12,...,k) oldugundan det A=0 oldugu goriiliir.

Teorem 1.2.12: A ve B, nxn boyutlu iki matris olsun. O zaman,
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det(AB) = (det A)(det B)
dir [57].

Ispat: A bir elemanter matris ise, 0 zaman iddianm dogru oldugu sdylenebilir. A matrisi
elemanter matrislerin bir ¢arpimi oldugundan esitlik yine dogrudur. Gergekten E, ve
E, elemanter matrisler olmak iizere,
A=EE,
ise, 0 zaman elemanter matris i¢in determinant 6zelligi iki kez art arda uygulanmasi ile
det(AB) = det(E,E,B) = det(E,) det(E,B)
=det(E,) det(E, ) det(B)

— det(E,E,) det(B)
— det(A) det(B)

yazilir. kK > 2 olmak lizere
A=EE,..E,
oldugu zaman da ispat benzer olarak yapilabilir. Diger taraftan her ters cevrilebilir
matris elemanter matrislerin bir ¢arpimi olarak yazilabildiginden A matrisinin ters
cevrilebilir oldugu her zaman
det(AB) = det(A) det(B)
esitligi gecerlidir. Eger A matrisi ters ¢evrilebilir degilse, o zaman detA=0 ve

det(AB) =0 dir. Boylece bu durumda da det(AB) = (det A)(det B) ifadesi gegerlidir.

Tanim 1.2.18: A= [aij] , nxn boyutlu kare matrisinin permanenti, S, simetrik grubu

ve ¢ permiitasyon olmak iizere

per(A) = z ﬁaia(i)

oeS, i=1

seklinde tanimlanir. P(A) veya per(A) ile gosterilir.

Tanim 1.2.19: M :[mi‘j] matrisi uxv boyutlu reel matris olsun. Bu matrisin k -inci

satir(ya da stitun) iki tane sifirdan farkli eleman1 varsa bu matrise K -inci satir(ya da

siitun) gore indirgenebilir (contractible) matris denir.
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Tanim 1.2.20: M =[mij:|, satir vektorleri X, X,, ..., X, olacak sekildeki uxv boyutlu

matris olsun. Eger M matrisinin k-inci siitununda tam olarak iki eleman1 sifirdan farkl,
diger elemanlarmin hepsi sifir ise, M matrisine k-inci siituna gdre contraction

(biizisme) uygulanabilir denir. M matrisinde, m, =0, m; #0 ve i= j olmak iizere k-

inci siituna gore contraction uygulandigini farz edelim. O zaman A matrisinde i-inci

satir my r; +m,r; vektorii ile yer degistirerek ve j-inci satir ile k-inci siitun silinerek
(u=1)x(v-1) boyutlu M;, matrisi elde edilir. Bu yonteme M matrisinin i-inci ve j-
inci satirlariyla k-inci siitununa gore contraction olarak adlandirilir. Eger M matrisi
m,#0,m, #0 ve i=#] olmak iizere k-inci satira gdre contraction yapilabilirse
M. :[Mi}:k " ile belirtilen matrise M matrisinin i-inci ve J-inci siitunlarryla k-inci

satirina gore contraction’t denir [74].

Lemma 1.2.1: n>1 i¢in M matrisi elemanlar1 negatif olmayan tamsayilardan olusan
matris ve N matrisi de, M matrisinden contraction ile elde edilen matris olmak iizere
perM = perN dir [74].

Tamm 1.221: A=[a; ], nxn boyutlu bir kare matris olsun ve M, a; clemaninin

bulundugu satir ve siitunun silinmesiyle A dan elde edilen (n—-1)x(n—-1) boyutlu

matris olsun. M;; matrisinin determinantina a; elemaninin mindrii denir. Ayrica

Aj = (_:l-)i+j

degerine a; elemaninin es¢arpani (kofaktdrii) denir [59].

M,

Teorem 1.2.13: n>2 olmak iizere A, nxn boyutlu bir kare matris olsun. i=1,2,...,n

ve j=12,...,n igin

dEt(A):|A|:ai1A1+ai2A2+"'+ainAn :aijAlj +a2jA2j +"'+anjAmj

dir. Determinantin bu sekilde hesaplanmasina Laplace ac¢ilim1 denir [59].
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ay, &, - 4, X
Ay Gy,

a21 XZ .
Tanim 1.2.22: A=| ’ ve X=|. olmak tiizere, AX =AX

a, 4, - 4a X

denklemini saglayan A ya A matrisinin 6zdegeri veya karakteristik degeri denir.
AX =AX denklemin den (AX -1X)=0=(A-A1)X =0 denklemi elde edilir. Bu
denklem bir lineer homojen denklem sistemini verir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimii

olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifira esit olmalidir. Yani

an_i a, a,
a a,—-A - a
|A—/1||= :21 22. . ?n ~0
a, a,, oA, —A

olmalidir. |A— 21| ifadesi A ya gére n-inci dereceden bir polinom olup, bu polinoma A

matrisinin Kkarakteristik polinomu denir. |A—M|=O denklemine de A matrisinin
karakteristik denklemi denir. Karakteristik polinum
P(A)=A"+aA"" +---+a,

seklinde bir polinumdur [59].

Tanim 1.2.23: A bir kare matris ve 4, A nin bir 6zdegeri olmak iizere AX =AX
denklemini saglayan X vektoriine A, 6z degerine karsilik gelen 6z vektdr ya da

karakteristik vektor denir [59].

Tamim 1.2.24: A ve B, nxn boyutlu iki kare matris olmak iizere B =P ‘AP olacak
sekilde tekil olmayan (yani detP =0) bir P matrisi varsa, bu takdirde A ve B

matrislerine benzerdir denir [57].

Tanim 1.2.25: verilen bir nxn boyutlu A matrisi bir D kdsegen matrisine benzer ise, o

takdirde A matrisine kosegenlestirilebilirdir denir. Diger bir deyimle D kosegen bir

matris olmak iizere P"AP =D olacak sekilde tekil olmayan bir P matrisi varsa, bu

takdirde A matrisi kdsegenlestirilebilirdir denir [57].
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Teorem 1.2.14: bir nxn boyutlu A kare matrisinin kdsegenlestirilebilir olmasi igin,

yani P'AP =D olacak sekilde bir D kdsegen matrisine benzer olmasi icin gerek ve
yeter sart A matrisinin n-tane lineer bagimsiz 6z vektorlere sahip olmasi gerekir.

Ustelik bu durumda D nin kdsegen elemanlar1 A nin dzdegerleridir [57].

Ispat: =: A kosegenlestirilebilir bir matris olsun. Yani D = P""AP olacak sekilde bir A

matrisi D kosegen matrisine benzer olsun. O takdirde D =P AP esitliginden

AP = PD yazilir. Kabul edelim ki; P ve D matrisleri asagidaki gibi olsun:

Pu Pp - Py d11 o - 0
p— p:Zl p:22 p:2n ve D= O d:zz 0
Pa Pz P 0 0 4 dnn
0 Zaman
d11 Pr1 d22 P - dnn Pin

AP =PD = d11p21 dzzpzz dnnpzn

GyPy GpPpy -+ Gy Pry
olur. P matrisinin siitun vektorleri p; ile gosterilsin. Bu durumda yukarida ki matrisin
denklemi
Ap.=d.p, 1=12...,n
seklinde ifade edilebilir. P ters cevirebilir bir matris oldugundan p, vektorlerinin
higbiri sifir vektorii olamaz. Boylece, Ap, =d;p,, (1<i<n) esitliginden p, lerin d,

ozdegerlerine karsilik gelen A matrisinin 6zvektodrleri oldugu goriiliir. Ustelik P ters
cevirebilir bir matris oldugundan onun siitun vektorleri istenildigi gibi lineer bagimsiz

olmak zorundadir.

<A matrisi A,4,,...,4, Ozdegerlerine karsilik gelen n-tane lineer bagimsiz
P, Py.---, P, Oz vektorlerine sahip ise, o takdirde P matrisini siitun vektorleri p;
(A<i<n)ler olmak iizere P:[pl, Pyyeens pn] seklinde teskil edilebilir. P nin siitun

vektorleri lineer bagimsiz oldugundan P matrisi ters cevirebilir bir matris olur.

Boylece
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AP =[Ap,, Ap,,..., Ap, ]
=[21p1,/12p2,...,/1n pn]

A 0 0
0 e 0
=P . ﬂz .
0 0 - A
= PD

olarak bulunur. Bu ise D =P AP oldugunu gosterir. Dolayisiyla A matrisinin esas
kosegeni lizerindeki elemanlart Anin dzdegerleri olan bir D kdsegen matrisine benzer

oldugunu, yani A matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu ifade eder.

Tanim 1.2.26: P(x)=a,+aX+---+a X" +x" monik polinomuna karsihk gelen

companion matrisi asagidaki gibidir:

—a - &4 &
1 0 0 ©
C=lc;| =| : o ¥
0 1 0 O

0 0 1 0|

Companion matris hakkinda daha detayl bilgilere [75,76] daki ¢alismalarda ulasilabilir.

Tamm 1.2.27: A:[aﬁ] ve B:[b“.] mxn boyutlu matrisler olsun. A nin (i, j) -

inci eleman1 ile B nin (i, j)-inci elemanmnin ¢arpimma A ile B matrislerinin

Hadamard ¢arpimi denir ve AoB = [aﬁ b; }m ) seklinde gosterilir.
Tanim 1.2.28: Bir M matrisi i¢in perM :det(l\/l o K) olacak sekilde bir nxn boyutlu

(1, -1) K matrisi var ise, o takdirde M matrisi degistirilebilir (convertible) matris

olarak adlandirilir. Burada M o K notasyonu ile Hadamard ¢arpimi gosterilmektedir.
Tanim 1.2.29: A, mxn boyutlu bir matris olsun. A matrisinin determinant1 sifirdan

farkli olan alt karesel matrislerinin en biiyliglin mertebesine A nin ranki denir ve

rank(A) ile gosterilir.
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Teorem 1.2.15: vxv boyutlu K(k;,K,,....k,) Companion matrisi

kl k2 kv
K(kokpook)=| 5 0O
0 1 0

seklinde ifade edilsin. Bu durumda K"(k,k,,---,k,) matrisin i-inci satir J-inci

sutunundaki elemani

t.+t , +---+t 4.+t
| Gty LG+ t,..t,

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar iizerinden t +2t, +---+vt, =u—i+ j,

cok katl bir katsayidir. Eger

t oo tt RS
kosulunu saglamaktadir ve (l "j:_(tl“L +t,)

1 t 1ot
u=i-j ise (1.2.16) denklemindeki katsayilar 1 olarak tanimlanir [60].

\

Tanim 1.2.30: X, X,,..., X, sayilarii¢in kxk boyutlu V, Vandermonde matrisi:

2 k-1
1% X . X
1 x, X ..oxt
Vk: . . . .
1 x x2 .. x7

seklinde tanimlanir.

1.3. Lineer indirgemeli Diziler

Bir H kiimesi ile bu kiime tizerinde tanimlanan toplama ve ¢arpma ikili islemlerinden

olusan cebirsel yap1 (H,+,-) ile gosterilir.

Tanim 1.3.1: R# < bir kiime ve sirasiyla (+) ve (¢) da R iizerinde taniml birinci ve
ikinci ikili iglem olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (R,+,-) cebirsel yapisina bir

halka denir.
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R) (R,+) degismeli bir gruptur.
R,) R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. ¥X,y € R igin Xy € R dir.
R;) R kiimesi ¢arpma islemine gore birlesme Ozelligine sahiptir. VX,y,Z€R igin
x(yz) = (xy)z dir.
R,) carpma isleminin toplama islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma &zelligi vardir.
VX, ¥,Z€R i¢in
X(y+2)=xy+xz
ve
(y+2)x=yx+2zX
dir.

Tanim 1.3.2: (R, +, -) cebirsel yapis1 bir halka olmak iizere carpma islemine gore

Va,b eR i¢in ab =ba oluyorsa, R ye degismeli (komutatif) halka denir.

Tanim 1.3.3: (R, +, -) cebirsel yapisi bir halka olmak {izere ¢arpma islemine gore birim
elemana sahip ise, VaeR icin al, =1;a=a olacak sekilde bir 1; e R varsa, R

halkasina birimli halka denir.

Tanim 1.3.4: (F,+,-) birim elemanli ve degismeli bir halka olsun. Eger F ’nin sifirdan
farkli her elemaninin toplama ve c¢arpma islemine gore bir tersi varsa o takdirde

(F : +,-) cebirsel yapisina bir cisim denir ve F ile gosterilir.

Ornek 1.3.1: (@,+,.),(R+,.) ve ((C, +,.) cebirsel yapilar1 birer cisimdir, fakat (Z,+,.)

bir cisim degildir.

Tanim 1.3.5: R degismeli ve birimli bir halka, ¢, € R(0<i<k-1) sabit katsayilar ve
neN olsun. a,, a,, ..., a, , baslangic degerleri olmak {izere N >0 igin
a,., =Ca,+ca,, ++C a ., (1.3.1)

n+1
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seklindeki k-basamak homojen lineer indirgemeli baginti yardimiyla tanimlanan {an}

dizisine R halkasinin elemanlarinin lineer indirgemeli dizisi denir [61].

Tamm 1.3.6: f(x)=x“+c,x“"+---+c_,x+c, seklindeki k -inci dereceden polinoma,
(1.3.1) denkleminde ifade edilen lineer indirgemeli bagnti i¢in karakteristik polinom

denir.

Sirayla 2 ve 3 mertebeli lineer indirgemeli diziler, binary ve ternory lineer indirgemeli
diziler diye adlandirilir. Ayrica Z,Q, R, Cizerinde tanimlanan lineer indirgemeli diziler
sirasiyla tamsayi, rasyonel, reel ve kompleks sayr lineer indirgemeli diziler olarak
adlandirilir.

C., R nin terslenebilir bir elemani ise (1.3.1) de tanimlanan dizi a,,a,,a,,..., seklinde

devam eder [61].

Tanim 1.3.7: R degismeli ve birimli bir halka olmak iizere, R nin elemanlarinin
a,,d,,...,a, baslangic elemanlariyla n =1 igin,

Ay =68+, + -+ CGa, +C

n+k
seklindeki bagint1 yardimiyla tanimlanan diziye, homojen olmayan lineer indirgemeli

dizi denir. Bu bagmt1 kullanilarak,
k-1
Ay = (Cl +1) Ayt Z(Ci+l -G ) Ay — G a, (132)
i1

seklindeki (N+1) mertebeli homojen olmayan indirgemeli baginti elde edilebilir.
(1.3.2) bagmtisi igin,
FO) =(x =X, X —¢, ) (x—1)

seklindeki karakteristik polinom elde edilir [61].

[65] daki ¢alismada, a,,a,...,a,, baslangi¢ degerleri ve cy,C;,...,C,, ler sabitler
olmak tizere,
a'n+k = COa'n + Cla toet Ck—lan+k—l

n+1

seklindeki k-basamak lineer indirgeme bagintistyla tanimlanan dizinin elemanlari:
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0 1 0 0 |
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0
A= .
0O 0 O 0 1
_Co ¢ G Co G 1|
olmak {izere
a1 n+1
An a2 — an.+2
ak an+k

seklindeki denklem yardimiyla elde edilmistir.

Tanim 1.3.8: Dizi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin tekrar1 seklinde meydana
geliyorsa bu diziye periyodik dizi denir. Tekrar eden alt dizideki eleman sayisina ise
dizinin periyodu denir. Ornegin;X,y, z,q,W, z,q,W, z,q,w,...dizisi periyodiktir ve

periyodu 3 tiir.

Tanim 1.3.9: Bir dizideki ilk k eleman tekrar eden bir alt dizi seklinde ise bu diziye k
periyodu basit periyodik dizidir. Ornegin; X,Y,z,0,W, X,Y,Z,q,W,... dizisi basit

periyodik olup periyodu 5 dir.

Tanim 1.3.10: R[x] deki n—inci ve m—inci dereceden iki polinom asagdaki gibi
verilsin;
p(x)=a x"+a, X" +---+aX+a,
a(x) =b X" +b, X" +---+bx+b,
k =min(n,m) olmak tizere p ve q polinomlarinin Hadamard ¢arpimi;
(p*q)(x) =a,b x* +a b _ X" +---+abx+a),
seklinde tanimlanir [62].
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1.4. Fibonacci Dizisi

Tanim 1.4.1: Fibonacci dizisi, f, =0, f, =1 baslangi¢ degerleri olmak iizere N >0 icin

f,=f,+f

n+2 n+1

seklindeki indirgeme bagmtisi ile tanimlanir. Fibonacci dizisinin terimleri
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
olarak elde edilir. Fibonacci dizisinin karakteristik polinomu f(x)=x*-x-1

seklindedir. [63]’da Fibonacci dizisinin terimlerinin

BHIHEI

sekildeki bir matris bagintisi ile elde edilebilecegi gosterilmistir. [64]’da ise Fibonacci

f, 7 [0 1 f, f
Q — 2 1 — ’ Qn - 1
fof] |11 fof,

olacak sekilde bir Q matrisi tarafindan iiretebilecegi gosterilmistir. Buradaki Q

sayilarinin

matrisine Fibonacci Q -matrisi denir.

Simdi Fibonacci dizisinin terimlerinin bilinen baz1 6zelliklerini verelim:
H 2
. fn—l_ n n 2+( 1)

Bu esitligin dogrulugu Fibonacci dizisinin taniminda verilen bagintilar yardimiyla

tiimevarim metodu kullanilarak gosterilebilir.

1+I 1- f . a"— "

ih.a= , = olmak iizere f =

esitligine “Binet formiili” denir.
a f—

Bu formiil n nin negatif degerleri i¢in Fibonacci dizisinin dogal genislemesini verir.

a"B" =(-1)" bagintis1 kullanilarak,

f,n — (_1)n+1 fn
oldugu gosterilebilir.
Tanim 1.4.2: k-basamak Fibonacci dizisi, f,=f =---=f,_,=0, f_, =1 baslangig
degerleri olmak tizere n>0 i¢in
fn(flz = fn(flz -1 + fn(Jlflz 2 +..t fn(k) (141)
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seklindeki indirgeme bagmtis1 ile tamimlanir. K -basamak Fibonacci dizisinin

karakteristik polinomu

seklindedir.

k -basamak Fibonacci dizisi, c,,c,,...,C, , reel sabitler olmak {izere agagidaki gibi ifade

edilen lineer kombinasyonun 6zel bir halidir:

&, =Cpd, +Ca ., +...+C A, ;- 1.4.2)
[65]°da
0 1 0 0 |
0 0 1 0 0
A =|:aij}k><k -0 0 O . 4
0 0 O 0 1
C, ¢ C .. C, C]

matrisi yardimiyla, (1.4.2) deki lineer kombinasyon formatinda tanimlan indirgemeli

diziler icin

8 a,
a1 a‘n+1
A? . — :
_ak—l_ _an+k—l_

esitligi elde etmistir. Bu esitlik yardimiyla, k -basamak Fibonacci dizisinin terimleri igin

asagidaki matris bagintis1 yazilabilir:

01 0 .. 0 o0T77To] [ W
0 01 .. 0 0110 f 0
00 0 .. 0 O0ff0] |f%
0 0 0 .. 0 1|0 |[f%,
1[G & G o Gy Gy _1_ _fn(fk)_l_
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1.5. Pell Dizileri

Tanim 1.5.1: Pell dizisi, P, =0, P, =1 baslangi¢ degerleri olmak tizere n >0 i¢in

P

n+2

=2P

n+1

+R

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanir. Pell dizisinin terimleri
0,1,2,5,12,29,70,169,...

olarak elde edilir. Pell dizisinin karakteristik polinomu P(x) = x* —2x—1 seklindedir

[66].

[9]°da Pell sayilarinin

2 1
M — , M n_ I:)n+1 I:)n
10 P P,

olacak sekilde bir M matrisi tarafindan iiretebilecegi gosterilmistir.

Tanim 1.5.2: Genellestirilmis k -mertebeden Pell sayilarinin bir k dizisi,

i {1 n=1-i ise
P =

n

: 1-k<n<0
0 digerdurumlarda,

baslangi¢ degerleriyle n>0 ve 1-k <n <0 igin
P'=2P  +P ,+..+P,

seklinde tamimlanir. Genellestirilmis Kk -mertebeden Pell dizisi i¢in karakteristik

polinomu
P(x) = x* —2x*' —x*?—... ~1

seklindedir [67].

Burada P!, i-inci dizinin n-inci terimidir. i =k olarak alinrsa, {Pn"}genellestirilmis
k-Pell sayilari elde edilir. Ozel olarak k=2 almisa {P¥} genellestirilmis K-

mertebeden Pell dizisi, {Pn} standart Pell dizisine indirgenir.

[16]’da genellestirilmis k -mertebeden Pell matrisi
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R:[rij]kxk:g 1 o 9 (1.5.2)

seklinde tanimlanmis ve

Pl P2 Pk
P Pz ... Pf
E =[], =] " T (L5.2)
I:)nl—lJrk I:)n2—1+k e I:)nk—lJrk
olmak iizere,
En+l:R'En

seklinde esitlik elde edilmistir [67].

Tanim 1.5.3: n>0 sabit tam sayilar i¢in {Pn(“)} genelestirilmis Pell dizisi, P\ =0 ve
P =1 baslangig degerleri ile >0 igin

P“@ = (o +1)P“ +M

n+2 n+1

()
Pn

seklinde tanimlanir [68].

Ayrica, Deveci ve Karaduman [69]’da « >0 sabitleri igin genellestirilmis Pell

dizilerinin elemanlarini

g1 ¥@+) po AETY (@ +]) P

M@ — > | (M(“))n: 2
o ala+l) .
1 0 P > P

olacak sekilde bir M) matrisi yardimiyla elde edilebilecegini gostermislerdir.

Deveci ve Karaduman [69]’da « >0 sabit tamsayisi ig¢in P k -basamak
genellestirilmis Pell dizisini, P* =0,...,R%9* =0, R'9Y* =1 baslangi¢ degerleri ve
n>0 i¢in

(a)k _ (a)k (a)k (a)k
P =(a+)PA + BRI +-+ B R

n+k
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bagintis1 yardimiyla tammlamislardir. Burada 1< j<k-1 olmak iizere f, =(

dir. Ayrica burada {Pn(“"z} = {Pn(“’} oduguna dikkat edilmelidir.

[69]’da k -basamak genellestirilmis Pell dizisi igin

PO Ta+D) B o Bes B |[POX]
Pl 1 0 0 0 [P
P@ 1= 0 1 0 0 || P&
_Pn‘fl)'k_ | 0 0 1 0 __Pn‘“)'k_

esitligini elde etmislerdir. Burada

_(05 +) B . B ﬂk—l_

1 0 0 0

U=[w],= 0 1. 0 o
0 0 1 0 |

seklinde ifade edilen U matrisine, k -basamak genellestirilmis Pell matrisi denir [69].
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Hadamard-Tipli k -basamak Fibonacci Dizileri

Tanim 2.1.1: m -inci ve n -inci dereceden iki polinom olan
f(x)=a x"+a, X" +--+ax+a,
g(X)=b x"+b X" +---+bx+b,

verilmis olsun. f ve g polinomlarmin Hadamard-tipli ¢arpimi asagidaki gibi

tanimlanir:
f(x)*g(x)= Z(ai *bi)xi
i=0
burada
ab eger ab =0
a+hb = 4
a,+b eger ab =0

dir [70].

[70]’da Fibonacci dizisi ve k -basamak Fibonacci dizisinin karakteristik polinomlarinin
Hadamard-tipli ¢arpimi kullanilarak tanimlanan yeni bir K -basamak dizisi tanimlanmig

olup, bu dizi Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi olarak adlandirilmistir:

Tanim 2.1.2: k>3 ve n>0 i¢in Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi
HF (0) =---=HF, (k—2) =0, HF, (k —1) =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte
HF (n+k)=HF (n+k-1)+---+ HF (n+2) - HF, (n+1) — HF (n) (2.1.2)

seklindeki indirgeme bagintist yardimiyla tanimlanir [70].

(2.1.1) bagintis1 kullanilarak, {HFk(n)} Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi

icin Companion matris formundaki iirete¢ matrisi
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1 1 1 -1 -1
1 0 0 0 0
C o1 . 0 0
FM! =
00 1 0 0
0 .. 00 1 0,

seklinde belirlenmistir ve bu matris Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci matrisi olarak
adlandirilmaktadir. n {izerinden tiimevarim yontemi kullanilarak Hadamard-tipli k -
basamak Fibonacci matrisinin n -inci kuvveti asagidaki gibi elde edilir:
(). k=3 ig¢in,
HF3n+2 _HF3n+l _ HF3n _HF3n+l
(FMJ) =| HE}*  —HFJ-HF™"  -HF) |,
HFE' -HF"'- HF3”‘2 -HF™
(i1). k=4 igin,
HF4n+3 HF4n+4 _ HF4n+3 _HF4n+2 _ HF4n+1 _HF4n+2
HF4n+2 HF4n+3 _ HF4n+2 _HF4n+l _ HF4n _HF4n+l
HF4n+l HF4n+2 r HF4n+l —HF4n _ HF4nfl _HF4n
HF,' HF" —-HF —HF'-HF? -HF""

(FM2) =

(iii). k>5 igin (FM/)" matrisi

HFkn+k—1 HFkn+k _ HFkn+k—1 Hkakfz _ HFkn+k—3 _ HFkn+k—4
HFkn+k—2 HFkn+k—1 _ HFk'”H HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 _ HFkn+k—5
(FM])'=| : FM!™ :
HE™  HR™ —HR™ HR' —HR™ - HR™
| HF! HF™ - HF/ HR ™ = HR? —HR®

(212
_HFer—k—Z _ HFkI’H—k—3 _HFkI’H—k—Z

_HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 _HFkn+k—3

CHE"—HF™  —HF
_HFknfl _ HFkn—z _HFknfl |

seklinde olup n>3 icin (K—5)x(k—5) boyutlu FM”* matrisi agsagidaki gibidir [70]:
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B HFkn+k+l _ HFkn+k _ HFknJrkfl HFkn+k+2 _ HFkn+k+l _ HFkn+k _ HFkn+k71
HFkn+k _ HFknJrkfl . HFkn+k72 HFkn+k+1 . HFkn+k . HFknJrkfl . HFkn+k72

HFer—k _ HFkn+2 _ HFkn+l HFkn+4 _ HFkn+3 _ HFkn+2 _ HFkn+1

i HFkI’H—Z _ HFkn+l _ HFkn HFkn+3 _ HFkn+2 _ HFer—l _ HFkn
HFkn+2k75 _ HFknJerfG N HFkn+k _ HI:knkafl ]
HI:kn+2k—6 . HI:kn+2k—7 . HFkn+k—l _ HFkn+k—2
HFkn+k—3 _ HFkn+k—4 i HFkn+2 _ HFkn+l
HFkn+k—4 _ HFkn+k—5 e HFkn+1 _ HFkn |

Ayrica det FM = (-1)* oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Hadamard-tipli k -Fibonacci dizisi i¢in binet formiilii asagidaki gibi elde edilir:

Lemma 2.1.1: Hadamard-tipli k-Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

X —x** —...—x* + x+1=0 olup bu denklemin gok katli kokii yoktur [70].

Ispat : f(x)=x*=x*"—--.—x®*+x+1 olsun. k=3 i¢in Hadamard-tipli k -Fibonacci
dizisinin karakteristik denklemi f (x)=x>-x’+x+1 seklinde olup, bu denklemin

kokleri
X, =0.77184-1.1151i,

X, =0.77184+1.1151i

ve
X, = —0.54369

olarak elde edilir. Benzer sekilde, k =4 i¢in Hadamard-tipli k -Fibonacci dizisinin

karakteristik denklemi f (x)=x"—x*—x*+x+1 seklinde olup bu denklemin kokleri:
x, =1.1924 — 0.54788i,
X, =1.1924 +0.54788i ,
X, =—0.69244 -0.31815i

ve

37



X, =—0.69244 + 0.31815i
olarak elde edilir. Boylece k=3 ve k=4 i¢in f(X)=0 denkleminin ¢ok katli kokii
olmadig1 kolaylikla goriilmektedir. Simdi de k>5 durumunu goéz oniine alalim. Farz
edelim ki denklem  g(x)=(x-1Df(x)=x""-2x*+2x*-1  seklinde olsun. Bu
durumda

_ 2
X< = 1X 2;‘ (2.1.3)

elde edilir. Ote yandan g'(x) = (k +1)x* — 2kx*™" +4x olup

2
X< = _ (2.1.4)
(k+1)x—2k
olmalidir. (2.1.3) ve (2.1.4) denklemleri gbz 6niinde bulundurularak
(2k —2)x* +(8—4K)X* = (k +1)x+2k =0 (2.1.5)

4x° —2X+2
22X +Ax% +x-2

oldugu goriiliir ki, buradan da k =1+ esitligine ulagilir.

Matematica wolfram 10.0 [71] gibi kullanarak denklemin bir ¢6ziimii olmadig1 goriiliir.
Dolayisiyla k >5 i¢in bu esitligi saglayacak k tam sayisinin varligi noktasinda geligki

elde edilir. Bu da bize f(x)=0 denkleminin ¢ok katli koklerinin olmadigi sonucunu

Verir.

Xps Xyyeeny X, lar FM;1 matrisinin kokleri ise o zaman Lemma 3.1.1'den X, X,,..., X, ’lerin
birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. Bu kokler yardimiyla, kxk boyutlu V,

Vandermonde matrisi

) ()T ()
06) " 06) 7 ()
V=| : :
% X

L 1 -

seklinde tanimlansin ve U, (i.]) matrisi
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X1n+k—i
o Xn+k—i
U@, j)= 2:
X£+k_i
seklinde gosterilsin. kxk boyutlu V, (i, j) matrisi, V, matrisinin j-inci stitununun

U, (i, J) siitun matrisiyle yer degistirilmesi sonucu elde edilsin[70].

Teorem 2.1.1: n>3 ve k>3 igin (FM/)" =[ £""] olsun. Bu durumda

fhkn _ detV, (i, J)
" detV,

dir [70].

Ispat: FM matrisinin 6z degerleri birbirinden farkli oldugundan FM] matrisi
kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda FM,V, =V, P, oldugu kolaylkla goriliir ki,
burada P, = (X, X,,...,X,) dir. V, matrisi tersinir matris oldugundan (V,)*FM,V, =P,

esitligi yazilabilir. Bu yazimdan dolayr FM, matrisi B, matrisine benzerdir. Benzer

matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan n>3 ve k >3 i¢in (FMf)nd =V, (R)"

oldugu goriilmektedir. Bu durumda,

h,k,n n+k—i

fi,q'k'nxik_l"' fiz X1k_2 oot fi,r]kk'n =X

n+k—i

hk,n k-1 hk,n k-2 hk,n _
fiy1 X, +fi’2 X, +---+fi'k =X,

h,k,n, k-1 hk,n, k-2 hk,n o n+k=i
fr e+ f X T e B = X
lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her 1, j=12,...,k igin lineer denklem

sisteminin ¢éziimiinden

fh,k,n _ detVk (I’ J)

" detV,

esitligine ulagilmaktadir.

Sonu¢ 2.1.1: k>3 i¢in HF,(n), n-inci Hadamard-tipli Kk -basamak Fibonacci sayisi

olmak tlzere
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detV, (k,1) detV, (k-1k)
detV, detV,

HF (n) =

esitligi elde edilir [70].

Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin Companion matris formundaki tireteg
matrisleri gz Oniinde bulundurularak asagidaki gibi bir siiper-kosegen matris
tanimlanmistir ve bu matrisin permanent degerleri tizerinden de Hadamard-tipli K -

basamak Fibonacci dizisinin permanental temsilleri elde edilmistir:

Tanim 2.1.3: @ 2k (k >3) bir tamsay1 olmak tizere axa boyutlu L, = ['f,l,-’k] siiper

kdsegen matrisi:

egeri=uve j=Uise 1Su<a,
i=uve j=u+lise 1Ssu<a-1,

i=uve j=u+k-3ise 1<u<a-k+3
ve
" i=uve j=u-lise 2<u<aq,
egeri=uve j=Uu+k-2ise ISu<a—-k+2
-1 ve
i=uve j=u+k-lisel<u<a-k+1,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Yani L, = [|f’,-'k] stiper kosegen matrisi:
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(k) —inci

2
1 1 1-10 ..0 0 0]
1 1 1 -1 10 .. 0 O
0 11 1 -1 -1 0 .. 0
0 .. 0 1 1 1 -1 -1 0
L,=|0 0 11 1 1 4
00 0 0 1 1 .11
00 0 O 01 1 1 1
00 0 0 O 0o 0 1 1 1
0 0 0 0 0 O 0 0 1 1|

seklindedir [70].

Teorem 2.1.2: o>k ve k >3 i¢in,
perL,, = HF (¢ +k 1)

esitligi elde edilir [70].

Ispat: Teorem « iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanir. Denklemin

azk igin perL,, = HF (a+k—1) esitliginin saglandigin kabul edelim. Bu durumda,
denklemin « +1 i¢in de saglandigini gosterilmelidir. Eger perL,,, L,, matrisinin

birinci satirina gore Laplace agilimi uygulanarak genisletilir ise,

perL,.,, = perL,, +perL, ,, +---+perL, , 5 —perL, ., — PerL, , .,

esitligi elde edilir.
perL, = HF, (o +k-1),
perL, ,, = HF (e +k-1-2),
perL, ., = HFR (a+2),
perL, .., = HF (a+1)

ve

perL, .., = HF (@)

oldugundan perL_,,, = HF, (o +k) sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

+1,k
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Tanim 2.1.4: o >k olmak iizere axa boyutlu vy = [yf‘jk] matrisi;

egeri=uUve j=uUisel<u<ge,
i=uve j=u+lisel<u<a-—-k+1,
i=uve j=u+2isel<u<a-—k+1],

i=uve j=u+k-3isel<u<a—-k+1,
i=uve j=u-lise2<u<a-—-k+1],

ak _
Yij ve

i=a-k+1lve j=«,
egeri=uve j=u+k—-2isel<u<a-—Kk,
-1 ve
i=uve j=u+k-lisel<u<a-Kk,
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

axa boyutlu D, =[d#K] matrisi asagidaki gibi,

(¢ —k+1)—inci

\

sz,k =0 Ya—l,k

seklinde tanimlanir[70].

Teorem 2.1.3: (i) @ >K igin,
perYa,k = HFk (a) ’

(i) a >k +1 igin,

a-1
perD,, = Z HF, (i)
i=1

esitlikleri elde edilir [70].

Ispat: (i) Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilacaktir. Denklemin a >k igin

saglandigin1  kabul edelim. Bu durumda, denklemin k+1 i¢in de saglandigi

42



gosterilmelidir. Eger perY,,, Y, , matrisinin birinci satirina gore Laplace agilimi

a .k
uygulanarak genisletilir ise,
PerY, iy = PEIY, , + Pery, y, +---+ Pery, o\ — Py, — Pery, .,
=HF (a)+HF (¢ -1)+---+ HF (¢ —k+3)-HF (¢ -k +2) - HF, (e -k +1)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(i) Eger perD,,, D,, matrisinin birinci satirma gore Laplace agilimi uygulanarak
genisletilir ise,

perD,, = perD,_,, + perY,
esitligi elde edilir. Teorem 2.1.2 ve 2.1.3 (i) g6z 6niinde bulundurularak « {izerinde

tiimevarim yonteminden ispat kolaylikla goriiliir.

a>k+1 igin a xa boyutlu bir R matrisi,

(1 1 1 11
11 1 .. 1
e N
1 1 11 1
I 1 1 -1 1]

seklinde tanimlanir.

Sonu¢ 2.1.2: o >k +1 igin,
det(L,, oR) = HF (a +k -1),
det(Y,, cR) =HF, ()

ve

det(D,, °R) = az_i HF (i)

i=1

esitlikleri elde edilir [70].

Asagidaki Sonug ile Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci sayilari i¢in toplamsal temsil

verilmektedir.
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Sonu¢ 2.1.3: k>3 i¢in HF, (), «-inci Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci sayist
olsun.
i,
HF. (o) = Z [tl +...+tkj(_1)tk_1+tk
ot Tt
olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar tizerinde t, +2t, +---+(k)t, =a—k+1
kosulunu saglamaktadir.
.
et t
HF (@)= _(t1vtz;vtk) L+t E -+t X(titl, . k j (e
olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar tizerinde t +2t,+---+(K)t, =a+1

kosulunu saglamaktadir [70].

Ispat: Teorem (1.2.15) da i. durum igin i =k ve j=1 ve ii. durumicin i=k-1, j=k
olarak alinirsa ispat Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci matrisinden kolaylikla

goriiliir.

Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Xk—l

I-X—X2 = =X 2 X XK

gk(x) =

seklindedir.

Asagidaki Teorem ile iirete¢ fonksiyonu kullanilarak Hadamard-tipli k -basamak

Fibonacci sayilarinin iistel temsilleri verilmistir.

Teorem 2.1.4: Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci sayilarinin iistel temsili asagidaki

gibidir:
gy (¥) =X eXp(iﬁ(l+ X4k X oxk2 = kal)i j
i1 |

burada k >3 dir [70].
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Ispat:

kal
Ing, (x)=In
“ T—-X— X2 == X2 x4 X
=In X" —In(L—x=x?—-- = x* 2+ x4 x")
ve
—In(l—x—x2—---—x"‘z+x"‘1+xk)=—[—x(1+x+---+xk‘?’—xk‘z—x"‘l)—
1
Ex2(1+x+---+x"‘3—x"‘2—x"‘l)z—---—
1 n k-3 k-2 k-1yn
XMAA XA X T =X X =]
n
oldugundan
X Ty
g"( ) Z( ) (l+x+ X xR K 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci sayilarinin toplamini goz oniine alalim. O halde
Sa — Z HFk (a)
i1

olmak tizere ve (K+1)x(k+1) boyutlu A" matrisi asagidaki gibi gosterilsin:

1 0 0
1
0 FM,

_O -

Bu durumda (Ai‘ )a matrisi asagidaki gibi olup tiimevarim yontemi ile goriilebilir [70]:

Sa+k—2

(A?)a =1 Sy (FM:)a

a-1
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2.2. Gruplarda Hadamard-Tipli k-basamak Fibonacci dizileri

{HF (n)} Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi m modiiliine gore indirgenirse,
tekrar eden

{HR" (M)} ={HR"(0), HF" (), ..., HR" (D), ...}
dizisi elde edilir. Burada HF," (i), m modiiliine gore indirgenmis n -inci Hadamard-tipli

k -basamak Fibonacci sayisini ifade etmek igin kullanilmaktadir. Onemle belirtmek

gerekir ki, {HF, (n)} dizisinin indergeme bagmtisiyla (2.1.1) deki bagmnti aynidur [72].
Teorem 2.2.1: k >3 icin HR"(n) dizisi basit periyodik bir dizidir [72].

Ispat: X, ={(X, %,:--+, %) |1< % <m—1} oldugunu kabul edelim. Bu durumda
|Xk|=mk dir. Z_ elemanlarmin m“ tane farkli K -tiplisi mevcut oldugundan, bu k -
tiplilerden en az bir tanesi {HFkm (n)} dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay1 bu

k -tiplileri takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece {Hka (n)} dizisi periyodik bir dizidir.
Dolayisiyla U >0 i¢in u>v olmak iizere
HE" () =HR"(v), HR"(u+1) = HR" (v+1), ..., HR"(u+k) = HR" (v +k)
ifadeleri elde edilir. Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin tanimindan,
HF (n)=-HF, (n+1)-HF (n+k)+ HF, (n+k -1) +---+ HF, (n+2)
esitligi elde edilir. Boylece bu esitlik kullanilarak
HF"(u-1)=HR"(v-1), HR"(u-2)=HR"(v-2),..., HR"(u—-v) = HF"(0)
denklilerine ulasihir ki bu da {HF (n)} Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin
basit periyodik oldugunu gosterir.
{HF"(n)} dizisinin periyodu R (m) ile gdsterilir.

g; ler tam sayilar olmak tzere verilen bir A:[aij] matrisi i¢in, A matrisinin her

elemaninin modm ye gore indirgenmesi A(modm) seklinde ifade edilir. Yani
A(modm) =(a; (modm)) dir. (A) ={A'(modm)|i=0} kiimesini cle alahm. (A)_
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kiimesi obeb(m,det A) =1 oldugunda devirli, obeb(m,det A) #1 oldugunda ise bir yari

grup olur. (A)  kiimesinin mertebesini ‘(A)m notasyonu ile gosterelim.

FM, Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci matrisi igin det FM,' = (-1)* oldugundan

m nin biitiin pozitif tamsay1 degerleri igin FM,' kiimesi devirli grup olarak karsimiza
cikmaktadir. (3.1.2) den I3k(m)=‘<FM,?>m‘ oldugu kolayca goriiliir. Pk(m)zKFlvlk“)m‘

ve detFM, = (-1)* oldugundan K ¢ift tamsay1 oldugu zaman herhangi bir m>2 tam

sayisi i¢in P, (m) ’nin ¢ift say1 olacagr agiktir.

{HF"(n)}  dizisinin ranki  HE™(r) = HR"(r+1)=---= HF"(r +k — 2) = 0(mod m)
olacak sekilde en kiigiik r pozitif tamsayist olup R,(m) ile gosterilir.
HE"(r +k —1) =u(mod m) oldugu zaman {HFk’“(n)} dizisinin terimleri R (m) index

ile baslar. Yani {HF,(n)} dizisinin baslangig terimleri 0,0,...,0,u,u,..., olarak sekilde
%/—J

k-1

bir u c¢arpani ile ¢arpilmis olur. {HFk (n)} nin bir u faktorii ile ¢arpimi olan ilk
terimlerdir. « iistsel degerleri iizerinden (FM;)“=1(mod m) denkligini basit bir
aritmetik ifade olarak ele alalim, bu durumda

(FM{)" = I(mod m) < R, (m)| &
bagintis1 elde edilir. Benzer olarak bazi UeZ ler i¢in « istsel degerleri tizerinde
(FM)* =ul (mod m) aritmetik ifadesi diisiiniildiigiinde

(FM{)" =ul(mod m) < R, (m) |«

bagintisi gergeklenmektedir. Boylece R, (m)| P, (m) oldugu gorilmektedir.

{Hka(n)} dizisinin mertebesi P.(m)/R, (m) olarak  tanmimlanir.

)le (m)

(FM li] )Rk(m)

=ul(modm) olsun bu durumda ord_(u), (FM,? = | (mod m)

kosulunu saglayan en kiigiik A pozitif tamsayidir. Bu da bize gosterir ki ord_(u),

B.(m)| AR, (m) kosulunu saglayan en kiiciik A pozitif tamsayidir. Bunun dogrudan bir
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sonucu olarak ord_(u)=A4 elde edilir. Sonug olarak W, (m) nin her zaman bir tamsay1
olarak karsimiza ¢ikar ve bu ifade HF, (R (m)+k —1) mertebesi m modiiline gore bir

¢arpimsal kuvveti olup W, (m) = ord,, (HF (R, (m)+k —1)) seklinde kolayca gosterilir.

Omek  22.1:{HF?(n)} ={0,0,1,1,0,1,0,21,2,2,21,0,0,2,2,0,2,012111,2,0,0,1,.. }

indirgemeli dizisi ele alinirsa, o zaman P,(2) =26, R,(2) =13 ve W,(2) =2 olarak elde
edilir [72].

Teorem 2.2.2: p bir asal say1 ve K pozitif bir tamsay1 olsun o zaman K >3 igin

(i). Egert, P, ( p”l) #P, ( pt) olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 ise, her | >t tam
say1 degeri igin P, (p')=p""-P.(p") esitligi yazilir.

(ii). Eger t, R, ( p”l) # R, (p') olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 ise, her | >t

tam say1 degeri i¢in R, (p') = p"" - R (p") esitligi yazilir [72].

Ispat: (i). t, P, ( p”l) #P, ( pt) olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsay1 ve q pozitif bir

h

tam say1 olsun. Pk(m):KFMk>m‘ ise 0 zaman (FM;‘

)Pk(pw) = I(mod p®*) olup ve

)Pk (p*t

dolayisiyla (FM;‘ ' I(mod p®) olur. Boylece P (p®) min P (p**) yi boldiigi

R.(p) _

goriilmektedir. Ayrica (FM ; ) | +( fi’(;‘) . pq) esitligi yazilarak binom ag¢ilimindan

(FM,?)PK(M)'p =(1+ (£ pq))p :Z::(ipj(f"(?) : pq)i = | (mod p“*)
esitligi elde edilir ki, buda bize esitlik P (p™) nin B (p%)- p tarafindan boliinebilir
oldugunu gosterir. Dolayisyla P,(p**)=PR.(p?) ya da P (p*™)=P.(p?) - p olmaldr.
Ancak P (p*)=P(p%): p esitliginin saglanmasi, p tarafindan bdliinemeyen bir fif?)
nin var olmast ile miimkiindiir. t , P,(p'™) # P.(p') olacak sekilde en kiigiik pozitif tam

sayl oldugundan p tarafindan bélinemeyen bir £ vardir. £ ifadesi p tarafindan
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boliinemediginden fiF;+l) ifadesi de p tarafindan boliinemeyecektir.  Dolayisiyla
P (p"?) =P (p'™) esitsizligi elde edilir ki bu esitsizlik géz 6niinde bulundurularak

R(pP"™) =R (p™) - p=R(p)- p*
sonucuna ulagilir. Boylece t iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak 1>t tam
sayist i¢in P (p') = p"* P.(p") esitligi elde edilir.

(ii). Ispat yukaridakine benzer olarak elde edilir.

Teorem 2.2.3: m, ve m,, m,m,>2 kosulunu saglayan tamsayilar olsun. O zaman
k>3 icin
R, (okek[m;,m,]) = okek[R, (m), R (m,)]
ve benzer olarak
P, (okek[m,,m,]) = okek[ R (m,), B, (m,)]
dir [72].

Ispat: okek[m,,m,]=m olsun. Bu durmda i =1, 2 i¢in
HF (R, (m)) = HF (R (m)+1)=---= HFR (R (M) +k —2)=0(mod m)

ve

HF (R.(m))=HF (R (m)+1)=---= HF, (R, (m)+k—2)=0(mod m,)
baglantilar1 saglanmaktadir. En kiigiik ortak kat kavrami kullanilarak i =1, 2 i¢in

HF (R (m))=HF (R (m)+1)=---= HR (R (m)+k—2)=0(mod m)
denkliklerinin saglandiklar1 goriilmektedir. Boylece R (m)|R,(m) ve R, (m,)|R,(m)
baglantilarma ulasthir ki bu da bize okek[R (m), R.(m,)] nin R, (Okek[ml, mz])
sayisini boldiiglinti gosterir. Ayrica

HF, (okek[R, (m,), R (m,)]) = HF, (okek[R, (), R, (m,)]+1)="--
= HF, (okek[R,(m,), R (m,)]+k —2)=0(mod m)

oldugundan
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HF, (okek[R (m,), R.(m,)]) = HF, (okek[R,(m,), R (m,)]+1)="-
= HF, (okek[R,(m,), R (m,)]+k—2)=0(mod m)

bagintist saglanmakta olup bunun bir sonucu olarak da R, (okek[m;,m,]) nin

okek[R, (m,), R (m,)] yi boldiigii goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

P.(m) periyodu i¢in de benzer bir ispat bulunmaktadir.

Herhangi bir k>3 i¢in gruplarda Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisini ele

alalim:

Tanim 2.2.1: G, j-gerenli bir grup ve (X, ,,...,X;,) de G icin bir geren j-lisi olsun. O
halde, G deki bir Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi a,,a,,a,,...,a,,... grup
elemanlarmin bir dizisi olup dizinin her elemani verilen Xos Xpree s Xj 4 baslangic
elemanlarina gore asagidaki gibi tanimlanir:
k<jven>jise
8y =X, 8 =X,y ) = X

ve

2, = (@) " @en) " (@ra) (@) s

k=j+1ve n>k ise

B =X, & =X, &5 = X5, 8 = (8) () (@)

ve
a, = (an—k)_l(an—k+1)_l(an—k+2) o '(an—l) ;
k> j+2 ise
a, = Xg, & = Xy.. 0, a.j_l = Xj—l
ve

(8,) (a)-+-(a,,) ise j<n<k-2
a, = (ao)_1 (ai)”'(an—l) isen=k -1,
(a‘n—k)7l (an—k+1)71 (an7k+2)" '(anfl) ise n>Kk
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(Xo1 Xr-+-1 X;4) geren j-lisi i¢in G grubunundaki Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci
dizisi HF, (G; Xy, X,,..., X, ;) ile gosterilmektedir. C =(x), m. mertebeden devirli grup
olmak tizere bu gruptaki Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi HF, (C,;X)
seklinde ifade edilir ve n>k i¢in

{y=a="=9,=63a,=X

ve

an = (an—k )71 (an—k+1)71 (an—k+2) U (an—l)

olarak tanimlanir.

Dizinin x;,X,...,X;; seklindeki baslangi¢ elemanlari grup igin iretegler odugundan

Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin grubun yapisini yansittigina dikkat
edilmelidir [72].

Teorem 2.2.4: Sonlu bir gruptaki Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisi

periyodiktir. Ozellikle; k > j icin, bir j-gerenli sonlu gruptaki Hadamard-tipli k -
basamak Fibonacci dizisi basit periyodiktir [72].

Ispat: G, j-gerenli bir grup ve (X Xys---1X; ;) de G igin bir geren j -lisi olsun. Eger
|G|=n ise, bu durumda G nin elemanlarinin n* tane farkli Kk -lisi mevecut oldugundan,
bu k-lilerden en az bir tanesi HF, (G;X,,X,,...,X;,) dizisinde iki kez ortaya gikar.
Bundan dolay1 bu k -liyi takip eden alt dizisi tekrarlanir. Boylece HF, (G;X,, X, ..., X J._1)

dizisinin periyodik bir dizi oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla u >v olmak tizere

a‘u+1 = a'\H—l ! au+2 = a‘\/+2 LA au+k = av+k
olacak sekilde u ve v dogal sayilari bulunmaktadir. HF, (G;X,,X,,...,X;,) dizisinin

tanimindan

a, = (an+l)_l(an+2) o (an+k—1)(an+k )_l

esitligi elde edilir. Eger K> j ise, 0 zaman a, = a, yazilabilir ve dolayisiyla

Q=& Q=8 5. ==X =4,
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esitliklerine ulasilir ki bu da HF(G;Xy,X,,...,X; ) dizisinin basit periyodik oldugu
gosterir.

HF, (G; Xy, %,--,X;;) Hadamard-tipli  k -basamak ~Fibonacci ~dizisinin periyodu
PHF, (G; Xy, X, - - -, XH) ile gosterilir.

HF, (G; %, X, X; ;) basit periyodik dizisinin ranki, a, =a,a,,=2a,...,a.,,=3,
olacak sekilde en kiigiik pozitif r tamsayidir. HF (G;X,,X,...,X; ;) Hadamard-tipli K -

basamak Fibonacci dizisinin ranki RHF, (G;X,, X, ..., X J._1) ile gosterilecektir.

Teorem 2.2.5: i. G, gerenleri a ve b olan 2-gerenli bir grup olsun. k>3 i¢in G nin
birim elemamt HF (G;a,b) veya HF, (G;b,a) Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci
dizilerinde goriiliiyorsa G degismeli (abelian) gruptur.

ii. G, gerenleri a,b ve c olan 3-gerenli bir grup olsun. k >3 i¢in G nin birim elemant
HF (G;a,b,c), HF, (G;a,c,b), HF, (G;b,a,c), HF, (G;b,c,a), HF(G;c,a,b) ve
HF (G;c,b,a)  Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizilerinin en az birinde

goriiliilyorsa G degismeli (abelian) gruptur [72].

Ispat: j =2 veya 3 ve e birim eleman olmak iizere HF, (G;xo,xl,...,xj_l) 'nin n -inci
elemani olsun. Dizinin (n—1)-inci eleman1 G grubunun herhangi bir elemani olabilir.
Dolayisiyla dizi asagidaki gibi elde edilir:

Lo X,6,8,...,€,...
k-1

Tanmimlanan bagintiy;, (n—2)-inci eleman igin sadece X in saglayacagi agiktir. Ayni
sekilde (n—3)-inci eleman x* olur. Benzer sekilde devam edersek dizi

LOXE Xt xee,... 8.
k-1

seklinde olusur. Bu dizinin elemanlarmin tsleri,
u=u=--=u,_,=0u,,=1veu,=-u_,+u, ,+--+U,_,,—U, , (N=Kk)
dizisi kullanilarak tretilebildiginden HF (G;Xy,,,...,X; ;) dizisinin asagidaki formda

yazilabilecegi agik¢a gorebilmektedir:

52



X xUt xhe o x2 x7txee,....e,....
k-1

{u,} dizisindeki indirgeme bagmtis1 kullanarak x™x™* =x™"2...x"*1x™« esitligine
ulasilabilir.
I. Genelligi bozmadan HF, (G;a,b) dizisini géz Oniine alalim. Eger k=3 ise
HF, (G;a,b) dizisi asagidaki gibidir:

a,b,a”b,ab*a™,...,x,ee,...
bu durumda Xx"x**=x"2x""* oldugundan aa =a,(a)"  ve dolayisiyla
ab=(a'b)(@'b'a'b) ' =ba bagintis1 elde edilir ki bu da bize grubun degismeli

oldugunu gosterir.

k>4 durumunu goz 6niine alalim, bu durumda dizi

a,b,ab, (ab)?,...,(ab)% ", ab(ab)® %,

ab(ab)? tab(ab)? ..., x5 x L x.ee,....e,...
k-1

seklindedir. Yukaridaki ifadeler kullanilarak, HF, (G;a,b) dizisinin ilk k+1 elemani

asagidaki gibi elde edilir:

a,=a,a=ba, =ab a,=(ab)...,a_,=(ab)?
a_, =a'b(ab)” ", a =a’b(ab)* “a’b(ab)® .
XXt = x'2 Xeix T bagintis lizerinden aa, =a,a,---a, ,(a,)"" oldugu goriilir.
Boylece
ab = (ab)(ab)’---(ab)* " ab(ab)* " (a-lb-l(ab)2*’3-1a-1b(ab)2“-1)_1 ~ba

esitligi elde edilir ki bu da grubun degismeli oldugunu gdsterir.

ii. Ispat yukaridakilere benzer islemler kullanilarak yapilacaktir. HF (G;a,b,c) dizisini

g0z oniine alalim. Xt = x| ke e bagintist  kullanilarak

aa a

n“n+l

a -a (@) oldugu kolaylikla goriiliir.

n+2%n+3°

Eger k=3 ise a, =a'b~'c olacagindan
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ab=aya =a,(a,) ' =a,(a,) ‘a3, =ba,
bc=aa, =a,(a,)" =a,(a;) "a,a =hc
ve
ca'b’c=a,a,=3,(a) " =4a,(3,) 'aa, =ab'c?
dolayisyla
ac =ca
esitlikleri elde edilir ki bu da bizi istenilen sonuca ulasitirir.

k =4 durumunu goz 6niine alalim, bu durumda a, =a'bc olmaktadir.
3, =3,3,(a,) " =2,3;(a;) "(8,) "ad,, aad, =a:3,(8;) " =2a;3,(a,) " (3;) a3
ve
3,8, =8,3:(a,) " =2a,85(3;) "(a,) '3,
oldugundan ab=ba,bc=ch ve ca'bc=a"'bc® olur. Dolayisiyla ac=ca elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

k>5 olsun. O zaman HF (G;a,b,c) dizisinin 4-inci eleman1 a bc dir, yani
a, =a bc dir. 3,3, =8,3;8,(a) ", 4a, =83, 3 (8.,)" ve
a,a,=a,a--a.,(a.,,) " bagmtlarndan ab=ba,bc=cb ve cabc=abc’ oldugu

kolaylikla goriiliir. b, ¢ ile degismeli oldugundan son denklem kullanilarak ac =ca

sonucuna ulasilmaktadir. Boylece grubun degismeli oldugu goriilmektedir.

AutG kiimesi 8:G — G seklindeki tim izomorfizmleri igerdiginden 6 € AutG ve
(X1 X400 X5) € XS (%0, %,0,...,X;,0) € X oldugu aciktur.
Her bir (x,,%,...,X;,) € X geren j-lisi, AutG kiimesinin elemanlarmin etkisi altinda
X in |AutG| tane elemanina doniistir. Bundan dolayr G grubu i¢in

d.(G) =|x|/|Autg|
tane izomorf olmayan geren | -lisi vardir [34]. d ;(G) notasyonu hakkinda ayrimtili

bilgiye [73] ¢alismasinda ulasilabilir. Konsepti daha ayrintili ele alma adina G nin

AutG  otomorifzm grubunun  HF (G;X,,x,,...,X;;) Hadamard-tipli ~k -basamak

Fibonacci dizisinin iizerine etkisini incelemek gerekir.
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A c G altkiimesi ve € € AutG igin A nin @ altindaki goriintiisii
A9 ={ab:aeA}

seklindedir.

Lemma2.2.1: (X, X,...,X; ) € X ve e AutG olsun. Eger k > J ise
(HFk(G;xO,xl,...,xjfl))é?zHFk(G;XOQ,xﬂ,...,xjfﬂ)
dir [72].

Ispat: {a}0={a0}ve k> jise n> ] igin
(@00 = (@) (@) (@ i0) (@) 6;
k=j+1ise n>k i¢in
(@,)0=((a)) "(a)-+(a;,))0
ve
()0 = (@) @) (@) (@00);

k> j+2 ise n>K igin

((ay)(a,)--(a,,))0 ise j<n<k-2,
(@,)0=1((a) *(a)-+(a,,))0 ise n=k-1
((an—k )71(an—k+l)7l(an—k+2) U (an—l))e

oldugundan dolay1 sonug agiktir.

AutG kiimesinin A tane elemanimin HF (G;X,,X;,...,X; ;) dizisini kendi iizerine
doniistiirdiigii varsayalim. Bu durumda 6 € AutG ve k> j igin |AutG|/A tane farkli

HF, (G; x,0, %0, ..., XHQ) dizisinin mevcut olacagi agiktir.

Tamm 2.2.2: K> j olmak {iizere bir (X, X,,...,X;;) geren j-lisi igin s esas periyotlu

HF(G; X, X,....X;;) esas Hadamard-tipli k-basamak Fibonacci dizisi verilen
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Xos Xpsen 1 Xy baslangi¢ degerleri ile grup elemanlarmin by,b;,b,,...,b,,... seklindeki bir
dizisidir. Burada dizinin her elemani,
k=] ven>jise
bo = Xo» bl =X "’bj—l =X, V€ bn = (bn—k)_l(bn—k+1)_1(bn—k+2)'“(bn—l) ;
k=j+1ve n>k ise
bo = X01 bl = Xli' . 'ibj,l = Xj,]_! bj = (bo)il(bl)' : '(bj—l)
ve

bn = (bn—k)71 (bn—k+1)7l(bn—k+2) o (bn—l) ,

k>j+2 ve n>k ise

By =X, B =X,..,0, =X,

ve
(b)(®,)---(b, ) ise j<n<k-2,
b, =4 (0,) " (by)---(b,,) ise n=k-1,
(b)) (b)) (0 i)+ (b, ,) se N>k
seklinde tanimlanir. Burada s>1, 0 € AutG icin
b, =bd,b =b..0,b,=b,.0,....b,_, =b,, 6 kosullarini saglayan en kiigiik tam sayidir
[72].

G, j-gerenli bir grup ve bo,bl,bz,...,bj_1 elemanlar1 G grubunun iretegleri

oldugundan 8 otomorfizmi tek tiirlii belirlenmektedir.

H_Fk(G;xo,xi,...,xjfl) esas Hadamard-tipli Kk -basamak Fibonacci dizisinin esas
periyodu PHFk(G;XO,xl,...,Xjfl) ile gosterilir.
Sonlu bir G grubundaki HF, (G;X,,X,,....X;;) Ve HF (G;Xy,X,,...,x,,) dizilerinin

tanimlarindan agik olarak goriiliir ki bu dizilerin periyotlar1 se¢ilen geren kiimesine ve

bu kiimenin elemanlarinin siralamasina bagl olarak degisir.

Teorem 2.2.6: G sonlu bir grup ve (X, %,...,X;;) da G nin bir geren j -lisi olsun.

Eger k> | ise, PHF (G; Xy, X,,...,X; ;) sayist PHF (G;%,,%,,...,X; ;) Vi boler ve AutG
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kiimesinin HF (G Xg: Xy, -1 Xj.4) y1 kendisi lizerine doniistiiren

PHF, (G; Xy, X, - -, xj_l)/PHFk(G; Xos X3, --+» X;;) tane eleman vardir [72].

Ispat: k> j ve @< AutG olsun. Bu durumda
PHF, (G; Xy, X,,- -+, Xj4) = aPHF (G; Xy, X, X 4)
olurki burada a

HF, (G; %), %y, X, 1) = HF (Gi Xy, X, X, ) UHF (G X0, 6, X 1O UHF, (G; %,6%, X6, X, ,0%) U+

ve PHF (G;X, X, X;4) = PHR (G;X,0,%0,...,X;,0) oldugundan otomorfizminin

mertebesidir. Bu esitlik yardimiyla 1,6,6%...,6" doniisiimlerinin

HF (G; Xy, X;- -+, X J.71) dizisini kendisi tizerine dontistiirdiikleri goriilmektedir.

Teorem 2.2.7: p bir asal say1 olmak iizere C,=(x), p mertebeli bir devirli grup

olsun. Bu durumda PHF, (C,;x)=RHF,(C,;x) dir [72].

Ispat: PHF, (C,;x)=u ve PHF(C,;x)=V olsun. O zaman

Q=a="-=38,=623a ,=X...,
= = = = —yh
a'U_a"qul_.“_aqukfz_eiaquk,l—X yeooy

""(5 e a(g_ljuﬂ =S a(g_l)w_z =64
av :av+1 :“':av+k—2 =€, a\/+k—1 =X,...

dir. Esas Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci dizisinin tanimindan u ’nun

ord (n)=ord | n, Y
[HJ N

olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1 oldugu agiktir. Ayrica, RHF, (Cp; X) =r ise,0

zamanr, a =a,,=--=4a,,,=¢€ sartin1 saglayan en kiigiik pozitif tam say1 dir. Eger

., =X" ise ord (n) =Y olur. Simdi Z, de ki Hadamard-tipli k -basamak Fibonacci
r
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dizisini ele alalim. {HF, (n)} dizisinin terimleri R (p) indeksi ile basladig: icin yani

0,0,...,0,n,n..., ifadesi tam olarak {HF (n)} dizisinin baslangi¢ terimlerinin n ile
k-1

carpimi oldugu i¢in ord (n) = Yo, Boylece u=r sonucu elde edilir.
u

(a, b) ve (b, @) geren ciftlere gore D,, dihedral grup ve Q.. genellestirilmis quaternion

grubundaki Hadamard-tipli 3-basamak Fibonacci dizisinin periyotlarini, €sas

periyotlarini ve ranklarini ele alalim;

Teorem 2.2.8: n>3 i¢in D,, dihedral grup goz oniine alindiginda

4n, eger n tekise,
PHF,(D,,;a,b) = RHF,(D,.;a,b) = gy
2n, eger n ciftise,
n, eger n tekise,
PHF, (D, ;a,b) =
2(Dzniaib) g, eger N cift ise,
2n, n=0(mod 4),
PHF,(D,,;b,a) = PHF,(D,,;b,a) =<4n, n=2(mod 4),
8n, diger durumlarda,

ve
n, n=0(mod 4),
RHF,(D,,;b,a) =<2n, n=2(mod 4),
4n, diger durumlarda
dir [72].

Ispat: Ispat dogrudan hesaplama yéntemi kullanilarak yapilacaktir. Onemle belirtmek
gerekir ki ab=ba™ ve ba=a"b dir. HF,(D,,;a,b) dizisi
a,b,ba,e,ba’,ba’e,a,ba*,ba’ e a,ba’ba’,...
seklinde olup, bundan faydalanarak dizinin genel hali
a,=a,a =b,a,=ba, a, =¢,
a,=a,a =bha’ a,=bha’ a, =e,

a,=a,a,=ha‘,a,=ha’,a,=e,...,
2i 2i+l
A =,8,, = ba”, Q2 = ba™", Qi3 =6y
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seklinde elde edilir. Burada i negatif olmayan bir tamsayidir. Bu nedenle n>3 igin

2i|n olacak sekilde en kiigiik i pozitif tam sayisinin belirlenmesi gerekmektir.
Eger n tek ise i=n olur. Boylece ad=a ve bfd=ba? oldugundan
PHF,(D,,;a,b) =4n ve PHF,(D,,;a,b)=n olarak elde edilir. Burada ¢ , a ya eslenik

2n?

(conjuge) bir i¢ otomorfizmdir.

Eger n ¢ift ise i:g olur. Boylece afd=a ve bfd=ba? oldugundan

PHF,(D,,;a,b)=2n ve PHF,(D,,;a,b) =2 olarak elde edilir. Burada @ , a ya eslenik

bir i¢ otomorfizmdir.

Ayrica yukaridaki diziden PHF,(D,,;a,b)=RHF,(D,,;a,b) oldugu aciktir. (b,a)
geren ¢ift igin D, dihedral gruptaki Hadamard-tipli 3-basamak Fibonacci dizisi
b,a,ba,a’,ba* a’,ba",a**,ba*,a*,ba*®,a"” ba'® a'* ba*”, a** ba®™, a*, ba®",...
seklindedir. i pozitif bir tamsay1 olmak iizere dizinin genel hali
a,=a,a =b,a,=ha,...,
ay; =ba*, a,, =a""" a; ,=ba
formunda olup burada 4, ve A4,, obeb(4,4,)=1 olacak sekilde pozitif tamsayilardir.

41 4,1
1

Bu nedenle n>3 i¢in 4i|n olacak sekilde en kiigiik i pozitif tam sayisinin

belirlenmesi gerekmektir.

Eger n=0(mod4) ise i :2 olur. Boylece ad=a ve bO=b oldugundan
PHF,(D,,;b,a) = PHF,(D,,;b,a) = 2n olarak elde edilir. Burada @ birim doniisiimiidiir.
Eger n=2(mod4) ise i :g olur. Boylece ad=a ve bO=b oldugundan

PHF;(D,,;b,a) = PHF;(D,,;b,a) = 4n olarak elde edilir. Burada & birim déniisiimiidiir.
Eger n tek ise i=n olur. Boylece afd=a ve bO=b oldugundan
PHF;(D,,;b,a) = PHF;(D,,;b,a) =8n olarak elde edilir. Burada & birim doniisiimiidiir.

Yukaridaki diziden, i pozitif bir tamsay1 olmak iizere
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a,=a,a=>b,...,

_ hadil _ Adia+
a, =ba™,a,,,=a"",..,

olarak yazilabilir. Burada A, obeb(4,1) =1 olacak sekilde pozitif bir tamsayidir. Sonug

olarak RHF,(D,,;b,a) = PHF3([2)2n;b,a)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.2.9: n=2 igin Q,., genellestirilmis quaternion grup g6z dniine alindiginda,
PHF,(Q,..; a,b) = RHF,(Q,..; a,b) = 2",
PHF,(Q,..; a,b) = 2",
PHF,(Q,..;b,a) = 2",

4, n=2 igin,
2™ n>3 icin,

PHF,(Q,...; b,a) :{
ve

RHF3(Q2”*1;b’a)={2n _,4 n>3

dir [72].

Ispat: Onemle belitmek gerekir ki Q o (N>2) genellestirilmis quaternion grup

(ab)* = (ab)*(ab)® = abba 'abba ' =b’h* =e
ve
(ba)* = (ba)*(ba)® = bba 'abba'a=b’h* =e
bagintilarin1 saglayan a ve b elemanlan tarafindan iretilmektedir. Bu bagmtilar

yardimiyla HFS(QZM; a,b) dizisi

a,b,ba,e,a® *,ba?,ba’ * e aba’,ba’e,a? * ba’ ba’ e a ba’,ba’,...
seklinde elde edilir. Boylece, dizinin her bir sekiz terimde bir ayni1 formdaki
elemanlardan ibaret oldugu goriilmektedir.
Yukaridakiler kullanarak, i pozitif bir tamsay1 olmak tizere dizinin genel hali
a,=a,a =b,a,=ba,...,
ag =4, ay,, =ba

4iy+1 4ijy+1

,a,, =b™a"™
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formunda elde edilir ki burada A4, ve A,, obeb(4,4,)=1 olacak sekilde pozitif
tamsayilardir. Bu nedenle n>3 i¢in 4i|2" olacak sekilde en kiigiik i pozitif
tamsayisinin belirlenmesi gerekmektir.

Eger i =2"" olarak secilirse ad=a" ve bd=b" oldugundan PHF,(Q,..;a, b) =2"*
ve PHF,;(Q,..;a,b)=2" olarak elde edilir. Burada 6, n=2 igin a¥=a™ ve bg=b"
oldugundan ab ye eslenik bir i¢ otomorfizmdir n>3 oldugunda ise af=a ve
bo=b" oldugundan a®  ye eslenik i¢ otomorfizmdir. Ayrica, yukaridaki dizilerden
PHF,(Q,..;a,b) = RHF,(Q,..;a,b) oldugu goriilir.

Simdi (b,a) geren ift icin Q,,., quaternion grubundeki Hadamard-tipli 3-basamak

Fibonacci dizisini dikkate alalim. HF,(Q

2n+1 ’

b,a) dizisi

b,a,ba,a? “2,ba*,a? *° ba,a? ba® a®,ba®,

a? "™ bal® a?" 1% ha' a'® ba®™ a’® bla®",...
seklinde elde edilir. n=2 igin HF,(Qy;b,a)={b,a,b™a,e,b™,a*,b"ae,b,a} oldugu
goriliir. Bu nedenle PHF;(Q;;b,a) = RHF;(Q;;b,a) =8 elde edilir. Boylece ad =a ve
bo=b oldugundan PHF,(Q,;b,a) =4 olarak elde edilir. Burada & birim doniiiimdiir.
Eger n>3 ise i pozitif bir tamsay1 olmak tizere HF,(Q,.;b,a) dizisi asagidaki gibi
yazilabilir:

a,=b,a =a,a,=b"a,...,

4id,+1

a, =ba'*, a, , =a", a,,, =bha"*",...,

burada 4, ve A4,, obeb(4,4,)=1 olacak sekilde pozitif tamsayilardir. Bu nedenle
n>3 igin 4i|2" olacak sekilde en kiigiik i pozitif tamsayismin belirlenmesi
gerekmektir.

Eger i=2"" olarak secilise ad=a ve hO=b oldugundan
PHFg(QZM;b,a)=WF3(QZM;b,a):2"*l olarak elde edilir. Burada @ birim
donligimdiir. Timevarim yontemi kullanilarak n>3 ve i pozitif tamsayisi igin
asagidaki esitliklerin de  HF;(Q,..;b,a) dizisini sagladig1 goriilmektedir:

aSi_4 — bfla4il, agi_s — b2a4il+l, .y
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burada A , obeb(4,1)=1 olacak sekilde bir pozitif tamsayidir. Eger i=2"" ve

A =2a+1 olarak segilirse

n

3, , = blg4it — b71a4(2”’3)(2a+1) _ bfl(az )a b2 =b 2 =b

ve
. n-3 n\&
3y, = h2g44+! = p2g 42" Nea)H _ |32 (az ) ab? =b%%a =b

esitlikleri elde edilir ki buda RHF,(Q,...;b,a) =2" —4 oldugunu gosterir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Hadamard-Tipli k -basamak Pell Dizileri
[53] da Pell dizisi ve genellestirilmis k-basamak Pell dizisinin Kkarakteristik
polinomlariin Hadamard-tipli ¢arpimi  kullanilarak Kk -basamak yeni bir dizi

tanimlanmis olup, bu dizi Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi olarak adlandirilmustir;

Tanim 3.1.1: k>3 ve n>0 i¢in Hadamard-tipli k-basamak Pell dizisi

HPS = HP* =-..= HR*, =0 ve HR*, =1 baslangi¢ degerleri ile birlikte
HI:)niik = 2HF)nlik—l + HPnl:—k—Z +eeet HPnl:—Z - 2H|:)nk+l - Hl:)nk (311)

seklindeki indirgeme bagmtisi ile tanimlanir [53].

(3.1.1) bagintis1 yardimiyla, Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi i¢in tirete¢ matrisi

2 1 1 1 -2 -1
10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
HP=|0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
00 -0 0 1 0],

seklinde tanimlanmis ve bu matris Hadamard-tipli k-Pell matrisi olarak
adlandirilmigtir. n  {izerinde tiimevarim yontemi kullanilarak Hadamard-tipli k-

basamak Pell matrisinin n -inci kuvveti asagidaki gibi elde edilir:

(i) k=3 igin,
HPn3+2 _ZHPnngl o HPn3 _HPn?:rl
(Hf) =| HPZ, —2HP?-HPR?, -HP? |,
HP?  —2HP?, —HP®, —HP%,
(i) k=4 igin,
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HPS, HPY,—2HPS, —2HP!,—HPS, —HP!

n+2
(H4p )n = HP”LLZ HPn‘:3 _2HPn4+2 —2HPn4+1— HPn4 _Hpnt-l

HP!, HP! —2HP! ~—2HP'-HP' ~—HP' |’

n

HP! HP‘, —2HP' —2HP‘ —HP!, —HP'

n-1

(iii) k>5 igin (H})" matrisi

B k k k k k k
HPn+k—l HPn+k - 2HI:)m—k—l _2Hpn+k—2 - HPn+k—3 _HPn+k—2
k k k k
. HPn+k—2 HPn+k—1 - 2HI:)n+k—2 _2Hpn+k—3 - HPn+k—4 _HPn+k—3
(H) =] : H : : (3.1.2)
k k k k k k
HP,  HP*,—2HPX, 2HP*—HPY,  —HP
k k k k k k
| HPY HPY,—2HP _2HPY, —HP*,  —HPY, |
seklinde olup n>k -3 igin, (k—4)x(k —4) boyutlu H " matrisi asagidaki gibidir:
| HPnkJrk—Z + HPnkJrk—S teeet HPnk+3 - 2HPnkJrZ - Hpnk+1 HPnkJrk—Z + HPnkJrk—3 +eet HPnk+4 - 2H|:)nk+3 - HPnk+2
HPnk+k73 + HPnk+k—4 oot HPnk+z _ZHPnku - Hpnk HPr1k+k—3 + HPnk+k74 et HPnk+3 - 2HPntz - HPnk+1
HPY 4 HBL, 4ot HBY, ,2HRL, HBL,  HBI S HBL, st HBL, ,2HRY, ,—HEL,
_HPnk—l + HPniiz oot HPniik+4 _ZHPnkfk+3 r HPniikJrz HPnk—l + HPniiz oot HPnlik+5 - ZHPnk—k+4 - HPnlikJra

B, ~2HBY, , ~HP

n+k-4
HP*, , —2HPX, , —HP!

n+k-4 n+k-5

HP* —2HP*, — HPX,
HP¥, —2HP, —HP!

Ayrica det H? = (-1)" oldugu kolaylikla gériilmektedir [53].
Simdi Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi igin Binet formiilii iizerinde duracagiz;
Lemma 3.1.1: k, k>3 olacak sekilde bir tek tamsayr olsun. Hadamard-tipli K -

basamak Pell dizisinin karakteristik denklemi x* —2x*!—x*?—...—x®>+2x+1=0

olup, bu denklemin ¢ok katl1 kokii yoktur [53].
Ispat: f(x)=x“-2x""—x*?—...—x*+2x+1 olsun. k =3 icin Hadamard-tipli k -Pell

dizisinin karakteristik denklemi x® —2x* +2x+1 seklinde olup bu denklemin kokleri

X, =1.1766-1.2028i,
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X, =1.1766+1.2028i,
ve
X, =—0.35321
olarak elde edilir. Boylece, k =3 i¢in f(x)=0 denkleminin ¢ok katli kokii olmadigi
kolaylikla goriilmektedir.

Simdi de k >5 durumunu goz 6niine alalim. Farz edelim ki g(x) fonksiyomu asagidaki

gibi tanimlansin:

g(x) = (x=1) f(x) =x**=3x* +x** +3x* —x -1

bu durumda
XX +X
P (3.1.3)
elde edilir. Ote yandan g'(x) = (k +1)x* —3kx** + (k —=1)x* 2 +6x -1 olup
« 20X + X (3.1.4)

X =
(k +1)x* —3kx +k —1
elde edilir. (3.1.3) ve (3.1.4) denklemlerinin esitligine

8x° —8x° + 4x
—3x* +10x® —5x* —2x+1

esitligine ulagilir. Matematica wolfram 10.0 [71] gibi kullanarak denklemin bir ¢6ziimii

k=1+

olmadigi goriliir. Dolayisiyla k >5 igin bu esitligi saglayacak k tam sayisinin varligi

noktasinda geligki elde edilir. Bu da bize f(x)=0 denkleminin ¢ok katl koklerinin

olmadig1 sonucunu verir.

k-2

Xps Koy X ler XK= 2% = X2 —o.—x* +2x+1 denkleminin kokleri ise o zaman

Lemma 4.1.1°den bu koklerin birbirinden farkli oldugu goriilmektedir. kxk boyutlu

V¥ Vandermonde matrisi

) ) ()]
)7 ()7 e ()
X x "
1 1 - 1

seklinde tanimlansin ve R*(i, j) matrisi
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X1n+k—i
o Xn+k—i
RUG, 1) =] ™,
Xlzwk—i
seklinde gosterilsin. kxk boyutlu V*(i, j) matrisi, V* matrisinin j-inci siitununu

R¥(i, j) stitun matrisiyle yer degistirilmesi sonucu elde edilsin [53].

Teorem 3.1.1: k>3 olacak sekilde k tek tamsayist ve n>0 igin (Hk")n =[hif’jk'”]

olsun. Bu durumda

ok deth(i, )
hi,j ErTY
detV

dir [53].

Ispat: X, X,,...,%X 0z degerleri birbirinden farkli oldugundan H}? matrisi

kosegenlestirilebilirdir. Bu durumda HPPV* =V*S* oldugu kolaylikla goriiliir ki, burada
S* = (X, Xy, X, ) dir. V¥ matrisi tersinir matrisi oldugundan (V")fl HPV* =s*
esitligi saglanir ki, bu da bize H? matrisinin S* matrisine benzer oldugunu gbsterir.

Benzer matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan (Hk”)nvk :Vk(Sk)n oldugu

goriilmektedir. Bu durumda,

n+k—i

p.k,n, k-1 p.k,ny, p.k,n p.k,n _
hi,l X +hi,2 Xy +"'+hi,k =X

p.k,ny k-1 p.k,ny k-2 p.k,n _ n+k=i
hoo " +h% G+ 4+ hEE = X3

K, k- K, k— X, +k—i
ho "% +h5 " 4+ hR = X
lineer denklem sistemi yazilabilmektedir. Her i, j=12,..,k icin lineer denklem
sisteminin ¢6ziimiinden

h'p_,k,n — deth(i, J)

" detV*

esitligi elde edilir.
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Hadamard-tipli Kk -basamak Pell sayilar1 i¢in Binet formiilii asagidaki gibi elde

edilmistir.

Sonug 3.1.1: k > 3olacak sekilde k tek tamsay1 ve n>0 i¢in HP* , n-inci Hadamard -

tipli k -basamak Pell sayis1 olmak tizere

Lpe _ detVH (kD) _ detv* (k—L1k)

" detV ¥ detV*

esitligi elde edilir [53].

Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisinin Companion matris formundaki {ireteg
matrisleri gbz oniinde bulundurularak agagidaki bir siiper-kosegen matris tanimlanmistir
ve bu matrisin permanent degerleri tizerinden de Hadamard-tipli k -basamak Pell

dizisinin permanental temsili elde edilmistir:

Tanim 3.1.2: r >k (k >3) bir tam say1 olmak tizere rxr boyutlu m"* :[mi”"j‘] stiper

kdsegen matrisi;

eger i=tve j=t+1ise 1<t<r—1,
i=tve j=t+2ise 1<t<r-2,

1 :
i=tve j=t+k-3ise 1<t<r-k+3,
ok ve
M = i=tve j=t—1i
= Jj=t-1lise 2<t<r,
2 eger i=t ve j=tise 1<t<r,

-2 egeri=tve j=t+k-2ise I<t<r—-k+2,
-1 egeri=tve j=t+k-lise I<t<r—k+1,

0 diger durumlarda

seklinde tanimlanir [53].

Teorem 3.1.2: r >k ve k >3 igin,
per ™ = HRY,
esitligi elde edilir [53].

67



Ispat: Ispat matematiksel tiimevarim ydntemi kullanilarak yapilacaktir. Denklemin
rxk igin perM™ =HPX, | esitliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda,
denklemin r+1 i¢in de saglandig1 gostermelidir. Eger perM ™, M "* matrisinin birinci
satirina gore Laplace agilim1 uygulanarak genisletilir ise,

perM " =2 perM " + perM " ...+ perM " _ 2 perM "**2¥ — perM "

esitligi elde edilir.

perh " = WP,
perh " =

perM r—k+3,k — HPk

r+21

peI’M r—-k+2k — HPk

r+1

ve
r—k+L,k __ Kk
perM =HP,

oldugundan perM"** = HP*

* . sonucuna ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 3.1.3: r > k olmak iizere ve rxr boyutlu N™* = [nif’jk] matrisi;

egeri=tve j=t+lise I<t<r-2,
i=tve j=t+2isel<t<r-3,

L :
i=tve j=t+k-3isel<t<r-k+2,
ok ve
" i=tve j=t-lise2<t<r,
2 egeri=tve j=tise1<t<r—1,

-2 egeri=tve j=t+k—-2ise1<t<r—k+1,
-1 egeri=tve j=t+k—-1lise1<t<r—k+1,
0 diger durumda

seklinde tanimlanir [53].

rxr boyutlu Br« :[bif'jk] matrisi asagidaki gibi,
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(r—k)—inci

seklinde tanimlanir [53].

Teorem 3.1.3: (i). r >k igin,

(i1). r >k +1 igin,

esitlikleri elde edilir [53].

Ispat: (i). Theorem r {izerinden tiimevarim yontemi kullanilarak ispatlanacaktir.
Denklemin r >k i¢in saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda denklemin r+1 igin
saglandig1 gosterilmelidir. Eger perN™, N"* matrisinin birinci satirina gére Laplace
acilim1 uygulanarak genisletilir ise,
perN"™ =2perN"* + perN"™* +... 4+ perN" "> — 2 perN"*** — perN
esitligi elde edilir. Ayrica
perN"* = HP",,
perN"™ = HP,,
perN ek = HPrlikJr27
perN ez = Hprlik+l
ve

perN r—k+1,k — HF)rIik

oldugundan perN"™"* = HP* sonucuna ulagilir. Bylece ispat tamamlanmus olur,
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(ii). Eger perB™, B"* matrisinin birinci satirina gore Laplace acilimi uygulanarak

genisletilir ise,

-1,k -1k

perB"* = perB™™* + perN"

esitligi elde edilir. Teorem 4.1.3 ve 4.1.4 (i ) g6z oniinde bulundurularak r iizerinde

tiimevarim yonteminden ispat kolaylikla gortliir.

r>k+1 i¢in ve rxr boyutlu bir Q matrisi,

101 1
-1 1 1
1 -1 1
Q=|. 7
-1 1
1 -1

seklinde tanimlanir.

Sonug 3.1.2: r >k +1 igin,
det(M y °Q) = Hprtk—l’
det(N"oQ) =—HP',

ve

r

_ Hpik

g

det(B"* - Q) = -,

Il
o

esitlikleri elde edilir [53].

Asagidaki sonu¢ ile Hadamard-tipli k -basamak Pell sayilar1 igin toplamsal temsil

verilmektedir.

Sonuc 3.1.3: k>3 i¢in HPY, n-inci Hadamard-tipli k -basamak Pell sayist olsun.

Yani

oo+t
HPnk — z [tl k ] 2(1 (_2)tk—1 (_1)tk
(t,t .0 ) t]_:---atk
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olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar lizerinde t +2t, +---+(k)t, =n—k+1

kosulunu saglamaktadir.
ii.

HP* =—

n

t, X(g+-~~+tk

ety b+l +o o+ ...t

olup burada toplam, negatif olmayan tamsayilar lizerinde t +2t,+---+(k)t, =n+1

]2‘1 (-2 (-1

kosulunu saglamaktadir [53].

Ispat: Teorem (1.2.15) da i. durum igin i =k ve j=1 ve ii. durum icin i=k-1, j=k

olarak alinirsa ispati Hadamard-tipli k -basamak Pell matrisinden kolaylikla goriiliir.

Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Xk—l

—2X = X2 ==X 2x T X

gk(x) :1

seklindedir.

Asagidaki teorem ile tirete¢ fonksiyonu kullanilarak Hadamard-tipli k -basamak Pell

sayilarinin iistel temsili verilmistir.

Teorem 3.1.4: Hadamard-tipli k -basamak Pell sayilarinin istel temsili asagidaki

gibidir:
gk (x) = X exp(iﬁ(% X+ XT3 2xk2 = Xk_l)ij
iz |

burada k >3 dir [53].

Ispat:
X
In gkk(—l) =—In(1-2x- NCERURN S SHE N R
X
ve
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—In(1—2x—x2—~--—xk‘2+2xk‘1+x"):—[—x(2+x+---+ xK2_2xK P x ) -
%x2(2+x+~--+x"‘3—2xk‘2—xk‘l)z—---—
lx”(2+x+~--+xk‘3—2x“‘2 =X =]
n

oldugundan

gk(x) Z( ) (2+X+ X 2Xk—2_xk—l)i

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Hadamard-tipli k -basamak Pell sayilarinin toplamini géz oniine alalim. O halde n >0

ve k >3 ig¢in,
S, =Y HPf
i=0
olmak tizere ve (K+1)x(k+1) boyutlu L} matrisi asagidaki gibi gosterilsin:
10 - 0
1
0 H/S

_O —

bu durumda (Lﬂ )n matrisi asagidaki gibi olup tiimevarim yontemi ile goriilebilir[53]:

1 0 0]

(Lrll )n = Sn+k—3 (Hkp )n

3.2. Sonlu Gruplarda Hadamard-Tipli k-Basamak Pell Dizileri

{HP}} Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisini bir m modiiliine gbre indirgenirse,

{HR ™ ={HR*™ HR*™ ., HR*" ..}
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seklindeki indirgemeli dizi elde edilir. Burada HP*™ = HP*(modm) dir. Onemle

belirtmek gerekir ki, buaradaki indirgeme bagintisi (4.1.1)’deki bagint1 ile aynidir [22].

Teorem 3.2.1: k>3 i¢in { HPY '“} dizisi basit periyodik bir dizidir [54].

Ispat: P={(p,, p,,-.P,;)[0 < <m-1} oldugunu kabul edelim. Bu durumda |P|=
dir. Z_ elemanlarmm m* tane farkli K -tiplisi mevcut oldugundan, bu k -tiplilerden en
az bir tanesi { HP* m} dizisinde iki kez ortaya cikar. Bundan dolay1 bu k -tipliyi takip
eden alt dizi tekrarlanir. Boylece {HPnk’"‘} dizisi periyodik bir dizidir. Dolayisiyla 1 > j
ve i= jmod(k) olmak iizere

HR®™ = HP™  HRL™ = HRET ... HRLT, = HP(,
sonucuna ulasilir. Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisinin tanimindan,

HR'" = HP!! HR = HP!Y' ..., HR " = HR™.

denklikleri elde edilir ki bu da {HPn'”“} dizisinin basit bir periyodik oldugunu gosterir.

Q). ={Qi (mod m) |i 20} kiimesi ele alalim. Daha once de belirttigimiz gibi (Q)m
kiimesi gcd(m,detQ) =1 oldugunda devirli grup olur. H” Hadamard-tipli k -basamak
Pell matrisi igin detH} = (-1)* oldugundan m nin biitiin pozitif tamsay1 degerleri i¢in

<H v >m kiimesi devirli grup olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Teorem 3.2.2: s bir asal say1 ve <Hkp>sm devirli bir grup olsun. Eger |,

= K Hkp>Sj ‘ olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsayi ise, her W> J tamsay1 degeri

w-1

W:S

.(Hkp)s‘ dir [54].

73



Ispat: <Hkp >sm devirli grubunu ele alalim. Farz edelim ki a pozitif bir tamsay1 olsun ve

(HE),

)Lk,p(sa+1)

Lk.p(sa+1)

, L“P(s™) ile gosterilsin. Eger (H/) =1(mods“*) ise o zaman

(H? =1 (mods®) dir. Burada 1, (k)x(k) tipli birim matristir. Bdylece
L“P(s) nin L“*(s"") yi boldigii goriilmektedir. Ayrica (HP)" ¢ =1+(hs)s*)

esitligi yazilarak, binom agilimindan

(HE)™ =1y s)) = gm(hﬁ? s“) =1 (mods?)
elde edilir ki bu da L“?(s**) nin L*"(s*)-s tarafindan béliinebilir oldugunu gosterir.
Boylece  L“P(s*)=L“P(s*) vya da L*P(s*?)=L"P(s*)-s dir. Ancak
LAP(s*) = L*P(s“) - s esitligin saglanmasi, s tarafindan boliinemeyen bir hisuj‘) nin var
olmas1 ile miimkiindiir. g, L“"(s)=L“"(s") esitligini saglayan en biiyiik pozitif tamsay1
oldugundan L*P(s%) = L*P(s™) esitsizligi yazilir ve bu esitsizlik, s tarafindan
boliinmeyen bir hi("}“) nin mevcut oldugunu gosterir. Dolayisiyla L*P(s%*) = L*?(s%%)

sonucu elde edilir ve q tizerinde tiimevarim yontemi kullanilarak ispat tamamlanur.

{HPnk'm} dizisinin periyodunun uzunlugu h*®(m) ile gosterilir.

Teorem 3.2.3: u>1 ve s, ’ler farkli asal sayilar olmak tizere m :H(Si)ﬁ' olsun. Bu
i1
takdirde
P (m) = okek| h* ((s,)%),h*((s,)* )., P ((s,)*) ]

dir [54].

ispat: {HPnk'(si)/f'} dizisinin periyodu h*®((s)") oldugundan bu dizi sadece
ghr ((si)ﬂi ) (¢ € N) uzunlugundaki bloklarda tekrar eder. Ayrica h“P(m), {HPnk‘m}

dizisinin periyodu oldugundan, her i degeri i¢in {HPnk’(S‘)ﬁ' }dizisi h*?(m) terimde bir
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tekrar eder. Boylece her i degeri i¢in h*"(m) periyodu £.h*P? ((si)ﬁi ) seklinde olup bu

say1 {HPnk’m} dizisinin periyodunu vermektedir. Dolayisiyla

h P (m) =okek[hk"’((sl)ﬁl),h""’((sz)ﬁZ),... P ((s,)" )]

elde edilmektedir.

Tanim 3.2.1: G, j-gerenli bir grup ve (8, 8y,...,a, ) de G i¢in geren bir j -lisi olsun. O
halde, G’ deki Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi asagidaki gibi tanimlanir [54]:
k<jvenx>jise
Xo =89, X, =8y ,ee, Xj g =8
ve
X = (%)™ )™ (Rociee) -+ (%5) (%,1)°
dir.
k=j+1ve n>k ise
Xo =8, X =8, X4 =84, % = (6) 7 06) (X ,)(X, )
ve
X = ()™ Roiein)  Koir2) -+ (K2 (%4)°
dir.
k>j+2 ve n>Kk ise
Xo =89, X, =8y ,ee, Xjy =8

ve

(Xo)(x1)"'(xn—2)(xn_1)2 ise J <n<k-2,
Xn = (X0)2 (Xi)"'(xn—2)(xn—1)2 ise n=k _1a
(Xn—k)71 (Xn—kJrl)2 (Xn—k+2) e (Xn—Z) (Xn—l)zl

dir. Bir (ay,a,,...,a,_,) geren j-lisii¢in, G nin Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi

HP;

(G: 2 218 1) seklinde gosterilir.

Teorem 3.2.4: Sonlu bir gruptaki Hadamard-tipli k -basamak Pell dizisi periyodiktir.

Ozellikle; k> j igin, bir j-gerenli sonlu gruptaki Hadamard-tipli k -basamak Pell
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dizisi basit periyodiktir [54].

ispat: G grubunun mertebesi p olsun. G nin elemanlarinin p* tane farkli Kk -lisi

mevcut oldugundan, bu K -lilerden en az bir tanesi HF’(é;ao,a1,...,a,~,1) dizisinde iki kez

ortaya cikar. Bundan dolayr bu k-liyi takip eden alt dizi tekrarlanir. Boylece

HPG s5,...a, ) dizisinin periyodik bir dizi oldugu gorilmektedir. HRg, . . . dizisi
periyodik oldugundan, g > h olmak lizere

X1 = Xno1r Xguz = Koz oo Xgor = Yoo
olacak sekilde g ve h dogal sayilart bulunmaktadir. HP('g;aO'alv___’ajil) dizisinin

tanimindan,
Xn 3 (Xnﬂ)_z (Xn+2) o (Xn+k*2) (Xn+k71)2 (Xn+k )_l
esitligi elde edilir. Eger k> | ise, 0 zaman x, = x, yazlabilir ve boylece
Xg—l = Xp_1> Xg—2 = X1y Xg—g =X, = Xh—g

sonucuna ulagilir ki bu da HP('g;aO'alv___’ajil) dizisinin basit bir periyodik oldugu gosterir.

HP;

(TN

dizisinin periyodu LHP}

(Gido oy ) 1€ gOsterilsin.

Son olarak, SD2m semidihedral grup ve QD,, quasi-dihedral gruplarindaki Hadamard

tipli 3-basamak Pell dizilerinin periyotlari incelenecektir;

Teorem 3.2.5: SD,, Semidihedral grubundaki Hadamard-tipli 3-basamak Pell dizisinin

periyodu 3-2" dir [54].

Ispat: Dogrudan hesaplama yontemi kullanilarak Teorem ispatlanir. HF’(SSDZm_x ) dizisi

X, y’ X_Z, X_S, yX_G, X12' ng, y)(28’ X_7O, X—169’ yX—170’ X408, X985, yX984, X_2378,
seklinde olup, bundan faydalanarak dizinin genel hali
Xo =X, X =Y, % =X, ...
Xei = XA 1 Xgig = yX‘”ﬁ1 1 Xeisg = X pees
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seklinde elde edilir. Burada, g, ve f,, obeb(f,f,) =1 olacak sekilde pozitif tam
sayilardir. Bu nedenle, dizinin periyodunu belirlemek i¢in 4i =2""k (k e N) olacak

sekilde en kiigiik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. Eger i=2"" olarak
secilirse
_ _ 2
X6<2’"’3 =X, X6-2m’3+1 =Y, Xﬁ-sz3+2 =X

esitlikleri elde edilir. x X tekrar eden elemanlar x ve y baslangic

62m o X

6-2m3 ? 6.2™ 342

degerlerine bagh olarak karsimiza ¢iktigr icin dizi (6-2™°). elemandan sonra tekrar

eder. Dolaysiyla LHPg, | =3-2"" olur.

Teorem 3.2.6: (X,Y) geren cifti icin QD,, quasi-dihedral grubunu ele alalim. O zaman

HPS o) dizisinin periyod uzunlugu 3-2" dir [54].

Ispat: HP(gDzmw) dizisi

X, y’ X72’ X75, yXiG, e, X17, yX40, X46, X75’ yxfl42’ X7320, X7351, yXBO, X1182 .

seklinde olup, bundan faydalanarak dizinin genel halini
Xo =X, X = Y, % =X 7.
Xgi = XA 1 Xgip1 = yxglﬂZ 1 Xgivo = X2 e
seklinde yazabiliriz. Burada, £, , £, ve f;, obeb(4,, 5,, ;) =1 olacak sekilde pozitif

tamsayilardir. Bu nedenle dizinin periyodunu belirlemek i¢in 8i =2""k (k € N) olacak

sekilde en kiigiik i dogal sayisinin belirlenmesi gerekmektedir. Eger i=2"" olarak
secilirse

_ _ _ g2
Xogms =X Kooy =Y s Kggmap =X

esitlikleri elde edilir. Béylece LHRG, ) =3-2"" olur.

X,y
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez galismasinda ilk olarak, Pell ve genellestirilmis k-basamak Pell dizilerinin
karakteristik polinomlarinin Hadamard tipli ¢arpimi ile yeni bir k-basamak dizi
tanimlanmistir ve bu diziye Hadamard tipli k-basamak Pell dizisi denilmistir. Daha
sonra tanimlanan bu dizinin {irete¢ matrisi, lrete¢ fonksiyonu, Binet formiili,
permanental, determinantal, iistel ve toplamsal temsilleri ile sonlu toplamlar1 gibi ¢esitli

yapisal Ozellikleri belirlenmistir.

Ayrica, tanimlanan dizinin iirete¢ matrisi M modiiliine gore indirgenerek bu matrisin
kuvvetleri yardimiyla devirli gruplar iiretilmis ve dizinin M modiiliine gore periyotlari
belirlenmistir. Uretilen devirli gruplarin mertebeleri ve dizinin periyotlar1 arasinda

bagmtilar elde edilmistir.

Tanimlanan diziler grup elemanlar1 yardimiyla kendi yapisal ozellikleri de dikkate

alinarak yeniden tanimlanmistir. Grup elemanlart yardimiyla tanimlanan Hadamard tipli

3-basamak Pell dizisi SD2m semidihedral ve QD,, quasi-dihedral gruplarinda

incelenmistir.
Yukarida belirtilen songlar goz oniine alindiginda tanimlanan bu diziler Pell dizileri ile

iliskilendirilebilir. Ayrica Hadamard tipli k-basamak Pell dizileri yapisal 6zellikleri de

dikkate alinarak farkli sonlu grup ailelerinde incelenebilir.
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