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OZET

Bu tezde 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in optimal
kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii ele alindi. Bu ¢alismanin 3.1.1. boliimiinde 6nce
Ozel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in optimal kontrol
problemi tanimlandi. 3.1.2. boliimiinde 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi
optik denklemi i¢in optimal kontrol probleminin sonlu farklar yonteminin yardimiyla
diskritlestirilmesi yapildi ve probleme karsilik gelen fark semasi olusturuldu. Bu
calismanm 4.1.1 bolimiinde fark semasinin ¢oziimii i¢in kestirm elde edildi. 4.1.2
boliimiinde ise fark semasmin hatasi degerlendirilerek hata icim kestirim ispatlandi.
4.2.1 boliimiinde fonksiyonellerin farki degerlendirilerek fark igin kestirim elde edildi.
Nihayet ¢aligmanin 4.2.2 boliimiinde sonlu fark approksimasyonlarinin yakimsakligi i¢in
iki yardime1 lemma ispatlanarak fonksiyonele gore yakisaklik i¢in kestirim gosterildi.
Tezin tartigma ve sonug¢ boliimiinde incelenen optimal kontrol probleminin konulma ve
verilerin sagladigi sartlar agisindan daha genel oldugu, bir 6nceki calismalarda yer alan
optimal kontrol problemlerinden ciddi bir bigimde farkli oldugu gdsterilmistir. Bunlarin
yani sira elde edilen sonuglarin giincel oldugu ve bir 6nceki ¢alismalardaki sonuglarla

ortlismedigi de vurgulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Durgun olmayan kuazi optik denklemi, optimal kontrol, niimerik

¢Ozlim, fonksiyonele gore yakimsaklik.

2023, 63 Sayfa.



ABSTRACT

In this thesis, the numerical solution of the optimal control problem for the non-
stationary quasi-optic equation with special gradient terms is discussed. 3.1.1 of this
study. In the first part, the optimal control problem for the non-stationary quasi-optic
equation with special gradient terms is defined. 3.1.2. In the second part, the optimal
control problem for the non-stationary quasi-optic equation with special gradient terms
is discretized with the help of the finite difference method and the difference diagram
corresponding to the problem is created.In section 4.1.1 of this study, an approximation
was obtained for the solution of the difference scheme. In section 4.1.2, the error of the
difference scheme was evaluated and the estimation for the error was proved.In section
4.2.1, the difference of the functionals was evaluated and an estimation was obtained for
the difference. Finally, in section 4.2.2 of the study, two auxiliary Lemmas are proved
for the convergence of finite difference approximations, and the estimation for the

convergence according to the functional is shown.

It has been shown that the optimal control problem examined in the discussion and
conclusion section of the thesis is more general in terms of setting and the conditions
provided by the data, and it is significantly different from the optimal control problems
in previous studies. In addition, it was emphasized that the results obtained were up-to-

date and did not coincide with the results of previous studies.

Keywords: Non-stationary quasi-optic equation, optimal control, numerical solution,

convergence with respect to the functional
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1. BOLUM

1. GIRIS

Durgun olmayan kuazi optik denklemi ile ifade edilen siirecler i¢in optimal kontrol
teorisi c¢agdas optimal kontrol teorisinin O6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin

problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, lineer olmayan optikte, ¢cagdas fizigin

ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar [1—4]. Bu nedenle boyle optimal kontrol

problemlerinin incelenmesi ve onlarin niimerik ¢éziimii gerek teorik, gerekse pratik
anlamda 6neme sahiptir. Durgun kuazi optik denklemi i¢in optimal kontrol problemleri
ve onlarin niimerik ¢oziimleri, baska bir degisle kompleks potansiyelli Schrodinger

denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ve onlarm niimerik ¢dziimleri daha 6nce

farkli ¢alismalarda ele almmistir [5—25] ve S. Soylememiz gerekir ki, [4]

calismasinda, yani M.A. Vorontsov ve V.I. Smalgauzen’ in ¢alismalarinda 151k
demetinin lineer ve homogen olmayan ortamda dagilmasmi gosteren optimal kontrol
problemleri ele alinmis ve bu problemler matematigin klasik yontemleri ile ¢6ziilmege
calistimistir. Ancak iistte sdyledigimiz calismalar igerisinde A.D. Iskenderov, G. Yagub,
N.S. ibrahimov ve onlarin 6grencilerinin ¢alismalarmi énemle dikkate almamiz gerekir
Ki, bu ¢alismalarda hem lineer hem lineer olmayan kuazi optik denklemi ile ifade edilen
sistemler i¢in optimal kontrol teorisinin ve onlarin ¢6ziimlerinin matematiksel temelleri
ciddi bir bicimde atilmis ve ortaya c¢ikan problemlerin ¢agdas ¢Oziim yontemleri

olusturulmustur.

Bu tez ¢alismasinda 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi igin
optimal kontrol problemi ve onun niimerik ¢6ziimii ele almip incelenmistir. Bu tiir
problemler yiiklii pargaciklarin ve 1stk demetinin lineer ve homogen olmayan ortamda

dagilmast  siirecinin  incelenmesi  sonucu ortaya ¢ikan optimal kontrol
problemlerindendir [1,2,4]. Soylemek gerekir ki, 6zel gradyent terim igermeyen ve
durgun olmayan kuazi optik denklemi igin optimal kontrol ve identifikasyon
problemleri ve onlarin niimerik ¢6ziimii dnceden [26—38] ¢alismalarinda ele alinmustir.

Bu calismalarda kontrol roliinii oynayan ortamin kirilma ve yutulma gostergeleri

denklemin katsayilarinda yer alip, cogunlukta Oolgiilebilir smirli fonksiyonlardir.



Soylemmiz gerekir ki, 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi igin

optimal kontrol problemleri az incelenmistir. Ozel gradyent terimli durgun olmayan

kuazi optik denklemi i¢in optimal kontrol problemi ilk kez [39] caligmasinda ele

alimmig ve bu calismada optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin varligma ve ¢éziim
icin gerek sartlara ait hiikiimler ispatlanmistir. Ancak s6z konusu optimal kontrol
probleminin niimerik ¢oziimii incelenmemistir. Bu nedenle bu tez calismasinin
konusunun giincel oldugu ve tezde elde edilen sonuglarin gerek teorik gerekse de pratik

acidan 6nem tasidigini vurgulamamiz gerekmektedir.

Bu tez c¢alismasinda ilk once ele alinan optimal kontrol probleminin sonlu farklar
yonteminin yardimiyla diskritlestirilmesi yapilmis ve elde edilen fark semasinin
kararligina ve hatasinin degerlendirilmesine ait sorular cevaplandirilmistir. Bu amagcla
ilk 6nce elde edilen fark semasinin ¢éziimii i¢in karalilik kestirimi ispanlanmistir. Bu
kestirimden yararlanilarak fark semasinin hatasi i¢in kestirim elde edilmistir. Daha
sonra inga edilen sonlu farkli approksimasyonlarin fonksiyonele gore yakinsakligi ele
almmistir. Bu amagla ilk 6nce 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik
denklemi i¢in optimal kontrol probleminde yer alan amag¢ fonkksiyoneli ile bu optimal
kontrol problemine karsilik gelen ayrik optimal kontrol probleminde yer alan amacg
fonksiyonelinin farki degerlendirilerek onlarm farki i¢in kestirim elde edilmistirr. Daha
sonra bu kestirimden yararlanilarak ve iki yardimci lemma ispatlanarak sonlu farkli
approksimasyonlarim fonksiyonele gore yakinsakligi i¢in kestirim elde edilerek

yakmsaklik ispatlanmistir.



2. BOLUM

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde ¢alisma boyunca kullanacagimiz tanim (bak: [18,40—45]) ve lemmalari

aciklayacagiz.

Tamm 2.1: L2(0,|), Hilbert uzayi olup elemanlari (O,I) araliginda olgiilebilir ve

mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢

carpim ve norm asagidaki gibidir:

<u’V>L2(O,I) . ju(x)v(x)dx,

||u||L2(O,I) = <U’U>L2(o,|)'

Burada V(x) fonksiyonu v(x) fonksiyonunun kompleks eslenigidir.

Tanmm 2.2: L,(Q), Hilbert uzay: olup elemanlar1 Q=(0,l)x(0,T) bélgesinde

Olglilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarn Lebesque

uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:

(WP, = [ (OB (x Do,

”‘//”L2 ©« \/<l//’ ‘//> L)

Tanim 2.3: L (0, |) , Banach uzay1 olup, (O,l) araliginda olgiilebilir, smirl ve sonlu
[~ vrxa:(ioﬁl)Jp\u (x)|=ess sup{\u (x)|:x (0,1 )}

normuna sahip U = U(X) fonksiyonlarmin uzayidir.



Tamim 2.4: L, (Q), Banach uzayi olup Q bélgesinde 8lgiilebilir, smurl ve sonlu

I o) =vraisuply (1)

normuna sahip y = l//(X,t) fonksiyonlariin uzayidir.

Tamm 2.5: C° ([O,T], B), Banach uzayi olup elemanlar1 [0,T] araliginda siirekli olan

ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanir:

o = KO

BuradaB=R alinirsa C[0,T]=C°([0,T];R) elde edilir.

Tamm 2.6: Lz([O,T], B), Banach uzay1 olup elemanlarl[O,T] araliginda Glgiilebilir,

karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayma ait olan fonksiyon uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanir:

1

e @nu ) dt] o

Tanim 2.7: Wzl(O,l), Hilbert uzayr olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L2(0,|) uzaymdan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

= !(V/(X)sz (x) +dl/;—)((x)m}ix,

dx



[¥hgon =¥ ¥ugon-

0l
W, (O, |) uzay1r W, (O,I) uzaymin alt uzayi olup, (O,I) araligiin ug noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tanmm 2.8: W22 (O,I), Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tlirevleri L, (O, I) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

(v P Wz (01) I dx  dx dx?  dx?

0

'[ » dz//(x)d¢(x)+d w(x) d’¢(x)

”’//”vvg(o,n = (v, ‘/’>w22(o,|)’
W2(0|)E (O|)(’\W2(O|)

Tanmm 2.9: W,°(Q;), Hilbert uzayi olup elemanlarin kendisi ve onlarm X
degiskenine gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri LZ(QT) uzayindan olan

W= l//(X,t) fonksiyonlarmim Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:

| (W(x,t)@ (xt)+ a'/’é;’t) a”;g: t)}lxdt

O

[¥hagocer) = ¥ ¥ hugoian)-

010

Tamm 2.10: W (QT) uzayr W,° (QT) uzaymin alt uzay1 olup bu uzayda ;' nin

sinirinda sifira doniisen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.



Tanim 2.11: W,* (Q; ), Hilbert uzayi olup clemanlarin kendisi ve onlarin t degiskenine

gore genellestirilmis tirevleri L,(€;) uzaymndan olan y =y (x,t) fonksiyonlarmmn

Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

VB = | (w(x,t)ﬁ(xm Gv’étx't) a¢gtx’t)}fxdt,

O

¥ sy =V hagan)-

Tamm 2.12: W, (Q;), Hilbert uzayr olup elemanlarn kendisi ve onlarm X
degiskenine gore ikinci mertebeye, t degiskenine goére birinci mertebeye kadar
genellestirilmis tlirevleri L, (QT) uzaymdan olan v =l//(x,t) fonksiyonlarmin

Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

Oy (xt) 9 (x1) | Oy (xt) F*(X) |y o
ox

<W1¢>W22,1(QT) = _[ {y/(x,t)@(x,t) + x Ve X2

Qr

+.[ ow(x,t) 8¢ (x,1) it
Al a a

”l//”sz'l(QT) = <‘//’l//>w22v1(gT) ’

o 21 010

Wo (Q) =W (9 ) W2 () dir.

0 0 21

"
Ayni bigimde W,"° (QL ) ,V(\)/z (QL ), W (Q,_ ), W2 (QL ), Wo (QL) Sobolev uzaylari

v =y(X Z) fonksiyonlar1 i¢in tanimlanur.

Tamm 2.13: Wzo’l’l(Q), Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve t,z degiskenlerine

gore birinci mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan



w =w(xt,z) fonksiyonlarmin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

®) e J[ _V/;'D oy O\ ez,
5 ot o7 0z
”l//”WO“(Q <l// l//>W°“( Q)’
Tamm 2.14: WZZ’O'O(Q), Hilbert uzayi olup elemanlarmin kendisi ve X degiskenine gore

ikinci mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzaymdan olan y = l//(x,t,z)

fonksiyonlarmin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanir:

o[ = Oy oD Oy D
<W1 (D>W22'O'O(Q) - i((//q) + & & + y 5»)(2 thdZ,

”l//”WZZ’O'O’(Q) - <l//’ V/>W22'0’0(Q) )

W2 (Q) = W00 (Q) W2 (Q) dir;

0 211
Tammm 2.15: W: (Q) uzayi sz’l'l(Q) uzayinm alt uzayr olup, elemanlar

S= {(X,t, Z): x=0lte (O,T), Ze (0, L)} kiimesi tizerinde sifira esit oluyor.

0<p,<a, O<§0+l<a+b2(pm,j—0 N -1

sartlarini sagliyor ise, bu taktirde



m=

sartlar1 saglaniyor ise, bu taktirde

0<g <a(l+b)" 7, j=0,N-1

kestirimi gegerlidir.



3. BOLUM
3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Ozel Gradyent Terimli Durgun Olmayan Kuazi Optik Denklemi i¢in Optimal

Kontrol Probleminin Niimerik ¢oziimii

Bu béliimde 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in optimal
kontrol problemini tanimlayacak ve problemin sonlu farklar yonteminin yardimiyla
diskretlestirilmesini yaparak ayrik optimal kontrol problemini elde edecegiz. Bu boliim

iki alt boliimden olusmaktadir.

3.1.1 Optimal Kontrol Probleminin Konulmas:.

Bu alt bolimde 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi igin

optimal kontrol problemini tanimlayalim. Farz edelim Ki,
2
J (V) — ”Vl— y|||_2(g) (3.1.1.1)

fonksiyonelinin
V={v=v(x):vel, (0,1)v(x) <b, ¥x<(0,1)

kiimesi lizerinde

W g OV _a OV

i o Heo— a1¥+ia2(x)%+a(x)w+v(x)z//:f(x,t,z),(x,t,z)eQ, (3.1.1.2)
w(x0,2)=¢,(x2), (x2)eQ, (3.1.1.3)
v (x10)=p(xt), (xt)eQy, (3.1.1.4)
v(0t,z)=y(l,t,2)=0, (,2)eQ, (3.1.1.5)



sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekiyor olsun. Burada | =+/—1 sanal birim;
>0, T>0,L>0, a,>0, a >0, by>0, verilen sayilar; 0<x<I, 0<t<T,
0<z<L, Q,= (O,I)x(O,t)x(O,Z),Q:QTL, Q, :(O,I)X(O,t), Q, :(O,I)X(O,Z);

a( X) , 8, (X) - verilen reel degerli Ol¢iilebilir fonksiyonlar olup

OSa(X)SyO,‘g’Xe(O,l),,uO=C0nSt>0; (3.1.1.6)
day (X)) ¢
0<a,(x)< s, v <15,V xe(0,1), 44, 1, =const >0; (3.1.1.7)

sartlarmi1  saglar; goo(x,z),gz)l(x,t),f(X,t,Z),y(X,t,Z)- verilen kompleks degerli

fonksiyonlar olup

21 21
2 eWs (), g eWs (), F eWSH(Q); (3.1.18)
y W (Q). (3.1.1.9)

sartlarini saglar.

Her bir veV igin (3.1.1.2)-3.1.1.5) sartlarmdan  w=w(xt,2)=y(xt,zV)

fonksiyonunun bulunmasi problemi (3.1.1.2) bi¢iminde olan 6zel gradyent terimli

durgun olmayan kuazi optik denklemi i¢in birinci ¢esit baslangic smir deger

0 211
problemidir. Bu problemin ¢6ziimii dendiginde W (Q) uzayma ait olan hemen

hemen ¢6ziimii diisiinecegiz. [46] calismasinin sonuglarindan yararlanilarak soyleye

biliriz ki, her bir veV igin (3.1.1.2)-(3.1.1.5) baslangi¢ sinir deger probleminin
0 211

W (Q) uzayina ait olan bir tek hemen hemen ¢6ziimii vardir ve ¢dziim i¢in asagidaki

kestirim gecerlidir:

2 2
<
||l//||\,‘3,j1‘1(9) =G (”%”v‘\’/il(g :

L

2
+ (||¢1||V%§,1(Q * 1. ) . (3.1.1.10)

X
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Burada c, >0 sabiti ¢,,¢, ve f’den bagimsizdir.

Soylemek gerekir ki, benzer optimal kontrol problemi [39] calismasinda ele alimustir.

Bu calismanm sonuglarindan yararlanarak vurgulaya biliriz ki. (3.1.1.1)-(3.1.1.5)

optimal kontrol probleminin en az bir ¢0zimi vardir, baska degisle

V, = {V* eV:J (V*) J, =inf J( )} minimum noktalar1 kiimesi bos degil.

veV

3.1.2 Optimal Kontrol Probleminin Diskritlestirilmesi.

(3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin sonlu farkli approksimasyonunu elde

etmege, baska degisle problemi diskritlestirmege c¢alisalim. Bu amagla ilk 6nce

= [O, I]x[O,T]x[O, L] bolgesini asagidaki aglar dizisine doniistiirelim:

{(xj,tk,zp) } X; = jhn—h—zn, J=LM, =L X% =% =N 12,%y =Xy ,+h,/2,

I T L
t =kz,,k=0,N, 2, =p6,,p=0,Z,h = Mn—l'T” :N—,Gn :Z—n,nzl,z,....
Farzedelimki M=M_,N=N,,Z=Z ,h=h,r=17,,0=6, ve
Pt —DF | LI L
SOf =————, SO =—,
SO = CDJPK _q)?—lk S DP = 2(¢1E _@Opk)
x Ik h y Uk h y
o _ Plax — P 2D - )
S, q)ik = h y 0Dy = h )
5. — Ol 2®?k+(b:)lk:5x®?k_5iq)?k
e h? h
dir.
Her bir n>1 i¢in
Z N 2
1,([v],)=67h Z \(D ~yh| (3.1.2.1)

H
X
l—*
._
H

p_

11



fonksiyonunun

kiimesi tizerinde

i5.®5 +ia, 5. 0% —a,d OF +a'®f +

+a, 5,05 +v, @ = ff, j=LM-Lk=1LN, p=1Z, (3.1.2.2)
Db =¢f, j=0M, p=1Z, (3.1.2.3)

@} =gl j=0M,k=1N, (3.1.2.4)

P =@}, =0, k=LN, p=1Z, (3.1.2.5)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini goz Oniine alalim. Burada

aj,azj,(oopj,gofj, fi, Y} fonksiyonlar1 ag fonksiyonlar1 olup asagidaki formiillerle

tanimlanir:
1xj+h/2 1xj+h/2
al== fa(x)dx j=IM -8, == [ a(x)dx j=LM-1; (3.1.2.6)
h Xj—h/2 h x;=h/2
z, Xi+h/2
1 p 7 B R —.
o, =h—0j [ o(x2)dxdz, j=1M-1,p=17, ¢ =@}, =0.p=1Z; (3127)
Z,4 Xj=h/2
t, xj+h/2 _ -
di=—-| Jalctixdt j=IM-1k=IN, ¢ =g}, =0k =LN; (3.1.2.8)
ty x;—h/2

12



Z, t xj+h/2

1% TN 0T

fe=— f(x,t,z)dxdtdz, j=L,M-1,k=LN, p=1Z; (3.1.2.9)
Or h Zpg g Xj=N12
Z, 1 xj+h/2
yi:ifj j y(xt,z)dxdtdz, j=LM-1,k=LN,p=1Z . (3.1.2.10)
o 0h

Zp4 by Xj=hi2

13



4. BOLUM
4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Fark Semasmin Coziimii ve Hatasi icin Kestirimler

Bu boliimde her bir [Vn] eV, i¢in (3.1.2.2)-(3.1.2.5) fark semasinin kararhigi ve hatasi

ile ilgili sorular1 ele alarak fark semasinin ¢oziimii ve hatasi icin kestirimler elde

edecegiz. Bu boliim iki alt boliimden olugsmaktadir.

4.1.1. Fark Semasinin Coziimii icin kestirim

Bu alt boliimde (3.1.2.2)-(3.1.2.5) fark semasinin kararlig1 kestirimini elde edecegiz.

Teorem 4.1.1.1. Farz edelim ki, a(x),a,(x),¢, (% 2),@(xt), f (xt,z) fonksiyonlar:

(3.1.1.6)-(3.1.1.8) sartlarim saglasin. Ayrica farz edelim ki, 7 ve 6 ag adimlari igin

r<i 0<—— % sartlar1 saglansin. Bu takdirde herhangi [Vn]eVn oldugunda
244, 21

(3.1.2.2)-(3.1.2.5) fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

Z M-1 N M-1
oSS | en3 Sy <
k=1 j=1

p=l j=

Z M- N M-1 Z N -1 2
(ehzzw LS Sl o3 S S J

p=l j=1 k=1 j=1 p=l k=1 j=L

vme{12,.,N},vge{12,...Z}. (4.1.1.1)

Ispat. (3.1.2.2)-(3.1.2.5) fark semasmin z=2,t=t oldugunda {(X t.,z )} ag1

ik T
lizerinde tanimlanan 7g, =75, =0,k =1,N, p =17 sartlarin1 saglayan herhangi 7 j'f( ag

fonksiyonu i¢in asagidaki toplam 6zdesligine denk oldugu agiktir:

14



M-

hZ(l&d)Jkan +iay,0; d)lknjk)mZap“ PSITh +hZ|a2 SDb o +

=

M1
+h) (al @f +vaf, )75 = hzf,m,k, =IN, p=1Z . (4.1.1.2)
1

Bu Ozdeslikte 77;; ag fonksiyonu yerine Or D ag fonksiyonunu alirsak, asagidaki

esitligi buluruz:
] M-1 _ ] M-1 _ M 2 M-1 _
iohY " 75.D5D%, +ig,thy” 05,0505 +a,0rhy |SD5[ +ifzhy 8,605 +
j=1 j=1 j=1 j=1

+¢97hZa“CD i +9¢th o5 | —ethfJ';chk, =LN,p=1Z.  (4113)
Bu esitligin kompleks eslenigini asagidaki gibi yazabiliriz:

—|9th§chch;’k —|aorhz 05,5 D", +alerh2\acp i —|etha2,5q>p ° +

+6?rh2a’ o5 | +0thVOJ 5[ = Grhz fPob, k=LN, p=1
Bu esitligi (4.1.1.3) esitliginden taraf tarafa ¢ikarirsak, asagidaki esitligi elde ederiz:

|6?hz (5505 +5q>pc1>p)HaorhMZ_le(aicD?qu;?k+5E<T>jpkq>;?k)+

i1

+|<9th612]( DD+, D55, ) =

15



M-1 - _
=0rhy (@5 - frob ) k=1N, p=1Z. (4.1.1.4)

i-L

Asagidaki esitliklerin gegerli oldugu agiktir:

r(SDLDE +5B50% ) =|0n] @b [+ — @5 [, (4.1.15)
0(5. 5,80 +5.BE0% )= |05 | - |05 +|0p —0?, (4.1.1.6)
ijcT)?k - f_jEcD?k =2 Im( ij(T)?k) : (4.1.1.7)

(4.1.1.5)- (4.1.1.7) esitliklerinin yardimiyla (4.1.1.4) esitliginden elde edilen esitligin

(—i) * e carpilmasindan sonra asagidaki esitligi buluruz:

M-1 ) ) ) M-1 ) P y
eh_zl:(\cbg’k\ |8 [ @b — b | )+aorhzll(‘q>fk‘ @ + g - of )+
1= J=
+9¢hMZla2 i(6.05D) +5.D5D} )=
i1

M-1 .
:2erh2|m(fjgcp?k),k=1,|\1, p=1Z. (4.1.1.8)
1

Simdi bu esitligin sol tarafindaki tigiincii terimi doniistiirelim. Bu amagla

esitligini kullanarak agagidaki esitligin gegerli oldugunu kolaylikla ispatlayabiliriz:

16



+97hMZ_lazj (6}q)})k&)?k + 6}(5?kq)?k ) =- QThMZ45yazj ‘q)?—lk‘z +
= j=2

M-1
+9¢Z;azj\q>jp O | 1078, ,|@F [ (4.1.1.9)
j=

Eger bu esitligi (4.1.1.8) esitliginin sol tarafinda dikkate alirsak, bu taktirde oradan
asagidaki esitligi elde ederiz:

M-1
o0 ([ |5 +[ - wUﬂﬂZﬁﬂ—@H+@ -y )-
=

M1 ) M-1 ) )
_erhzé‘xazj‘q)?lk‘ + HTZIaZj‘CD?k_q)?lk‘ _FHTaZM—l‘ch’\)/I—lk‘ =
i= =

M1 L
= 20ey, Im( 1@} ) k=LN, p=1Z.
=

Bu esitlikleri k tizerinden k=1 den K=m< N’ ¢ kadar ve plizerinden p=1’ den

p=0q<Z’ ekadar toplarsak, asagidaki esitligi buluruz:

m M-1
%izl( ~Jog [ +[on —@n )+

p=1 k=1 j

+aorhii l( ‘_‘Q?kl‘2+‘c1>j?k—q)?kl‘2)+
=l

k=1l j=1

m M-1
+‘%izza21‘q)1k CDJ 1k‘ WriZazM 1‘®'\" K| =

p=1l k=1 j=1

m M-1 2 m M-1 . -
iz Seay; |OF | + ZHThiz |m(f15c1>,k) m=1N, q=1,
p=l k=l j=2 p=1 k=1 j=L

17



Bu esitligin sol tarafinda yer alan birinci ve ikinci terimlerinde toplam islemini

gerceklestirerek asagidaki esitligin gegerli oldugunu elde ederiz:
m M-1
on. S5 -on- Sop[ on>:3 S o, ~or, [+
m M-1 m M-1 m M-1 2
a3 3 [0 a3 foff oYY S [0 —orf +

p=1 k=1 j=1
m M-1
+‘97ik212a21‘q)1k Cp?lk‘ WriZaQM 1‘®M K| =
p=1l k=1 j=1 p=l k
m M-1 m M-1 _ - N
—0rhY > S s, |00, [ + 29rhi22|m(fj5cp?k),m:1, q=1Z .
p=l k=1 j=2 p=l k=1 j=

Bu esitlikten (3.1.2.3), (3.1.2.4) baslangi¢ sartlarinin yardimiyla asagidaki esitligi

buluruz:
M-1 m M-1 2
oY 2 [@p[ +on> > o, -, f +
p=1 j=1 p=1 k=1 j=1
m -1
+aothZ\cD ‘+aorhiz > | @5 - q)fkl
k=1 j=1 p=1 k=1 j=1

m M-1
033 0]~ 0L 10,33 a0 =

p=1l k=1 j=1

m M-l M- m M
_grhiZZé‘yaz ‘QDJ 1k‘ + Hhilzll‘gpoj‘ + aorhkzllzll‘golj‘ +

p=l k=1 j=2

m M-1 - _
+29¢hi22|m(fjkcb,k) IN,q=1Z.

p=1 k=1 j=1

18



Bu esitlikten de a,; >0,j=1LM -1 sartlarmin ve sol taraftaki ikini ve dordiincii

terimlerin negatif olmamasinin yardimiyla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

m M-1 2
ehiz\q) AREEDMICE

M-1 2 m M-1 2
SehiZ‘%pj‘ +azhy > |ol| +
1 j1 k=1 =

M-1

m M-1
H@llkhzerhg;;\fjk\\@ IN,q=1Z. (411.10)

+c9rhii
1 ke

1 k=1 j=2
(3.1.1.7) sartun yardimiyla asagidaki esitlikleri ele ederiz:

16,8, < 1, j=2,3....M 1. (4.1.1.11)

Bu esitsizliklerin yardimiyla (4.1.1.10) esitsizliginden kolaylikla asagidaki esitsizligi

buluruz:
M-1 m M-1
ehilzl\cp AREEONILTE
M-1 m M-1
= ehiZ‘%pj ‘2 +athy. > |l ‘2 +
p=L j=1 k=1 j=1

m M-1 m M-1
+,uza97hi22‘cb i +29rhi22\f [®%[m=IN,q=1Z. (41.112)
1 k=1 j=1

p=l k=1 j=1

Bu esitsizlikte q = Z icin asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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zZ M- Z M-1 N M-1
DI | < ehzlzl\%,\ - aorh;zl\q)“\ +

oy S S [0nf 1203 S N g0k m=IN.
p=l k=1 j=1

p=l k=1 j=1

T< ZL sartin1 kullanarak sonuncu esitsizlikten asagidaki esitsizligi buluruz:
H,

zZ M- Z M-1 N M1
ehz;zl:\cp [ < 29hzllzl:\%,\ +2aorth;le\¢1,\ +

Z m M-1
+4erhz;;;z;\f ch \ LN.

Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu toplamin M’ ci terimini aymrip &- Cauchy

esitsizligini uygulayalim. Bu taktirde asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
Z M- Z M-l N M-1 Z m-1M-1
ehzllzl:\qa [ <29h§1:§1:\%,\ +2a0rhkzlljzl:‘qolj‘ +4erh2;;zl:\f @5 |+
Z M-l Z M-l
+= 4ethZ\cp | +eaorhy > | £2m
p=l j=1

p=l j=1

Bu sitsizlikte & =87 segerek asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu buluruz:

Z M-1 2 Z M-1 2 N M-1 v 2 Z M-1 2
oY > | @[ <aond > |ofi| +aachd D |oli| +64TOY > | fi[ +
1 j1 pl 1 kel = pl 1

20



Z M-l

+879h222\f @5 | vme{L2,..,N}.

k=1 p=1 j=1

Burada esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terime Cauchy-Bunjakovski esitsizligini

uygularsak bir sonraki esitsizligi elde ederiz:

Z M-1 Z M-1 N M-1 Z M-1
HhZ,Zl:\CD \ <49hzl:zll\¢oj\ +4a0rhkzllzl:\¢“\ +64Terhzl:zl:\f \ +

m-1 Z 1 m-1_Z 1

+470hy 3% 7\fjk\ +4r6hy Sy 7\@;1\ vme{L2,..,N}.

k=1l p=1 j=1 k=1l p=1 j=1

Bu esitsizligin sag tarafindaki iiglincii ve dordiincii terimleri birlestirerek ve toplam

islemini k = N’ e kadar tamamlayarak asagidaki esitsizligi buluruz:
Z M-1 2 Z M-1 2 N M-1 ‘ 2
oY > | @[ <aond > |of| +aahy > ol +
p=l j=L p=l j=L k=1 j=1

4(1+16T) 26N> S 1%5\ +ae0n3 S S o8 [ vme (12, N},

k=1l p=1 j=1 k=1l p=1 j=

<

H

Gronwall lemmasmin diskrit aynisimi, yani kuramsal temeller boliimiindeki Lemma

2.16° y1 ugulayarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

Z M-1 Z M-1 N M-1
o3 Sop [ < (eh;;\%,\ a3 S+

p=1 j=1

z
<
AN

+76hiz_ 2] J,Vme{LZ,...,N}. (4.1.1.13)
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Bu kestirimin elde edilmesine denk olarak (4.1.1.12) esitsizliginden (4.1.1.11) ve

QSZi sartlarnin yardimiyla kolaylikla asagidaki kestirimin gecerli oldugunu
Hy

buluruz:
M-1

N 2
3 S <

k=1 j=1

Z M-l N M-1 Z N M-l 2
(ehZZ\%,\ +rth:Z‘golj‘ +¢9th22\1‘ \] vgeil2,..,Z}.(41.1.14)

p=1 j=1 =1 j=1 p=1 k=1 j=1

(4.1.1.13)-(4.1.1.14) kestirimlerini taraf tarafa toplayarak asagidaki kestirimi elde

ederiz:

Z M-1 N M-1
S Sjog | o3 Shos| <

p=l j=1 k=1 j-1

Z M-1 2 N M-1 ) 2 Z N M-1 2
S ORI » L
p=1 j=1 =1 j= p=1

=1 j=1

vme{12,..,N},vqe{l2,..,Z} (4.1.1.15)

Burada ¢, =c, segerek (4.1.1.1) kestiriminin gegerli oldugunu buluruz. Bu kestirimin

yant swra (4.1.1.9) esitsizliginden asagidaki kestirimin de gecgerli oldugunu kolaylikla

gosterebiliriz:

M1 m M-1
ony Y[ +ony S S [or — ot [ +

p=1 j=1 p=1 k=1 j=1
m M-1 2 m M-1 N 2
q p p—
+ayrh)_ > |of [ +arh ZZ\%—% <
k=1 j=1 p=1 k=1 j=1
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Z M-1 2 N M-1 2 Z N M-l 2
<o oSS/ - St rom 5 S
p=l j=1 k=1 j=1 p=l k=1 j=1
vme{12,..,N},vqe{l2,..,Z} (4.1.1.16)

Teorem 4.1.1.1 ispatlanda.

4.1.2. Fark Semasinin Hatasi icin Kestirim

Simdi (3.1.2.2)- (3.1.2.5) fark semasinin hatasi i¢in kestirim elde etmege ¢alisalim. Bu

amagcla asagidaki sistemi géz Oniine alalim:

IGWP +ia,6 WP —a,8 WP +ia, S/ +

+aW) +vWe =Ff, j=LM-Lk=LN, p=1Z, (4.1.2.1)
W2 =0, j=0,M,p=1Z, (4.12.2)

W =0, j=0,M,k=1N, (4.1.2.3)

W, =W =0,k =LN,p=1Z, (4.1.2.4)

Burada FJ-E ag fonksiyonu agagidaki formiil ile tanimlanir:

z, t, Xjth/2 a a 82 8
Fp=omr | (i—W+iaoEw—al%+ia2(x)&w+a(x)y/}xdtdz+

Zp4 by Xj=h/2 ot
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1 7, 1 xj+h/2
+ﬂ V(X)l//dthdZ —
T

Zp4 by Xj—hI2
—iSY j — 18,0,y + 80 W i — 8, 0¥ ~a Wic—Vi¥i

j=LM-Lk=LN, p=1Z. (4.1.2.5)

Wi =®% —wj, burada @) ag fonksiyonu (3.1.2.2)-(3.1.2.5) fark semasmnimn [V.]eV,
diskrit kontroliine karsilik gelen c¢oziimdir, ji ag fonksiyonu ise asagidaki

formiillerle tanimlanir:
Zp xJ+h/2

i :_II watz)jxdtdz j=LM-1 k=1N, p=1,

zpltklx -h/2

ijo :%pj,jzo, ,p=1

Vi =, i =0Mk=LN,yf =y =0k=LN,p=1Z. (4.1.2.6)

Farz edelim ki Q, =Q, (V) operatorii asagidaki formiillerle tanimlansin:

Qu (V) =[], = (W oo Wy 1) (4.1.2.7)
W, :%Xj] v(x)dx, j=LM-1. (4.1.2.8)
x;=h/2

Teorem 4.1.2.1. Farz edelim ki, teorem 4.1.1.1° in sartlar1 saglansm. Bu taktirde

herhangi me {1, 2,..., N} , herhangi q e {1, 2,..., Z} icin asagidaki kestirim gegerlidir:

Z M-1 N M-1
Ghzllzlly\lvjm‘ +rhkzlllzlly\/vjk‘ <c6(

) (4.1.2.9)
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burada & -0,z —0,h > 0 i¢in B9 >0, 8% — 0 sartlar1 saglaniyor ve

Q,(v)-[v] [ = hf\wj —v,[ (4.1.2.10)
dir.

Ispat. Teorem 4.1.1.1°de yer alan (4.1.1.1) kestirimin ispat metodigine denk olarak

asagidaki kestirimi Vm e {1, 2,..,N }, V(e {ZL 2,..., Z} i¢in elde edebiliriz:

Z M-1 ) N M-1 ) Z NMA
oYy > Wl ey > Wil <corhy > > |Fi[. (41.2.11)
=l j=t k=l j=1 p=L k=1 j=L

Burada F; ag fonksiyonu (4.1.2.5) formiilii ile tanimlanir. Bu fonksiyonu asagidaki

bigimde gosterelim:

Fo=Fl+FR2+FP+FY+FP+F°, j=1LM -], k=LN, p=1Z. (4.1.2.12)

Burada
1 z, t Xj+h/2 a - -
Fjglz—jj’ j i Ldxdtdz -5y}, j=LM-Lk=LN, p=1Z, (41213
Grh Zpg tg Xj=N/2 ot
1 z, t Xj+h/2 a - -
Fj52=%jj’ | iaoa—l;/dxdtdZA'aO&Ez//j"k, j=LM-1 k=LN, p=1Z, (4.1.2.14)

Zpg tq Xj=N/2
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Xj+h/2

Fjgsz__jj [ ai—wdxdtdz+ai5 y2, j=IM -1 k=LN, p=1Z (4.12.15)
zpltklx -h/2
1 Z, t, Xjth/2 a - o
Fpi=—"r .[ ia, (X) 2 dwcltdz —ia, 5.y, j=LM-Lk=LN, p=1Z, (4.1.2.16)
gfh Zpq b Xj-N12 X
1 Z, t, Xj+h/2 . _
Fre=— j a(x)ydxdtdz—a'yh, j=LM-1Lk=LN, p=1Z, (41217
QTh 24ty Xj—h/2
l Z, xj+h/2 . -
FjEG:% j v(X)pdxdtdz vk, j=LM-Lk=LN, p=1Z, (41.218)

Zp4 by Xj=h/2

Simdi bu ag fonksiyonlarmm her birini degerlendirmege cahisalim. ilk once

FjEl, j=LM-1, k=1N, p:l,_Z ag fonksiyonunu degerlendirelim. (4.1.2.13) ve

(4.1.2.6) formiillerine gore j=LM-Lk=2N,p=1Z icin asagidaki formiilii
kolaylikla elde edebiliriz:

z, t Xj+th/2/ ¢
| jUr‘//(x't’z)—a‘/’(x't”’Z)}dyjdxdtdz. (4.1.2.19)

Orh ot ot

Zpg b Xj—h/12\ -7

Burada Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygularsak, asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

7, t Xjt+h/2 g 2
FJEI - II J- J»ax// (xt2) ow(xt+y.2)| —
07 21 tes x;—hi2 2 ot ‘
j=LM-1k=2,N,p=1Z. (4.1.2.20)
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ijl ag fonksiyonu i¢in yine de (4.1.2.13) ve (4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla

asagidaki formiili elde ederiz:

_ i ZJE }XJT/ZjMddedtdz sz p=1_Z
QTZh 2yt Xj-h/21, 87/ , ' T

Burada Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygulayarak asagidaki esitsizligi buluruz:

z, t xj+h/2

Rl ]

2,1ty Xj—h/2

2
_V" dxdtdz, j—LM -1 piZ. (4.12.21)

(4.1.2.20), (4.1.2.21) esitsizliklerinin elde edilmesine denk olarak (4.1.2.14) ve (4.1.2.6)

formiillerinin yardimiyla FjEZ ag fonksiyonu asagidaki esitsizligi elde ederiz:

(U S A5 R LS
" HzTh Zp4 b Xj=h/2-0 62 ‘ 7 ’
j=LM-Lk=LN,p=27Z, (4.1.2.22)
ty Xj+h/2 2
Fel ‘eth Ploxdtdz , j=IM-1 k=IN .  (4.1.223)
2o tq Xj—N/2

(4.1.2.15) ve (4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla FJ® j=2,M -2, k=1N, p=1Z

ag fonksiyonu i¢in kolaylikla asagidaki formiilii elde ederiz:
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Zp t X +h/2

3 z, t, Xj+*hi2yip & 52 ,Bt
F,-53=—ea;h fj | afdxdtdz+0%3{;flt!mj'h/2'Xff'fh éﬁz Z)dﬁdgdxdtdz}

Zp4 tq Xj—h/2

Buradan da asagidaki formiilii yazabiliriz:

Z, xJ+h/2h 0 Xt Z
v ) L LI

ZV/(X+‘§+'B’LZ)jdﬂdfdxdtdz,j=2,|\/|——2ak:l  p=12.

ax2

Bu formiilden Cauchy-Bunjakovski esitsizligini uygulayarak asagidaki esitsizligi elde

edebiliriz:

(x,t,z
ax2

e < 2 (1T T
K1~ grhs

h
24ty Xj=h/20 -

2
2 - -
a'”(“ai;ﬁ’t’z)% dpdedxdtdz, j=2M -2,k =L N, p=1Z.  (4.1.2.24)

Simdi F® k=1N, p=1Z ag fonksiyonunu degerlendirelim. (4.1.2.15) ve (4.1.2.6)

formiillerinin yardimiyla j =1 i¢in asagidaki esitligi yazabiliriz:

FP3——iZ_f TXlleawdxdtdz+ o T tj Xz]hlz (x.t,z)dx—
%7 orh ox? orh? Xz_h,zw -

Zp4 tq X —h/2 Zpaba

% +h/2 X +h/2 X +h/2
- J. w(xtz)dx—2 I w(xtz)dx+2 I y/(xl—hlz,t,z)dx}dtdz}_
x,—h/2 x,—h/2 x—h/2
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z

a t % +h/2xeh % /2 o (ﬁt Z)
- jtjjmj ! S dpdgddazs

N 2a1 Zp t x+h/2  x & 62!//(ﬂ,t,2)
orhe 0B

Zp4 Y X% —N/2%-h/2x-h/2

d fdEdxdtdz.

Buradan Cauchy-Bunjakovski esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi buluruz:

6 Zp X +h/2
o <252 |

Zp g X —h/2

82

dxdtdz k=LN, p=1Z. (4.1.2.25)

(4.1.2.15) ve (4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla F?°, ,k =1 N, p=1Z ag fonksiyonu

icin asagidaki esitsizligi elde edebiliriz:

2

2 -
V| xdtdz, k=1 N, p=1Z. (4.1.2.26)

16 2 I b Xma+h/2
R <25 [ ]IS

24 Y Xma—h/2

Simdi FJ*, j=LM-Lk=1N,p=1Z ag fonksiyonunu degerlendirelim. (4.1.2.16)

ve (4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla asagidaki formiilii yazabiliriz:

7, 1 xj+h/2

_ oy _
FJE4—%.fj .[ (%(x)&—%j@wjijdxdtdz—

24ty Xj=h/2

z Xj+h/2

=#” [ a, (a——5w1kjdxdtdz+ﬁ

2y by X;=h/2

7, 1 xj+h/2

_[ (az(x)—aﬁj)%//dxdtdz:

Zp4 by X;—=h/2
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=FpO+Fp, j=LM-Lk=1N, p=1Z. (4.1.2.27)

FjE“O , ij(’“ ag fonksiyonlarinin formiillerinin yardimiyla asagidakileri yazabiliriz

Z, t xj+h/2

i 0
o= L aﬁj[a‘f &yfjkjdxdtdz j=IM-1k=IN, p=1Z, (4.1228)

24ty Xj=h/2

i 7, xj+h/2

oh ] (az(x)—%)%/dthdZ ,j=LM-Lk=LN, p=1Z. (4.1.2.29)

Zp4 by Xj=h/2

pal _
Fpt =

Simdi ilk 6nce Ff* ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu taktirde (3.1.2.6)

formiillerinden ikincisini yardimiyla asagidaki esitligi yazabiliriz:

i 7, 1 xj+h/2

0
o | ] ] (20~ ) dwatdz=

Zp4 by Xj—h/2

pal _
Fpe =

i Z, t, Xjth/2x;+h/2

ol )] j(az(x)_az(f))dé%//dxdtdz:

2yt Xj=h/2x;-h/2

z

_ | JH t x+h/2x+h/2Xda2( )
orh?

d77d§ Y dxdtdz, j=LM -1 k=LN, p=1Z.

21 ey Xjohi2 X —h2 & dn

Bu esitlikten (3.1.1.7) sartinin yardimiyla asagidaki esitsizligi kolaylikla elde ederiz:

z

1 t, Xj+h/2x;+h/2 x;+h/2
P S
! 6rh?

2y by Xj=h12 x;-h/2 x;-h/2

da, (7)
dz

dxdtdz <

‘dndé‘aw

7, 1 x]-+h/2

Waxdtdz,, j=LM -1 k=LN, p=L1Z.

Zp4 by Xj=hi2
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Buradan da Cauchy-Bunjakovski esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi buluruz:

1
xj+h/2 2

rel= 4 1]

oy

24ty Xj—h/2

dxdtdzJ L j=LM-1Lk=1LN, p=1Z. (4.1.2.30)

Simdi Fj‘k)40 ag fonksiyonunu degerlendirelim. (4.1.2.28) formiiliiniin yardimiyla

asagidaki esitligi yazabiliriz:

7, x+h/2

j W itz - 5,8 |,

Bu esitligin sag tarafindaki parantezin i¢inde yer alan farki degerlendirmege calisalim.

Bu amagla l,Vﬁ( ag fonksiyonu i¢in olan (4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla asagidaki

formuli elde ederiz:

Fj,‘j“o—iazj(#if tjXJ]P/Zj)'(aw(x’t’z)—aW(XJrét’t’Z)jdfdxdtdzJ,

Zptq Xj-h/2-h ox ox

Buradan Cauchy-Bunjakovski esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi buluruz:

Xj+h/2 o

‘Fp40‘ erhzfj J‘J‘ ,t,z aw(ng’t’z)rdfdxdtdz,

2,4ty Xj-h/2-h ‘

j=2M-1Lk=1LN, p=1Z. (4.1.2.31)
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Simdi F*ag fonksiyonuna bakalim. (4.1.2.28) formiiliiniin ve (O,t, Z) =0,y =0

sartlarinin yardimiyla asagidaki esitligi yazabiliriz:

R = ;a?;] f Tlelz%dxdtdz 8,50 = Igazﬁ, f jMT/z%/’dxdtdz—

Zp1 g X—h/2 Zp1 g X—h/2

Zp

] 1 ) x1+h/26 ,t,
_lazlﬁ(l//li_'ﬂopk)=laﬂ% JE j J %dxdtdz—

Zp4 by X4—h/2

z, t

Z, t, x+h/2 x+h/2
_ia21%£$2£j1Xl.[lzz//(x,t,z)dxdtdz—%Zfljﬂl{/zw(o,t,z)dxdtdz}_

. 1 z tX1+h/28 ,t, ] 1 1 Zp t, x+h/2  x ,t,
:|a21%_fj J' %dxdtdz—laﬂﬁ(%“K I j %dxdtdz]_

24ty X—h/2 2y by %4—h12%-h/2

g T () R

24ty %—h12%-h/2 ox

—ia, Hjm j j‘%ndfdxdtdz kK=TN, p=1Z.

2
rh 2y 1 teq %-h/2x hi2 %

Bu esitligin ve Cauchy-Bunjakovski esitsizliginin yardimiyla kolaylikla asagidaki

esitsizligin gecerli oldugunu buluruz:

z

t, x+h/2
Rl [

2y 1 %—h/2

2
2 N
o%y (mt,2) dndtdz, k=L N, p=1Z. (4.1.2.32)

on?
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(4.1.2.17) formiiliiniin yardimiyla asagidaki formiilii yazabiliriz:

1% %

FJES =%Zpﬂtk—1 XjJ;/Za(X)(V/(XJ:, Z)_l//ﬁ()dthdZ +
1 z, t, Xj+h/2 o o
*%H [ (a(x)-a))yhdxdtdz, j=LM-1 k=1N, p=1Z.

Zp4 by Xj—h/2

Bu formiiliin sag tarafindaki ikinci terim (3.1.2.6) formiillerinden birincisine gore sifira

esit oluyor. Bu taktirde asagidaki formiilii yazabiliriz:

z, t Xj+th/2 r_ -
Fpt= th j [ a()(w—w})dxdtdz, j=IM-1k=IN, p=1Z.  (4.1.2.33)
ot xohi2

Simdi l//—l//j'f( farkina bakalim. (4.1.2.6) formiillerin kullanirsak bu farki asagidaki
bi¢ime doniistiire biliriz:

Xj+h/2

W(x,t,z)—ﬁ:—% Ij [ (w(xt.2)-w(&r.n))dedydn =

Zp4 tg Xj=N12

:_ZJE jXJTn[IaW ﬂﬂt Z) f! V/(ai’:/vz)da +j%dxldéﬁdydn (4.1.2.34)

zpltklx h/2 n

Buradan Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligin gegerli

oldugunu ispatlariz:

oy (B.t,2)|
op

‘z//(x,t,z)1//}1‘3%[]E tjx‘] dﬂdydnj +

Zp4 by Xj—hi2
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5 (f )2 12
v(é a,z
——2 ' dad&d

> a‘fryj +

cCINN

T

ta Xj—h/2z,4

1/2
a""f—”‘)‘ dldgdyJ . (4.1.2.35)
oy

(3.1.1.6) sartina gore (4.1.2.33) esitliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Xj+h/2

12
‘F,ES‘S\/;%[JEj [ w-vif dxdtdz} j=IM-Lk=LN, p=1Z.

Zp4 b Xj—h/2

Bu esitsizlikte (4.1.2.35) esitsizligini dikkate alarak asagidaki esitsizligin gecerli

oldugunu hiikmedebiliriz:

xj+h/2 2 2y t, Xj+h/2 2
Fpsf <2460 H | w(pLz) dptdz+ 47 [ 111G @D) gy
: or 2y tea Xjhi2 op éh 21 ey xj—hi2 da
z, t, X;+h/2 2 L L
3160 f wl(srz) dydédy, j=LM -1 k=LN, p=L1Z. (4.1.2.36)
hz 21 s ;-hi2 ox

(4.1.2.18), (4.1.2.7) formiillerinin yardimiyla FJ°, j=1M -1k =1N,p=L1Z ag
fonksiyonu i¢in asagidaki formiilii yazabiliriz:
7, xj+h/2

Fjlge:wjrf((woj—voj)Jr%fj I Vo (%) (v —w5, ) dxatelz

Zp4 by Xj=h/2

Buradan Cauchy-Bunjakovski esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:
Xj+h/2

[P <y [we; —voi .fj J“V (X)||w = h|dxdtdz <

pltk a X—hy/2
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1
z, t, Xj+h/2 2

b ]
<l v+ 2| [ [ ] ly-wif otz |

2,4ty Xj-h/2

j=LM-1Lk=LN, p=1Z. (4.1.2.37)

(4.1.2.35) esitsizligini kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

x;+h/2 2
2 ! 8!//(,B,t,2)
W(X,t,Z)—l//-p <3h ——2 df+
‘ Jk‘ xj:[h/2 8ﬂ
il 9 h
] Zt t Xj+f z 2
r oy (&,a,2) 0% 2 tlov(éEr.x)
+3- j—dad+3—j f— dydédy,
h Iht“ dat A Ihz oy xaedy
Xj= ety Tt
j=LM-1k=1N, p=1Z .
Bu esitsizligin - her iki tarafim X,t,z  degiskenlerine gore strastyala

[X i —g X+ g} , [tk_l, t, ] , [Z o1 Zp ] araliklar1  {izerinden integrallersek asagidaki

esitsizligi buluruz:

2

Z, t xl-+h/2 Z, t xj+h/2
[ ] pxta)-vaf odgz<ane [ | | WBLYL G iy o
Zp4 by Xj—hi2 Zpq b Xj—h/2 aﬂ

+3r2JET Ih aa defdadz+ BQZTT j

Zpabeay N Zoaty, h
p X pd k1xj_E

il h
%20y (¢,a,2) Xi*z‘
oy

aw(é,%z)r dédydy.

j=IM—1k=1LN, p=1Z.
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Bu esitsizligin sag tarafinda integral degiskenlerini degistirerek asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

z x+h/2 z x+h/2
H [ wxtz)-wif dxdtdz<3h2” [ W2 g
Zpq b Xj—hi2 Zpq b Xj—h/2

) (xt,2) 2oy (x2)f
1372 f f ‘/’—‘ dxdtdz + 362 f j | oyt 2) e

Zpitay N Zpatay, N oz

2 )
j=LM-1Lk=1N, p=1Z. (4.1.2.38)

Bu esitsizligin yardimiyla (4.1.2.37) esitsizliginden asagidaki esitsizligi buluruz:

21n Zp t Xj+h/2
et <ol S0 | 11000
Zp4 by Xj=hi2
2 Z txj+h/2 2 2, 2 txj+h/2 2
+6b°T —ay/(x,t,z) dxdtdz + 6b0¢9'f j —5l//(X,t,Z) dxdtdz,
oh Zpq e Xj—h/2 zh Zp 1t 1 X;-h/2 oz
j=LM-1Lk=1N, p=1Z . (4.1.2.39)

[47, sayfa 61-62 ] calismasindan bildigimiz Fubini teoremine gore (4.1.2.20)

esitsizliginden agagidaki esitsizligi elde ederiz:

2
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Herhangi &>0 alalim. LQ(Q) uzayindan olan fonksiyonlarin orta kuadratik

stirekliligine gore

2
ﬂaw(;t,t, z) at//(x,;t+ 2 Z)I dxdtdz< s, |y|<r <6 (4.1.2.41)

2

olacak sekilde 6 >0 sayist vardir. Bu nedenle |}/| <7< sartim saglayan 7’ lar igin

(4.1.240) esitsizliginden asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

Z N M-l
orhY D S |FH <o (4.1.2.42)

p=1 k=2 j=1

Burada 7 — 0 i¢in @ >0, —0 .

(4.1.2.21) esitsizliginden asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Z M-1

orhy > |Fef

p=1 j=1

dy. (4.1.2.43)

()

Bu esitsizligin sag tarafinda yer integralin mutlak siirekliliginden asagidaki bagintiy1

elde ederiz:

Z M-1

orhy > [P <af, (4.1.2.44)

p=1 j=1

burada @’>0,&° —0,7—0 dir. (4.1.2.42) ve (4.1.2.44) esitsizliklerini taraf tarafa

toplayarak asagidaki esitsizligi buluruz:
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Grhii Fof <at, (4.1.2.45)

p=1 k=1 j=1

burada @} =’ +a’ dir.

(4.2.2.45) bagintismm elde edilmesine denk olarak (2.1.2.22), (4.1.2.23)

esitsizliklerinden asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

oS> SRzl < (4.1.2.46)

Burada «; >0,a; —0, 6 -0 dir.

(4.1.2.24) esitsizliginden Fubini teoremine gore (4.1.2.42) esitsizliginin elde edilmesine
denk olarak asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

R <, (4.1.2.47)

burada @’ >0,a —0, h—0 dir. (4.1.2.25), (4.1.2.26) esitsizliklerinin yardimiyla

kolaylikla asagidaki esitsizlikler elde ederiz:

h|l A2 AP
ethZ\Fﬂ < j%)i) dx, (4.1.2.48)
p=1 k=1 0 8X Lz(Q)
2 AP
Or hZZ‘FN‘,’ik 4 '//(f’ ) dx, (4.1.2.49)
p=1 k=1 6’X Lz(Q)

Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplayilp sag tarafta yer alan integrallerin mutlak

stirekliligine gore asagidaki bagintinin gecerli oldugunu hitkkmedebiliriz:
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Z N 2 Z N 2
orhy M IRE[ +orhd Y[R, [ <af,
p=1 k=1 p=1 k=1

(4.1.2.50)

burada @; >0, —0,h—0 dir. Bu taktirde bu esitsizlikten ve (4.1.2.47)

esitsizliginden yaralanarak asagidaki bagintiy1 buluruz:

burada @ =@’ + @ dir.

(4.1.2.30)-(4.1.2.32) esitsizliklerinin yardimiyla (4.1.2.27)
bagintiy1 yazabiliriz:

Z N M-

(4.1.2.51)

esitsizliginden asagidaki

orhY S SR <+’ (4.1.2.52)
p=1 k=L j=
burada @’ >0, —0,h—0 ve ¢, >0 sabiti &,7,h’ den bagimsizdur.
(4.1.2.36) esitsizligine gore asagidaki esitsizligi elde ederiz:
L 61// oy’ oy’
QThZZZ‘FJES‘ <3u’| h? +7 = +6 = .
p=1 k=1 j=1 OX L(Q) ot L(Q) oz L(Q)
Buradan (3.1.1.10) kestirimini yardimiyla agagidaki kestirimi buluruz:
Z N M-
ethZZ\pr’\ G (h°+7°+06°). (4.1.2.53)
p=l k=1 j=1

(4.1.2.39) ve (4.1.2.40) esitsizliklerinin yardimiyla asagidaki esitsizligi elde ederiz:
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Z N M-

Or hZZZ‘F ”6‘ <

p=1l k=1 j=1

o|ow]
ot

w
0oz

+7 +6°

L()

Z N M-
<297h222‘%k‘ W, v +cl{h2

p=l k=1 j=1

2
Lz(Q)j |

Z N M- 2 Z N M- 2 2
OrhY > Y [P <cy(h*+7°+6°)+20thY" > > |wh[ |w—v,[ . (41.254)

p=l k=1 j=1 p=l k=1 j=1

L()

Bu esitsizlikte (3.1.1.10) kestirimini kullanarak asagidaki esitsizligi buluruz:

Asagidaki esitsizligin gegerli oldugu agiktir:

Z N M-l
thzz

p=1 k=1 j=1

M-1
waf w;—v,| <L]<M_l[0r22\w,k\ j[hg\wj —vjf]. (4.1.2.55)

(4.1.2.6) formiillerinin yardimiyla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

X; +h/2 2

HTZZ‘I//”(‘ —QTZZ‘—I w(x.t,z)dxdtdz| <
p=l k=1 ot b X h/2
Z N 1 Z, xj+h/2 2
SHTZZ(— f j \W(x,t,z)\dxdtdzJ j=1LM-1 (4.1.2.56)
ook \ Orh 21 ey X;—h12

Buradan Cauchyg-Bunjakovski esitsizligini kullanarak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

2

Z N ) 5 Z N 1 Xj+h/2 7, 1, 12
33l o332 T [ vt oa | -

Xj=h/22z, 4t

K<Lz, ty

1><J+h/2 . Z b
EJ.{ Z'[.Hz//xtz\dtdz}
h p=1
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x +h/2 2

= j odx<mady(x. ) Viefl2..M-1}. (41257)

xe[0,¢]
xj=h/2 LZ(Q)

[20, sayfa 412] calismasindan bildigimiz {inlii lemma 6’ ya gore asagidaki esitsizligi
yazabiliriz:

2 2 oy ?
x60| HW )HLZ(Q) <Cp {”l//”LZ(Q) +H& LZ(Q)]- (4.1.2.58)

Buradan (3.1.1.10) kestirimin yardimiyla asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

max| (% ). (4.1.2.59)

Bu bagntiy1 (4.1.2.5)” de dikkate alirsak, bu taktirde oradan asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

GTZZ‘I/IJK‘ <cyVje{l2,..,M-1}. (4.1.2.60)

p=1 k=1

Bu esitsizligi dikkate alarak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

LJ<M_1[6’TZZ\‘// Jk\ j <Cgs- (4.1.2.61)

=1 k=1

Bu bagintiy1 dikkate alarak (4.1.2.56)” den asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

Méifwav\q@ng\ (4.12.62)

p=l k=1 j=1

Bu bagintinin yardimiyla (4.1.2.54) , (4.1.2551)’ den asagidaki esitsizligi elde ederiz:

Z N

HthZZ‘F o[ <c,(h* 472 +67) +2c13h2\w —v,[ (4.1.2.63)

p=l k=1 j=1
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Boylelikle, (4.1.2.45), (4.1.2.46), (4.1.251), (4.1.252), (4.2.2.53), (4.1.2.63)
bagmtilarmin, (4.1.2.12) formiiliiniin ve (4.1.2.11) kestiriminin yardimiyla asagidaki

kestirimi ispatlamis oluruz:

GhiMZl’ijz +7hiMi’Wji‘2 <c, (ot +aR+af+af+h"+
p=l j=L k=l j=1

+rz+<92+‘

Q, (V)—[v]nuz),Vm e{12,..,N},vqe{12,..,2}. (4.1.2.64)

Burada

¢ =0t + @+ X+ ot +h?+ 12462, (4.1.2.65)

isaretlemesini yapip C,=C,, secersek, bu taktirde (4.1.2.64) kestiriminden teoremin

hiikmiinii elde ederiz. Teorem 4.1.2.1 ispatlandu.

4.2. Fark Approksimasyonlarinin Fonksiyonele Gore Yakinsakhig:

Bu bolimde sonlu farkli approksimasyonlarin fonksiyonele gore yakinsakligi
incelenecektir. Ik &nce (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminde yer alan
fonksiyonelle (3.1.2.1)-(3.1.2.5) ayrik optimal kontrol probleminde yer alan
fonksiyonellerin farki degerlendirilecektir. Sonra bu degerlendirmeden yararlanilarak ve
iki yardimci lemma ispatlanarak sonlu farkli approksimasyonlarin fonksiyonele gore

yakmsaklik kestirimi elde edilecektir.

4.2.1. Fonksiyonellerin Farkinin Degerlendirilmesi.

Bu alt bolimde (3.1.1.1) fonksiyoneli ile (3.1.2.1) fonksiyonelinin farkini

degerlendirelim.

Teorem 4.2.1.1. Farz edelim ki, teorem 4.1.2.1° nin sartlar1 saglansin ve &,7,h adimlar1

icin ise agagidaki uzlasma sartlar1 gegerli olsun:

T 0 T
Cl5SHSC16,Cl7SFSClg,CwSESCZO. (4.2.1.1)
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Burada ¢, >0,m=1516,17,18,19,20 sabitleri &,z,h’ den bagimsizdir. Bu taktirde

herhangiv eV ve herhangi [V]n €V, i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

“] (V)_ In([v]n)

R0
< C21( 7h +

Q. (v)-[v1]). 4.2.1.2)

burada c, >0 sabiti  6,7,h’ den bagimsizdr ve 6—>0,r—>0h—>0 i¢in
30 >0,3% —0 dir.

Ispat. J (V)— I, ([V]n) farkina bakalim. (3.1.1.1), (3.1.2.1) formiillerini kullanarak

asagidaki esitligi yazabiliriz:

X;+h/2

Z N M1Z% X% 9 )
J(v)—ln([ ZZ JE j ‘W (xt.z)=y(xtz)] —[@} -y} )dxdtdz.

p=l k=l j=l 7., 4 x;-h/2

Bu formiilden |a|2—|b|2 =(|a|+|b|)(|a|—|b|) esitliginin ve [a|—|b|<|a—b| esitsizliginin
yardimiyla kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

“J (V)_ In ([V]n)

<

7, t xj+h/2

12
N.I—ljﬁj J' (‘l// xtz‘ ‘y xtz +‘<I> ‘ ‘yjk‘) dxdtdz] X

T
UN
=
[UN

—
Il
UN

N

°
iR

—

=
(N
X
=

N

{EEE1TT

Pl k=l =Lzt g x;-hy2

)
lw(xt,2)-®f +yh —y(xt, z)‘2 dxdtdzj .

Bu esitsizlikten (3.1.1.10), (4.1.1.1) kestirimlerinin, (3.1.2.10) formiiliiniin ve

yel, (Q) sartinin yardimiyla asagidaki esitsizligi buluruz:

<

“] (V)_ In ([V]n)
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Z N M% Y% ) Y2
<S¢y ZZ fJK J ‘l//(x,t,z)—q)?k+yﬁ( —y(x,t,z)‘ dxdtdz | <

T
N
=~
I
N

-
]
N

N

-
L
o
=
o)
X
=
N

S35 1]

P=L k=L J=Ll 7, b x;-hy2

xj+h/2

IA

Y2
‘l//(x,t,z)(bfk‘zdxdtdzJ +

SEE[] ]

Pl k=L =Ll 7,4t x;-hy2

xj+h/2

g

Y2
‘ylk _y(xJ;Z)‘Z dthdZ] =

=20, (3, +3,) - (4.2.1.3)

Simdi ilk 6nce J; terimini degerlendirelim. Bu terimin formiiliine goére asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

xj+h/2

»» lzf T v (x,t,2) - D5 [ dxdtdz =

Pl k=l =zt h/2

Z, xj+h/2

Z N M-1 2
SN[ wxt2) -+t -0 dxtdz <

Pl k=l j=l 7, 4, x;-h/2

7, x]-+h/2

gZiiN_Hfj j ‘z//(x,t,z)—y/jﬁ’(‘zdxdtdu

Pl k=l =1zt x-h/2

ii) ]j ‘Wii _q)?k‘z dthdez(J11+J12)- (4.2.1.4)

Z N Mt XiH2 Z N.M
=33 [ ] wa-ouf dxdtdz=0en3 > |yp -0t
p=l k=l =1zt %-h/2 p=1 k=1 j=1
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Bu esitlikten (4.1.2.9) kestirimini kullanarak asagidaki esitsizligi buluruz:

). (4.2.15)

Q (V)_[Vn] 2

6
Jip <Gy (ﬂrh +‘

J,; terimi i¢in formiile gore asagidakini yazabiliriz:

Z N M- Zpt xj+h/2 5
I=>> j I lw(xt,2)—w}| dxdtdz.
p=l k=l =1z, 4 4 x;-h/2

Burada (4.1.2.35) esitsizligini kullanirsak, kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

xj+h/2

Jllziiwzftj J' ‘c//(x,t,z)—(//jﬁ’(‘zdxdtdzs

Pl k=l =1zt x;-h/2
2
Lo(Q)

Buradan (3.1.1.10) kestiriminin yardimiyla asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

2 2

oy
X

o
ot

w
oz

2 _'_92

L(9)

-4
L(Q)

Jy<cu (WP +7°+6%) . (4.2.1.6)

Boylelikle, (4.2.1.4), (4.2.1.5) esitsizliklerinin yardimiyla (4.2.1.3)’ den asagidaki

bagintiy1 elde ederiz:

7, xj+h/2

(Jl)z=ii—w” | v (xt,2) @5 | dxdtdz <

Pl k=l =l 7, 4y x-hy2

Q (V) - [Vn]

£c26(ﬂj]+h2+12+92+‘

2). 4.2.1.7)

J, terimi igin olan formiilii asagidaki gibi yazabiliriz:
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Bu formiilden y=y(x,t,z) fonksiyonu i¢in olan (3.1.1.9) sartindan ve yﬁ( ag

fonksiyonu i¢in olan (3.1.2.10) formiiliinden yaralanarak kolaylikla asagidaki esitsizligi

elde ederiz:
, Z N M-t xj+h/2 ) y2
(3,)=>> .fj [ Ive-y(xtz) dxdtdz | <
p=l k=L =Lz, 4ty xj-hy2
|’ |’ |’
<c, | I +7|2  +0 = < c28(h2+12+6?2). (4.2.1.8)
Kl M0l 102l

(4.2.1.7), (4.2.1.8) esitsizliklerinin yardimiyla (4.2.1.3)  esitsizliginden asagidaki

bagintiy1 buluruz:

). (4.2.1.9)

‘J(v)—In([v]n)‘3c29<\/,8_,€’h+h+r+¢9+‘

o, (V)_[V]n

Burada C,=C, oldugunda /3% =./B +6+7+h isaretlemesini yaparsak teoremin

hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Teorem 4.2.1.1 ispatland:.

4.2.2. Fonksiyonele Gore Yakinsakhk.

Bu alt bolimde fonksiyonele gore yakinsakligr gostermek icin ilk 6nce iki yardimci

lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 4.2.2.1. Farz edelim ki, teorem 4.2.1.1° in sartlar1 saglansin. Bunlarin yani sira

farz edelim ki, Q,(Vv) operatdrii herhangi VeV igin (4.1.2.7), (4.1.2.8) formiilleri ile

tanimlansin. Bu taktirde Q, (V) €V, ve asagidaki kestirim gegerlidir:

3(V)=1,(Qu(v))| s cuff n=12..... (4.2.2.1)
Ispat. Farz edelim ki, herhangi veV elemam verilsin. Bu taktirde (4.1.2.8)
formiiliinden yaralanirsak, asagidaki formiilii yazabiliriz:
X;i+h/2

1" VI
w=p J v(x)dx, j=LM-1.

J
x;=h/2
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Bu formiiliin yardimiyla asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

1 Xj+h/2 1 Xj+h/2
‘Wj‘é— j v(x)|dx<= j bdx=h,, j=1LM —1.
h x;=h/2 h x;—h/2

Bu bagintidan ve V, kiimesinin yapisindan [W]n =Q, (V)’ in 'V, kiimesinin elemani
oldugu ¢ikar. Bu taktirde teorem 4.2.1.1 in ispatinda [V]n €V, elemaninin yerine

Qn(v)’ yi secersek ve ispat1 yaparsak lemmanin hiikmiiniin gecerli oldugunu elde

ederiz. Lemma 4.2.2.1 ispatlandi.

Lemma 4.2.2.2. Farz edelim ki, teorem 4.2.1.1° in sartlar1 saglansin. Bunun yani sira

farz edelim ki, P

) operatorii asagidaki formiil ile tanimlansin:

R([v],)=v(x)=v;, x;—h/2<x<x;+h/2, j=LM-LV[v] eV,. (4222

Bu takdirde V=P, ([V]n) eV sart1 saglanir ve asagidaki kestirim gegerlidir:

‘J(Pn([v]n))—ln([v]n)‘SCzﬁfh, n=12,.. . (4.2.2.3)

Ispat. Farz edelim ki, [v]n eV, verilen herhangi eleman olsun. (4.2.2.2) formiiliinii

asagidaki gibi yazabiliriz:

P

(1v1,)

=[0(x)|=|v;|<hy, X, —h/2<x<x;+h/2 j=LM -LV[v] eV,.

Bu bagintilardan [V]n elemanimin parcali sabit tamamlamasi
\7(X)= P ([V]n), VXE[O,I] fonksiyonunu tanimlar ve bu eleman VeV sartin1 saglar.

Bu taktirde teorem 4.2.1.1 in ispatinda V €V ’ nin yerine V€V alip teoremi ispatlarsak

oradan agagidaki kestirimi elde ederiz:

3(R(I],)- (1)

Vol
< C21 (ﬂrh +‘

Qva{qJ)n:Lz““ (4.2.2.4)
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(4.2.1.7) ve (4.2.1.8) formiillerinin kullanirsak, asagidaki bagmtiy1 buluruz:

=0.

Q, (\7) _[V]n

Bunu (4.2.2.4)’ de dikkate alirsak lemmanin hiikmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz.

Lemma 4.2.2.2 ispatland1

Nihayet, sonlu fark approksimasyonlarmin fonksiyonele gore yakinsakligini gosteren

teoremi ispatlayalim.

Teorem 4.2.2.3. Farz edelim ki, lemma 4.2.2.1 ve lemma 4.2.2.2’ nin sartlar1 saglansin.

Ayrica farz edelim ki, V' €V elemam (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal kontrol probleminin

¢Ozimi, [V]; eV, ise (3.1.2.1)-(3.1.2.5) ayrik probleminin ¢oziimii olsun, baska

degisle, J.=J (V*) =infJ(v), l.=I, ([V]* ) = inf I ([V]n) sartlar1 saglansm. Bu

veV n [V]neV|1
taktirde (3.1.2.1)-(3.1.2.5) ayrik optimal kontrol problemi (3.1.1.1)-(3.1.1.5) optimal

kontrol probleminin approksimasyonudur:

liml,, =J. (4.2.2.5)
nN—o0
ve asagidaki kestirim gecerlidir:
Jo—1.]<c, /%, n=12,.. . (4.2.2.6)

Ispat. Teoremi ispatlamak i¢in [19] caligmasinda bildigimiz ispat metodigini
kullanacagiz. Farz edelim ki V' €V u [V]: eV, elemanlar: sirastyla (3.1.1.1)-(3.1.1.5)

ve (3.1.2.1)-(3.1.2.5) problemlerinin ¢éziimleri olsun. Bu taktirde Lemma 4.2.2.1° i

kullanirsak asagidaki bagntilar1 yazabiliriz:

e <1,(Qu (V) <ol + (V) = 3o 4B n=12,....
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Buradan asagidaki esitsizligi buluruz:
Jo—1.>—,p% n=12,... . (4.2.2.7)
Diger taraftan Lemma 4.2.2.2° yi kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:
3.<J (Pn ([v];)) <1, (V] )+ 0oty = e 0B =12,
Bu takdirde bu esitsizlikten agagidaki bagintiy1 yazabiliriz:
Jo—1.<c, /%, n=12,... . (4.2.2.8)

Buradan ve (4.2.2.7) esitsizliginden (4.2.2.6) kestiriminin gecerli oldugunu elde ederiz.

Eger 60=60,,r=71,,h=h, isaretlemelerini dikkate alwsak ve N—>o i¢in

6, —>0,7,—0,h, -0 oldugunu kullanrsak, bu taktide n—o0 icin B% —0

sartindan yararlanirsak, (4.2.2.6) kestiriminden (4.2.2.5) limit bagintisinin gegerli

oldugunu ispatlariz. Teorem 4.2.2.3 ispatlandu.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde ele alinan 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi igin
optimal kontrol problemi konulma agisindan dnceki ¢aligmalardaki problemlerden ciddi
bir bigimde farklidir. Her seyden dnce sdylemek gerekir ki, incelenen optimal kontrol
probleminde kontrol edilen sistemin durumu 6zel gradyent terim iceren durgun olmayan
kuazi optik denklemi ile ifade edilmektedir. Diger taraftan amag¢ fonksiyoneli tiim bolge

tizerinden integral fonksiyoneldir. Séylememiz gerekir ki, bir onceki caligmalarda,

ornegin, [38] calismalarinda kontrol edilen sistemin durumu o6zel gradyent terim

icermeyen durgun olmayan kuazi optik denklemidir ve amag¢ fonksiyoneli final
fonksiyonel olarak kullanilmistir. Bu sdylediklerimizden yola ¢ikarak sdyleyebiliriz ki,
tez ¢alismasinda incelenen optimal kontrol probleminin konusunun giincel ve konulma
acisindan ciddi bir bigimde Onceki calismalarda incelenen problemlerden farkl
oldugundan bu ¢alismada elde edilen sonuglar da giincel olup gerek teorik gerekse de
pratik agidan bilimsel 6nem arz etmektedir. Bu tez calismasinda alman sonuglar 6nceki

calismalarda elde edilen sonuglarla da ortiismez.
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