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OZET

Bu c¢alismada adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemlerinin katsayilart veya
baslangi¢ kosullar1 farkli olasilik dagilimlarindan segilerek denklemler rastgele hale
getirilmistir. Rastgele davraniglar1 i¢in Normal, Gamma, Diizgiin, Laplace ve Beta gibi
siirekli zamanli olasilik dagilimlar1 kullanilarak incelendi. Rastgele hale getirilen bu
denklemler literatiirde lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde de yaygin olarak kullanilan
Homotopi kavrami ile Taylor serisini birlestiren seri ¢oziimlerinin yakinsaklik bolgesini ve
hizin1 kontrol etmeyi saglayan optimal /& degerinin incelendigi Homotopi Analiz Metodu ve

g-HAM’dan faydalanilarak ¢oziimler elde edilmistir.

Elde edilen rastgele diferansiyel denklemlerin olasilik karakteristiklerinden en yaygin
olarak kullanilan beklenen deger, varyans ve degisim katsayis1 hesaplanarak bulunan

cozlimlerin grafikleri MATLAB veya MAPLE paket programlari yardimiyla ¢izdirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Homotopi analiz yontemi, Siirekli zamanli olasilik dagilimlart,
Beklenen deger, Varyans, Degisim katsayisi

Vi



SUMMARY

In this study, the coefficients or initial conditions of the systems of ordinary, partial
and differential equations are chosen from different probability distributions and the
equations are randomized. For their random behavior, continuous time probability
distributions such as Normal, Gamma, Uniform, Laplace, Beta, and Triangular were
examined. These randomized equations are solved by using the Homotopy Analysis Method
and g-HAM, which examines the optimal # value, which allows to control the convergence
region and speed of the series solutions combining the Taylor series with the concept of

Homotopy, which is widely used in the solution of nonlinear equations in the literature.

The most commonly used expected value, variance and coefficient of variation from
the probability characteristics of the obtained random differential equations were calculated
and the graphs of the solutions were drawn with the help of MATLAB or MAPLE package

programs.

Keywords: Homotopy analysis method, Continuous-time probability distributions,

expected value, Variance, Coefficient of change
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Matematiksel modellerin lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklem yardimiyla
ifade edilmesi sonucunda elde edilen denklemlerin ¢ogunlukla analitik ¢oziimii elde
edilememektedir. Bu tiir denklemlerin yaklasik veya yaklagik analitik ¢éziimleri literatiirde
cok sik kullanilan yontemler yardimiyla bulunabilir. Bunlar arasinda en sik kullanilani
Homotopi kavramina dayanan Homotopi Analiz Metodu (HAM), Pertiirbasyon
yonteminden farkli ve kiiciik parametrelere bagli olmayan Homotopi kavrami ile Taylor
serisini birlestiren ¢oziim serilerinin yakinsaklik bolgesini ve hizini kontrol altina almamizi
saglayan Homotopi Analiz Metodu (HAM), topolojinin énemli kavramlarindan biri olan ve
Shijun Liao tarafindan 1992 yilinda gelistirilen Homotopi ve Taylor formiiliine dayali yar1
analitik bir yontemdir. Cebirsel denklemler, adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel
denklemler, diferansiyel-integral denklemler, diferansiyel-integral denklemler dahil olmak
tizere cesitli tiirlerdeki dogrusal olmayan denklemlerin seri ¢ézlimlerini elde etmek i¢in
kullanilan genel bir yaklasik analitik yaklasgimdir. Bu yoOntem, esasen pertiirbasyon
tekniklerinde gerekli olan, dogrusal olmayan bir problemin kiigiik/biiyiikk fiziksel
parametreler icerip igermedigine bakilmaksizin gecerlidir. Daha da Onemlisi, tim
pertiitbasyon ve geleneksel pertiirbasyonsuz yontemlerden farkli olarak, homotopi analiz
yontemi bize hem dogrusal olmayan bir probleme yaklasmak i¢in uygun temel fonksiyonlari
segme Ozglirligli hem de ¢6ziim serilerinin yakinsamasini saglamak i¢in basit bir yol saglar.

Homotopi Analizi Metodu, Adomian Ayrisim Metodu, Lyapunov Yapay Parametre
Metodu, § —Agilim Metodu gibi 6nceden verilen pertiirbatif metotlarini birlestirerek genel
bir ¢oziim yontemi sunar. Liao (1992, 1995), HAM yakinsamasi ile elde edilen seri ¢6ziimiin
giiclii bir sekilde yardimec1 parametre h 'ye bagli oldugunu kanitladi. Bazi degistirilmis
optimal HAM'ler 6nerildi. Dogal sinir kosullari igin ilk tahmin ¢6ziimlerini olusturmanin
yolu Liao (2003, 2004, 2012) ve Yang ve Liao'da (2006) bulunabilir. Bu metotla cebirsel
denklemler, adi diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel denklemler ve benzeri
denklemlerin ¢oziim serilerine fiziksel parametrelerden bagimsiz olarak ulasilabilir ve

yakinsaklik bolgesi ve hizi kontrol altina almabilir.



1.2. Literatiir Ozeti

Homotopi analiz yontemi ile yapilan son ¢alismalar (Liao, 1992; Liao, 1999; Liao,
2003a; Liao, 2003b; Liao, 2004; Liao, 2005; Liao SJ., 1995; Liao SJ., 1997; Liao SJ., 2009).
Bu yontem bir¢ok yazar tarafindan kullanilmistir (Liao, 1992; Liao, 1999; Liao SJ., 2002;
Liao, 2003a; Liao, 2003b; Liao, 2004, Liao, 2005; Liao S.J. 2012; Ayub, Hayat ve Rasheed,
2003; Hayat, Khan, Ayub ve Angew, 2005; Wu ve Liao, 2005; Wu ve Liao, 2004; Wu, &
M. S. (1982); Wu, Y., Wang C. & Liao, S.J. (2005); Hayat ve Sajid, 2007; Abbasbandy,
2006; Abbasbandy, 2007; Akinyemil L., Olaniyi S. I. ve Mensah Owusu I. 2022; Bataineh,
S. A, Noorani, M.S.M. ve Hashim, I., (2007); Hariharan G. (2017); Odibat Z. M. (2010);
Sajid, M., Ahmad, I., Hayat, T. & Ayub, M. (2009); Soong T. (1973); Wazwaz, A. M.,
(2014); Leal-Vazquez H., Kogak H. & Ates 1. (2016); Khaniyev, T., Unver, 1., Kiiciik, Z.,
Kesemen T., (2017)) bilim ve miihendislikte bir¢ok tlirde dogrusal olmayan problemi
¢ozmek i¢in basariyla uygulanmigtir. Ayn1 zamanda miihendislik (Liao, 2003b; Liao &
Cheung, 2003; Liao & Pop, 2004; Liao, 1999; Hayat, Khan & Ayub, 2004a; Hayat, Khan &
Ayub, 2004b; Hayat & Khan, 2005) ve fiziksel ozelliklere sahiptir. (Tan ve Abbasbandy,
2006; Liao ve Cheung, 2003; Liao, 2004; Ganji ve Rafei, 2006; Hayat, Khan ve Asghar,
2004) ve sonuglar kesin ¢ézlimlerle hemen hemen aynidir.

Alkan tarafindan 2019 yilinda yapilan ¢alisma Kesir mertebeli kismi diferansiyel
denklemlerin Homotopi analiz metodu ile niimerik ¢oziimleri elde etmistir (Alkan, A. 2019).
Babaoglu tarafindan 2009 yilinda Diferansiyel denklemleri sayisal ¢oziimlerinde adomian
ayrisim metodu ve Homotopi analiz metodu’nun karistirilmast caligmasi yapilmistir
(Babaoglu, M. 2009). Cihan tarafindan 2015 yilinda Fark denklemlerinin Homotopi analiz
metodu ile incelenmistir (Cihan, A. 2015). Cil tarafindan 2013 yilinda Pantograph
denklemlerin Homotopi analiz metodu ile ¢6ziimii {izerinde ¢aligmalar gerceklestirmistir
(Cil, A. 2013). Erdogan 2012 yilinda Homotopi analiz metodu’nun farkli tipte diferansiyel
denklemlere uygulanisi ve adomian Decomposition metodu, diferansiyel transform Metodu
ile karsilastirilmasi yapilmistir (Erdogan, S. (2012)).

Merdan ve Khaniyev tarafindan 2008 yilinda yapilan ¢aligmada Kus Gribi hastaliginin
yayilimi i¢in rastgele bir model kullanilmaktadir (Merdan ve Khaniyev, 2008). Bekiryazici
vd. tarafindan 2016 yilinda yapilan bir ¢alismada Dang Hummas1 hastaliginin yayilimi igin
bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanilmaktadir (Bekiryazici vd., 2016).
Bekiryazici vd. tarafindan 2017 yilinda bir calismada Sitma hastaliginin yayilimi rastgele ve

stokastik diferansiyel denklem sistemleri ile 24 incelenmektedir (Bekiryazici vd., 2017).



Bekiryazici vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir ¢calismada Cocuk Felci hastaliginin
yayilimi i¢in bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanilmaktadir (Bekiryazici vd.,
2018). Merdan vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir ¢alismada Ebola hastaliginin rastgele
yayllimina ait yaklasik karakteristikler {izerine bir inceleme yapilmaktadir (Merdan vd.,
2018). Merdan vd. tarafindan 2017 yilinda yapilan bir calismada Hepatit C hastalifinin
yayiliminin rastgele davranislar ile ilgili bir inceleme yapilmaktadir (Merdan vd., 2017). Bu
caligsma literatiirdeki rastgele modelleme ¢alismalarini kaynak alarak El, ayak, agiz hastaligi
ile ilgili bir inceleme icermektedir. Bekiryazic1 vd. tarafindan 2022 yilinda yapilan bir
calismada Zika viriislinlin yayilimi i¢in rastgele bir model kullanilmaktadir (Bekiryazici vd.,
2022). Merdan vd. tarafindan 2023 yilinda yapilan g¢alismada rastgele Lane—Emden
kompleks diferensiyel denklemler diferensiyel doniisiim yontemi ile ¢oziilerek ¢dziim
davranislar1 ele alinmaktadir. Merdan ve Atasoy tarafindan 2023 yilinda yapilan ¢aligmada
Residual kuvvet serisi metodu ile kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri
incelenmektedir (Merdan ve Atasoy, 2023).

Bu calisma literatiirdeki rastgele modelleme ¢alismalarini kaynak alarak, adi, kismi ve
diferansiyel denklem sistemleri, baz1 olasilik dagilimlari ile rastgele etki terimleri Diizgiin,
Gamma, Normal, Beta ve Laplace dagilimlarindan segilerek rastgele hale doniistiiriilen
denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimleri optimal A degerinin incelendigi HAM ve g-HAM

yontemi ile elde edilerek ve rasgele davranislar1 analiz edilecektir.



2. HOMOTOPi ANALiZ METODU

Coziim serilerinin yakinsama bolgesini ve hizini kontrol etmemizi saglayan homotopi
kavrami ve Taylor serisinin birlestirilmesi ile elde edilen Homotopi Analiz Metodu (HAM),
Adomian Ayrigtirma Metodu, Lyapunov Yapay Parametre Metodu, 5-Genisletme Metodu
gibi daha 6nce verilen pertiirbatif yontemleri birlestirerek genel bir ¢6ziim yontemi sunar.
Bu yontemle cebirsel denklemler, adi diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel
denklemler, integral denklemler ve benzeri denklemlerin ¢oziim serilerine fiziksel

parametrelerden bagimsiz olarak ulagilabilir, yakinsama bdlgesi ve hiz kontrol edilebilir.

2.1. Adi Diferansiyel Denklemler icin Homotopi Analiz Metodu

Yontemin temel fikrini gostermek i¢in, asagidaki dogrusal olmayan denklemi genel

olarak ele alalim;
N[v(®)] =0, (2.1)

Sirasiyla N dogrusal olmayan bir operatér, T bagimsiz degiskeni, v(§) bilinmeyen bir
fonksiyonu belirtmektedir. Basit olmasi i¢in, benzer sekilde ele alinabilecek tiim sinir veya
baslangi¢ kosullarini1 yok sayiyoruz. Liao, geleneksel Homotopi yontemini genellestirerek

asagidaki sifir dereceli deformasyon denklemini olusturmustur.
(1 =pIL[Y(Sp) — vo ()] = phH(EN[Y(S; p)] (2.2)

Burada sirasiyla P € [0.1] gdmme parametresi & # 0 sifir olmayan bir parametredir,
H (&) # 0 yardimc bir fonksiyonu, L yardimci bir lineer operatordiir, v, (%) ilk tahmindir,
Y (&; p) bilinmeyen bir fonksiyondur.

Sirastyla p = 0 iken

P(&0) = v0(), (2.3)
ve p = 1 iken,
Y(&1) =v() (2.4)

elde edilir. Boylece, p 0'dan 1'e artiginda Y (&; p) ¢oziimii, vy (&) ilk tahminlerden v (%)
¢Oziime dogru degisir. p’ye gore Taylor serisine agilimindan,

(&) =vo(®) + X2, vi(Op', (2.5)



burada
p = 0dav(§) = }%jm dir. (2.6)

Yardimci lineer operatdr, ilk tahmin, yardimci A ve yardimci fonksiyon ¢cok uygun sekilde
secilirse, yukaridaki seri 'de p = 1 de asagidaki ifadeye yakinsar,

V(&) = vo(§) + X2, vi(E), (2.7)
0 zaman elimizde
U = {vo(8), v1(§), v2(5), ..., v;(§)} (2.8)

vektoriinii tanimlayalim,

Denklem (2.6)'nin p gdmme parametresine gore i kez diferensiyeli alinirsa ve p = 0
yerine yazilip son olarak i!'ye bolerek, i’inci mertebeden deformasyon denklemini elde
ederiz.

(2.12) sifirinci-mertebe deformasyon denkleminden tiiretilebilir.

0, i<1,
xi_{l, i>1,

ile tanimlanan X; fonksiyonu da kullanilarak,

L[v;(§) = xivi—1 ()] = RH()R: (Vi-1) (2.9)

1 37 yY(Ep)

burada, p = 0 da Ry (Vi-1) = =55, —5, o

(2.9)'in her iki tarafina L~ uygularsak,

v;(§) = xivi-1 (&) + AL [H(OR;(Vi-1) ]

Bu sekilde, i > 1 i¢in v;(§) kolayca elde edilebilir,

i. mertebeden ¢6ziim yaklagima,

V(&) = Y=o vic(©), (2.10)

bigimin de elde edilir. i = oo, (2.1) orijinal denklemine dogru bir yaklagimini elde

edilir.



2.2. Kismi Diferansiyel Denklemler icin q- Homotopi Analiz Metodu

Asagidaki dogrusal olmayan denklemi genel olarak ele alalim;

N[v(x,t)] = 0. (2.11)
Burada N dogrusal olmayan bir operatordiir, x konumu, t zamanin bagimsiz degiskenleridir
ve v(x,t) bu degiskenlere bagli bilinmeyen fonksiyonlardir. Klasik homotopi kavramini
kullanan Liao, sifir dereceli deformasyon denklemini elde etti. g € [0,1] gdmme parametresi,
h # 0 sifir olmayan yakinsama-kontrol parametresi, H (x,t) yardimci fonksiyon, L
yardimci1 lineer operatdr ve v (x, t),v(x, t)'nin sifir1 - bir baglangi¢ tahmini ile ¢6ziim serisi
3(x, t; q) icin sifirinci-mertebe deformasyon denklemi;

(1= L[3(x, t; q) — vo(x, t)] = qhH (x, ON[I(x, t; q)] (2.12)
ile verilir. Homotopi analiz metodunda; & yakinsaklik-kontrol parametresi, H (x, t) yardimci
fonksiyonu ve L yardimci lineer operatorii keyfi olarak segilebilir. Denklemin ¢6ziimii olan
3(x, t; q), sadece vy(x,t),L, A, H (x,t) " ye bagh degil aym zamanda q € [0,1] gdmme

parametresine de baglidir.

q = 0 iken,

3(x, t0) = vo(x, t) (2.13)
ve

q = 1 iken,

3, 1) =v(x,t) (2.14)

elde edilir. Homotopi parametresi g,0’ dan 1’ e dogru artarken J(x,t;q)’ da vy(x,t)
baslangi¢ yaklagimindan, tam ¢oziim «(x,t)’ye siirekli olarak degisir. Bu tip siirekli
degisime Homotopi’de deformasyon denir.

i. mertebe deformasyon denkleminin tiirevleri
i GRS ,t;
v t) = % la=o, (2.15)

ile tanimlanir. Taylor teoremi yardimiyla J(x, t; q) ifadesinin g’ nun kuvvet serisine agilimi
asagidaki sekildedir.

S0, 6 ) = w006, ) + X2 1 (6 D' (2.16)
Burada,

10'3(x.59)
it aqt |q=0 !

vi(x,t) = (2.17)



olup ve J(x, t; g)’nun kuvvet serisi
I(x, t;q) = vo(x, t) + XI5 vi(x, 0)q', (2.18)
seklindedir.
L yardimci1 lineer operatdor, 1, (x, t) baslangi¢ yaklasimi, A yakinsak-kontrol parametresi ve
H (x, t) yardimei fonksiyonu uygun segilirse, J(x, t; q) kuvvet serisi ¢ = 1° de yakinsar ve
v(x,t) = vo(x, t) + 175 vi(x, t), (2.19)
olarak bulunur.
Liao tarafindan literatiirde sunuldugu gibi baslangicta verilen lineer olmayan denklemin
¢oziimlerinden biri A = —1 ve H (x,t) = 1 olarak segilirse denklem;
(1= L[S, t;9) —vo(x, 0)] + gN[I(x, t; )] = 0, (2.20)
Homotopi pertiirbasyon metodunda kullanilan forma dontisiir.

vy = {wo(x, 1), v1 (%, 1), ..., vy (x, 1) }
vektorii tanimlanarak (2.17) esitligine gore v;(x, t)’nin denklemi, (2.12) sifirinci-mertebe

deformasyon denkleminden tiiretilebilir.

0, i<1,
Xi = {1, i>1,
ile tantmlanan X; fonksiyonu da kullanilarak,
Llvi(x,t) — Xyvi1 (x, )] = AH (x, R;(¥_1, x, 1) (2.21)

bulunur. (2.21)’ de

1 3 INV[3(xtq)] |
(i-1)! aqi-1 q=0

Rm(/l_r)i—lrx' t) = (222)

bigimindedir. Burada i. mertebeden deformasyon denklemini elde edilir. (2.16) ile (2.22)
denklemlerinde,

- 1 ai—l o i
Ri(iy%,0) = e o WS 1% 05 (6 0 llg=o (2.23)

elde edilir. i. mertebeden ¢6ziim yaklagima,
U(x, t) = Z%:O /U(l (xr t)v (224)
bigiminde elde edilir. Buradaki 1 (x, t) ¢6ziimii, i yakinsaklik parametresi igermektedir.

Teorem 2.2.1. Eger (2.19) denklemindeki homotopi serisi yakinsak ise
Z?io Ri(/l_)ri—li X, t) =0,

olur (Liao, 2003).



Teorem 2.2.2. Eger (2.10) denklemindeki homotopi serisi yakinsak ise bu seri orijinal lineer

olmayan (2.1) denkleminin bir ¢6zlimii olmalidir (Liao, 2003).

3. BAZI OLASILIK DAGILIMLARI

Bu béliimde tez ¢alismasinda kullanilacak bazi olasilik dagilimlari hakkinda temel

bilgiler verilmektedir.

3.1. Diizgiin Dagilim ve Ozellikleri

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
—,c<x=<d
g(x)={d-c ‘ 28
0,diger durumlar
ise X rastgele degiskeni [c, 4] kapali araliginda siirekli diizgiin dagilima sahiptir.
Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~U(a, £)’ dir.

Diizgiin dagilimin,

pt_,at
My (t) = E[et*] = W (3.25)

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak, X~U(a, ) rastgele degiskenin birinci

momenti ve varyanst

E[X] = L var[x) = 2 (3.26)

bulunur (William Feller 1968, Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017).

3.2. Normal Dagilim

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
_ ! _1(x=m)?
F) = e -3 (5) fr e

ise rastgele degiskenine Normal Dagilima sahip rastgele degisken denir. Normal dagilima

sahip X rastgele degiskenin parametreleri X~N (u, 02) dir. Normal dagilimm



1
M, (t) = E[etX] = e®#t+37°t) (3.27)
moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak X~N (u, %) rastgele degiskeninin birinci,

ikinci momentleri

E[X] = wE[X?] = u? + o2 (3.28)
ve varyansi
Var[X] = o (3.29)

bulunur (William Feller, 1968, Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). Buradaki momentler
kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler i¢in beklenen deger E[XY] = E[X]E[Y]

olur.
3.3. Beta Dagilimi

Tanmm 3.3.1. u ve v degiskenlerinin biitiin pozitif degerleri i¢in tanimlanan
B(u,v) = [, x*"'(1 — x)" 'dx (3.30)
(3.30) fonksiyonuna, beta fonksiyonu denir(Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). Ayrica

gosterilebilir ki
B(u,v) = B(v,u) (3.31)
ve

_rwre)
B(u,v) = Tty ,u,v>0 (3.32)
dir.

Tamm 3.3.2. (Beta Dagilim) Asagidaki yogunluk fonksiyonuna sahip X rastgele

degiskeni, beta dagilimina sahiptir denir (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017).
1

fOs0,0) = {B(%é)x‘p_l(l —x)¥10<x<1
¥, O

(3.33)
,araligin disinda

Burada ¢ ve { parametreleri pozitif reel sayilardir. Spesifik olarak, ¢ = =1 ise,

dikdortgensel bir dagilim elde edilir. ¢ = 1,{ = 2 veya ¢ = 2,{ = 1 ise liggensel dagilim

bulunur.
_ _(2(1—x) O<x<1
f1.2) = {O ,Araligin disinda (3.34)
2x ,0<x<1
fx21) = {0 ,Araligin disinda (3.35)



Beta dagilimina sahip X rastgele degiskeninin, beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

asagidaki gibidir (Khaniyev vd., 2017).

E(X) = 5= (3.36)

_ 6¢
Var(X) = CISECITTE (3.37)

3.4. Standart Laplace Dagilin

Standart Laplace dagilimi, olasilik yogunluk fonksiyonu
g) = %e"”',v ER
seklindedir.G dagilim fonksiyonu;

%e”,v € (—,0]
G(v) = . N :
1 —5e Vv € [0,00)

M moment ¢ikaran foksiyonu,

1
— € (-11)

M,(t) = E(e™) =
olarak verilir. Beklenen deger ve varyansi;
E(w)=0

ve

Var(v) =2

seklindedir (Khaniyev vd., 2017).

3.5. Gamma Dagilimi

X negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. X rastgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

B _a-1 -fx
foap) ={t@* ¢
0,

, x=20,a,>0
diger yerlerde

seklinde ise X rastgele degiskenine («, f) parametreli gamma dagilimina sahiptir denir.
Gamma dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~Gamma(ea, ) dir.

Gamma dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak
1

M (0) = Ele™] = (3.38)

10



(3.40) ifadesi bulunur . X~Gamma(e, B) rastgele degiskeninin, birinci momenti ve varyansi
E[X] = aBVar[X] = af? (3.39)
(3.39)’dir (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017).

3.6. Ustel Dagilim

X rastgele degiskeninin, { > 0 parametre olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonu

s = {3 220

A4
0 , x<0 (3.40)

seklinde verilmisse X’e iistel dagilmis rastgele degisken, ¢ (x)’e de iistel dagilim denir.

Bu dagilimin tek parametresi ¢’dir. Bu durumda birikimli dagilim fonksiyonu

OX) =P(X<x)=[le¥dt=1—e" (3.41)
0 , x<0

0X) = {1 —e &t , x>0 (3.42)
1 , X = 00

seklindedir.

Moment ¢ikaran fonksiyon tanimi kullanilarak bu dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu

asagidaki gibi elde edilebilir:

M,(t) = E[e®] = foooextie‘(x dx = (foooe(t‘ox dx (3.43)

- S @t-0x|*®
=l (344

lim e®~9% = 0 oldugu igin;

X—00
M(t) = é . t < Licin elde edilir.

Moment ¢ikaran fonksiyon, beklenen deger ve varyans tanimlari kullanilarak beklenen deger

ve varyans hesaplanabilir (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). Bu durumda beklenen

deger:

EXX) = [ qxe % dx (3.45)
Hesaplamamizda parcal integral kullanirsak (u = x, dv = {e~%)

E(X) = —xe™ % |o(;) + foooe‘(x dx = % (3.46)
seklinde elde edilir. Bu sonug kullanilarak asagidaki sekilde de varyans elde edilir.

E(X?) = ["x2e~%dx = (3 (3.47)

11



E(X?) hesaplanirken de parcali integral kullanilir. (x? = u, dv = e~%*dx)

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? (3.48)
Var() =gz -5=5 (3.49)

3.7. Rastgele Diferansiyel Denklemler

Dogada karsilagilan olaylarin matematiksel modellemede adi diferansiyel denklemler
kullanilarak incelenmesi her zaman uygun olmamaktadir. Rastgele bilesenlere sahip olan
olaylarin incelenmesi i¢in rastgele ve stokastik diferansiyel denklemlerin kullanilmasi1 daha
iyl sonuclarin elde edilmesine yol agmaktadir. Adi diferansiyel denklemler kullanilarak
rastgele diferansiyel denklemler ii¢ sekilde elde edilebilmektedir (Soong, 1973): i. Rastgele
baslangi¢ degerlerine sahip diferansiyel denklemler ii. Homojen olmayan kisimlar rastgele
olan diferansiyel denklemler iii. Katsayilari rastgele olan denklemler. Bir Y'(x) =
G(Y(x),Z(x),x),x €T, Y(xqy) = y, diferansiyel denklemi ele alinsin.

Tanmm 3.8.1 Y'(x) = G(Y(x),x),x € T,Y(xy) = y, denkleminde tek rastgele bilesen
baslangi¢ kosulu ise bu diferansiyel denklem, rastgele baslangic kosullarmma sahip bir
rastgele diferansiyel denklemdir.

12



4. UYGULAMALAR

4.1. Rastgele adi diferansiyel denklemlerin HAM Metodu ile Analizleri

Baslangi¢ kosullar1 veya katsayilar mutlak siirekli dagilimlardan secilerek rastgele
hale getirilen diferansiyel denklemlerin HAM metodu ile c¢oziilerek farkli analizler
gerceklestirilecektir. Ilk olarak asagida baslangic kosullari rastgele secilerek elde edilen adi
diferansiyel denklemin ¢6ziim davraniglar1 ele alinacaktir.

Ornek 1: X"'(¢) + aX"(t) + bX'(t) — f(X(©)) = 0, X(0) = 4, X'(0) = B,

X" (0) = C baslangi¢ deger probleminde A~U (a, ) = A~U(1,2) diizgiin dagilima sahip,
B~N(u,0?%) > B~N(1,3) normal dagilima sahip, C~Gamma(u,v) - C~Gamma(2,3)
gamma dagilimina sahip rastgele degiskenler olmak tizere rastgele Homotopy Analiz

Yontemiyle denkleminin ¢6ziim davraniglarini elde ediniz denkleminin ¢ézliimiinii bulalim.

Coziim:
F(X(®) = —CcX(@®) + X%(¢), (4.50)
X(0) = A4,X'(0) =B,X"(0) =C, (4.51)
a, b, c pozitif sabitler
Xo(t) = A+ Bt +t? (4.52)
lineer operator
LIp(t; g)] = 2240 (4.53)
Lla; + a,t + ast?] =0 (4.54)
a i=1,273..

Xo(t) = a; + a,t + ast?
Xo(0)=a; =4
X' (t) = a, + 2ast
X,'(0) =B = a,

Xo''(t) = 2a3

X,"(0) = C = 2a,



as =~
Xo(t) = A+ Bt +Zt2

(2.12) deki sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemine goére ve m = 1 igin

LIXn(8) = XmXm-1(D)] = ARy (K1)

m. mertebeden deformasyon denklemi baslangi¢ kosullari ile

Xn(0) =0, X;,(0)=0, X,(0)=0, X;,(0)=0 (4.55)

Ry(Xm-1) = Xpi 1 (O + a Xjp_1(8) + b Xpp_1 () + X1 ()

— 275 X;(©) X () (4.56)
X (t) = ¥mXm-1(®) + AL Ry (X1 (4.57)
m = 1 igin

X1(t) = 11 Xo(t) + hL7'R,(X,) (4.58)
Rl()?o) =X)'(t) +a Xi () + b Xi(t) + cXo(t) — Z?:o X;(t) Xo(t) (4.59)

Xo(t) = a; + a,t + ast?
X' (t) = ay + 2ast
X, (t) = 2a;
X,"'(t) = 0
Rl()?o) = 0 + 2aaz + ba, + 2bast + cay + ca,t + cazt? — 0 (4.60)
Xo(t) = a; + a,t + ast?
X,(t) = h [[f(2aa; + ba, + 2bast + ca, + ca,t + cast?)ddd

(2baz+cay)t? n cazt3
2 3

=h(f [(Zaa3 + ba, + cay)t + ]dd
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_ flf [(Zaa3+b22+ca1)t2 n (Zba3-|:a2)t3 n ccigzt‘*] d

)=h (2aaz+bay+cay)t3 " (2bas+cay)t*  castS

X (t 6 12 60

X() = Xo(t) + X1(6) + X2(0) (4.61)

x(t) = 0.2645502645x1073t°ABC + 0.06Ct* + Bt + 0.5C t2 + A + 0.3A4t* +
0.1310533334Bt° + 0.3184222223x1071Ct® — 0.7738095238x1073C2t8 —
0.5000000002x1071A%t* + 0.146Bt* + 0.584x1071 Ct5 —
0.3333333332x1072BCt” — 0.1999999999x10~1AB¢t> + 0.14600000004¢t° +
0.4866666667x1071Bt® + 0.6952380953x1072Ct” — 0.2896825397x1073C%¢° —
0.2433333334x107 1425 + 0.054t° + 0.7142857140x1072Bt7 +
0.8928571428x1073Ct® — 0.7936507937x1074C2t"° — 0.02542t6 +
0.9018759016x105C3t12 — 0.2607142857x10 2BCt® —

0.1622222222x1072ABt® — 0.7936507936x103BCt° —

0.1428571428x10"1ABt” + 0.1082251082x10~*BC?t!! —
0.6666666666x1072t6AC — 0.2317460317x1072t7AC —

0.3571428571x1072t8AC + 0.2645502645x10*t10AC? +
0.4629629629x104t1°B2(C + 0.5952380951x10 3¢8AB? +
0.5952380953x1073t842C + 0.2380952381x10~2t7 A2B —
0.3333333332x1072t°B% — 0.5793650792x10~2¢t” B? — 0.1785714286x10~2t8B2 +
0.6613756611x10*t°B3 + 0.2777777779x1072A3t" (4.62)

x(t) degerlerim (4.62) deki gibidir.
x(t)’ nin beklenen degerleri :

E[X(t)] = E[0.2645502645x1073t°ABC + 0.06Ct* + Bt + 0.5C t? + A + 0.3At* +
0.1310533334Bt° + 0.3184222223x1071Ct® — 0.7738095238x1073C?t® —
0.5000000002x10714%t* + 0.146Bt* + 0.584x10~1Ct> —
0.3333333332x1072BCt” — 0.1999999999x10 " 1ABt> + 0.146At> +
0.4866666667x10"1Bt® + 0.6952380953x1072Ct” — 0.2896825397x1073C?%t° —
0.2433333334x10714%t> + 0.054t° + 0.7142857140x1072Bt” +
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0.8928571428x1073Ct® — 0.7936507937x10~*C*t1% — 0.0254%t® +
0.9018759016x1076C3t*? — 0.2607142857x1072BCt® —

0.1622222222x107*ABt® — 0.7936507936x103BCt® —

0.1428571428x107*ABt” 4+ 0.1082251082x10~*BC?*t!! —
0.6666666666x107%tAC — 0.2317460317x107%t” AC —

0.3571428571x1072t8AC + 0.2645502645x10 *t°AC? +
0.4629629629x107*t'°B2C + 0.5952380951x10 3t3AB? +
0.5952380953x1073t8A4%C + 0.2380952381x10 %t’A*B —

0.3333333332x107%t%B? — 0.5793650792x10~%t”B? — 0.1785714286x107%t8B?% +
0.6613756611x10"*t°B3 + 0.2777777779x102A3t°] (4.63)

A, B ve C bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilirsa,
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E[X(0)] = 0.2645502645x10 2t E[A]E[B]E[C] + 0.06t*E[C] + tE[B] + 0.5 t2E[C]

+ E[A] + 0.3t*E[A] + 0.1310533334t5E[B]

+0.3184222223x107t°E[C] — 0.7738095238x 10 3t3E[C?]

—0.5000000002x107*t*E[A?] + 0.146t*E[B] + 0.584x10t5E|[C]

—0.3333333332x1072t”E[B]E[C] — 0.1999999999x 10~ *t5E[A]E[B]

+ 0.146t°E[A] + 0.4866666667x10~*t°E[B]

+ 0.6952380953x1072t”E[C] — 0.2896825397x103t°E[C?]

— 0.2433333334x10"'t5E[A?] + 0.05t°E[A]

+ 0.7142857140x107 %t E[B] + 0.8928571428x1073t3E[C]

—0.7936507937x10~*t'°E[C?] — 0.025t°E[A?]

+0.9018759016x107%t2E[C3] — 0.2607142857x102t®E[B]E[C]

—0.1622222222x10"*t°E[A]E[B] — 0.7936507936x10 3t E[B]E[C]

— 0.1428571428x10~'t”E[A]E[B]

+0.1082251082x10~*¢t**E[B]E[C?]

— 0.6666666666x1072t°E[A]E[C] — 0.2317460317x1072t” E[A]E[C]

—0.3571428571x10~2t3E[A]E[C]

+ 0.2645502645x10~*t'°E[A]E[C?]

+0.4629629629x10~*t*°E[B?]E[(]

+0.5952380951x10~3t®E[A]E[B?]
]

B] — 0.3333333332x107%t°E[B?]

—0.5793650792x1072t”E[B?] — 0.1785714286x102t8E[B?]

+ 0.6613756611x1074t°E[B3
+0.2777777779x10 2t E[A3] (4.64)
A~U(a,B) (4.65)
B~N(u,c?) (4.66)
C~Gamma(u,v) (4.67)

(4.65), (4.66) ve (4.67) da ki formiilleri beklenen deger de yerine yazalim:
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E[X(t)] = 0.2645502645x1073t° [#] n [g] +0.06¢* [5] + t[u] + 0.5 t2 [Z]

a + a+
+ [ 2 ﬁ] 1 0.t [TB] +0.1310533334¢> ]

v viv+1
+0.3184222223x1071¢ [E] - 0.7738095238x10‘3t8[ ( . )l

u
1 1 1
~0.5000000002x107"¢* | % + = af + §a2] +0.14t4[u]

rv v
+0.5840000000x1071¢5 E] — 0.3333333332x102t7[4] [E]

@ + a+
— 0.1999999999x10~1¢5 Tﬁ] [u] + 0.14¢° [Tﬁ]

v
+ 0.4866666667x10~1t6[] + 0.6952380953x102¢7 [E]

v(v+1
— 0.2896825397x1073¢° %]

o1 1 a+p

— 0.2433333334x1071¢5 [552 tzaB+ Eaz] +0.05t6 [T]
v
+0.7142857140x102t7[1] + 0.8928571428x10~3¢8 [ﬂ]

v(v+ 1)]

—0.7936507937x10~*¢1° [ 2

1 1 1
—0.2500000000x101¢5 [§ﬁ2 +5ap + §a2]

v(v? 4+ 3v+2
+ 0.9018759016x10~6¢12 [ ( )l

us

v a+
— 0.2607142857x107%t8[] [Z] 0.1622222222x101t [ ! ﬁ] 4]

v a+
—0.7936507936x103¢° 1] [Z] — 0.1428571428x10~1t7 [ ! ﬁ] ul

v(v+ 1)]

+0.1082251082x10~4t11 ] [ "

S

+ F
2

— 0.6666666666x107%t°

S}
+
=)

—0.2317460317x1072¢t7

S
+ N
=

gls 215 £1S

—0.3571428571x107%t8

N



+ 0.2645502645x10~*#¢1°

[a + ﬁ] lv(v + 1)]

+0.4629629629x10~4¢10[u? + o ][u]
aglatB
+0.5952380951x10~3¢ | ] 12 + 2]

[ 1 v
=348 p2 _ 2=
+0.5952380953x103t _3;? + 3a,8 t3a “u]

1 1 1
+0.2380952381x1072t7 |2 %+ af + §a2] []

—0.3333333332x1072t°[u? + 6%] — 0.5793650792x10%t" [u? + 0?]
—0.1785714286x1072t8[u? + 0?]
+ 0.6613756611x10~*t°[u® + 3uo?]

+0.2777777779x107 %[ B° + - af? + = a?f + =] (4.68)

(4.68) elde edilir. Diizgiin dagilima sahip, A~U(«, ) = A~U(1,2), normal dagilima sahip,
B~N(u,06%) > B~N(1,3) normal dagilima sahip, C~Gamma(u,v) - C~Gamma(2,3)

0zel degerleri i¢in beklenen deger:
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E[X(£)] = 0.2645502645x1073¢? E] [1] E] +0.06¢ E] (] 405 ¢2 E] N B]

3 3
+ 0.3t* [E] +0.1310533334t°[1] + 0.3184222223x1071¢° [E]

7
—0.7738095238x103t3[3] — 0.5000000002x10~*¢* [5] + 0.146t*[1]

3 3
+ 0.584x1071¢5 [E] —0.3333333332x107%¢7[1] [E]

3 3]
—0.1999999999x10"1¢> [E] [1] + 0.1460000000¢> [E

3
+ 0.4866666667x1071t°[1] + 0.6952380953x10%¢’ 5

7
—0.2896825397x1073¢t°[3] — 0.2433333334x10~1¢° 3

3
+ 0.5000000000x10~1¢® [E] + 0.7142857140x1072¢7[1]
3
+ 0.8928571428x103t® [E] — 0.7936507937x10~*¢1°[3]
7 15
—0.025¢¢ [5] + 0.9018759016x10~6¢12 [7]
3 3
—0.2607142857x1072t8[1] [E] —0.1622222222x1071¢® [E] [1]
3 3
—0.7936507936x103t°[1] [E] —0.1428571428x10~1¢7 [E] [1]
371137
+ 0.1082251082x10*¢t*1[1][3] — 0.6666666666x10~*t° [E] [E

3113 371[3]
—0.2317460317x1072¢” [E] [E] —0.3571428571x1072¢8 [E] [E

3
+ 0.2645502645x10~*¢1° [E] [3] + 0.4629629629x10~*t1°[10]

;

3 7113
+ 0.5952380951x103¢8 [E] [10] + 0.5952380953x103¢t8 [5] [E]

7
+ 0.2380952381x1072%¢t7 [g] [1] — 0.3333333332x107%t°[10]

— 0.5793650792x10~2t7[10] — 0.1785714286x102¢8[10]
+0.6613756611x10~4t°[28]

+0.2777777779x10~2¢6 [14—5]

20
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(4.69) de hesaplama yapilirsa:

E[X(t)] = 0.5952380952x1073¢° + 0.09t* + t + 2.25t% + 1.5 + 0.45t*
+ 0.1310533334t° + 0.4776333334x107 1t — 2.321428571x103¢8
—1.166666667x10~1t* + 0.1460000000t* + 0.876x10~1¢>
—0.4999999998x107%t” — 0.2999999998x10~1t> +

0.2190000000t> + 0.4866666667x101t° + 1.042857143x10~2t’

— 0.8690476191x1073t° — 0.5677777779x10~ 1>
+ 0.7500000000x1071¢° + 0.7142857140x10~2¢t”
+ 1.339285714x1073t® — 2.380952381x10*¢1°

—0.5833333333x1071t° + 6.764069262x10 2
—0.3910714286x1072t® — 0.2433333333x101¢°
— 1.190476190x1073t° — 0.2142857142x10~t”

+ 0.3246753246x107*t** — 1.500000000x10~2¢°
—0.5214285714x1072t7 — 0.8035714284x10~2¢®
+ 1.190476190x107*t1° + 6.944444444x10~*¢10
+8.928571426x1073t® + 2.083333334x1073t8 +

0.5555555556x1072t” — 3.333333332x1072t® — 5.793650792x10"2t” —
1.785714286x1072t8 + 18.51851851x10~*t° + 1.041666667x10%t° (4.70)

(4.70) seklinde elde edilir.
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x(t)'nin beklenen degeri
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Sekil 1. denklem (4.70)’un x(t) beklenen degeri

(4.65) de ki x(t)’ in Varyans degeri:
Var(x(t)) = (0.2645502645x1073t?)2Var[A]Var[B]Var[C] + (0.06t*)?Var[C] +
t?Var[B] + (0.5 t?)?Var[C] + Var[A] + (0.3t*)?Var[A] +
(0.1310533334t°)?Var[B] + (0.3184222223x107't%)Var[C] —
(0.7738095238x1073t8)2Var[C?] — (0.5000000002x10~1t*)2Var[A?] +

(0.146t)%Var[B] + (0.584x10~1t5)?Var|[C] —
(0.3333333332x1072t7)?Var[B]Var[C] — (0.1999999999x10~1t5)?Var[A]Var[B] +

(0.146t5)2Var[A] + (0.4866666667x1071t8)2Var[B] +
(0.6952380953x1072t7)2Var[C] — (0.2896825397x1073¢°)Var[C?] —
(0.2433333334x101t5)2Var[4?] + (0.05¢t%)2Var[A] +

(0.7142857140x1072t7)2Var[B] + (0.8928571428x1073t%)2Var[C] —

(0.7936507937x10~4t19)2Var[C?] — (0.025t5)2Var[A?] +
(0.9018759016x10~6t12)2Var[C3] — (0.2607142857x10~2t8)2Var[B]Var[C] —

(0.1622222222x1071t%)2Var[A]Var[B] — (0.7936507936x1073t%)2Var[B]Var[C] —

(0.1428571428x1071t7)?Var[A]Var[B] +

(0.1082251082x10~*t1)2Var[B]Var[C?] —
22



(0.6666666666x107%t®)2Var[A]Var[C] — (0.2317460317x10~2t”)*Var[AlVar[C] —
(0.3571428571x107%t8)2Var[A]Var[C] +

(0.2645502645x107*t1%)2Var[AlVar[C?] +
(0.4629629629x107*t1%)2Var[B?|Var[C] +
(0.5952380951x1073t®)2Var[A]Var[B?] +

(0.5952380953x1073t8)2Var[A%|Var[C] +

(0.2380952381x107%t7)?Var[A%]Var[B] — (0.3333333332x107%t%)?Var[B?*] —
(0.5793650792x107%t7)2Var[B?] — (0.1785714286x107%t®)*Var[B?] +
(0.6613756611x107*t%)2Var[B3] + (0.2777777779x10~2t%)*Var[A3] (4.71)
(4.71) seklinde elde edilir.

(4.65), (4.66) ve (4.67) da ki formiillerin de varyans degerlerini yerine yazalim:

— 1 1 1
Var(X(6)) = (0.2645502645x1073t°)% |- 2 — 2 af + —a?| [0?] | 5| +
42 2 2\2 |V 1 5,2 1 1 5 21 52
(0.06642 [2] + £2[0%] + (05 )2 [4] + [5 52 - 2ap + ] + (03647 [5 52 -
Sap +—a?| + (0.1310533334¢5)?Var[o?] + (0.3184222223x107t)? [ 2]

2
(0.7738095238x1073¢8)? [zU(zU—:svm]

— (0.5000000002x1071¢4)? |- p*

1 2 1 4 _ v
~Fa— 2 — —af + =] + (0.146t4)2[07] + (0.584x1071¢%)? | 5| -
(0.3333333332x102t7)?[02] [ 2] - (0.1999999999x1071¢5)? | p% — Zap +
Eocz] [02] + (0.146¢5)? [Eﬁz —Zap + Eaz] + (0.4866666667x10~1t5)2[¢?] +

2v(2v2+5v+3)

u4

(0.6952380953x10~2t7)2 [%] — (0.2896825397x1073t°)? [
_1p3p_ 222 L 3p % 4
SBa- LB Lap et

(0.05t6)2 [1—1232 —Zap + 1—12a2] +(0.7142857140x1072t7)2[0?] +

(0.2433333334x1015)? [ - g*

2
(0.8928571428x103t8)2 [%] — (0.7936507937x10~*£10)2 [M] —

us

1

624 pa 1 p3 2 50 o 1 3 4 4
(0.0251:)[453 —pla— = pa 45aﬁ+45a]+

(0.9018759016x10-6£12)2 [3v(3v4+24v3+71v2+90v+4o)] _

ub

(0.2607142857x102t8)2[02] [ 2] - (0.1622222222x1071t%)? |- p% — Zaf +

%az] [02] — (0.7936507936x1073t%)2[c [ ] —(0.1428571428x1071t7)? [12 B* —
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2
Lap + L a?|[0?] + (0.1082251082x10~411)2[g?] [P

u4
(0.6666666666x1072t5)2 [ = g2 — 2 ap + — a?| [ L] -
12 6 12

1 luz2]

(0.2317460317x1072¢7)? | = 2 — 2 af + = a?| |

1 1wz
2_1 1 2][Y]
B 6a,8+12a +

1 Luz]

[ 1
112

(0.3571428571x10%¢8)?

b 2
(0.2645502645x107*20)2 [L g2 —Lap 4 Loz [HEZ2) )

u4-
(0.4629629629x10~4t10)2[44%02 + 20 [%] +(0.5952380951x10~3t8)? [1—12;32 -
1 1 _ 4 1

cap+ Eaz] Var[4u?c? + 20*] + (0.5952380953x1073t8)? [Eﬁ4 — E,B?’a —

2 pp2 2 1 3 Epwi i i 2,772 |4 pa _ 1 p3

2 2% - a3f +—=a*| [ 5] + (0.2380952381x102¢7)2 [ 2 p* — — f3a

Zpa? ——a*f + :—5a4] [62] — (0.3333333332x1072t%)2[4u%0? + 20*] —
(0.5793650792x1072t7)2[4u20? + 20*] — (0.1785714286x1072t8)2[4u202 +
20*] + (0.6613756611x10~*t%)2[u* + 6u?0? + 30* — 1u® — 6u*c? — 9u?c*] +

—2.6N2| 9 p6 1 _n5 5 o2p4 3 353 5 452
(0.2777777779x1072t8)% |2 B° + —ap® - —a?f* = 2 3% - —a*p? +

1 9
—af +—a®| 4.72)

112
(4.72) seklinde elde edilir. Diizgiin dagilima sahip, A~U(a,f) = A~U(1,2), normal
dagilima sahip, B~N(u,0%) - B~N(1,3), gamma dagilimina sahip, C~Gamma(u,v) -

C~Gamma(2,3) 6zel degerleri i¢in varyans degeri
Var(X(6)) = (0.2645502645x1073t°)?[] + (0.06t4)? || + £2[3] + (0.5t%)% [2] +

=] + (0.3t4% || + (0.1310533334¢%)%[3] + (0 3184222223210 ¢%)? [3] -
12 12 "
1054

(0.7738095238x103¢8)2 [%] — (0.5000000002x10~1£4)2 [675

|+
(0.1460000000t4)2[3] + (0.584x1071¢5)? E] — (0.3333333332x102t7)? E] -
(0.1999999999x10~1¢5)2 ﬂ + (0.146¢t5)2 [1—12] + (0.4866666667x10~1t%)?[3] +

(0.6952380953x1027)? 2] - (0.2896825397x103¢%)? |Z| -

[1054
| 675

(0.8928571428x103t%)? 2| — (0.7936507937x10~*%)2 || - (0.025¢%)? | =] +

(0.2433333334x1071t5)% [221] + (0.05¢%)? || + (0.7142857140x1072¢7)2[3] +

675

1035

(0.9018759016x10~6¢12)?2
4

| - (0.2607142857x10-2¢%)2 ] -
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(0.1622222222x1071¢6)? ﬂ — (0.7936507936x10~3¢%)? E] _
(0.1428571428x10~1¢7)? ﬂ +(0.1082251082x10~4¢11)? [82—1 -

(0.6666666666x10~2t%)? L] — (0.2317460317x107%t7)? | =
16

1
16

(0.3571428571x1072t%)% [ ] + (0.2645502645x10*¢19)? 2] +

297

(0.4629629629x10*¢10)2
2

| + (0.5952380951x10-3%)% [2] +

(0.5952380953x103t8)? [52—7] +(0.2380952381x10~2t7)? [

1054]
450

225 |
(0.3333333332x10_2t6)2[198] — (0.5793650792x10_2t7)2[198] —
(0.1785714286x10~2¢8)2[198] + (0.6613756611x10~*t°)2[~54] +

(0.2777777779x102t6)? [%] (4.73)

(4.73) elde edilir.
(4.73)’de hesaplama yapilirsa:

Var(X(t)) = 0.03936759888x107%t® + 0.2700000000x10%¢® + 3t% +
0.1875000000t* + 1—12 + 0.007500000000¢® + 0.05152492860¢*° +

0.07604453378x10"2¢t1? — 8.083545918x10°t1® — 0.3903703707x107%t® +
0.06394800000t2 + 0.2557920000x107%¢1% — 0.2499999998x 10 *¢t1* —
0.009999999990x102¢1° + 0.001776333333t1° + 0.7105333335x1072¢12 +
0.3625170069x10~*¢t1* — 1.132865646 x107°t18 — 0.09245705354x107 %1% +
0.02083333333x107%t1% + 1.530612244x10~*t* + 0.5978954080x106¢16 —
8.503401361x1078¢2° — 0.09759259259x1072¢t12 + 210.4621117x10712¢24 —
0.1529368622x10~*t1% — 0.006579012345x107%¢t1? — 1.417233560x10%¢18 —
0.005102040813x10~2t* + 0.4743632986x1078t%2 — 0.02777777777x10~*t1? —
0.003356638951x10~*t1* — 0.007971938775x10 %16 +
0.07873519776x1078t2% + 31.82870369x1078t2° + 5.846088434x107°t16 +
0.4149344924x107°t% + 0.2655580751x10*¢t1* — 21.99999998x10 *¢12 —
66.46145121x107*t** — 6.313775512x10~*¢1® — 23.62055932x1078¢18 +
0.3148423724x10~*t12 (4.74)
(4.74) elde edilir.
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x 107 x(t)ynin varyansi

8. L L L L L L L L
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1
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=
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1

0

1~ =4~ var(x(t)
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Sekil 2. denklem (4.74)’un x(t) varyans degeri

Ornek 2:

w =ku(l—-u)(2—-u), u(0)=0.5 (4.75)
baslangi¢ deger probleminde k~N(u,02) = k~N(1,2) standart normal dagilima sahip,
rastgele degiskenler olmak iizere rastgele Homotopi Analiz Yontemiyle denkleminin ¢6ziim
davranislarini elde ediniz.

Coziim:
(4.75) denklemin HAM metodu uygulanirsa;

Lineer operator:

dp(x,t; q)

Llp(x,t;q)] = 3t

Lineer olmayan operator;

d¢(x,t;q)
ot

L(C;(x)) =0 ¢, (x) integrasyon sabiti
(LIum () = Xmtm—1(8)] = RH(E) Ry (Ui, 1)) (4.76)

Nlgp(x,t; )] = —kp(x, t;q) (1 — p(x, £ 9))(2 — Pp(x, 5 q))

26



aqb(a(;,tt; Q) ko, t;)(1— d(x t9))(2 — d(x, ;)

ve m =1 i¢in denklem (4.77)’in m. mertebeden deformasyon denkleminin

Rm(ﬁm—l) =

¢Ozimu:
U (%, £) = YmUm—1(x, ) + RH (@, )L Ry (i —1)]
m=1,x,=1h=—-1veH(r,t) =1 yapilirsa
ouy(x,t)
— 7 k(D)L — ue(1))(2 — (1))

uﬂ0=xwd0+thﬂ%@Dﬂ

uy(t) = 0.5
u;(t) = 0.5+ 0.3750000000kt
u,(t) = 0.5 + 0.3750000000kt — 0.04687500000k?¢2
—0.07031250000k3t3 + 0.01318359375k*t*
uz(t) = 0.5 + 0.3750000000kt — 0.04687500000k?¢2
— 0.06640625000k3t3 + 0.03076171875k*t*
+ 0.01054687500k5t> — 0.008651733398k°t°
+ 0.001044682094k7t” + 0.0008111000061k8¢t8
—0.0003283023834k°t% + 0.00001086294651k10¢10
+ 0.00001555376432k1t'! — 0.305520370610 5k12¢12
+0.176261752310 6k13¢13

Ry (ﬁo (t)) =
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[oe]

u(t) = z w, ()

m=0

(0.5) + 3(0.3750000000k)t — 2 (0.04687500000k2) £2

—(0.07031250000k> + —0.06640625000k3) £3
+(0.01318359375k* + +0.03076171875k4) £

n O.01054687500k5) £5 — (0.008651733398k6) £6

_ 0.0003283023834k9) 9 + (0.00001086294651k1°) £10

3
(
(
(
+ (0.001044682094k7) t7 + (0.0008111000061k8) 8
(
+ (0.00001555376432k“) $11 (0.305520370610‘5k12) £12
(

+(0.1762617523107 k") ¢13 + --
E[u(t)] = E[1.5 + 3(0.3750000000k)t — 2(0.04687500000k?)¢>
— (0.07031250000k3 + —0.06640625000k>)t>
+(0.01318359375k* + +0.03076171875k*)t*
+(0.01054687500k°)t> + --- ]
o E[C] = C,C - sabit
Ozelligini kullanirsak
E[u(t)] = 1.5 + 3(0.3750000000)¢E[k] — 2(0.04687500000)¢2E[k?|
— E[k3]((0.07031250000) — (0.06640625000) )¢
+ E[k*]((0.01318359375) + 0.03076171875))t*
+(0.01054687500t°)E[k°] + -
E[u(t)] = 1.5 + 3(0.3750000000)¢t[u] — 2(0.04687500000)¢>[u? + 2]
— [1® + 3u02]((0.07031250000) — (0.06640625000) )¢
+ [u* + 6pu%0?
+ 30%]((0.01318359375) + 0.03076171875))t*
+(0.01054687500t>)[1° + 10u30? + 15u0*] + -
E[u(t)] = 1.5 + 3(0.3750000000)¢[1] — 2(0.04687500000)t>[3]
— [71((0.07031250000) — (0.06640625000) )3
+[25]((0.01318359375) + 0.03076171875))t*
+ (0.01054687500)t°[81] + ---
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E[u(t)] = 1.5+ 1.125¢ — 0.28125t% — 0.2734375000¢t> +
1.098632812t* + 0.8542968750t° + -+ (4.77)

u(t)nin beklenen degeri
50 L L L L L L L L L

45 |- ,l
7

40

7

=

35

30 4 :
=]

25 II -

1

7

Eu®)

20 / -

7

15 ! -

n
=1

10

w -l E(u()

1

r r r r r r

0 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 3. denklem (4.77)’deki u(t) nin beklenen degeri

Var[u(t)] = Var[1.5 + 3(0.3750000000k)t — 2(0.04687500000k2)t?
— (0.07031250000k3 + —0.06640625000k>)t>
+(0.01318359375k* + +0.03076171875k*)t*
+(0.01054687500k5)t> + -]
o Var[C] = 0,C - sabit
Ozelligini kullanirsak
Var[u(t)] = 0 + 9(0.3750000000)%t*Var|k]
— 4(0.04687500000)?t*Var[k*] — ((0.07031250000)2
— (0.06640625000)?)t° Var[k?]
+ ((0.01318359375)2 + (0.03076171875)?)t®Var[k*]
+(0.01054687500)*t °Var[k°] + ---
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Var[u(t)] = 0+ 9(0.3750000000)%¢*[0?]

— 4(0.04687500000)?t*[4u?0?* + 20*] — ((0.07031250000)?

— (0.06640625000)2)t° [150° + 9u*c? + 36u?c?]

+ ((0.01318359375)% + (0.03076171875)%)t3[9608

+ 384u%0® + 16u°0? + 168u*c*]

+ (0.01054687500)%t1°[9455° + 45004208 + 254802

+ 2850u*0® + 500u°0*] + ---

Var[u(t)] = 0 +9(0.3750000000)?t*[2] — 4(0.04687500000)%t*[16]

—((0.07031250000)2 — (0.06640625000)?)t° [282]
+ ((0.01318359375)2 + (0.03076171875)?)t8[5312]

+(0.01054687500)2t1°[99858] + ---

Var[u(t)] = 2.531250000t% — 0.1406250000t* — 0.1506042480t° +

5.949920656t + 11.10786164t1° + --- (4.78)

u(t)'nin varyansi

14000 ¢ T T T T T T T T N
-l Vvar(u(t)) ;
}

12000

I

7

7

10000

7

8000

Var(u(t))

7

6000

1
1
1
1
1
1
1
1
1
O
/)
1
/]
1
1
/)
1
O
!

7

4000 /
/

2000

=1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
t

Sekil 4. denklem (4.78)’deki u(t) nin varyans degeri
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u(t) degisim katsayist;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(t)] = /Var[u(t)]

=/2.531250000¢t2 — 0.1406250000t* — 0.1506042480¢t® + 5.949920656¢8 + 11.10786164¢1°
bulunur. Degisim katsayisi ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile

carpilmasindan elde edilir.

stdsapmalu(t)]
E[u(t)]

v2.531250000¢62—0.1406250000t*—0.1506042480¢6+5.949920656¢8+11.10786164t10 100 (4.79)
1.5+1.125t—0.28125t2-0.2734375000t3+1.098632812t%+0.8542968750t > '

D.K = x100 =

u(t) igin degisim katsayisi grafigi:

u(t)'nin degisim katsayisi
300 £ L L L L L L L L L T

250 A
.l
200 - - -

150 ,‘ -

7

DK(u(t)

100

7

50 P ]

]
\
(]

.,I’ -~ DK(u(t))

r r r r r r r r r

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 5. denklem (4.79)’deki u(t) nin degisim katsay1 degeri

Burada uygun bir h yakinsama parametresi se¢mek i¢in Uy, (t,h) = X0t u, (¢, h)
toplami elde edilir ki, bu olasi analitik ¢6ziimdiir. Burada u,3(x, h)’a kadar Maple ile elde
edilirse, ¢cozlim serisi:

u(t) = Uyz(t, h)
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seklinde gercek ¢ozliimiine yakinsar. Ancak burada uygun h parametresi belirlemek gerekir.

h’m uygun araligint bulmak i¢in, U;5(1, h) ve U;5(1, h) grafiklerini ¢izersek;

2 [ L L |8 |8
| g ]
i InnEnEEBERy o0
0 D_Dnnﬂﬂqnﬂ -
pEoogppnood m
§ 1 ,/ .‘ .
= |1-_'| 1]
,D:' 2~ l’ g
8- |,;f| |
a4 |
", __.'_ Ulgl(lih))
5 @ Uy -
°, 15 1 05 0 05
h

Sekil 6. denklem (4.79)’in h egrisi degeri

Sekil 6’daki U;5(1, h) ile U;5(1, h) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik goz

ontine alirsa h’m [—0.1,0.3] aralifinda olmas1 gerektigini gosterir.

Tablo 1. (4.79) probleminin uygun h belirleme tablosu

t; U(t, h) h
0 0 h—1
0.2 —0.8009772650x10~° h - 1.708550183
0.4 0.6093339164x10° h - 1.146786593
0.6 —0.4976242494x107° h - 0.8900689737
0.8 0.1840347227x10™° h - 0.7363858107
1 —0.3655075399x10° h - 0.6320727783

Segilebilecek en iyi h yakinsaklik kontrol parametresinin Tablo 1. tablosunda

goriildiigii gibi yaklasik h = 0.736 oldugu goriiliir.
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Ornek 3:

LY 42y +y = 64+ 12Bt + At? + Bt? (4.80)
y(0)=0, y'(0)=0

A~Gamma(u,v) - A~Gamma(1,3) Gamma dagilma sahip, B~Beta(a,p) —
B~Beta(1,5) Beta dagilima sahip, rastgele degiskenler olmak iizere rastgele Homotopi
Analiz Yontemiyle denkleminin ¢éziim davraniglarini elde ediniz.

Coziim:
Tam ¢ozlim:

y(t) = At? + Bt3

(4.80) denklemine HAM. yontemi uygulanirsa;

Lineer operatér:

0%(t,
LIt ) = o

Lineer olmayan operator;

2%¢(t, 200(t,
V() = e 29000

L(C,(t)) =0 ¢, (x) integrasyon sabiti

+ ¢(t,q) — 6A — 12Bt — At* — Bt?

(LIym () = XmYm-1(®)] = hRH(O Ry, (P, 1)) (4.81)
2
Ry (Ym-1) = 0790t q) + 209t q) + ¢(t,q) — 64 — 12Bt — At? — Bt3

ot? t ot
ve m =1 igin denklem (4.81)’in m. mertebeden deformasyon denkleminin

¢Ozumu:
Ym () = XmYm-1(8) + hH (r, )L™ [Rin (Fm-1)]
m=>1, y, =1,ve H(r,t) = 1 yapilirsa

0%y, 20y
RO®) =55+ 55

= —6A4 — 12Bt — At?> — Bt3

+ yo, — 6A — 12Bt — At?> — Bt3

Y1(8) = x1yo(0) + h f Ry (o (D)) dt

Yo(t) =0
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1 1
— — 2 _ 3 _ 4 __ 5
y1(t) = h(—3At* — 2Bt 7 At 20 Bt~)

1 1
— — 2 _ 3 _ 4 __ 5
y,(t) = h(—3At* — 2Bt 12At 20 Bt>)

1 1
— 2 _ 3 _ 4 _ = 5
+h(h( 34t* - 2Bt* — - At* — Bt )

+2h (—3At2 — Bt3 — t iBt5>
36At* 80

1 1 1 1
h (——At4 ——Bt5 ——At® — —Bt7> — 3At? — 2B¢3
* 4 10 360 840

1 1
L A+h P45
12At 2OBt)

1 1
y5(t) = h(—3At?* — 2Bt3 — EAt4 — %Btf’) + h(h(—3At? — 2Bt3

1
- EAt4 — 1/20Bt>) + 2h(—3At? — Bt3 — 1/36At*

1Bt5 +h 1At4 1Bt5 - At® - Bt’
80 ) ( 4 10 360 840 )

1 1
— 3At%2 — 2Bt3 — —At* — —Bt®) + h(h(-3At% — 2Bt3
12 20 )+ h(h(

1 1 1 1
— —At* — —Bt5 —3At% — 2Bt3 — — At* — — Bt®
S At* — o5 Bt5) + h(h(~3At £ — = At* — - Bt®)

1 1 1 1
2h(—3At% — Bt3 — — At* — —Bt5) + h(— - At* — —Bt®
+2h( 36 80 )+ 4 10

1 1 1 1
— ——At® ———Bt’) — 3At%? — 2Bt3 — — At* — —Bt°
360 840 ) 12 20 )

1
4—T§6h(—2160At2—-7ZOBt3—-20At4—-9Bt5—-3240hAt2

— 720hBt3 — ﬂhAt‘L - §hBtS - 1hAt6 — ihBt7)
3 4 5 14

+h 1At4 1Bt5 1At6 1Bt7 + h(h 1At4
( 4 10 360 840 ) (h( 4

1 1 1 1
— —Bt> —1/3604t° — ——Bt") + Zh(—ZAt‘* — —Bt®

10 840 20
1 1 1 1
———At® — ——Bt") + h(— —At® — — Bt’
1080 3360 ) ( 120 420
1 1 1
- At8 — Bt%) — —At* — —Bt5 — — At®
20160 60480 ) 4 10 360

1 1 1
— —Bt7) — 3At%? — 2Bt3 — — At* — —Bt®
840 ) 12 20 )
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h = —1 alinirsa;

YO =) I ®
m=0

37 1 31 1
= 9At% + 4Bt3 + — At* + —Bt®> + —— At® + ——Bt’

108 16 5400 1008
At® Bt®
T 20160 * Goas0
37 1 31 1
E[y(t)] = E[9At? + 4Bt® + — At* + —Bt® + At® + Bt’
108 16 5400 1008

+ At® +
20160 60480

A ve B bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in beklenen degerin temel ozellikleri
kullanilirsa

B + -]

E[y(t)] = 9E[A]t? + 4E[B]t> + iE[A]t‘* + iE[B]t5 + iE[A]t6
" 108 16 5400

1
+ ——E[B]t’ + ——E[A]t® + ——E[B]t° + -~
1008 20160 60480

u -, a ., 37u, 1 a . 31 u
Ely®)]=9-t"+4 —t>+ ——-t*"+— t> + —t
v a+pf 108 v 16 a+p 5400 v

1 a 1 u 8 1 a
+ t’+ 0+ —— t” +
1008 a + 8 20160 v 60480 a + f

6

2 3 1 31 1
E[y(t)] = 3t2 + 263 + 22 t* + =5+ —— 16 + — 7 + —— 8 +
3 324 96 16200 6048 60480
1 t9

362880 (4'82)
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y(t)nin beklenen degeri

20 L L L L L L L L L F

18 - /

16 P

7

14 4

1
~
1

12 / |

1

10

E(y®)

=

. - ]

T - Ey(1)
’- r r r r r r r L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t

Sekil 7. denklem (4.82)’deki y(t) ’nin beklenen degeri

37 1 31 1 1
Var[y(t)] = Var[94t* + 4Bt® + — At* + —Bt® + —— At® + ——Bt" +
108 16 5400 1008 20160

At®

+ B + -]

60480
e Var[C]=0,C — sabit

Ozelligini kullanirsak

1369 1
Var[A]t® + — Var[B]t'°
11664 256

961 . 1
+ —————Var[A]t'2 + ——
29160000 1016064

1 y 1

4 ————Var[A]t + —————
406425600 3657830400

Var[y(t)] = 81Var[A]t* + 16Var[B]t® +
ar[B]t*

Var[B]t'® + ---
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) ap o 1369 107
Var[y(t)] = 81[ t*+16 (a+ B+ 1)(a+/3)2] 11664 [uz] !

ap 10 961 V.12

* 256 (e +p+1)(a+ ﬁ)z] e 29160000 [uz] t

+ i ]t“ !
1016064 L(a + B + 1) (a + B)?

aﬁ 18 eee
* 3657830400 L(a + B + 1)(a + ,6’)2] e

961

20 1369 5
Var[y(t)] = 243t* + =t + —t8 + —— 10 + ———¢12 +
63 3888 64512 9720000
5 14 1 £16 1 £18 4 ...
256048128 135475200 184354652160
y(t)'nin varyansi
4000 L L L L L L L L L p
II
1
3500 - g -
/4
n
3000 - P
7
7
2500 - }j .
4
- /
S 2000 ,d -
© /
> /
1500 - ,Jj .
r4
O
'/
1000 J:I -
=t
500 - o .
P g -0 - var(y(t)
_D.—El'
= D—D r r r r r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t

Sekil 8. denklem (4.83)’deki y(t) nin varyans degeri

y(t) degisim katsayisi,

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,
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stdsapmaly(t)] =/ Var[y(t)]

243t* + §t6 + 1569 t8 + > t10 + t12 + ;t“ +
_ 63 3888 64512 9720000 256048128
— tle + 1 t18
135475200 184354652160

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile
carptlmasindan elde edilir.
stdsapmaly(t)]
T Eb®]

j243t4+%t6  1369,.8, 5,10, 961 12, 5 4144

x100

'3888 ' 64512 9720000 256048128

1 £16 4 1 £18
135475200 184354652160

x100 (4.84)

QR E =P T A U S P S PV N PO S T
3 324 96 16200 6048 60480 362880

y(t) igin degisim katsayisi grafigi:

y(t)'nin degisim katsayisi
520 L L L L L L L L L

500 m .
480 - N |
460 - | i
440 - - | i
420 - )| .
400 - - | .
380 |- u .
360 - LN .

DK(y(®))

340- —-lF- DK(y(t)) N

320 r r r r r r r r r |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

t

Sekil 9. denklem (4.84)’deki y(t)’nin degisim katsay1 degeri
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4.2. Rastgele adi diferansiyel denklem sistemlerinin HAM Metodu ile Analizleri

Ornek 4:
x1 =kéx, + k(1 —6)x, (4.85)
xy = k(1 —8)x; + kdx, (4.86)
x,(0) = 1,%,(0) = —1 (4.87)

baslangi¢ deger probleminde k~N(u,0?) = k~N(1,3) standart normal dagilima sahip,
S~Laplace(a, 2b?) —» ~Laplace(1,2) Laplace dagilima sabip, rastgele degiskenler
olmak tiizere rastgele Homotopy Analiz Yontemiyle denkleminin ¢6ziim davraniglarini elde
ediniz.

Coziim:

Tam ¢ozim

xl(t) — ek(—1+26)t
xz(t) — _ek(—1+26)t

(4.85) ve (4.86) sistemine HAM uygulanirsa,
xl(t) = 21?:0 antn1 X2 (t) = 2??:0 bntn

burada a,, ve b, katsayilar. Bu bize (4.85) ve (4.87) ¢6ziim ifadesinin ilk kuralin1 saglar.

Baglangic kosuluna gore ve ¢oziim ifadesi kurali altinda, dogrudan
x1,0(8) =1, x20(t) = -1
baslangi¢ yaklasimi olarak segebiliriz ve lineer yardime1 operator

0P;(t; q)

o i=12.
ot !

L[®;(t;q)] =

L[C;] = 0, ozelligi ile C;(= 1,2) integral sabitleri. Buna ilaveten (4.85) ve (4.86) igin

asagidaki nonlineer operator sistemi tanimlayabiliriz.

209, (¢;

W10, )] = 250D s, (6.9) — k(1 - 5)0a(6 )
6CI>2 H

Ml ) = 255D 1 )0, 50) k60, )
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Yukaridaki tanimi kullanarak, sifirinct mertebeden deformasyon denklemi olusturulursa,
(1= [ei(t; @) —x0(O] = quNi[@i(t; )], =12, (4.88)
Acik olarak, g = 0, g =1 igin,

D;(t;0) = x;4(t), D;(t; 1) = x;(¢t).

Bu yiizden, g gémme parametresi 0’dan 1’e kadar degistiginde, x; o(t) ve x;(t) baslangig

PR

yaklasimlar1 ®;(t; g)’a kadar degistiginde ¢oziimler x; 4 (t) ve x;(t) ortaya cikar.
®,(t; q) q’ yabagl olarak Taylor serisine agilirsa,

D;(t; q) = x,0(t) + Xi=1 Xim (t) g™

Burada

1 0™®y(t; q)
|

Vektori tanimlarsak,

n= {xi,O(t):xi,l(t);xi,Z(t)' o, Xip (1) }

sifir dereceli deformasyon denkleminin (4.87) tiirevini alirsak, m kez q’ya gore ve son

olarak m!’ye bolerek, m. dereceden deformasyon denklemini elde ederiz.
LIxim(®) = XmXim-1()] = hiRim(Xim), (4.88)
x1m(0) = 0 ve x; ,,(0) = 0 baslangi¢ kosuluna baglidir. Burada
Rim(Zime1) = X' 1me1(t) = k8x1m—1(8) — k(1 — 8)Xgm-1(t)
Rz,m(fi,m—1) = x'3m-1(t) = k(1 = 8)x1m—1(t) — kbx3m_1(t)
Simdi m > 1 i¢in m. dereceden deformasyon denkleminin (4.88) ¢oziimii su sekilde olur.
Xim () = XmXim—1(t) + hiL_l[Ri,m(ic’i,m_l)] (4.89)
Simdi art arda elde edelim:

x11(t) = hy (k& + k(1 - 6))t
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1
x5 = hy(hy(—kS + k(1 —8))t — Ek&hl(—kcﬁ + k(1 —6))t?

— %k(l — 8)h,(—k(1 = 6) + kd)t?)
x21(t) = hy(—k(1 — &) + ko)t

Xp2(8) = hy(hy(—k(1 —8) + k&)t — %k(l — 8)hy(—kd + k(1 — 8))t?

_ %k(s}lz(—k(l — 6) + k8)t?)

seklindedir. h; = —1 ve h, = —1 oldugunda,
x11(t) = —thk + 2tk 6

1
xl'z = Ekztz + 2k262t2

x2,1(t) = tk - 2tk6

1
Xz,(t) = —Ekzt2 — 2k?5%t?

Boylece (4.85) ve (4.86)’in analitik ¢oziimii, tam ¢6ziimler ve genel form:

o)

(0= ) xim (©)

m=0

1
=1+ ks —k)t+ (Ek2 + 2k%6% — 2k? 85)t? + (k36 — 2k36°
4 1 > (=2kt)™
— k383 —Zk3Ot3 + ... = Z_ — pk(=1+26)t
+3 0 6k )t + 0 - e
m=
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o)

x,(t) = Z Xom ()

m=0
1
=—-1-— k6 - k)t+ (2k26 — 2k?6% — §k2> t?

m
+(2k362—k36 L k6t 4 _k3) e+, Z( 2RO _ _gr-avaon

3

elde edilir. Simdi k = 100 ve § = 0.02 degerleri yerine koyarsak:

x, (t) = pk(-14+286)t — ,—100t 4 L2t

x,(t) = _ek(=14280t — _ ,-100t 4 2t
sistem:
x'y = 2x; + 98x;
x'y = 98x; + 2x,
seklinde elde edilir.

X1 Ve x, beklenen degeri:

k, 5 bagimsiz rastgele degiskenler
Elx,] = E [1 + 2k — k)t + (%kz 1 2K28% — 22 8)¢% + (k36 — 2k362 + §k363
1
~5ke |
E[x,] = E[1] + (2E[K]E[S] — E[k]E[t]
+ (%E[kz] + 2E[k?|E[6?] — 2E[K?]E] 5]) E[¢?]
+ (E[k3]E[6] _2E[K|E[62] + %E[k3]E[63] _ %E[k?’]) E[t3]

o E[C] = C,C - sabit

Ozelligini kullanirsak
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E[x;]=1+t+18t? +

E(x, (1)

Elx;] =1+ [ulla] - [uDt

+ %[uz + 02 + 2[u2 + 02][a® + 2b?] — 2[u? + 02][a]> £2

/N

+ ( [u3 + 3uc?][a] — 2[u® + 3uc?][a® + 2b?]

+

Wl s

1
[u® + 3uc?][a® + 6ab?] — A [u3 + 3,1102]) t3

1
El] = 1+ QU111 - [1De + (5 [4] + 2[41(3] - 2[4][1]) ¢*

+ ([10][1] — 2[10][3] + g [10][7] — % [10]) 3
&5

t3
3

X, (t)nin beklenen degeri

450 F L L L L L L L L L &
400 -

350 - ;‘_’| 4
300 - =
250 - /Ei

200 -
u
150 uf |

100 - pu -

50 o - E(x,0)
-D’D

'D—D—Dr— r r r r r r t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

t

1
\
()

\

Sekil 10. denklem (4.90)’deki x4 (t)’ nin beklenen degeri

43

(4.90)



1
E[x;] =E (—1 — (2k8 — k)t + (2k25 —2k282% — Ekz) (2

4 1
+ (2k362 — k385 — §k383 + gk3) t3)

Elx,] = E[-1] — RE[K]E[5] — E[KDE[t] + (2E [k2]E[5] — 2E[K2]E[62] - %E[k2]> E[t?]

+ (E [k31E[S] + 2E[k3]E[62] gE[k3]E[63] + %E[k3]) £3
. E[C] = C,C - sabit

Ozelligini kullanirsak

Fley) = [-1] - @lllal ~ [t + (20 + 0%1fa] — 20 + 0%1[a? + 252 — 5[4 + 0% ) 2

4
+ ( (1 +3u0”1lal + 201 + 3u01[a? +26%] = S [ + 3”@ + 6ab?]
1
N [u3 + 3;102]) t3

Elx,]=-1—t—18t2 -

15 (4.91)
x2(t)'nin beklenen degeri
CD-DﬁD-_'D‘D- T T T T T T T
Sl = S
1= 8
a
5ol a |
o,
u\
0
-100 - h\ .
A Y
g, =
X
m =]
-150 - \TJ .
AY
\
\
n
-200 - N
-~ E(xy(t) t"\
\
_250 L r r r r r r r r r ‘h
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

t

Sekil 11. denklem (4.91)’deki x5 (t)’nin beklenen degeri
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1
Var[x;] = Var [1 + (2ké6 — k)t + (Ekz + 2k?25% — 2k? 8) t2
4 1
+ (k35 ~ 20387 42108 - gk3> t3]
Var[x,] = Var[1] + (Var[2k]Var[§] — Var[k])Var[t]

+ (Var [%kz] + Var[2k?|Var[6?] — Var[2k?]Var| 6]) Var(t?]

+ (Var[k3]Var[6] — Var[2k3lVar[6?] + Var Ek?’] Var[63] — Var [%k?’]) t3

. Var[C] = 0,C — sabit
Ozelligini kullanirsak

Var[x;] = 0 + (4Var[k]Var[8] — Var[k])t?

+ G Var[k?] + 4Var[k2|Var[52] + 4Var[k?]E] 5]) £

+ (Var[k3]Var[6] + aVar[k®|Var[52] + §Var[k3]1/ar[a3] + 3—16Var[k3]) £6
Var[x;] = 0 + (4[c?][2b?] — [0?])t?
+ G [4u0? + 20*] + 4[4u%0? + 20*][8a?b? + 20b*] — 4[4u?c?
+ 204 2b2]> £
+ ([1506 +9u*a? + 36u%0*][2b?]
+ 4[150° + 9u*a? + 36u%0*][8a?b? + 20b*]

16
+ 5 [150° + 9u*c? + 36u%0*][720b°18a*b? + 324a?b*]

1
~ 36 [150° + 9u*a? + 36;1204]) té

7257 44 4 1513533¢6 (4.92)

Var[x,] = 21t% + —
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X
x 107 1

10 [ |8 L |8 L |8 |8 L |8 L
0
o -~ Var(x,(t) i

t)'nin varyansi

Var(x 1(t))
(63}
s

—D’

mL_ _ o8 = -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t

Sekil 12. denklem (4.92)’deki x, (t)’nin varyans degeri

Var[x,] = Var([—l] — ([2K][5] = [KD)¢ + ([2k2][6] — [2k?][52] - BkZD 2
+ ( [k31[8] + [2Kk3][62] - Ek3] [6%] + [%k3]> t3)

Varlx,] = Var(1] + Var(2klVar[8) — Varlk]Var[¢]
+ (Var [2k?]Var([8] + Var[2k?|Var[6?] + Var Bkz]) Var[t?]
+ (Var [k3]E[6] + Var[2k3]Var[82] + Var Ek3] Var[63]
+ Var [%1&]) Var[t?]

Var[x,] = Var(1] + (4Var[klVar[8] — Var[k])Var[t]
+ (4Var[k2]Var[6] + aVar[k2|Var[s?] + %Var[kz]) Var(t?]
+ (Var 1E(8] + 4VarlkWar(5] + %Var[k3]Var[63]

+ iVar[kB]) Var[t?]

36
o Var[C] = 0,C - sabit
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Ozelligini kullanirsak

Var[x,] = 0 + (4[c?][2b?] — [0?])t?

+ (4[4;1202 + 20*][2b?] + 4[4u%0? + 20*][8a?b? + 20b*]

+ = [4u?0? + 204']> t*

+( [150° + 9u*a? + 36u%0*][2b?]

+ 4[150° + 9u*o? + 36u?c*][8a%b? + 20b*]
6

= s/ B

+ 5 [150° + 9u*c? + 36u%0*][720b° + 18a*b? + 324a?b*]

1
+ e [150° + 9u*c? + 36;1204]) t®

Var[x,] = 212 + %t‘* +1513533t6
elde edilir.
g « 107 xz(t)‘nin varyansi
L L L L L L L L L L
O
o =~ Var(x,(t)) H
'l
1
8- I
1
7 B
]
]
7
_ 6 ! -
/: l
X 5¢ ,I’j ]
S !
4t ;Il -
II
3+ ; 4
a
4
2 Jj/ r
1h o i
D’D
, oo : : :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
t

Sekil 13. denklem (4.93)’deki x, (t)’ nin varyans degeri

x4 (t) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,
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t* + 1513533t

stdsapmalx,(t)] = \/Var[x,(t)] = \/21t2 + 7215

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile
carpilmasindan elde edilir.

_ stdsapmalx,(t)]

E@] 0

\/21t2+$t4+1513533t6

125
1+t+18t2+Tt3

x100 (4.94)

x4 (t) i¢in degisim katsayis1 grafigi:

xl(t)'nin degisim katsayis|

2500 F L L L L L L L L L ‘ﬁ

o
-0
a7 &
g8
2000 [~ J
i-ol
o
a

1500 - /EI .
2, ,,El
< o

1000 |- 7 .

=
! -~ DK(x,(0)
500 - 4 g
,F'
Il
o

Sekil 14. denklem (4.94)’deki x4 (t)’nin degisim katsay1 degeri

X, (t) degisim katsayist;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

t* + 1513533¢°

stdsapmal[x, ()] = y/Var[x, ()] = \/21t2 + 7215
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bulunur. Degisim katsayisi ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile
carpilmasindan elde edilir.

_ stdsapmal[x,(t)]

E] 0T

J21t2+722—15t4+1513533t6

x100 (4.95)

—1—t—18t2—63—5t3
X, (t) i¢in degisim katsayis1 grafigi:

x2(t)'nin degisim katsayisi

E\ T L L T L T T L T L
] - DK(x,(0)
\\
\
500 |- E! A
\Y
AN
\
\
O
\
-1000 - \\ -
> O
[qV] \
\>_<, \
X =}
-1500 |- \ .
EI\EL
N,
ELEL
-2000 - 0. g
.
=
ﬂﬂ‘ﬂ-
0o
_2500 r r [ r r r r r r ﬂ
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 15. denklem (4.95)’deki x, (t)’nin degisim katsay1 degeri

Ornek 5:
, 2 2
X3 = X3+ <X — 35X (4.98)
xl(O) = 0, XZ(O) = O, X3 = 24 (499)

baslangi¢ deger probleminde A~Beta(a, ) - A~Beta(2,3) dagilima sabip, rastgele
degiskenler olmak iizere rastgele Homotopi Analiz YoOntemiyle denkleminin ¢6ziim

davranislarini elde ediniz.
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Coziim:

(4.96), (4.97) ve (4.98) sistemine HAM uygulanirsa;

Tam Coziim
x(t) = At?et
Simdi (4.96)-(4.99) sistemini ¢6zmek i¢in HAM’1 uyguluyoruz. HAM’a gore (4.96)-(4.99)
sisteminin ilk yaklasimi s6yledir,
x1,0(0) = 0, x20(0) =0, x30 = 24
ve yardimci operator
Ligi(t ] = 2550 =123

nonlineer operator,

Ni[i(t; ] = 225D — o, (15 ),
Nali(t; )] = 2250 — g, (t; ),
N3[¢:(t; )] = ad’l“q) — $3(t;9) — > $2(t:0) + = $1(t: ),

Yukaridaki tanimlar1 kullanarak sifir dereceli deformasyonu olusturuyoruz.

Denklem:

(1 = L[t @) — xi,0(D)] = qhiNi[¢: (t; )], =123 (4.100)
sifir dereceli deformasyon denkleminin tiirevlenmesi, (4.100) g’a gére m kez ve sonunda

m’ye bolerek m. dereceden deformasyon denklemlerini elde ederiz.

L% m () = XmXim-1()] = hiRi i (Rim—1), (=123 (4.101)
Baslangic kosullar;
X1,m(0) = 0,%,,(0) = 0,x3,, = 24 (4.102)

R1,m(9_5i,m—1) = X1 m—1() — X3 m—1(t)
R2,m(55i,m—1) = xé,m—l(t) - x3,m—1(t)
R3,m(55i,m—1) = xé,m—l(t) - x3,m—1(t) - _me 1(t) + xlm 1(t)

Simdi m = 1 i¢in m. dereceden deformasyon denkleminin (4.101) ¢oziimii:

Xim(t) = XmXim-1(t) + h f Rim(Xim-1)dr + C; i=123

burada entegrasyon sabitleri C; (i = 1,2,3) baslangi¢ kosullar1 (4.102) tarafindan belirlenir.
x1,1(8) =0, x1,,(t) = hihy At?
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xz‘l(t) = _thAt, xZ’Z (t) = _thAt + hz (_thAt + h3At2)

x31(t) = —2h3At, x32(t) = —2h3At + h3(—2h3At + h3At* + 4h,At)
h, = =1, h, = —1, h; = —1 degerlerini yerine yazarsak;

x11(t) =0, x1,2(t) = At?

x51(t) = 24¢t, Xp,(t) = At?

x3,(t) = 24¢t, x3,(t) = 5At + At?

elde edilir.

(4.96)-(4.99) genel formu;

o)

X() = ) xam(®) = 110(6) + 15(0) + x15(0)

m=0
o s At*  At®
= At + At +7+?+
g . AT 4
= At 1+E+Z+§+“‘
=~ Aelt?
x(t) beklenen degeri:
At*  At®
— 2 3 - -
E[x(t)]—lAt + At° + T + 3!]
At? AtS
E[x(t)] = E[At?] + E[At3] + E > +E =T
t* t>
E[x(t)] = t2E[A] + t3E[A] +?E[A] + EE[A]

A~Beta(a,) - A~Beta(2,3)

Elx(0)] = 1 [ﬁhﬁ[aiﬁ]*g aiﬁ]+§ 57

Elx(t)] = 262 + 263 +-t* + —t5
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x(t)'nin beklenen degeri

400 T T T T T T T T T '
O

350 -

/4
300 - ,- -
B
250 |- 5| i

200~ = -

E(x()

150 -

100 -

50 -l Ex(1)

r r [

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 16. denklem (4.104)’deki x(t)’in beklenen degeri

x(t) varyans degeri:

At* At®
Var[x(t)] = [Atz + At3 + T + ETR

At* At®
Var[x(t)] = Var[At?] + Var[At3] + Var ljl + Var I—l

4 5
Var[x(t)] = t?Var[A] + t3Var[A] + %Var[A] + gVar[A]

A~Beta(a,) - A~Beta(2,3)

_ 44 ap ap
Varlx®O] = | s T D@+ ,8)2] u [(a T8+ Da+t 3)2]
t8 af t10 af
Ty (a+,8+1)(a+ﬁ)2] 36 (a+[>’+1)(a+ﬁ)2]
Var[x(t)] = St + —t° + — 18 4 —¢10 (4.105)
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x(t)nin varyansi
16000 £ L L L L L L L L L

14000

7

D""“Dﬂ

12000

7

1

10000

8000

7

Var(x(t))

6000

g

4000

O

2000

-1~ var(x(t)

Sekil 17. denklem (4.105)’deki x(t)’in varyans degeri

x(t) degisim katsayisi;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

1 1 1 1
stdsapmal[x(t)] = /Var[x(t)] = \/ﬁ t* + £t6 + mts + %tlo

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere bdliimiiniin yiiz ile
carpilmasindan elde edilir.

_ stdsapma[x(t)]

D.K = E O] x100 =

1 1 1 1
—t44—t64—t84—10
25 25 100 900
x100 (4.106)

2,2.2,3. 1.4, 1.5
St +5t +5t +15t

x(t) icin degisim katsayis1 grafigi:
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x(t)nin degisim katsayisi
50 £ L L L L L L L L L

45 .

DK(x(t))
S

w
ol
7

I:Il:l’

30

-0~ DK(x(t))

25 ¢ r r r ; r r r L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 18. denklem (4.106)’deki x(t)’in degisim katsay1 degeri

4.3. Rastgele kismi diferansiyel denklemlerin HAM Metodu ile Analizleri

Ornek 6:

U +u, = x, x € R, u(x,0) = Ae* (4.107)
baslangig kosulu ile A~N(u,5?) - A~N(3,4) normal dagilima sahip rastgele degiskenler
olmak iizere rastgele Homotopi Analiz Y6ntemiyle denkleminin ¢6ziim davraniglarini elde
ediniz.

Coziim:
Asagidaki gibi (4.107)’a HAM yo6ntemi uygulanirsa;
uy(x, t) = Ae* baslangig yaklasimi ve lineer olmayan operator

0 Lt 2 Jt;
Nig(x,t; q)] = 2520 4 200D _ (4.108)

ve lineer operator:
0 Jt;
LIp(x, t; q)] = 255D (4.109)

L(cy(x)) = 0, ¢, (x) integrasyon sabiti.
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L[um(t) - Xmum—l(t)] = hH(t)Rm(ﬁm; t) (4110)
denklem kullanilarak,

3 (x.t;q) " 0p(xt;q) X (4.111)

ve m = 1 i¢in denklem (4.111)’in m. mertebeden deformasyon denklemin ¢oziimii
U (X, 1) = YmUm—1(x,t) + RH(T, t)L_l[Rm(ﬁm—l(x: t)]
bulunur m>1, y,, =1, h=—1ve H(r,t) = 1 alinirsa

duy(x, t) N duy(x, t)
ot ox

= Ae* —x

Ry (o (x, £)) =

uy (x, t) = x1uo(x, t) + AL [Ryty (x, )]
u,(x, t) = Ae* + hf(Aex — x)dt
uy(x, t) = Ae* — (Ade* — x)t

1
u(x,t) = Ae* — (Ade* — x)t + E(Aex — 1)t?

_t( t)-l-Ax 1 t+t2
AN Al 2

1 1
uz(x, t) = Ae* — (Ae* — x)t + E(Aex —x)t? — gAex +3

3 t . t2 3
—t(x—§)+Ae 1—t+a—§+"'

bu sekilde devam edilerek kapali formda ¢oziimii
uCet) =t (x —3) + Ae*t (4.112)
elde edilir.

(4.112)’in beklenen degeri (4.110) deki normal dagilim uygulanirsa,
t
Elu(x,t)] = E [t (x - 5) + Aex‘t]
t
=F [t (x — E)] + E[Ae* ]
t
=t (x - E) + e* tE[A]

t (x — E) + pe*t
2

u = 3 ozel degeri igin
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Elu(x,t)] =t (x — %) + 3e*t (4.113)

(4.113) bulunur.

Beklenen Deger

250 -,

200 -

150

E(u(x,1))

100 -

50 +

Sekil 19. denklem (4.113)’deki u(x, t)’in beklenen degeri

(4.112)’in Varyans degerini (4.110) deki normal dagilim uygulanirsa,

Var[u(x,t)] = Var [t (x - %) + Aex—f]

= Var [t (x - %)] + Var[Ae*™ ]

e Var[C]=0,C — sabit

Ozelligini kullanirsak

Var [t (x - %)] = 0 olur.
=0+ e** 2y ar[A]
— p2x-2t 2
0% = 4 dzel degeri igin
Var[u(x,t)] = 4e?*~2t (4.114)
(4.114) bulunur.
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Varyans

2000 -~

1500

V(u(x,1)

Sekil 20. denklem (4.114)’deki u(x, t)’in varyans degeri

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(x, t)] = /Var[u(x,t)] = JAe2x-2t

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere bdliimiiniin yiiz ile
carpilmasindan elde edilir.

_ stdsapmalu(x, t)]

D.K = E[u(x, D] x100

= 2 100 (4.115)
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Degisim Katsayisi

X 1017

DK (u(x,t))

Sekil 21. denklem (4.115)’deki u(x, t)’in degisim katsay1 degeri

Ornek 7:

Uy = (U)? + Uty +u —u? x € R, u(x,0) = 1 — Ae™/V2 (4.116)
baslangi¢ kosulu ile A~Laplace(a,2b?) - A~Laplace(1,8) Laplace dagilima sahip
rastgele degiskenler olmak iizere rastgele Homotopy Analiz Y6ntemiyle denkleminin ¢éziim
davranislarini elde ediniz.

Coziim:
Asagidaki gibi (4.116)’e HAM yontemi uygulanirsa;
uy(x, t) = Ae ™™/ V2 baslangi¢ yaklagimi ve lineer olmayan operator

9p(x.t;
LipCx, £; q)] = 22520 (4.117)

um(x’ t) = um—l(x’ t) - L_l(Rm(um_l,x, t))

denklem kullanilarak,

Rm [a)m—ll X, t] =

Oum-1(x, ) (Oupm—1(x, 1) 2 D) 0%u,,_1(x,t)
at dx mot dx2

— U1 (x, t) + uZ,_(x,0)

bulunur.
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. duy(x,t)  [Oug(x, )\ 0%uy(x, t)

Ry (il (x, 1)) = —- —( o | w5
1 _x2
= —er 2

uy (%, 1) = xyuo(x, t) + AL [Ryuy (x, t)]

w21 x2
u(x,t) =1—Ae 2 +§Ae 2t

U, (x, t) = uy(x, t) + AL [Ry U, (x, £)

1 _x2
R1u1 :ZAe 2t

w2z 1 x2 1 xV2
2 -

u(x,t) =1—A4e 2 + ZAe_Tt —§Ae_T t2

2 1 xV2 1 xV2 1

=1-Ae 2 +-Ae 2 t——Ae  Z t2+—Ae 2 3
us(x,t) =1— Ae +2Ae t 8Ae t +48Ae t

bu sekilde devam edilerek kapali formda ¢oziimii

x+t

V2
u(x,t) =1—A4e V2

elde edilir.

(4.118)’in beklenen degeri (4.110) deki normal dagilim uygulanirsa,

t
X+—=

V2
Elu(x,t)] = E|1—A4e V2

t
X+—=
V2

=1—|e V2 |E[4]

a = 1 6zel degeri i¢in

ot

EluCx,)]=1—e 7

(4.119) bulunur.
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Beklenen Deger

E(u(x.t))

Sekil 22. denklem (4.119)’deki u(x, t)’in beklenen degeri

(4.116)’in Varyans degerini (4.110) deki Laplace dagilim uygulanirsa,

t
_JC+\/—E
Var[u(x,t)] = Var |1 —Ae V2

t
x+ﬁ
V2

=Var[l]+e ( >Var[A]

e Var[C]=0,C — sabit

Ozelligini kullanirsak

Var[1] = 0 olur.

2b? = 8 6zel degeri igin
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Var[u(x,t)] = 8e <_ > (4.120)

(4.120) bulunur.

Varyans

V(u(x,1)

Sekil 23. denklem (4.120)’deki u(x, t)’in varyans degeri

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(x,t)] =/ Var[u(x,t)] =

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile

carpilmasindan elde edilir.
_ stdsapmalu(x, t)]

Efu(x, 0] x100
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=X X100 (4.121)

Degisim Katsayisi

DK(u(x,t))

Sekil 24. denklem (4.121)’deki u(x, t)’in degisim katsay1 degeri

Ornek 8:
u_ ;%% e R u(x,0) = Asinh 4.122
o = Tlo X , u(x,0) = Asinh(x) (4.122)

baslangig kosulu ile A~N(u,5?) - A~N(2,4) normal dagilima sahip rastgele degiskenler
olmak iizere rastgele Homotopi Analiz Y6ntemiyle denkleminin ¢6ziim davraniglarini elde
ediniz.

Coziim:
Asagidaki gibi (4.122)’e HAM yontemi uygulanirsa;
uy(x,t) = Asinh(x) baslangi¢ yaklagimi ve lineer olmayan operator

a .t , 02 .t
Nip(x, t; q)] = 2200 4 S LE0D (4.123)

ve lineer operator:
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LIp(x, t; q)] = 25D (4.124)

at
L(cy(x)) = 0, ¢, (x) integrasyon sabiti.
L[um(t) - Xmum—l(t)] = hH(t)Rm(ﬁm; t) (4125)
denklem kullanilarak,

. 2 .
Ryl ] = 220850 4 Z000t0) (4.126)

ve m = 1 i¢in denklem (4.125)’in m. mertebeden deformasyon denklemin ¢ézimii
U (X, 1) = YmUm—1(x,t) + RH(T, t)L_l[Rm(ﬁm—l(x: t)]
bulunur m>1, y,, =1, h=—1ve H(r,t) = 1 alinirsa

. ouy(x,t)  0%uy(x,t)
Ry (tlg(x, 0)) = o+ i——

= i[Asinh(x)
uy (x, ) = xauo(x, t) + AL Rty (x, t)]

Uy (x,t) = Asinh(x) + hf( L'Asinh(x))dt
u;(x,t) = Asinh(x) — iAsinh(x)t

1
u,(x,t) = Asinh(x) — iAsinh(x)t + > i?Asinh(x)t?

1 1
uz(x,t) = Asinh(x) — iAsinh(x)t + > i?Asinh(x)t? — B i3 Asinh(x) t3

bu sekilde devam edilerek kapali formda ¢oziimii
u(x, t) = Asinh(x) e (4.127)
elde edilir.
(4.127)’in beklenen degeri (4.125) deki normal dagilim uygulanirsa,
Efu(x,t)] = E[Asinh(x) e™ %]
= E[sinh(x) e *]E[A]
sinh(x) e %y
u = 2 dzel degeri igin
E[u(x,t)] = 2sinh(x) e™™ (4.128)
(4.128) bulunur.
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Beklenen Deger

150 -,

100

E(u(x,1)

50 -

Sekil 25. denklem (4.128)’deki u(x, t)’in beklenen degeri

(4.128)’in Varyans degerini (4.10)’deki normal dagilim uygulanirsa,
Var[u(x, t)] = Var[Asinh(x) e™¥]
= e2(-1D 5in? h(x) Var[A]
0% = 4 dzel degeri igin
Var[u(x,t)] = 4e?CD sin? h(x)
(4.129) bulunur.
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Varyans

V(u(x,1)

Sekil 26. denklem (4.129)’deki u(x, t)’in varyans degeri

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(x,t)] = Var[u(x,t)] = J4€2(_it) sin? h(x)

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere boliimiiniin yiiz ile

carpilmasindan elde edilir.
stdsapma t
DK = pmalu(x,t)]
Efu(x, )]

/462(‘”) sin2 h(x)
x100 (4.130)

2sinh(x)e=it

x100 =
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Degisim Katsayisi

DK(u(x,t))

Sekil 27. denklem (4.130)’deki u(x, t)’in degisim katsay1 degeri

Ornek 9:
Up + iUy, + U+ 8iu =0, x € R, u(x,0) = Ae3* (4.131)
baglangi¢ kosulu ile X~Gamma(a, ) - X~Gamma(1,3) Laplace dagilima sahip rastgele
degiskenler olmak iizere rastgele Homotopy Analiz Yontemiyle denkleminin ¢6ziim
davraniglarini elde ediniz.

Coziim:
Asagidaki gibi (4.131)’e HAM yo6ntemi uygulanirsa;
uy(x,t) = Ae3** baslangig¢ yaklasimi ve lineer olmayan operator

0 (x.t;
Llg(x, t; q)] = 2225 (4.132)

um(x; t) = um—l(x» t) - L_l(Rm(um—l'xl t))

denklem kullanilarak,

ou,_(x,t 0%u,_(x,t
Ryl x t] = % + U1 (x, )i % + 8iup_1 (%, )
bulunur.
R ouy(x, t) 0%uy(x,t)
Ri(uy(x, b)) = Oa—t + uy(x, t) # — 8iuy(x, t)
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— _Aie3xi
uy (%, 1) = xyuo(x, t) + AL [Ryuy (x, t)]
uy(x,t) = Ae3¥ + —Aie3 ' ¢t
uy(x,t) = uy(x, t) + AL [RyUy (x, t)]

Riu, = Ae3*t

. . 1 . )
U (x,t) = Ae3* + —Aie3*' t — EAe3x‘ + —Ae3%t ¢?

. ) 1 ) ) 1 .
uz(x, t) = Ae3* + —Aie3¥ t — EAe3x‘ + —Ae3*t ¢? — gAieg”” t3

bu sekilde devam edilerek kapali formda ¢oziimii
u(x,t) = Ae~Gx*D (4.133)
elde edilir.
(4.133)’in beklenen degeri (4.110) deki normal dagilim uygulanirsa,
Elu(x,t)] = E[Ae”G**D)]
_ [e—(3x+t)]E[A]
_ [e—(3x+t)]a
a = 1 ozel degeri i¢in
Efu(x,t)] = [e"G**9] (4.134)
(4.134) bulunur.
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Beklenen Deger

0.8 «

E(u(x.t))

Sekil 28. denklem (4.134)’deki u(x, t)’in beklenen degeri

(4.133)’in Varyans degerine normal dagilim uygulanirsa,
Var[u(x,t)] = Var[Ae~G*+D)]
= 2(=32-D Y gr[A]
0% = 3 dzel degeri igin
Var[u(x,t)] = 3e2(-3x-D
(4.135) bulunur.

(4.135)
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Varyans

V(u(x,1)

Sekil 29. denklem (4.135)’deki u(x, t)’in varyans degeri

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(x,t)] = /Var[u(x, t)] = v/ 3e2(-3x-0)

bulunur. Degisim katsayisi1 ise standart sapmanin beklenen de§ere boliimiiniin yiiz ile

carpilmasindan elde edilir.
_ stdsapmalu(x, t)]

D.K = E[u(x, D] x100

= Y3 100 (4.136)

e—(Bx+1)
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Degisim Katsayisi

DK (u(x,t))

Sekil 30. denklem (4.136)’deki u(x, t)’in degisim katsay1 degeri

4.4. Rastgele kismi diferansiyel denklemlerin Q — HAM Metodu ile Analizleri

Asagidaki diferansiyel denklemi g6z 6ntinde bulundurun:
Nlu(x,t)] — f(x,t) =0 (4.137)
N dogrusal olmayan bir operator, (x, t) bagimsiz degiskenleri, f(x,t) bilinen bir fonksiyon
ve u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyondur.

Sifir dereceli deformasyon denklemini olugturalim.
(1 =n@)L[Q(x, t; q) — uo(x, )] = ghH (x, ) (N[x, t; q] — f(x, 1)) (4.138)
n=>1q¢€ [O, ﬂ gémiilii parametreyi belirtir. L, f = 0 oldugunda L[f] = 0 6zelligine sahip

bir yardimci lineer operatordiir, h # 0 bir yardime1 parametredir, H(x, t), sifir olmayan bir

yardimci islevi belirtir.

q = 0 ve g =~ denklemi (4.138) oldugunda

D(x,t;0) = ug(x, t) , 1) (x, t; %) = u(x,t) (4.139)

sirastyla.
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Boylece g, 0° dan %’ ye arttikca, @(x,t; q) ¢oziimii, uy(x,t) ilk tahmininden u(x,t)
¢Ozlimiine degisir.

uog(x,t), L, h, H(x,t) O6g8esini secme Ozgirliigiine sahip olarak, denklem (4.138)’nin
@(x,t;q) ¢Oziimiiniin q € [0,%] icin mevcut olmasi i¢in hepsinin uygun sekilde

secebilecegini varsayabiliriz. Taylor serisinde @(x,t; q)’yu genisletirken, bir tanesinde

sunlar bulunur:

O(x,tq) = uo(x, t) + Xm=1um(x, )q™ (4.140)
(2, 8) = = T g = 0 (4.141)

h, H(x,t), ug(x,t), L’ nin, (4.140) serisinin q = %’ de yakinsadig sekilde uygun sekilde

secildigini varsayalim ve

1 r 1\™m
u(x,t) =0 (x, t;;) = Up(x,t) + Y= Um(x, t) (Z) (4.142)
ur(x, t) = {ug(x, t), uy (x,t), uy(x, t), ..., up(x, t)}, vektoriini tanimlama denklemini
(4.138) m kez q’ ya gore ayirt etmek ve ardindan q = 0 ayarlamak ve son olarak bunlari

m!” le bolmek m. dereceden deformasyon denklemine sahibiz:

L[um(xr t) — Xmum—l(x, t)] = hH(x, t)Rm(ﬁm—l(x' t)) (4-143)
5 1 M Y(N[D(x,t;)]—f (x,1))
ve
_ {0 m<1
Am =1y m>1

m > 1 igin u,, (x, t) ’nin, orijinal problemden gelen lineer sinir kosullar1 ile lineer denklem

(4.1143) tarafindan yonetildigi vurgulanmalidir. (%)m faktoriinlin varligindan dolayi, daha
fazla yakinsama sansi ortaya cikabilir veya standart HAM'den daha iyi bir sekilde ¢cok daha
hizli yakinsama elde edilebilir. Denklem (4.138)'deki n = 1 durumunun standart HAM
olduguna dikkat edilmelidir.

Ornek 10:
Asagida rastgele baslangic ve sinir kosullari ile verilen kismi diferansiyel denklemin
¢Oziimiinii ¢ — HAM yontemiyle elde ederek ¢6ziim davraniglarini inceleyiniz.
Uy = Uyy — U 0<x<m (4.144)
Sinir kosulu: u(0,t) = Asin(3t)

Baslangi¢ kosulu: u(x,0) = 0
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u(m, t) = —Asin(3t) , u;(x,0) = 3Acosx
Burada A~U(ea, ) - A~U(1,5) diizgiin dagilima sahip rastgele degiskendir.
Coziim:
(4.144) denklemine g — HAM ni uygulayalim. Bunun i¢in bir lineer operator secelim:

Lg Gt ) = LD
L[c;] = 0 6zelligi ile; burada c, sabittir.
Uygun baslangi¢ yaklasimi olarak

uy(x,t) = 3Atcosx

*p(x,t;q)  9*@(x, t; q)
Jat? 0x?2

olarak bir nonlineer (lineer olmayan) operator tanimlanir.

N[¢p(x, t;q)] = + 8¢ (x,t;q)

Sifiriner mertebeden deformasyon denklemini olusturalim.
(1 —nq)Llp(x, t; q) —uo(x, )] = qhH(x, )N[p(x,t; q)]
H(x,t) = 1, ve m. mertebeden deformasyon denklemi;
Llum (x, £) = XmUm-1(x, )] = ARy, (Um—1 (x, )
m > 1 i¢in baslangi¢ kosulu u,,(x,t) = 0
burada,

_{0, m<1
=11, m>1

ve
1 0™ 'N[g(x t;t)]

Rm(am—l(x: t)) = (m _ 1)! aqm_l |q = O
0%uUy,_1(x,t)  0%u,_1(x,t)
= Tnatlz — Tréxlz + 8um_1(x, t)
m = 1 i¢in denklem (4.133)’in ¢oziimii
tt

U (%, 1) = YmUm-1(x, t) + hf f Ry (Tpm-1(x,5))dsds + ¢;
0 0

c; baslangic kosullari ile belirlenen bir integrasyon sabiti.
Un(x,0) = ¥mUm-1(x,0) + ¢;
m = 1 i¢in;
U (x,0) = y1uo(x,0) +¢c; =0
Lluq (x, )] = R [ug (x, )]
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0%uy(x,t)  0%up(x,t)
ot? dx2

u, (x, t) = hff

00

+ 8uy(x, t)l dtdt

9 3t)3
u;(x, t) = EhAcosx(t3) = h( 3)

. (30)°
h=—-1licinu, =— Acosx

m = 2 igin;
Luy(x, t) —uy(x, t)] = AR, [u, (x,1)]

R,[u,(x, t)] dtdt

ot‘w

u,(x,t) = u(x, t) + hj
0

0%u,(x, t) 0%uy(x,t)
ot? dx2

u,(x,t) = u(x, t) + hfof

+ 8u, (x, t)l dtdt

0
t t
9 5 (3t)3
Acosx+fjh 27tAcosxh+§Ahcosxt + 8h 3 Acosx | dtdt
0 0 '

u,(x,t) = h
9 9 81
uy(x,t) = E hAcosxt3 + Ethcosxt3 + Eflecosxt5
= ;Acost3 (h+h%) + % h?Acost®
(h = —licinu,(x,t) = %Acosxt5 = %Acosxt5 (35?5 Acosx)

boylece devam edilirse
up(x,t), (m = 3,4,5, 6,...) benzer sekilde hesaplanabilir. ¢ —HAM ile ifade edilen seri

¢Oziim asagidaki formda yazilabilir.
M

1
u(x, t;n; h) = uy(x, t;n; h) = Z u;(x, t;n; h) (E)

i=0

i
1\! 1\2
u(x, t;n; h) = ug(x, t;n; h) + uqy(x, t;n; h) (E) + u,(x, t;n; h) (5)

(3t)°
5!

t3

3
u(x, t;n; h) = 3Atcosx + h( Acosx

1 9
Acosx (;) + EAcosxtg’(h + h?) + h?

Ozel durumdan = 1ve A = —1 igin
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(3t)3A N 3t)°
31 COoSXx 5

Acosx + -

u(x, t) = 3Atcosx —

(Bt  (3v)®
T

u(x,t) = Acos(x) sin(3t)

= Acosx |3t —

Ug(x.t)

T \ m\“‘ \\\\\\\
" M“ (i

-2

t=0.2
14 : : .
1.2 .ﬁ. 4
i g h *
I = B ]
0.8 ./ o
06f =} || 4
. o b
04t 4
s o o]
0.2} a o ]
S L
A B
021 H ! .
o B
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od : o
2 15 1 0.5 0 05 1 15 2
X

Sekil 31. A = 2 segildiginde (4.144) denklemi igin h = —1,n = 1 i¢gin ¢ — HAM ve tam
¢ozlim grafigi
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Sekil 32. x, t’nin farkli degeri i¢in (4.144) denkleminin Ug(x, ¢, 1) yaklagik ¢oztiimii i¢in
HAM (q — HAM; n = 1) ile h egrisi

30 £ L L L L L L
= -~ u@,1,5)
25+ % --ll- U(0.7,0.9,5) [ I
\ 1
! --l- U(0.4,1.3,5) ;
\ 1
) 1]
20~ ] f
: :
_ \ O
[y \‘ /
X 15- i
=0 o
\“ I-
]
10 q -.‘ -
s
\
5 A
0 r r r C r r
5 -4 3 -2 1 0 1 2
h

Sekil 33. x, t’nin farkli degeri i¢in (4.144) denkleminin Ug(x, t, 1) yaklagik ¢oziimii i¢in
HAM (q — HAM; n =5) ile h egrisi
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Sekil 34. x, t’nin farkli degeri i¢in (4.144) denkleminin Ug(x, t, 1) yaklagik ¢oziimii i¢in
HAM (q — HAM; n = 10) ile h egrisi

Deformasyon denkleminin seri ¢dziimlerinden elde edilen u,, (x) lerin toplam1 olan
U(x) ¢0ziim serisinin (4.144) denkleminin analitik ¢ozlimiine yakinsamasini saglar ancak
burada uygun bir A yakinsaklik kontrol parametresi belirlemek gerekir. Burada h
parametresi U'(x,t), U''(x,t) tirev grafikleri ¢izilerek grafiklerin yatay eksene paralel
oldugu aralikta segilir. Bulunan uygun h yakinsaklik kontrol parametresine bagli olarak elde

edilen ¢6zlim serisinin problemin gercek ¢oziimiine yakinsakligi kontrol altina alinmaya
caligilir.

Beklenen degeri;
A~U(a,B) - A~U(1,5) diizgiin dagilima sahip

E = [u(x,t)] = cosx sin3t E[A]

] B+«
= cosx sin3t [T]
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5+1
2

= 3 cosx sin3t

= cosx sin3t [

(x,t) i¢in Beklenen grafigi:

Beklenen Deger

‘\\\\\\\\
\)“" -

E(u(x,1)

t X

Sekil 35. denklem (4.144)’deki u(x, t)’in beklenen degeri

Varyans degeri;
A~U(a,B) - A~U(1,5) diizgiin dagilima sahip

e

Var = [u(x,t)] = (cosx sin3t )?Var[A]

= (cosx sin3t)?

B? —2ap + a?
l 12

25—-10+1

= n3t )32 [
(cosx sin3t) 3

4
=3 (cosx sin3t)?

u(x, t) i¢in Varyans grafigi:
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Varyans

1.5~

V(u(x,1)

Sekil 36. denklem (4.144)’deki u(x, t)’in varyans degeri

u(x, t) degisim katsayist;

standart sapma varyansin karekokii oldugundan,

stdsapmalu(x, t)] =/ Var[u(x,t)] = \/g (cosx sin3t)?

bulunur. Degisim katsayis1 ise standart sapmanin beklenen degere bdliimiiniin yiiz ile

carpilmasindan elde edilir.
td ,t
DK = stdsapmalu(x,t)]
Efu(x, t)]

s (cosx sin3t)?2
X100 (4.145)

3 cosx sin3t

u(x, t) i¢in degisim katsayis grafigi:

x100 =
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Degisim Katsayisi

T

DK (u(x,t))

Sekil 37. denklem (4.145)’deki u(x, t)’in degisim katsay1 degeri
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5. IRDELEME

Bu tez calismasinda elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore, adi ve kismi
diferansiyel denklemler baslangi¢c kosullari, katsayilar veya kuvvet terimleri rastgele
secilerek, rastgele hale doniistiiriilmiislerdir. Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin rast gele
etkiler altinda incelenmesi i¢in normal, diizglin beta, gamma, geometri, laplace ve {istel
dagilimlarina sahip rastgele etki terimleri kullanilmistir. Bu rastgele adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimleri i¢in literatiirde ¢ok sik kullanilan yontemlerden
birisi olan HAM (Homotopy Analiz Metodu) ve q — HAM yontemlerinden istifade
edilmistir. Elde edilen bu ¢oziimlerin beklenen deger, varyans ve degisim katsayilari

hesaplanarak Matlab paket programi yardimiyla grafiksel olarak gosterilmistir.



6. SONUC VE DEGERLENDiRME

Bu ¢alismada adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemleri baslangi¢ kosullar1 ya da
katsayilar1 siirekli zamanli olasilik dagilimlari olan diizgiin, normal, beta, laplace, gamma ve
iistel dagilimlarindan herhangi biri segilerek denklemler rastgele hale getirilmistir. Bu
rastgele hale getirilen denklemlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans ve
degisim katsayis1 hesaplanmistir. Rastgele hale doniistiiriilen adi ve kismi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin yaklasik analitik ¢6ziim yontemlerinden literatiirde ¢ok yaygin
olarak kullanillan HAM ve Q-HAM yontemlerinden faydalanilmistir. Buna ilaveten
Homotopi Analiz Metodunda # yardimci keyfi parametresi bize ¢éziim seri i¢in yakinsaklik
hizin1 ayarlamak ve kontrol etmek i¢in imkéan sagladigindan dolayr A’in farkli degerleri
alindiginda yakinsakligin azaldigi gorildiigiinden A igin en uygun deger —1 segilerek
analizler yapilmigtir. Son olarak elde edilen ¢oziimlerin olasilik karakteristiklerinden
beklenen deger, varyans ve degisim katsayist grafikleri Matlab 2013 paket programi

yardimiyla ¢izilmistir.



7. ONERILER

Bu calismada lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemler ve
denklem sistemleri rastgele hale doniistiiriilerek olasilik karakteristikleri incelenmistir.
Rastgele hale getirilen denklemler HAM yontemiyle yaklasik analitik ¢oziimleri elde
edilmistir. Rastgele lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemler kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek HAM ve q — HAM yontemleriyle
yaklagik analitik c¢oziimleri bulunabilir. Literatiir de ¢ok sik kullanilan homotopy
pertiirbasyon, varyosyonel iterasyon ve Adomian ayrisim yontemi yardimiyla yaklasik

analitik ¢oziimler bulunabilir.
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