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OZET

PERIYODIK SINIR SARTLI KUAZIi LINEER HIPERBOLIK DENKLEMIN
COZUMUNUN VARLIGI VE TEKLIiGi

Melike SATILMIS

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Danismani: Prof. Dr. Kadir KUTLU

Bu ¢alismanin asil konusu Kuazi lineer hiperbolik denklemli baglangi¢ ve periyodik sinir deger
probleminin D :={(x,t) |0<t<T; —m <x < +m} bolgesinde ¢Oziimiiniin varhgmni ve

tekligini gostermektir. Problem asagidaki sekilde verilmektedir.

®u 0%
3z @ ﬁ:f(x,t,ux); 0<t<T;, m<x<m —00 < U, <+»)

u(x,0) = @), ug(x,0) = P(x); (-m <x <m)

u(—m,t) = u(m, t), u,(—mt) = u,(m,t); (0<t<T)

Burada ¢(x) ve ¥(x), [—m, +m| arah@inda, f(x,t,u,), D x (—0,+0o0) bolgesinde tamimli ve
gerekli Ozelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x,t) ise aranan ¢6ziim fonksiyonudur.
Cozlimii i¢in ileride agiklayacagimiz Fourier yonteminden yararlaniyoruz. Coziimiin varlhigi ve

tekliginin ispatinda ise klasik yontem olan art arda yaklagimlar metodundan faydalaniyoruz.

2019, 67 sayfa
Anahtar Kelimeler: Fourier Yontemi, Periyodik Kosullar, Dirichlet Sartlari, Kuazi Lineer

Hiperbolik Denklemler



ABSTRACT

THE EXISTANCE AND THE UNIQUENESS OF QUASI LINEAR HYPRBOLIC
EQUATION WITH PERIODIC BOUNDARY CONDITIONS

Melike SATILMIS

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kadir KUTLU

The main topic of this work is to Show the existence and uniqueness of the solution of the
Quazi lineer hyperbolic equation with the initial and periodic boundary value problem in the
domain D == {(x,t) 0 < t < T; — < x < +m }. The problem is as follows:

W—azﬁzf(x,t,ux); 0<t<T; —m<x<m —0 < U, <+0)

u(x,0) = (x), ue(x,0) = Y(x); (-m <x <m)

u(—m,t) = u(m, t), u,(—mt) = u,(m,t); (0<t<T)

Here ¢(x)andy(x) are the known function which are defined on the interval [—m, +7]
and f(x, t,u,) is the known functions which is defined on the domain D x (—o0,40). These
functions satisfy the necessary conditions. u(x,t) is the desired solution function. Fort he
solution, we use the Fourier method which we will explain later. Fort he proof of the existence

and uniqueness of the solution, we use the classical method of successive approximations.

2019, 67 pages
Keywords: Fourier Method, Periodic Conditions, Dirichlet Conditions, Kuazi Lineer

Hyperbolic Equations
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiZiNi

B Banach Uzay1

I COIl f Fonksiyonun Normu

£, 9) Iki Fonksiyonun I¢ Carpimi
u(x, t) Coziim Fonksiyonu

I(x, t) Test Fonksiyonu

Ut Denklemin Homojen Coziimii
G(t,&—x) Kaynak Fonksiyonu
Gt—1,&—x) Kaynak Fonksiyonu

A Diskriminant

N Dogal Sayilar Kiimesi
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Fizikte ve miihendislikte titresim ve dalga hareketi iceren pek c¢ok problem
genellikle kismi tiirevli diferansiyel denklem halinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tiir
problemlerin belli sartlar altinda ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi veya en azindan
coOziilebilir olup olmadigi fiziksel olarak ispati ya miimkiin degildir ya da yeterli
degildir. Oncelikle problemin varsa analitik ¢dziimii aranir veya en azindan ¢oziimiiniin
varlig1 ve tekligi dogrulugu kanitlanmig ¢esitli matematiksel yontemlerle ispatlanmasi
gerekir. Coziimii kolaylikla bulunamayan bir problemle karsilasildiginda ¢oziimiin
varlig1 ve tekligi sorusu ortaya cikar. Bu soruya ilgili teoremlerin ¢ergevesi iginde yanit

aramaya caligilir.

Burada incelenen problemde aranan fonksiyonun ve tiirevlerinin tanimlandigi

araligin ug¢ degerlerinin birbirine esit olmasi periyodik sinir sart1 olarak adlandirilir.

Genelde lineer olmayan kismi tiirevli denklemler icin bir genel ¢6ziim vermek
imkansizdir. Bu ylizden lineer, yar1 lineer veya kuazi lineer (parabolik, hiperbolik veya
eliptik) denklemler uygulama bakimindan 6ne ¢ikmaktadir. Bu tiir denklemler cesitli
baslangi¢ ve siir sartlarinda veya karigik sinir sartlarinda farkli yontemler uygulayarak
pek ¢ok arastirmacinin inceleme konusu olmustur ancak Fourier yontemiyle periyodik

sinir sartli problemler fazla aragtirilmamastir.

Fourier yontemi, yart dogrusal ve dogrusal olmayan parabolik, hiperbolik veya
daha yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in periyodik sinir sarth

karigik problemlerin ¢6ziimiine de uygulanabilir.

Bu calismada periyodik baslangic ve siir sartlar1 (karigik sartlar) ile verilen
kuazi lineer hiperbolik denklemli baslangic ve smir defer probleminin ¢oziimiiniin

varhigimi ve tekligini incelenmektedir.



1.2. Diizgiin Yakinsak Seriler

Tammm 1.2.1. Terimleri a < x < b araliginda tanimli olan, Yo u, (x) = u;(x) +
uy(x) + -+ uy(x) + -+ fonksiyon serisini goz Oniine alalim. Eger genel terimi
Sp(x) = uy(x) + up(x) + -+ u,(x) olan dizi yakinsak ise Yg-,u,(x) serisine

“vakinsak” ve lim,_4 S, (x) = S(x) fonksiyonuna da “ serinin toplami” denir.

Y1 Up () = S(x) (a < x < b) yazilir. {S,(x)} dizisi a < x < b araliginda
S(x) e diizglin yakinsiyorsa, fonksiyon serisine bu aralikta * diizgiin yakinsak  denir.
Yani “Diizgiin Yakinsaklik” keyfi olarak segilebilen € > 0 sayisina karsilik, x’e bagli
olmayan bir N dogal sayist bulunabilir ve Vn > N (g) i¢in (|S(x) = S,(x)|) <€,
x € [a, b] seklinde yazilabilir.

Ornek 1.2.1. ¥, x™ serisinin |x| < a < 1 i¢in diizgiin yakmsakligimi inceleyiniz.

Coziim: Serinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi,
Sp(x)=1+x+x*+-+x"1= % olup |x|] <1, lim,_., x™ = 0 oldugundan

lim,_o S, (x) =Sx) = i bulunur. Diger yandan |x| < a < 1 i¢in,

|x™| a™

SG) =S| = T S 7

elde edilir. Keyfi € > 0 sayisina karsilik, x’e¢ bagli olmayan bir N dogal sayisi
bulunabilir. Oyle kin > N igin % < g yazilabilir. Gergekten esitsizligin iki yaninin

e tabanina gore logaritmasi alinirsa,

nina—Imn(l—a) <lIlne veya
In[e (1 —a)]

in(z)

bulunur.



In[e (1—a)]
NE)=——"—5—
ln(a)
secilir ise n > N(g) igin |S(x) — Sp,(x)| < € olur. Boylece {S,(x)} dizisinin ve

dolayisiyla serinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmis olur.

Ornek 1.2.2. ¥ (1 —x)x"™ serisinin 0 <x <1 arahginda diizgiin yakimsak

olmadigim gosteriniz.

Coziim: Verilen seri bir geometrik seri olup, ilk terimi 1 — x ve ortak ¢arpan1 x dir.

Buna gore, kismi toplamlar dizisi i¢in,

1—x"
1—x

Sp() =ug(x) +u () + -+ up_1(x) =1 —x). =1-x", 0<x<1

bulunur. lim,_ . S, (x) = S(x) = 1 oldugundan seri verilen aralikta yakinsaktir.

Fakat 0 < x < 1 araligina ait biitiin noktalar i¢in ortak bir N dogal sayisi, ¥V n > N i¢in
|S,(x) = S(x)| = x™ < & olacak sekilde mevcut degildir. Gergekten, Ornegin € =i

olarak secilirse, n sayis1 ne kadar biiyiik segilirse se¢ilsin x™ ifadesi verilen araliga ait
olan ve n\/% < x¢ < 1 sart1 saglayan biitiin x, noktalar1 i¢in € = i ten daha biiytik kalir.

Yani, |S,,(xy) — S(xp)| = xo™ > i =¢ bulunur. O halde {S,(x)} dizisi dolayisiyla

verilen seri 0 < x < 1 araliginda diizgiin yakinsak degildir.

Teorem 1.2.1. (Weierstrass M-Testi ) Sabit ve pozitif terimli }'>_; M,, serisi yakinsak
ve a < x <b igin |u,(x)| < M, bulunuyorsa, Y.,_; u,(x) serisi a < x <b araliginda

Mutlak ve Diizgiin Y akinsaktir.

Ornek 1.2.3. Y%, e™ serisini gdz oniine alalim. —2 < x < —1 araliginda mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

Coziim: u,(x) = e™ = (e*)™ diyelim —2 < x < —1 araliginda e* < é oldugundan

3



1\" 1\" . .
U, (x) < (g) =M, ve M,=Y", (;) geometrik serisi yakinsak oldugundan,
Weierstrass M-Testine gore Yn—;Un(x) serisi —2 < x < —1 araligin da mutlak

diizgliin yakinsaktir. Bir fonksiyon serisinin toplaminin siirekliligi, terim terim

integrasyonu ve terim terim tiiretilmesi hakkinda bazi énemli teoremler vardir.

Teorem 1.2.2. Y>_, u,(x) serisinin terimleri a < x < b araliginda siirekli ve seri bu
aralikta S(x) toplamina diizgiin olarak yakinsiyorsa, S(x) fonksiyonu araligin biitiin

noktalarinda siireklidir.

Teorem 1.2.3. Terimleri integre edilebilen ), u,(x) serisi a < x < b araliginda
S(x) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsiyorsa fox S(t)dt = fox Yim—1 U (t)dt olup sag

taraftaki integraller serisi de a < x < b araliginda diizgiin yakinsaktir.

» o 1 i
Ornek 1.24. >, B

serisinin 0 < x < a araliginda diizgiin olarak —
x+n+1)

1
x+1
fonksiyonuna yakinsadigini ve terim terime integre edildigini gosteriniz.

1 1

ozim: u,(x) =———=——
C n( ) (x+n)(x+n+1) x+n  x+n+1

diyelim. Serinin kismi toplamlar dizisi

genel terim,

Sp(x) = ug (X)) + uz (X)) + - + 1y (%)

_( 1 1 )+< 1 1 )+
T \x+1 x+2 x+2 x+3

1 1
1 e
x+n x+n+1

- __1 olu

T x+n  x4n+1 P,

lim S,,(x) = S(x) = li (1 1 )— 1
o on X T = O 1 x+n+ 1) x+1
bulunur.

—<—=9(n)

Buradan 0 < x < a araliginda Vx igin |S,(x) — S(x)| = S

ve lim,,_, 9(n) = 0 elde edilir ki buda bize { S,,(x) } dizisinin yakinsak oldugunu



ifade eder. O halde seri 0 < x < a da diizgiin yakinsaktir. Teoreme gore terim terime

integre edilebilir. Buna gore,

X

J.( (x+n)(x1+n+1) ) be(x+n)(x+n+1) fxildx

n=1

=In|x + 1|

bulunur.

Teorem 1.2.4. (Holder Esitsizligi) Vn € N i¢in E’de tanimh {f,} ve{g,} Iki

fonksiyon dizisi olmak iizere,

Yn=1lfn-gnl < [X5= 1Int”] [Din= 1Ignlq] +-=1 , p,q =0 (Saban, 1981)

< |-
Q|-

esitsizligine “Holder Eyitsizligi” denir.
1.3. Ortogonal ve Ortonormal Vektor Aileleri
Tanmm 1.3.1. [a, b] araliginda tanimli, bu aralikta 6zdes olarak 0 olmayan ve Riemann

anlaminda integrale sahip fonksiyonlardan meydana gelen { f;(x),f2(x), ... f ()}

kiimesini gz Oniine alalim. Eger,
b 0 i #j

ise boyle bir kiimeye [a, b] araliginda “Ortogonal Fonksiyon” kiimesi veya “Ortagonal

Fonksiyon Sistemi” denir. Bu ortogonal fonksiyon sisteminden elde edilen,

() f2 (x)}

{ul()— e tin() = 2



kiimesine [a, b] arahiginda “Ortanormal Fonksiyon Sistemi” denir. Buna gore; bu
ortogonal fonksiyon sistemine ait bir f;(x) fonksiyonunun normu ||f;(x)|| seklinde

gosterilir ve

1
2

b
If:GOll = f fR)dx

olarak tanimlanir.
1.4. iki Fonksiyonun Skaler Carpim Ortogonal Fonksiyonlar

f(x) ve g(x), [a,b] kapali araliginda pargali siirekli fonksiyon oldugunda
f: f(x)g(x)dx integraline, sozii edilen fonksiyonlarin “Skaler Carpimi” denir ve

(f, 9) veya (f, 9)[a,p) ile gosterilir.

la, b] araliginda Ki pargali siirekli f(x), g(x), h(x) fonksiyonlari i¢in asagidaki

ozelliklerin dogrulugu yukaridaki tanimda goriilmektedir.

n (e =wh

2) (f,f) = 0 dir. (f,f) =0 esitliginde gerek ve yeter kosul [a,b] de
f(x) = 0 oldugunda dogrudur. ( [a, b] nin sonlu veya sayilabilir sonsuz sayida noktasi
harig olabilir.)

3) Keyfi A,v € R igin (Af +vg,h) = A(f,h) +v(g, h)
f:f(x).g(x)dx =0 oldugunda f(x)ve g(x)‘¢ [a,b] arahginda “Ortogonal
Fonksiyon” denir.

8 (f,f) =[] f*(x) dxsayisma, f(x) fonksiyonun “skaler karesi”

1
(f, )z sayisinaise “f(x) in normu” denir ve ||f(x)|| ile gosterilir.

1
2

4 1
IFll = l j f2edx| = (f. )2



Ornek 1.4.1. f(x) = x + 1 ve g(x) = v/x fonksiyonlarinin [0,4] araliginda ortogonal

olup olmadigin1 gosteriniz.

Coziim:

4
(x +1,Vx) = f(x+ 1).v/x dx =§x3/2 +§x3/2 g
0

_ 2 32+2 8—182
5 3" 715

demek ki verilen fonksiyon verilen aralikta ortogonal degildir.

Ornek 1.4.2. [-, +7| simetrik aralizinda, £ (x) = sin kx fonksiyonu tek,
g(x) = cosnx fonksiyonu ¢ift oldugundan onlarin ¢arpimi tek fonksiyon ve bu
nedenle (sin kx, cos nx) = 0 esitligi dogrudur. Yani, [—m, 4] araliginda 27 uzunluklu

her bir sin kx, cos nx fonksiyonlar1 (k,n € Z) ortogonaldir.
1 1
s E 1 s 5
|Isin kx|| = [fsin2 kx dx] = [Z.Ef(l — cos ka)dx] =r
-7 0

1

|lcos nx|| = [jcos2 nx dx] = [2.51(1 + cos an)dx] =+
-7 0

oldugu aciktir. O halde, iki fonksiyon Skaler ¢arpimi i¢in Cauchy Esitsizligi denilen bir

teorem ortaya ¢ikabilir.

Teorem 1.4.1. (Cauchy Esitsizligi)

1 1
2 /b 2

fb F)g(dz| < fb P | [ ew

a

F Dl < MIfIl-llgll



Teorem 1.4.2. (Gronwall Ejsitsizligi) Negatif olmayan f,g,h € [a,b] fonksiyonlart

icin x € [a, b] araliginda integral esitsizligi saglansin.

X

() < () + f g(ORDdt

RGO < F) + [XF(©)g©)ek "O%ar  olur.

Tammm 1.4.1. (Ortonormal Fonksiyon Ailesi) Vk,n € N igin (9,9,) = 8y, Olacak
sekilde mevecut {9, },en fonksiyon ailesine [a, b] araliginda “Ortonormal Fonksiyon

Ailesi” denir.

0 eger kin}
1 eger k=n

(e ) = |

Ornek 1.4.3. 1,sinx,cos x, sin2x, cos2x, ..., sinkx, coskx, ... [—m, +1] fonksiyon

sistemini ele alalim.

T
(1, sinkx) = jsinkx. dx =0

-1
T

(1, coskx) = ]coskx.dx =0

-1
s

(sinkx, coskx) = f sinkx. coskx.dx = 0
-
k # nise,
T n
(sinkx, sinnx) = j sinkx.sinnxdx = %[ J[cos(k —n)x — cos(k +n) x]dx] =0
—TT

-1
s

s

1

(coskx, cosnx) = f coskx.cosnxdx = E[ f[cos(k +n)x — cos(k —n) x]dx] =0
-1 -1

k=n=+0ise,



Y
(sinkx,sinkx) = ||sin kx||? = fsin2 kxdx =m

-7t

Vs

(cos kx, cos kx) = ||cos kx||* = fcosz kxdx =mn
-1
k=n=20Ise

T
(1,1) = ||I1]2 = f 12.dx = 21

-1

oldugundan verilen sistem [—m, +m] araliginda ortogonaldir. Elde edilen sistem her

fonksiyonun kendi normuna bdlerek elde edilen,

1 sinx cosx sin2x sin kx cos kx

\/E’ \/E ) \/E , \/% ,7,7,

fonksiyon sitemi ise [—m, +m] araliginda ortonormaldir.
1.5. Fourier Serileri ve Katsayilari

Tanim 1.5.1. Bir fonksiyonun ortonormal fonksiyon sistemine gore Fourier seri agilimi,
[a, b] araliginda integre edilebilen bir f(x) fonksiyonu ile elemanlari [a, b] de integre
edilebilen bir {f,,(x)} ortonormal fonksiyon sistemi verilmis olsun. ¢, {n =12,....}

sabit say1 olmak iizere,
F6) =) e fu®) (11)

n=1

Ve sag taraftaki serinin [a,b] arahiginda diizgiin yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu

taktirde c,, sabitleri igin,

b
Cp = .[f(x)g(x)dx n=12..) (1.2)



bulunur. (1.2) ile verilen ¢, sabitlerine f(x) fonksiyonunun { f,(x)} ortonormal
fonksiyon sitemine gore “Fourier Katsayilar” ve (1.1) serisine de f(x) in ayn

ortonormal fonksiyon sistemine gore “ Fourier Serisi” denir.

Teorem 1.5.1. (Bessel Eysitsizligi) f,(x) (n € N) Cl[a,b] uzayinda ortonormal bir
fonksiyon ailesi, f ayni1 uzayda bir fonksiyon ve ¢, de f nin f,’e gore Fourier katsayisi

olsun. Bu taktirde,

(o]
D el < 7112
n=1

dir. Bu esitsizlige “Bessel esitsizligi” denir.
1.6. Trigonometrik Seri

Tanm 1.6.1. % + a, cosx + a, sinx + az cos 2x + a, sin 2x + --- seklindeki seriye

“trigonometrik seri" denir. Daha kisa olarak,

Qo N .

> + 2 (a, cosnx + b, sin nx) (1.3)
n=1

seklinde gosterilebilir. Seri yakinsak ise toplami, 27 periyotlu bir f(x) toplamidir.
Cinkii sinnx, cosnx fonksiyonlari 27 periyotlu periyodik fonksiyonlardir. O halde f(x)
fonksiyonu f(x) = f(x + 2m) dir.

Simdi biz, verilen 2m  periyotlu bir f(x) fonksiyonunun yakinsak bir
trigonometrik seri ile temsil edilebilmesinin hangi sartlarda miimkiin olabilecegini

aragtiralim.

Birinci taraftaki fonksiyonun integralinin  (1.3) serisinin terimlerinin

integrallerinin toplamina esit oldugunu farz edelim.
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Ilk olarak a, 1 hesaplayalim.

an

ff(x)dx= f%+i

—TT n=1

é\n:l

T
cosnx dx + b, J sinnx dx]
-

1
Gy =~ ff(x)dx

Ikinci olarak a, yi hesaplayalim.n #0 olmak iizere her tarafi

f_nn f(x) cosnx dx integrali ile ¢arpalim.

Y
f f(x) cosnx dx
Vs
f —cosnx + Z an j cosnx cosnx dx + by, j cosnxsmnxdx]
-7 =TT -7

1
n=— ff(x) cos nx dx
-7

Ugiincii olarak b, yi hesaplayalim. n # 0 olmak iizere her tarafi sinnx ile

carpalim Benzer islemler sonucunda,

T
1 :
== jf(x)smnxdx
-7

elde edilir. Fourier serisi ile ilgili asil problem su iki sorunun cevabi ile ilgilidir.
. Verilen seri hangi sartlarda yakinsaktir.
o Hangi sartlarda bu seri f(x) e yakinsar.

Bu sorularin cevabini su teorem verir.

Teorem 1.6.1. (Parseval Ozdesligi) [—m, +m] araliginda parcali siirekli bir f fonksiyonu

Fourier serisi yakinsak ve

11



a
f(x) = 70 + Z(an cos x + b, sinx)
n=1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
s o
2 T 2 2 2
fex)dx = E.ao +m. ) (a,” +b,)
—TT n=1

olmasidir.

UYARI 1.6.1.

s aOZ [o%e) ,
f?(x)dx = . (— + ) (a,?+ b, ))

Bessel esitsizligi asagidaki halini alir.
2 had 1 T
a
%+ Z(anz +b,°) < - sz (x)dx
n=1 —TT

Genel olarak f su kosullar1 saglamalidir.
UYARI 1.6.2. Dirichlet Kosullar:

1. f(x) in (—m,m) araliginda tanimli ve aralikta sonlu sayidaki nokta
disinda tek degerli oldugunu,

2. f(x) in (—m, m) araliginda 27 periyotlu oldugunu,

3. f(x) ve f'(x) in (—m, ) de kesikli siirekli oldugunu varsayalim.
O zaman seri katsayilariyla,

a. Eger x siireklilik noktasi ise f(x) e,

Fxt)+f(x)

b. Eger x siireksiz noktasi ise > ,

12



burada f(x*) ve f(x7), f(x) in sirasiyla x noktasindaki sag ve sol limitleridir.
f(x) in tizerine konulan (1), (2), (3) kosullar yeterlidir ancak gerekli degildir ve genel
olarak pratikte saglar. Fourier serilerinin yakinsakligi icin gerekli ve yeterli kosullar

halen bilinmemektedir.

Teorem 1.6.2. (Fourier Teoremi) f fonksiyonu 2m periyotlu, R de pargali siirekli ve

birinci tiirevi de R de pargali siirekli olan bir periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f

fonksiyonunun Fourier serisi yakinsak ve xeR igin

. _
w sayisina esittir. Burada

_+_

x™ sag ve x~ sol limiti gdsterir.

1.7. Ard- Arda Yaklasimlar Metodu (Picard)

D bolgesi, merkezi (xg,V,) Olan |x —xo| < a ve |y —yo| < b ile tanimh

bolgede y’ = f(x,y), y(xy) =y, diferansiyel denklemdeki f ile kismi tiirevi
fonksiyonlar1 % surekli olsun. Bu denklemin her iki tarafin1 x’e gore integralini

alirsak

y(x)=c+ ff(t,y(t))dt (1.4)

denklemini ve baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla,

y(xo) =c+ f f(t,y(t))dt =c

Xo

¢ = Yy, degerini ve bunun yerine yazilmasiyla da

y(x) =y, + f f(t,y(©))dt buluruz. (1.5)

Xo

13



Once Picard metodunun ilk adiminda sifirinci yaklasim olarak,

secilir. Sonra, y; birinci yaklagim,

y1(x) = f(x,y0(x)) y1(x) = yo

olacak sekilde f(x, y,) fonksiyonun siirekli olmasi kabuliiyle,

y1(x) =yo + ]f(t: yo(t))dt

denklemi bulunur. Benzer olarak y, ikinci yaklagimi,

y2(x) =yo + ff(t' J’1(t))dt

denklemi bulunur. Ugiincii yaklagimi ise ys,

y3(x) =yo + jf(t, yz(t))dt

buluruz ve n inci yaklagim, y,,_; (n — 1) inci yaklagim olmak tizere,

yn(x) = yo + f F(tyn_1(®))dt

baslangi¢ sart1 y,

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

buluruz. Boylece yq,¥1,¥2, «--+) Yn, ... fonksiyonlarm bir dizisini buluruz.

Oyleyse uygun sartlar altinda, y =lim,_ Yy, seklinde tanimlanan y

fonksiyonu (1.4) baslangi¢ deger probleminin tam ¢oziimi verilecektir. Ayrica n inci

yaklagim ile y tam ¢6ziimiine yaklasimindaki hata n nin yeterince biyik ve x in

baslangi¢ noktas1 x, a yeteri kadar yakin olmasi sart1 ile keyfi olarak kiigiik olacaktir.

14



Ornek 1.7.1. y' = x + y? y(0) = 0 picard ydntemi ile ¢dziiniiz.
Coziim : y,(x) = yo + f;;f(t, Yuo1(®))dt n =123 ...

Yo = 0 ile baglayalim.

X
2

yl(x)=0+f(x+0)dx=x7
0

; x* x?  x®
yz(x)=0+f<x+7>dx=7+%
0

2 x2  x5\* x2 x5 x8 L1l
ys(%) +f(x+<2+ >)x 2 720" 160 " 740
0

Genelde bu 6rnek i¢in degerini belirlemek olas1 goriilmemektedir.

f fonksiyonun 2—5 kismi tiirevinin D bdlgesinde siirekli oldugunu kabul edelim.

(x,y1) ve (x,y,) D de iki nokta ve y nin bir fonksiyonu olarak f ye ortalama deger

teoremi uygulanirsa,

d
fOoy) —fxy2) = %(x,y*)(yl —¥2)

elde edilir. Burada y*, y,ve y, arasinda bir sayidir. D bdlgesinde g—; kismi tlirevinin
stirekli olmasi1 kabulii g—£ degerinin D de sinirli olmasini gerektirir. Yani D deki her
nokta i¢in |Z—£| < K olacak sekilde bir K > 0 vardir. (x,y*) € D oldugundan, D deki

(x,y1) ve (x,y,) noktalarinin her bir ¢ifti i¢in,

0
FG) = £l = [5G yD)] 108 = 31 < Kol =

bulunur. Bu esitsizlik f fonksiyonu i¢in “Lipschitz Sart:” olarak adlandirilir.
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Sonu¢ 1.7.1. Eger |x — xo| < h isen = 1,2,3....

f (6, yn (D) = F (6 Y1 ()] < K. [y (%) = yp—a ()]

esitsizligi dogrudur.

Ornek 1.7.1. y' =y diferansiyel denklemin x =0 ig¢in y =1 baslangi¢ sarti

saglayan ¢Ozlimiin varligina bakarak, Picard Metodunu kullanin.

Coziim : D bolgesi merkezi (0,1) noktasi olan |[x — 0| <1, |y — 1| < 2 seklinde
tanimlanan bir dikdortgensel bolge olsun. Bu bolgede f(x,y) =y <3 =M olup
siirhdir. Eger (x, y,) ve (x,y,) D de iki nokta ise D deki bu noktalarin her biri i¢in,

1f (6 y1) — fay2)| < 2.[(vn — y2)l

Lipschitz sart1 saglanacak sekilde bir k = 2 > 0 sayis1 vardir. O halde,

N |-

h = min (a,g,l) = min (1.3,1):
M’K 3’2
olmak tizere |x| < % de tek ¢oziim vardir. C6ziim i¢in Picard kullanalim.

x0=0 yo=1f(xy)=y
Yo(x) =1
Y (%) =1+f0xyn_1(t)dt n=12...

Yo = 1 ile baslarsak,

X
yl(x)=1+j1.dx=x+1
0

X
2
X
yz(x)=1+f(x+1).dx=7+x+1
0

16



n-—1 Kk

X
Yn-1 = ZF

k=0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

X m-1 k
yn(x)—1+f< )dt

0 0
. e | Dk
S S
(k+1).k! k!
k=0 k=0
bulunur. Oyleyse verilen aranan ¢oziimii,

= 1im 2” x"_zoo x*
y_nl—tgyn_nl—tgo k! k!
k=0 k=0

olarak tanimlanir. Bu serinin her yerde yakinsak oldugu vey = e* fonksiyonunu

tanimladig1 bilinmektedir.
1.8. Lagrange Sabitlerin Degisim Yontemi
(n) inci mertebeden ikinci tarafl lineer bir

dny n—1y
T T h (X)

T+ o+ Py 1(x) +P . ()Y = f(x) (1.11)

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in bu denklemin 6zel bir ¢6zliimiiniin bulunmasi

gerekir. Lagrange ispat etmistir ki ikinci tarafsiz olan,

n-1

+P1(x)

n

daty
dxm

4P, 1(x) + P.(x)y = 0 (1.12)

denkleminin genel ¢6ziimii biliniyorsa, ikinci tarafli olan (1.11) denklemin 6zel

¢Oziimii integral islemi ile bulunabilir. Gergekten (1.12) denkleminin genel ¢oziimii,
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n

Y=CYy1+CY, + o+ CpYn = z CrxYk (1.13)

k=1

olsun (ciy, lineer olarak bagimsizdir). Simdi keyfi parametrelerin degisim
metodunda cy, ¢y, ..., ¢, Keyfi parametreleri yerine (x) in hangi fonksiyonlarini
koymalidir ki (1.13) esitligi ile tanimlanan (y) fonksiyonu (1.11) fonksiyonunun bir
¢oziimii olsun. Yani y, = ¢;(x) + c2(x) + c3(x) + -+ + ¢, (x) in (1.11) denkleminin
Ozel ¢Oziimii olmasi i¢in  ¢;(x), (%), c3(x), ..., cp(x) leri  belirtelim. (1.12)

denkleminin genel ¢6ziimii,

n

Y= e+ Cya bt G = ) G
k=1

dir. (¢) ler (x) in fonksiyonu kabul edildiginden (1.13) denklemi (x) e gore tiiretelim,

dy

a = (cy1 + oy ot opyn) H(ci'ys H 'y e yn)

olur. (c) leri o suretle belirtelim ki

'y + ' ya+ ey v = Yeor 6k Vi (1.14)
olsun. Bu taktirde 1.tiirev,

n

d

y ! ! ! li
a = (11 + oy + ') = Z CkYk (1.15)
k=1

tekrardan (x) e gore tiirev alalim.

d2
d_x}zl =y + ey, ey ) F (vl F 'y 4 y) veya
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dzy n n
dxZ Z CkYi' + k' Vi’
k=1 k=1

olur. Bu defa (c) ler arasinda sart olarak,

co

Z CkIYk’ =0 (116)

k=1

yazarak ikinci tiirev,

?y N,
— = ch Vi =0 (117)

dx?
k=1

bu tliretme islemine (n — 1) inci tiireve kadar devam edilirse sirasiyla,

Z 'y =0 (1.18)
k=1
z V2 =0 (1.19)
k=1

ancak (n — 1) inci tiirevde,

dn—ly
—dxn—l = Ckyk(n_l) (120)
k

kalir. (1.20) formiiliinden,

dy
dxm

= 'y ™Y + Z ey ™ (1.21)
X X
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bulunur. Ardisik tiirevlerin degerleri (1.14), (1.16), (1.18), (1.19) sartlar1 goz 6niinde

tutularak verilen (1.11) denkleminde yerine konulursa,

Z ' v D + [Z ™ + P1Z oy 4+ Pnz Ckyk] =f(x) (1.22)

olur. Halbuki y;, y,, ..., ¥, ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimleri oldugundan,

c1(1™ + Py Y ok Pyy) (20 4 Py 4 4 Byyy) e
Cn(yn(n) + PlYn(n_l) + -+ Pnyn)

toplaminda ki parantez i¢indeki ifadeler 0 oldugundan (1.22) denklemindeki koseli

parantez igindeki toplam O olur ve (1.22) denklemi,

z 'y ™Y = f(x) (1.23)

k

seklini alir. Bu suretle (1.14),(1.16),...,(1.23) denklemleri ¢;’,c,’, ...,c," leri
belirtecek olan lineer bir sistem meydana getirir. Bu sistemden integral islemi ile
C1,Cy, ..., Cp katsayilar1 hesaplanarak (1.11) denkleminin 6zel ¢6ziimii olan y, bulunur.

¢, ¢, ..., c,' lerden meydana gelen lineer denklem sistemi,

clyrt 'yt 'y =0
'y +'y, ety =0 (1.24)
o'y ey ety =0

C1IY1(n_1) + -t Cn,yn(n_l) = f(x)

seklindedir. Bu lineer denklem sistemine uygun bir sistemdir. y;, ¥y, ...,y ler lineer

bagimsiz olduklarindan katsayilar determinanti olan Wronski determinanti,

Y1 Y2 In

= : : : *+0
yl(n_l) yz(n_l) yn(n_l)
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0 halde (n) denklemden kurulu bu sistemden c;’, c;’, ..., c," ¢oziilebilir. Simdi (1.24)

sisteminden,
c1' =09:1(x), ' =0,(%), ..., ¢’ = (x)
bulunmus olsun. Integre ederek ( T}, keyfi sabitler )

Cx = ]ﬁk(x)dx +T, (k=12 ..,n)

Bu degerleri

Yy = Yr=1CkVx da yerine yazarsak

n
y = (Yk- J ﬁk(x)dx)) + z Tk Yk
k=1
bulunur. (1.11) denkleminin genel ¢6ziimi,

y = Z YiFe(x) + Ty, + -+ Ty, veya

Y ViFi (x) = @(x) ise denkleminin genel ¢6ziimi,
y =009+ ) Ty
k=1
olur. Burada @(x) ikinci tarafli denklemin 6zel ¢oziimii,

n
z Tk yk
k=1

ise , ikinci tarafsiz denklemin “genel ¢oziimii” veya “tamamlayict fonksiyonu” denir.
21



Gortliiyor ki ikinci tarafsiz denklemin integrasyonu yapilabiliyorsa ikinci tarafli

denklemin de integrasyonu yapilabilir. Birinci tarafi ayni olan,

n n—1
P T e P () 4 PGy = i) (1.25)
n n—-1
P Tt o P () 24 By = o) (1.26)

denklemlerini g6z Oniine alirsak (1.25) denklemin bir ¢6ziimi y, ve (1.26) inci
denklemin bir ¢6ztimii y, ise y; + y, de
n

n-—1
Zy+P1(x)d y+ P 1(x) +P(x)y fi(x) + f2(%)

denkleminin bir ¢6ziimii olur. Bunu gostermek i¢in y; ve y, ¢oziimlerinin (1.25) ve
(1.26) denklemini sagladigini yazmak ve bunlar taraf tarafa toplamak suretiyle y; + y,
nin bu denklemi sagladigi goriilir. Bu husus ikinci tarafli lineer bir denklemin 6zel

¢Oziimiinii ararken kullanilir. Ugilincii mertebeden lineer bir denklem,

d3y d?y dy
I 3+P1d 2+P2d + Py = f(x)

seklindedir. y,,y,,ys ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimleri ise c¢;’,c¢,’,c3' arasindaki

lineer denklem sistemi,

c'yr+ 'y, +c3'ys =0
'y 'y, +e’yy’ =0
'y 'y e’y = f(x)

seklindedir. Ikinci mertebeden lineer bir denklem,

d’y  dy .
Tx? + P; I + P,y = f(x) seklindedir.
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Yy, Ve y, ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimleri ise ¢;’ ve c¢,’ arasindaki lineer denklem

sistemi,

c'yr+¢'y; =0
o'y 'y = f(x)

seklindedir.
1.9. ikinci Mertebeden Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler

Bir kismi tiirevli denklem (K.T.D) x4, x5, ..... X, bagimsiz degiskenlerine bagl
bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu sayidaki kismi tiirevlerinin olusturdugu bir

bagmtidir.

ou ou oku

e =0
4 0x, 0x, 0x, ¥ ....0x,%

F(xq1, X5, v oo Xy,

denkleminde en yiiksek kismi tiirev basamagi k dir. Bilinmeyen fonksiyon ve bu
fonksiyonun tiirevlerine gore denklem 1.dereceden ise denkleme “Lineer Kismi Tiirevli
Diferansiyel Denklem” denir. Eger denklem lineer degilse “Lineer olmayan kismi

diferansiyel denklem” denir.
Tamm 1.9.1. Bir kismi tiirevli denklem, en yiiksek mertebeden kismi tiirevlere gore

lineer ise ve katsayilar bilinmeyen fonksiyonla onun diisiikk dereceden tilirevlerini

iceriyorsa bu denkleme “Kuazi Lineer” denir.

F(x, v, u, ux,uy) =

A(x, YV, U, Uy, uy).uxx + B(x, v, u, ux,uy).uxy + C(x, YV, U, Uy, uy).uyy

ikinci dereceden Kuazi Lineer Denklemdir.
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1.10. Periyodik Simir Sarti

2.mertebeden adi tiirevli Ax).y" + B(x)y'+ C(x)y = D(x) lineer
diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada x € [a,b] i¢in A,B,C,D

fonksiyonlart siirekli fonksiyonlardir. Eger denklemine periyodik sinir sart1 denilen,

y(a) = y(b)
y'(a) = y'(b)

sartlar1 eklenirse denkleme “periyodik sinir sarti problemi” denir (Allan, 2002).
Ornek 1.10.1. Periyodik sinir sartlar1 altinda asagidaki denklemi gz dniine alalim.

U (x, t)=Kuy, (x, t) , O<x<m, t>0,
u(0,t) =0, u(mt)=0, u(x0)=f(x),

Coziim: Problemin ¢oziimiinii u = X (x)T(t) seklinde arayalim.

X"()+AX(@) =0, X(0)=0, X()=0
T'(t) + L k.T(t) = 0

(00]
Kt
u(x, t) = Z b,e ™kt sinnx
n=1

u(x,O)zf(x)sznsinnx , 0<x<m
n=1
T
2
bnzgff(x)sinnx.dx , n=12 ..
0

2 ¢ ;
u(x,t) = EZ ekt ginnx f f(s)sinns.ds
0
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Ornek 1.10.2. Periyodik sinir sartlar altinda asagidaki denklemi gz 6niine alalim.

u(x, t)=k.u,,(t), 0<x<2m, t>0
u(0,t) = u,(m,t) =0, t>0
u(x,0) = f(x)

o fx), 0<x<2m
F(x)—{ fQmr —x), n<x<2n}

Coziim: Probleminin ¢oziimiini u = X(x)T(t) seklinde arayalim.

X'x)+2X(x)=0 X(0)=0X'(m)=0
u(x,0) =F(x) 0<x<2m

[0/0)
-n’kt  nx
u(x, t) = b,e 4 sm7

n=1

21
b —1fF _nxd =1,2
n=_ (x)sm2 x, n=12,..
0

b, = 1-C Dnjf(x)sm—dx n=12,.

(Zn—l)x
byp_1 = ff(x)sm > dx , n=1,2,..

-@2n-1)%kt  (2n— 1)x
u(x,t) = Z byy,_1€ 4 sin————

n=1

1.11. ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Denklemlerin Kanonik Forma

Indirgenmesi
A =A(x,y) B=B(x,y) C = C(x,y) olmak iizere ikinci tiireve gore dogrusal

Ar +2Bs+Ct+ f(x,y,z,p,q) =0 (1.27)

Ugy =T, Uxy =S, Uyy =L, Uy =P, Uy, =(q
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denklemi g6z oniine alinsin. (1.27) de x, y bagimsiz degiskenleri yerine,

e=ce(y)u=nulxy)z=1z(>mw

(1.28)

olmak tiizere € ve u bagimsiz degiskenleri ele alinsin. e(x,y) ve u(x,y) fonksiyonlar

ikinci basamaga kadar stirekli tiiretilebilir olsunlar ve

a(&‘,ﬂ) _ Ex 1 &

a(x,y) Hx :“y|¢0

gerceklensin. Buradaki amag¢ (1.27) denklemini daha kolay integre edilebilen bir

denkleme doniistiirmektir. Bu doniisiimde,

dz 0z dg¢ 0z du
ax " 9e ox ' op'ox
dz 0z de¢ 0z du
3y~ o0c°ay o' dy

0%z 0%z <6£)2 92z 0de Ou N 9z 0%¢ N 92z (6;1)2 9z 0%u
x2 02 \ox "0e.0u 0x 0x 0g0x?  Ou®\ox ou 0x?

0%z 0%z (ae)2 , 92z Q¢ 6u+62628+622<6u>2+6262u
dy?  9e2 \dy "0e.0u dy dy 0edy?  0u?\dy ou dy?

0z 9%u

0%z 0%z 0¢ 6€+ 0%z {68 6u+68 a,u} 0%z oOuodu 0z 0%¢
dxdy 0e20xdy Oe.0ulox 0y 0y ox

olur. Bu doniisiim uygulandiginda (1.19) denklemi,

622+2 0%z N 622+ (
PR e MR R A G

0z 62) B
de’ou)

denklemine doniisiir. Burada,

de\? de O¢ s
a=a(eu) =A. (—) +2B——+C. (—)
dx y

o2 oxay T acaxay

a dxdy

(1.29)



de Oe (ae du Oe c’)u)+c<ae 6,u>
ox 0y 0y 0x

B=pEu)=A——-—+B 33y (1.30)

Ox Ox

(1.29) bagintisindan € ve pu icin uygun formlart ayirt ederek hiperbolik, eliptik ve

parabolik diferansiyel denklem igin kanonik formlar ¢ikartilabilir.
Tamm 1.11.1. (Hiperbolik Denklem)

B%? — AC > 0 olsun. (1.27) denklemi u(x,y) = ¢; , 9(x,y) = ¢, gergel farkl
karakteristik ¢iftine sahiptir. (x, y) noktasinda karakteristik dogrultular,

dy ” dy
Al—) —2B—+C=0
(dx) dx+

. - v . d A <
denklemi ile verilir. u(x, y) = c; tizerinde d—z karakteristik dogrusu,

Jdu
dy __ox
dx  ou

dy

dir. Bu karakteristik boyunca,

a2 wam 22 (2 o 131
ox dx 0y ay) (131)

olur. Benzer bi¢imde 9(x, y) = c, karakteristigi boyunca,

2

09\ 2 99 99 09
A<—) +23——+c( ) =0 (1.32)

dx dx dy dy
olur. Bu halde,

e=u(xy),p=9(y)
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olarak alinirsa (1.30), (1.31),(1.32) dena = 0,y = 0, B # 0 oldugu anlasilir.

6e_ae¢6u_8u
ox dy  0x dy

ve Jakobiyen,

(e 1)

*0
0(x,y)

dir. Buradan (1.29) denklemi,

0%y 1 ( 0z 62)
€

__1 0z o 1.
deop — 289\®H* %5, (133)

bi¢imine indirgenir. (1.33) denklemi ikinci basamaktan hiperbolik kismi tiirevli

denklemin kanonik formudur.
Tamim 1.11.2. (Eliptik Denklem)

Her zaman B% — AC < 0 oldugundan karakteristik denklemler gercel degildir.

Boylece u(x,y) = ¢y, 9(x,y) = c, egrileri gergel degildir. Karakteristik dogrular,

dy z dy
Al—) —2B— =
<dx) dx +C=0

denklemi ile verilir. Yani bu dogrultular,

(dy) _ B+ ivAC - B*?
1

dx A
(dy) _B—-ivAC - B?
dx/), A
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bicimindedir. Bdylece karmasik karakteristiklerin herhangi bir (x,y) noktasindaki
karakteristik dogrultular1, karmasik eslenektir. Bu diferansiyel denklemlerin ilki @ ve w
gergel fonksiyonlari olmak tizere y; = @(x) + iw(x) bigiminde bir ¢dziime sahip ise

ikinci denklem,

y, = 0(x) —iw(x) bi¢iminde bir ¢oziime sahiptir. Boylece u(x,y),9(x,y)

fonksiyonlar1 karmasik eslenik olmak zorundadir.

u=e(x,y)+inx,y)
u=e(x,y) —in(x,y)

olarak segilirse u(x,y) = c; karakteristigi tizerinde gegerli olan,

dy z dy
Al—) —2B—= =
(dx) dx v ol
denklemi,

ex + ipx\? ex + iux

gy +iuy ey + iuy

de  op\’ de  du\ /0  Ou de o\’
a(%8 4 OH g (28 4 OF) (28 L OH o¢ OB\ _
<(’)x+l6x) * ((’)x+lax)(ay+lay>+c(ay+lay> 0

denklemine indirgenir. Buradan gercel ve sanal kisimlar esitlenirse,

de\? de Oe de\? du> ouod dun?
A(—) +ZB——+C<—) =A(—”) +23—”—”+C(—”)

dx dx dy dy dx dx dy dy
de d deod de 0 de 0

Deo | p(Jen, Dedy, o (2edm)

dx 0x dxdy OJyox dy dy

bulunur. ¢ =y, f = 0 dir. Boylece (1.19) denklemi,

0%z 0%z 1 0z 0z
(e17505,)

oz oz _ 2 P 1.34
6£2+6u2 aI\&H 25 ou (1.34)
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denklemine indirgenir. (1.34) ikinci basamaktan eliptik kismi tiirevli diferansiyel

denklemin kanonik formudur.
Tamm 1.11.3. (Parabolik Denklem)

B? — AC = 0 oldugundan sadece bir tane karakteristik aile vardir. u(x,y) = c

olsun. € = u aliirsa % # 0 olmak iizere u secilir. u =y olsun. Bu durumunda

(1.30) dan,

ou\> Juou oun 2
a=A<—x> + 2B —+C( )=O

) x 9y ay
=B “ +C ou =0
= ax " "oy’ YT
SBC Judu + 02 (6u)2 ¥ i (6u)2
dx dy ay) dx

pen () + 20 () G)r ()
ou\*
-0 (3

=0, ﬂ:

olur. (1.20)den y = c elde edilir. O halde @« =8 =0,y = ¢ kullanilirsa (1.29)
denklemi,

0’z 1 ( 0z 62) 135
a‘u2_ ,yg gjﬂizagtau ( . )
denklemine indirgenir. Bu denklem ikinci basamaktan parabolik kismi tiirevli
denklemin uygun kanonik formudur. Boylece karakteristik dogrultular, diferansiyel
denklemin tiirlinii belirtmeye yarar. Karakteristik dogrultularin integrallerini de
karakteristik egrileri tanimlar. Karakteristik egrilerden, denklemi kanonik forma
indirgemede yararlanilir. Kanonik forma indirgeme ise denklemin kolay ¢dziimiinii

saglar.
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2. YAPILAN CALISMALAR
Bu ¢alismada,

V(x,t) €D :={(x,t)] —m <x <m 0<t<T}olmak ilizere asagidaki
0%u Zazu

o ﬁ=f(x,t,ux); 0<t<T; m<x<m —0 < U, < ™)
u(x,0) = o), u:(x,0) =¢(x); (—r<x<m

u(—m,t) =u(mt),u,(—mt) =u,(mt); (0<t<T)

baslangi¢ ve periyodik sinir deger (karisik) problemin ¢oziimiiniin varlik ve tekligini B

Banach uzayinda inceliyoruz.
Burada ¢(x) ve ¥(x), [—m, ] araliginda, f(x,t,u), D X (—o0, ) bolgesinde
taniml1 ve gerekli 6zelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x,t) ise aranan (¢oziim)

fonksiyondur.

Problemin ¢6ziimii degisken katsayili Fourier serisi olarak bilinen,

u(x, t) = uoz(t) + Z [Uucn (t) cos nx + ug, (t) sin nx]

n=1

seklinde aranir. Bilinmeyen uy(t), uc,(t) ve ug,(t) katsayilarimi belirlemek igin
bulunan sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemler sistemi icin baslangi¢ deger
problemi bilinen (Lagrange-sabitlerin degisimi) yontemlerle ¢oziilmektedir. Elde edilen

¢Oziimiin de art arda yaklagimlar metodu kullanilarak varlig: ve tekligi gosterilmektedir.
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3. BULGULAR

Bu kisimda,
0%u 0%u
Frobe azﬁ =f(x,tuy); (0<t<T; —m<x<m —o<u, <+o0) ((31)
u(x,0) = o), u:(x,0) =¢(x); (—m<x<m (3.2
u(—m,t) = u(mt),u,(—mt) =u,(mt); (0<t<T) (3.3)

Yari lineer hiperbolik denklem i¢in periyodik sinir sarth karisik probleminin

once zayif ¢oziimiinii tanimlayalim. (3.1) denklemini v(x, t) ile carpip integral alalim.
T (1

[ e = e = £t w0 oie axae = 0 (34
0 J-m

v(x,T) = v.(x,T) = 0; v(0,t) = v(2m,t); v,(—m, t) = v, (m,t)

(3.4) ifadesinde kismi integrasyon alip sinir sartlarini uygularsak,

92y T 9%y
i FU dt = —v(x,0) Y(x) + v:(x,0)p(x) +f uF dt

olur. Boylece,

—vdxdt— u—dxdt+ o(x) s dx — | v(x,0)dx
[ [ e[ ] oo™

elde edilir. Benzer sekilde,

92 92
ffna—;v dx = f_nnué dx (3.5)
(3.4) esitliginden,
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fOT f_”n[utt — a?u,, — f(x, t,u,)]v(x, t)dxdt

T ,m
— [ [t - @) - f g uwldade
0 -1

+ [ T Gowe(x0) —w(w(e 0)lax =

elde edilir.

Tanm 3.1. D = {(x,t)| - <x <m 0 <t <T < oo} bolgesinde siirekli, x’¢ ve t’ye
gore (denklemin icerdigi mertebeden) siirekli kismi tlirevlere sahip ve
v(x,T) =v,(x,T) =0, v(—m,t) =v(mt), v,(—m,t) = v (m,t) sartlarin1 saglayan

v(x, t) fonksiyonuna test fonksiyonu denir.

Tamm 3.2. Keyfi v(x,t) test fonksiyonu i¢in (3.5) esitligini saglayan u(x,t) € C(D)
fonksiyonuna (3.1), (3.2), (3.3) probleminin ‘zayif genellestirilmis ¢oziimii’ denir
(Chandirov, 1970).

Simdi (3.1), (3.2), (3.3) probleminin ¢dziimiiniin varlik ve tekligini inceleyelim.

Cozimi,

u(x,t) = uO(t) + Z [Uen () cos nx + ug, (t) sin nx] (3.6)

n=1

seklinde arayalim. Burada u,(t), u.,(t) ve ug,(t) bilinmeyen katsayilardir (Fourier
katsayilar1). Bigimsel olarak (3.6) ile verilen u(x,t) fonksiyonunu (3.1) denkleminde

yazalim.

(t)

2,2

f(x,t, Z [—nucy, (t) sinnx + nug, (t) cos nx]).

n=1

33



Her iki taraft 1, cos kx,sinkx, k = 1,2, ... ile carpip [—m, ] araliginda integral

alip, ortogonallikten dolay1 k # n igin integrallerin sifir oldugu géz 6niine alinirsa,

1 Vs
ug (t) = Ef f (f, t, Aug (§, t)) d¢
1 Vi
ul () + a?nug, (t) = ;[_”f (f, t, Aug(§, t)) cosné d¢ (3.7)

ull () + a?nug, () = %f”f (E, t, Aug(E, t)) sinnédé, n=1,2,..

sonsuz diferansiyel denklemler sistemi elde edilir. (3.2) baslangi¢ sartlarin1 g6z tiniine

alirsak (3.7) sisteminin baslangic sartlari,

uy(0) = ¢, uy(0) =y
Ucn (0) = @cn Uen(0) = Yy (3.8)
usn(o) = Qsn» u;n(O) = Ysn, n=12,..

uoz(t) + Yo q[uck (t) cos k& + ug (t) sinké] ve dolayisiyla

Aug (&, t) = Xgoq[—kue (t) sin k& + kug, (t) cos k] olarak alindi. (3.7) sistemindeki

olur. Burada Au(é¢,t) =

f (E ot Aug (€, t)) fonksiyonu (3.8) sisteminin Fourier katsayilar1 oldugu asikardir.

po=—[ if (& t,Aue (6, 0)) g
o = [ 1 (6.8, Aug(6,0) cosné dé
fon(®) = %f_nf(f, t, Aug(E, t)) sinné dé ,n=1,2, ...

1" 1 ("
vo=r| 0@t pm=7[ o@cosniaz,

—TT

1 (™
Psn = ;j <.0(<f) sinnédé,n=1,2,..

1" 1"
Vo=7| 0@df Vo= | v@cosnids,
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_1 i i d =1,2
IPsn—Ef_nlp(E)smnE En=12,..

Bu durumda (3,8) baslangig sartli (3.7) problemini asagidaki sekilde ele alabiliriz.

ug (t) = fo(); ue(0) = @o, ug(0) =1
Uen () + (an)zucn(t) = fcn(t); U, (0) = Pens Uen (0) = Yen
Ugn (t) + (an)zusn(t) = fin(t); Usn(0) = @sp, U (0) = P, n = 1,2, ....

Ikinci basamaktan sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemlerden olusan
baslangic deger problemi elde edilir. Bu sistemi sabitlerin degisimi ydntemiyle

¢Ozersek,

t

U (t) = @o + ot + f (t —Dfo(v)dr

0

_ Yen . 1 (f :
Uen(t) = @ep cosant + —sinant + — | fo,(v) sinan(t — 1) dt (3.9
an an J,
Ug, (t) = @q, cos ant + &sin ant + ijtf (o) sinan(t — 1) dt
sn sn an an o sn

n=12,..

elde edilir. Burada f;, (1), fz () Ve f;, (T) yerine yazilirsa,

w@® = ot nttr [ [ -0 f (6mtus0) asar

Uen (t) = @cn cosant + % sin ant

L b fot f: f (&7, Aug(,0)) sinan(t — 1) cos né déds

anr

Ugn () = @4 cOs ant + % sin ant

L b fot f_’; f (&7, Aug(&,0)) sinan(t - 7) sin ng dds

anr

n = 1,2, ..¢6ziimi elde edilir. C6ziimiin varligini ve tekligini incelemek i¢in,
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{a()} = {u"(t), Uy (£), Uy (£), ey Ug (1), Ugp (B, ... }, fonksiyon dizilerinden,

1
EmaXtE[O,T]luo(t)l + Z[maXtE[O,T]lucn(t)l + maXee[o,r]|usn ()] < +00

n=1

esitsizligini saglayanlarin kiimesini B ile gosterip, normu da

_ 1
lu(O)lls = EmaXtE[O,T]luO )]+ Z[maXtE[O,T]lucn(t)l + maXte[O,T]Iusn(t)l] < 4+

n=1

alalim. Kolayca gosterilebilir ki B bir Banach uzayidir (Edwards, 1994). (3.9)
sisteminin B de ¢6ziim oldugunu incelemek igin art arda yaklagimlar metodunu

kullanacagiz. Yaklasim bagintilarini,

ud? () = u (@) +
f f(t —7)f <§ T, Z( mu(k b (t) sinmé + mu(k 1)(t) cos mE) dédrt

ug (=@ + Pot,

ug () = ug) () +

[00]

anrr] ]f((f O Z( mu(k YV (¢) sinmé

m=1

+mu (k 1)(1:) cos mé) cosné sinan(t — t) dédt

(0)(t) = @y COS ant + i—nsm ant,

uld () = uP () +

o)

ann_f ff(f’ v Z( mu(k D (¢) sinmé

m=1

+mu§ﬁ_1)(t) cosmé) sinné sinan(t — 7) dédt
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w

(0)(15) = @sp COsant + —=sinant, n=12,.

seklinde alalim.

ug” (t)
2

+ i( & (©) cosng +uy) (8 sinng )

n=1

AuB (€, 1) =

alalim. Buradan,
dquék) (&,1) = Z%o=1( nucn )(t) sin né + nu(k) (t) cos nf)

olur. Ayrica,

MaXg<¢<r |o‘lu(k) & 0|

u(()k) (t)l + Z maXop<t<t

n=1

=[a® @], -w<&<m 0<t<Tve

k
ul) (@)

k
ugn)(t)| + maxo<i<r

Aul (€, t)|

maXop<z<t

s

k =
[maxo<e<r [nulyy (O] + maxoser [nul (0[] = |2 @), < +oo,

S
1l
[y

—-n<é<Tm

0 <t < T oldugunu farz edelim.

Kafi biiylik n’ler igin ||17(k)(t)||B < ||1=1(k) (1:)”73 , t €]0,T] oldugu agiktir.

Diger yandan,

{ W), u® ), u® @), .., ul ), v ®), } = {a® (1))
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ile gosterelim. Sistemin Once max05t5T|ﬁ(k)(t)| < oo sagladigini yani u®(t) € B

oldugunu ispat edelim.

”u(O)(t) ” = _maX0<t<T Uy )(t)| z maXo<r<r|U ((J(;l)(t)| + MaxXg<t<t ug?l)(t)|
n=1
Ve ¥
<2 (Ipol + |¢0|T>+Z(|<om| +[22] + lpl + 221
1200 1l <5 Aol + ol
+ 32 (19enl + [22] + 1snl + [222]) (3.10)

(3.10) esitsizliginde @(x) ve P(x) fonksiyonlar1 seri yakinsak olacak sekilde
tanimlanir. Bdylece maxo< <7 [0 (¢)| < +o0 yani @(®(t) € B olur.

Simdi k = 1, 2, ... i¢in esitsizliklere bakalim.

2D = 1) + f f (=D& 7, AU () — f(£,7,0)) dEdr

t 1w
1
+= [ [e-oreno dsr,
0 —-m
ticgen esitsizliginden,

t m
w0 < [l + || [@-orrEna € m - £ n o) dgar
0 -1
t m
+% f f(t —1)f(&,7,0) dédr|.
0 -1
Sag tarafa t’ya gore Cauchy esitsizligi uygulayalim.
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1 t 2 t m 2
<[P @]+ | [ (t_f)sz‘ ( [t s nadem - reEno df]Zdr>

0

[y

2

(t — 1)? drr<f[ff(f,r,0)d€]2 dr) .

T

|

—TT

1
+—
T

Bu sefer £’ye gore Cauchy esitsizligi uygularsak (fonksiyonlardan birini 1 olarak

alinmaktadir.)

< |u(()0)(t)| +

t 4 1 4 ) 2
%E(L [(J_nﬂd@’)i(_f[f(f,r,dqug)(g,r)) — F(&1,0)]? df)z] dr>
t [
1 |T3 T
+ j;( [i] rza03 [ e n oasyiyeary
0 -1

t w 1/2
[uP )| < [u +% Em( j j [f &7 Au” (D) ~ fE T, 0)]2d$df>

0 —-m

1
2

0 -1

t 1/2
1 |13
+— ?\/EO ffz(f,t,O)dfdr>

Lipschitz sartin1 uygularsak,

1
2

[u$"©)| < [ )] + 23—7:<f | bZ(ar)(ﬂu§°><5,r)>2d5dr>

0 —-m

213 0
+ g”f(x;t, M,

bulunur. Buradan,
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[usP @ < | @]

+j§(ub<x, Ol [TQ®], + 1 Gt 0l ) (3.12)

elde edilir. Benzer yolla u(l)(t)’yi degerlendirelim.

m(t) = u(o)(t) +—f ff(f T, Z( mu (r) 51nm€+mu (r) cosmé))
0 —m

X sinan(t — 7) cosné dédt

1 0
L)) < [u @) +

L ] sin an(t — 7) dr f £ (&1 Au (€, 1) - F(£,7,0)| cosng dg| +

anrt

0 -

anrt

t T
— ]sinan(t—r)dr jf(f,r,O)cosnfdf
0 —T

T’ya gore Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

+—<J sin?(t — 1) dr) X

0

t 1/2
(j (£ 67 AUL (7)) — £(6,7,0)) cos g d] dr) +
0

1

t 2
arlm (f sin an(t_ﬂdf) (f ff(f 7,0) cosné d€]* d )

0

1/2

t 1/2
T
n( I j (&7, AU € D) — F(E,7,00) cosné df]Zdr>

0
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+%(f[ff(f,r,0) cosnfdf]zdr);.

0 _

Boylece n = 1,2, ... izerinden toplam alirsak,

[00] o

N ECIEDNEE

n=1 n=1

[e') t i
T 1 1
Tyl |6 [¢€nan®em - 1m0 cosns dstar
n=1 0 -7

t p- 1/2

+ﬂ§:l f[% f(f(f,r,O)cosnEdE]ZdT

a n
n=1 0

Sag tarafa Holder esitsizligini uygulayalim.

Sl =Sl E(53)

1 1

K

n=1

t T 2 2
1 T
| [; [ & nan® e - renon cosnfdf] dr +£(
0 -7

a
t
i
Jn .

f f(&,7,0) cosné d&)?dt

NgE

S
1l
oy

1/2

S

NgE

1

S
1l

Toplam ile integral alma isleminin yer degistirebilir oldugunu var sayip, ayrica

il_nz
n¢ 6

n=1

oldugunu g6z 6niinde bulundurursak,
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n=1 n=1

t o - 2 1/2
g%(f Z[,lr f (FE T AU (D) - f(€,7,0)) cosnfdf] dr)
0

[

+
S
EYn
PR
o\n

S
iPs
STe

T 1/2
ff(f, 7,0) cosné d§]2d1>

Bessel esitsizligini uygulayalim.

[o2] oo

She] 3t

n=1 n=1

t w 1/2
T
* Ej; ( f ] G AU € D) - T, 0)]2dfdr>

0 —m

t m 1/2
m [T
+E\/;—n<0j_]f2(f,r,0)dfdr> .

Lipschitz sartin1 uygulayalim.

® t w 1/2
Z Z Z\/Z(f sz(f,f)(ﬂuéo)(f,T))z dfdr)
n= - 0 —m

+Zj;<j j 26 7, 0)d5d1>1/2

t € [0, T] araliginda maksimum alalim,

Yn=1

ul) ()|

co

(3.12)

\/7 ||b(x t)lle(D)”u(O)(t)” +If (%, ¢, O)HLZ(D))
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Yin=1|Y

[0}

T —_
u ] + j: (b Ge, O, [EC O, + £ &, 0Ol (3.13)

(3.11), (3.12), (3.13) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

|ué”<t)| °° |ug°><t>| °°

)

n=1
1 [2T3 27 |T ; _ ) .
3 5t o | (GOl [T, + 1 Gt 0l,wm)

elde edilir. Buradan t’ye gore maksimum alirsak

all, < [E@@l, + 2+ [Z) (166 oozl +

If (x, ¢t, 0)||L2(D)

< |z@w|, +< \P+— \/7 ) 1, Ol [T O], + 1 (. £, )1z, )
T
[zl < (1 * ﬁ (r+ 3 1o t>nL2<m> [zl

T 21 0
+ [T+ ) I 6 Ol < oo

bulunur. Benzer yolla,

lz2 O], < 2,

T 21
+j6: (T + )(||b(x t)lle(D)”u(l)(t)” +If(x ¢, O)HLZ(D)) <+
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bulunur. Timevarimla, K i¢in 6nermenin dogru oldugu gosterilebilir (ardisik yaklagimlar

icin tiimevarim ispati verildi).
[z, <[z ®],

+ E(ﬂ n )(ub(x Ol [ DO, + 1 G 6, 0l 09 ) < +00

Simdi ardisik yaklagimlar i¢in sirasiyla,

u$ () —ul V@], [ —ulW|, k=12,..

ulO0), [ul

farklarin1 degerlendirelim.

t m
i © 0] = - | [e-or¢nan®cmasa
0 —-m
t w
1
S f f =D AU €0 = f(E,7,0)dédr
0 -

t m
1
+;ff(t—r)f(§,r,0)d§dr
0 —m

7’ya gore Cauchy esitsizligini uygulayip maksimize edelim,

t 2

|u(1)(t)—ug°)(t)| < f (t—1)%dt | x

0

N[ =

2

t 1 T
| [; [ena®cm-rer 0))d€] e
0 -
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1 1
2 T 2 2

" f@—r)zczr 2 f[% ff(f,r,O)df] dr

—TT

Sag taraftaki integralleri hesaplayip bu sefer £’ye gore Cauchy esitsizligini uygulayalim,

t w 1/2
< j% | [lrena®ecm-reno] d | +
0

-1

t w 1/2
2T3
’g jffz(E,T,O)dEdT :

0

Lipschitz sartin1 kullanirsak,

1
2

1
t mw 2 -
< |5 | [ o @ora: | 5[ [ remomsas

0

t 2 t 2

< 23—7; f f b?(¢, ) dédr | [[a@®], + f f f2(§,7,0)d¢ Jl
0 —-m 0 -1

Sonug olarak,
[usP @ - ui” )|

2T3 =
< /g(ub(x, Ol [T Ol + 1 G t, Ol

(3.14)

elde edilir. Simdi diger degerlendirmelere bakalim,

t

ugl)(t) - uggl)(t)| < % f ff(f, T, a‘luéo)(f, 7)) cos né dédt
0 —-m
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t T

1|1
SE( f‘ fV(E»T'ﬂuéo)(é?T)) — f(£,7,0)] cos n¢ dédt

T’ya gore Cauchy esitsizligini uygulayip maksimize edelim.

0

|

t T

.f% J.f(f,T,O)COSTldedT

0

1 0
ugn) (t) - ugn) (t) |

2 1/2
T 1
< %(f (; f(f(f,r, cflugO)(E, 7)) — f(&,7,0)) cosné df) dr>

0

el 2> \Z
T 1
+%<f<; f(f(f,‘r,O)cosnde) d‘r) .

0

n = 1,2, ... lizerinden toplam alip Holder esitsizligini uygulayalim.

oo
n=1

< —Z% | f t[% f (F & A (¢, 1) = f(§,7,0)) cosné dﬂzdf]

u) (6) = ul) ()|

N =

ff(f,r,O)cosnEdf) dr‘

1/2

1 O£ 7))
| <ﬂ [ nan® e - cosnfdf> dr‘
0 -
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1/2
1 - 2 /

=
Z[ %f(f(E,T,O)cosnEdf dt
0 -7

+—
a

gl

n=1

Esitsizligin sag tarafinda toplamla integralin degisebilir oldugunu varsayip (gerekli

sartlardan sonra belirtilecek) Bessel esitsizligini uygulayalim.

D o -ulo)
i t w . 2 1/2
2Dl Of Z %f (&7, AuL (€ D) — f(E,7,0)) cosné d¢ | dr
[ ¢t T 2 %
+gﬁ fnzl %ff(f,r,O)cosnEdf dr
-0 t ' 1/2
<t = j [ € na® 0 -6 n0yaser
-Ot : 1/2
+g %\/% f ffZ(E,T,O)dEdT
[0 -7

Lipschitz sartin1 uygulayalim.

o)

>

n=1

—ul ()]

1

[/ 1 1
S%jg f ] b*(§, ) dsdr | [[ZP ||, + I1f G, t, 0,00 |

Sonug olarak,
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o)

n=1

T
j;(nb(x, Olle, @ [EO O, + 1t Ol o))

(0)(t)|

(3.15)

SIS

elde edilir. Benzer sekilde,

ul) () —ul) (0]
n=1 (3.16)

T
j;(||b(x, Oll, o [EO O], + 16t Ol o))

<

SHE|

(3.14), (3.15) ve (3.16) esitsizliklerini taraf tarafa toplayalim,

e - )+

uG) () —uR @O +

(1)(t) (0)(t)|]

(3.17)
21 T _0)
<(r+5) a(nbu, Ol [EO@, + 1t Olli, ) = Br
Burada 0 < By < 400 oldugu agiktir. O halde (3.17) esitsizliginden,
uP @) —u O]+ ) [l © - w5 @+ 1S © - uS @] < By,
(3.17) esitsizliginde t iizerinden maksimum alarak,
||ﬁ(1)(t) - ﬂ(o)(t)”73 < Br. (3.18)

bulunur.
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Simdi |u§,2) ® —ul (t)| farkim degerlendirelim.

t w
1
[ - w0 = |- f f (t =D E 7A€, D) = F(§ 7, Au (§ D) dgdr|
0 —-m

Sirasiyla T ve £’ye gore Cauchy esitsizligi ardindan Lipschitz sartini uygularsak,

" 1/2

t
< f (t - s Of - [FE @) - @ an® e onaera

-7

F f f £ 7, Au (€, D) — (&7, Au (€, D) Pdédr

< b, 0l [Z0 0 — 7O @)
= 37T ’ L, (D) B

Buradan, (3.18) esitsizligini de goz 6niine alirsak,

[P () - u§ )| < / B2 lIb (6, Ol oy (3.19)

u&)(t)| ve |u

A

1/2

Simdi |u u§}3 (t)| farklarin1 degerlendirelim.

—u) )|

anrt

f [ (Fm a6 ) - £6. 7 A 6, 0)) cosm dr
0 —-m

T’ya gore Cauchy esitsizligi alalim.
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1/2
t 2 /

T (1 [
SZ—; f - f [ AUl (€,1) = £(€, 1, AU (§,7)] cosné dE | dr

0

n = 1,2, ... icin toplam alip Holder esitsizligini uygulayalim.

i uC (1)(t)| (i %)

n=1 n=1
t oo . 2 1/2
1 (1) (0)
fz ;f &t Aug (€,1)) — f(§, 1, Aug (E,T)))cosnfdf drt
0 n=1 -7
Bessel esitsizligini uygulayalim.
1
T t m 2
T € _ © 2
< /m(f [ a0 - £ (60 au®c 0)rdsr
0 -1
Lipschitz sartindan,
1
T 2
e n( | j [b(E,7) (A €, 1) — A€ D)dédr |
0
T T F () — 5O
SE a”b(x,t)HLZ(D)”u (t)—1u (t)”B-
Sonug olarak,
(1) r T . .
Z B0 - 0] <3 [l [T0-T00], 62
n=
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Benzer yolla,

[00]

>

n=1

—ul) )] < \F 15 Ol [EP @ - 290, (3.21)

olur. (3,18), (3.19), (3.20) ve (3.21) esitsizlikleri yardimiyla,

%|u32)(t) —uP @)+ ) (|jus

n=1

21T T
< (T +7) — Brllb(x, Ol o)

t tizerinden maksimum alirsak,

uG) (O] + [ul ) - ul)©))

2\ | T
5@ - 790, = (r +22) | = byl Ollo (322)

Benzer sekilde,
[us” @) - u$? ()|

t mw
2T3
< ’g ff(f(f,T,ﬂugZ)(E,T))_f(E;T;CAuél)(EFT)))dedT

0 -

1/2

Lipschitz uygulayalim.

t m 2
= /23—7: f f b2(6,0) |au (€, 1) — A (g, )| dédr

0 -
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1
t @ 2
< ’237: fsz(f 7) [P (1) - u(l)(r)| dédr

0

T 2

t
2T3
- i@ -1l | [ v

0_

Son esitsizlikte (3.22) esitsizligini dikkate alip gereken islemi yapalim,

|4 ) - w0

273 f f
£ 6n T+ BTIIb(x O,y =T —[BT ||b(x L, o)

Sonug olarak,

T 21 T
@ - uP 0| <7 /g By (1+2) /5 b Ce, Ol 0 (3.23)

(2) (t)|

t T 2 2

< ﬂ j % j(f(f;f;dqu(Z)(f T)) fé T, o‘lu(l)(f T))) cosné dé | dr

an
0 -7

n’ye gore toplam alip Holder, Bessel ve Lipschitz esitsizliklerini uygularsak,

2 1/2

= J% [ [(rena @ - nauEm) cosnsag | ar
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1/2

t T
<z ﬁ [ [(rera@ecoen-rEnalen)” aga
0 -7
1
T t 2
Sg\/; f be(e,r) 5@ () — a0 (0)| déde | .
0 —-m
(3.22) esitsizligi goz Oniine alinirsa,

Dl

n=1

m [T | _ -
~ul 0| <~ j; 122 ) - 2 Ol1bCe, Ol w)

bulunur. Buradan,

- T 2m\ | T

W20 -uB 0| <3 || 8 (1+7) |5 |10l (324)
n=1
Benzer sekilde,
C - T |T 2my | T ,
Zusn —uPo| <2 |= BT<T+?) — |G Ol (3.25)
n=1

(3.23), (3.24) ve (3.25) esitsizliklerinden,

20 -]+ ) [ -]

<T TB(T_I_Zn) T+27r TB(T+27T) T b( t)z
=12 [32°7 a)|3m @ len T <) e | 10& OllL, o)

ul) (O] + |u




T 2m\° "
= — B (T +Z) b Ol

elde edilir. t tizerinden maksimum alarak,

2
_ _ T 2
lz® @ -a®®l, < Bs /5(7" + )| b0l 0 (3:26)

seklinde yazabiliriz. Benzer yolla,

2
[P - uf ()] < / ff b2(6,0) [P (0) - 8D ()| dgdr

0

2T3
= |5 [#2@® -2 OIbC Oll,w).

(3.26) esitsizligi dikkate alinirsa,

2 T
[0 - u 0| < [ |(r+X) j; 16 DI, oy (327)

Benzer sekilde,
—ul)(®)| <
\/_ . . 1/2
T (1
— = f (£ 7 Al ED) - f(& 7, AU (€, 1)) cos n§ dédr
0 -

toplam alip gerekli esitsizlikleri uyguladiktan sonra,
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1
2

S W -0 < jg | [renm@o-a2o) s

n=1

T _
—[|z® (&) — 7@ @O ||IIb(x, )l 0y

T
a 67T|

elde edilir. (3.26) esitsizliginden,

2
m | T 2\ | T
T GR Gl ’aBT (T+7) /5 16, O3, ) (3.28)
n=1

Ve benzer sekilde,

2
3) T ’ T 2n ’ T 3
Z usn 3 uSTL (t)| S a aBT (T + 7) a ”b(x, t)”Lz(D)' (3.29)
n=

(3.27), (3.28) ve (3.29) esitsizliklerinden,

ul)(©) + |u

(3) (t) ”

| (1) - ugg)(t)|+§:[u

2
1 2T3 27r 27‘[ T 21 T 3
= += —BT (r+3) || |1pe 0,0

Bu esitsizligin sag tarafindaki kat sayiy1 diizenleyip, t izerinden maksimum alirsak,

~ B 21 T
[19) - a9 @], < 8, |(r +25) /a I6Cx, O, o)

elde edilir. Timevarim hipotezi olarak her k dogal sayisi i¢in dogru olsun,
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2% @) - a® D], < BT T + = \/7 16Cx, O, )

k + 1 igin,

t m
| (k+1)(t) _ u((,k)(t)| < ’23_7: f f bZ(a T) |‘17(k)(t) _ ﬁ(k—l)(t)'dfd‘[
0 -1

2

© T t mw %
T - - 2

Yl -wRo| < || [ [rena@o -z o)

n=1 0 -m

: :

t mw
+ T = =(k—
ult V) —ul) (0] < - j; f f b2(E,7) [79(6) — 7%V ()| dédr
n=1 0 —-m

Taraf tarafa toplayip t izerinden maksimum alalim.

[ee]

g0 -]+ 3, [
S(%\/%BT l(T+ \/an ZEIBT[ T+2n 6”] _1>X

15C DI )

ul (0] +

o]

_ _ 21 T
la% @) - 2@ ||, < Br|(r +=) /E G, O o) k = 0,1,2, ..

elde edilir. Boylece her k dogal sayisi igin 6nerme dogrudur.

Sonug olarak, b(x,t) € L,(D), f(x,t,0) € L,(D), |f(x,t,u,) — f(x, t,v,)| <

b, 0). I (1, 6) = v (6,0, [(T +2) H 16 Dll,0) < 1 ve (), $(x) (3.10)

sartin1 sagladiginda genel terimi,

a® ) = 7@ + T, (a9 ) — atV()) olan,
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G010 000, . OB O, = @)

dizisi B Banach uzayinda diizgiin yakinsaktir. Simdi de,

lim 7% (¢) = u(t) = {1

2 Up (t)’ ucl(t): usl(t): LELR] ucn(t): Usn (t), }

olsun. @(t) nin (3.9) sistemini sagladigin1 gosterelim.

|u("“><t) g (6)|

- £ (FE T AU (D) - f(E 7, Aug (¢, 1) ) dédr
0 v-m

T’ya gore Cauchy esitsizligini kullanalim,

1

1 (T3 ( ('[1 (™ 2 >
<3 g( []5] (e e - e nonete, o) df>_
0 -

Diger degerlendirmelere bakalim,

— ey ()] =

ann

1 t 2
< —(f sin?(t — T)dT) X
an\J,

” 1/2
t 1 T

( f l; f (f(f,r,c/lug—k)(f,r))—f(f,T,o‘luf(f,T)))COSTlfdfl dr)
0 -7

f f fE 7, A€ D) - F(& 1, AugE, T)))Sln an(t — 1) cosn & dédrt

| =

1

in <f l f fr,cﬂugm(f,r))—f(f,r,cﬂug(f,r)»cosnfdfl d‘[>2_
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Benzer olarak,

1

%\/T(fot E.f; (f (g‘, r,c/luék)(f,‘r)) i (E, T, Aug (E, T))) sinnfdfl dr)z.

n = 1,2, ... i¢in toplam alip, taraf tarafa toplarsak,

)
T 2
< %EO: Ef_ (f (&0.AuE D) - £ (&7 A &, r))) df] dr)

o T 2
_|_\/_T l(jot Fj_n (f (5, T,cﬂuék)(f,’[)) —f (f,r,cflug(f,r))) cosnfdfl dr)

a n T
n=1

2
1/2

1

/s ) :
+ﬂ( L t F j_ ) (f (e nauf@n) - £ (8,540 D)) sinnfdfl df) |

a T

Holder esitsizligini uygulayalim,

1
2

% ](f(f,rc/lugk)(f:r)) —f(f,r,c/lug(f,r))) df] dr>
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oo T 2 1/2
1
(Zf [; f(f(f,r,c/lugk)(f,‘f))—f(f,r,cﬂug(f,r)))sinnfdfl dr> _
n=1 0 -

Toplam ve integralleri degisip Bessel esitsizligini uygulayalim.

1

t T 2 2
1 |T3 1
(r)
< Ej;(f [; f(f (&0 Aau D) —f(f,r,cﬂug(f,r)))dfl dr)
0 -7
t
f
t
<'of
Birinci integralde tekrar Cauchy esitsizligini uygulayalim.

1 (|T3 |2 . ?
<> g ﬁ( j j (&1 AuP (€ D) - F(E 1 Aue €, r))) dfdf>
0 -1

27‘[T
a

1

ST

+
ST

I
d—

2
(f (E, T, cﬂuék) (¢, T)) — f(& 1, Aug(, T)))z 4 Edr)

1
2

ST

+
QIS

SR
L—,

(f (6.7 AuP €, 0) - F& T Aue () d c’dr>

<] j(f(f,r,c/lu(k)(f 7)) — (&, 7, Aug €, T))) dgdf>
0 —-m

1

T

5<J f(f(f,f,c/lu(k)(f ) — f(& 1, Aug (&, T))) dfdr) _
0 —-m

Lipschitz sartindan,

t m 2
< (T+27T \/i(f sz &,0) (Al € 0) - Aug(€,1)) dfdr)

0
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5 2
=(T+ n \/;(f sz(f D) [a®(z) - u(r)|d€dr>.

Tiimevarim hipotezi geregi limk_,oo||ﬁ(k)(t)—ﬁ(t)|| =0 oldugundan u(t) (3.9)

sistemini saglar. Cozlimiin tekligini gosterelim.

ﬁ(t) = {voz(t) ’ Ucl(t), Us1 (t)' e Ucn(t), vsn(t)' }

(3.9) sisteminin bir diger ¢6ziimii olsun.

f f (¢ = D(f (€ 7, Aug (6, 1)) — £(,7, AV (€, 1)))d Ed

0

1
= luto(6) = vo(®)] =

1
2 2

1 t 2/t i
Sz(] <t—T>2dT> (] [ ] (FG& AU (§, D) = F (&, AV S, r)))ds] dT>_
0 0

-1

1
= lito(8) = vo ()|

1

1 |T3 ‘ 1 A 2 i
< E\E(j [E ](f(fi T,cAUE(f, T)) _f(frr'ﬂvf(frr)))dfl dT)

0

13 (1 Y
<5 |5 f ;fb(f,r)L/lu;(E,r)—cﬂv;(f,r)|d€ dr | .

—TT

|ucn(t) - vcn(t) |

f f (F (¢, 7, Aug (§,1)) — f (€, 7, Ave (€, 7)) )sinn(t — 1) cos né dédr

ann

1

t
1 2
< —(j sin? an(t — 1) d’[) X
an

0
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t 27T 2 %
1
( f l; f (F& 1, AU (D) = F(E, 7, AV (€,7)) cosns‘d% ) ,

|ucn(t) - vcn(t) |

s%ﬁ(f

1
2

1 [ 2
= [ (£ m s (60 = £6. 7, Avs (6, 0)) cosng df] dr)

0

Benzer olarak,

lusn () — ven (O] < iﬁ

1
2

<f0t E f_n,r (f (f, T, Aug (&, T)) —f (E, 7, Ave (&, T))) sinné df]z dr> _

n = 1,2, ... i¢in toplam alip Holder esitsizligi uygulayalim.

|u(t) — v(t)] < T+%n\/g> j JbZ(g,r)hi(t) — 5(t)|2dédt

0

1/2

2

[a(t) —o(®)|* < <T +%T\/g j Jbz(f,r)lﬁ(t) — 5(t)|*dédr.

0

Burada Gronwall esitsizligini uygularsak,

t m
maxg<r<, |[U(t) — 7(t)]|? < 0 X expf f b%(&,t)dédr = 0,
0 —-m

elde edilir. Boylece maxg<;<|ti(t) — 7(t)|? = 0 = #u(t) = ¥(t) bulunur. Yani ¢dziim

tektir. Boylece agsagidaki teoremleri elde etmis olduk.
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Teorem 3.1. Asagidaki sartlarin saglandigini farz edelim,

a. f(x,t,u,) biitiin bagimsiz degiskenlerine gére D X (—o0, o0) bdlgesinde siirekli,

b. |f(x, t,uy) — f(x, t,v)| < b(x,t)|u, —vyl, b(x,t) € L,(D), b(x,t) =0 ve

[(T +2) Fl 15t Ol < 1.

C. f(x, t, 0) € LZ(D))
d. o(-m =@, ¢'(-1) = ¢'(m), ¢(x) € C'[-m,m],
Y(=m) = (m); P(x) € C[-m,7].

Bu durumda (3.9) sistemi B Banach uzayinda tek ¢6ziime sahiptir.

Teorem 3.2. Teorem 3.1.%in sartlart gergeklessin. Bu durumda (3.1)- (3.3) probleminin
tek bir zayif genellestirilmis ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim katsayr fonksiyonlari
D={(t)—-mt<x<m 0<t<T < +oo} bolgesinde siirekli olan diizgiin yakinsak

(3.6) serisi ile verilir.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu calismada kuazi lineer hiperbolik baslangic deger ve periyodik sinir deger

sarth V(x,t) €D = {(x,t)| —m < x <m, 0 <t < T}olmak lizere asagidaki

0°u  ,0%u
o ﬁ=f(x,t,ux); 0<t<T; m<x<m —0 < U, < ™)
u(x,0) = p(x),us(x,0) =¢(x); (—r<x<m)

u(—m,t) = u(m, t),u,(—m,t) = u,(m,t); (0<t<T)feDx(—o0,0)

(ve Lipschitz sartin1 saglar) probleminin (zayif) genellestirilmis ¢oziimiiniin varligi ve

tekligi gosterilmistir.

Genel olarak lineer olmayan kismi tiirevli denklemler i¢in bir genel ¢6ziim
vermek imkansiz oldugundan lineer, yar1 lineer veya kuazi lineer denklemler
uygulamada 6ne ¢ikmaktadir. Bu tiir denklemler ¢esitli baglangi¢c ve sinir sartlarinda
farkli yontemler uygulayarak pek ¢ok arastirmacinin inceleme konusu olmustur ancak

Fourier yontemiyle periyodik sinir sartli problemler nispeten daha az arastirilmastir.
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5. ONERILER

Burada elde ettigimiz sonuglar ve yaklasimlar igin aranan u(x, t) fonksiyonu ve
bilinen f(x,t, u,) fonksiyonu iizerine konulan sartlar ¢ok Ozel olabilir. Daha hafif
sartlar altinda problemin ¢oziimiiniin varliginin ve tekligini aragtirmak da miimkiin

olabilir.

Fourier metodu kuazi lineer ve dogrusal olmayan parabolik, hiperbolik veya
daha yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in periyodik sinir sartl
karisik problemlerin ¢6zlimiine de uygulanabilir. Daha giiclii genellestirilmis ¢oziim

tanimlanip problemin varlig1 ve tekligi incelenebilir.
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