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ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS IN SOFT CONE TWO METRIC SPACES AND
TWO NORMED SPACES
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60 pages

In this study, a new approach was brought the theory of metric space with the help of
cone. In this study, 1t was used from the article of Huang and Zhang “ Cone Metric
Spaces and Fixed Point Theorems of Contractive Mappings’’ published in 2007. In
addition, cone two metric spaces are defined by using the concepts of two metric
spaces, and results related to this concept are discussed and proved. Afterward, the
effect of cone concept on soft sets is contextualized. New theorems and results by
defining soft cone metric and soft cone two metric concepts are obtained. In addition,
normed spaces are examined in this space. Definition and theorems of cone normed
space, soft cone normed space, cone two normed space, and soft cone two normed
space are given. Finally, the fixed point theorems on all these spaces are examined.

New theories and results related to these theorems have been proved.

Key Words: Cone Metric, Cone 2-Metric, Soft Cone, Cone 2-Norm, Fixed Point

Theorems



OZET

ESNEK KONIiK iKi METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE iKi NORMLU UZAYLAR

TASDEMIR, Yagmur
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Sabri BIRLIK
Temmuz 2019
60 sayfa

Bu tez ¢alismasinda metrik uzaylar teorisine konik yardimi ile yeni bir yaklagim
getirilmistir. Bu calismada “Huang ve Zhang” in 2007 de yayinlamis oldugu “Cone
Metric Spaces and Fixed Point Theorems of Contractive Mappings” makalesinden
yararlanilmigtir. Ayrica 2-metrik uzaylar kavramlarindan yararlanilarak konik 2
metrik uzaylar tanimlanmig, bu kavram ile ilgili teorem ve sonuglar ele alinip
ispatlanmigtir. Daha sonra esnek kiimeler lizerinde konik kavrami ele alinmustir.
Esnek konik metrik ve esnek konik 2 metrik kavramlar1 tanimlanarak yeni teorem ve
sonuglar elde edilmistir. Ek olarak bu uzaylardaki normlu uzaylar incelenmistir.
Konik normlu uzay, esnek konik normlu uzay, konik 2 normlu uzay ve esnek konik 2
normlu uzay tanim ve teoremleri verilmistir. Son olarak ise tiim bu uzaylar
tizerindeki sabit nokta teoremleri ele alinip incelenmistir. Bu teoremlerle ilgili yeni

teorem ve sonuglar ispatlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Konik Metrik, Konik 2-Metrik, Esnek Konik, Konik 2-Norm,
Sabit Nokta Teoremleri
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BOLUM I
GIRIS

1.1. Calismanin Amaci

Matematigin evrensel gelisimi bir¢ok calisma yontemlerinden etkilenmekle birlikte
cogu yerde yetersiz kalmistir. Ornegin analiz icin diisiinecek olursak kiimelerin
cebirsel ozellikleri analizin gelisimi i¢in yetersiz kalmigtir. Bununla birlikte metrik

uzaylara ihtiya¢ duyulmustur.

Reel ve kompleks sayilar kiimesinde bir¢ok netice bu sayilarin cebirsel 6zelliklerine
bagli olduklar1 gibi analizde ise kompleks ve reel sayilarin cebirsel yapisina baglh
degildir. Ornegin; P(z) = ag + @,z + -+ a,z™ polinomunu ele alacak olursak
cebirsel olarak ifade edebiliriz. Fakat ayni sekilde analizde bulunan limit ve
stireklilik kavramlarini cebirsel olarak ifade edemeyiz. Bunlar topolojik olarak ifade
edebiliriz. Ciinkii bunlar topolojik kavramlardir. Limit ve siireklilik reel sayilar
kiimesindeki tek ve iki boyutlu uzaydaki topolojiye gore tarif edilir. Bu tariflerde
esas olan nokta ise bu uzaylardaki iki nokta arasindaki uzaklik kavramina dayanir.
Bu nedenle kompleks ve reel sayilar teorisindeki bir¢ok sonucu elde etmemizi
saglayan uzaklik kavramini genellestirmeyi veya uzaklik kavramini herhangi soyut
bir kiimenin elamanlarina uygulamay1 diistindiigiimiizde karsimiza metrik kavrami

¢ikmis olur.

Metrik kavrami 1906 yilinda Maurice Fréchet tarafindan ilk defa tanimlanmastir.[1].
Boylece topolojiye gecis saglanmistir. Maurice Fréchet tarafindan yayimlanan 1926
yilindaki bir ¢alismasinda ise lineer metrik uzaylari tanimlamistir [2]. Bununla
birlikte metrik uzaylarla ilgili detayli ¢aligmalar yapilmaya baslanmis ve uygulama

alanlar1 incelenmistir.



Daha sonra ise 1910 yilinda Brouwer tarafindan normlu lineer uzaylarda sabit nokta
caligmalar1 baglamistir. Brouwer, R™ kapali birim yuvar iizerinden kendi iizerine
tanimlanan siirekli doniisiimlerin sabit noktalarinin varligini ispatlamistir [3]. Bunun
arkasindan 1930 da Schauder, Brouwer’in teoremini, R™ uzay1 yerine herhangi bir

normlu lineer uzay alarak asagidaki sekilde genisletmistir [4].

“ X normlu lineer uzayi, C € X kapali ve konveks bir alt kiimesi ve f donlisimi f :
C - C tanimlansin. Bu durumda f doniisiimii, C kiimesi i¢inde bir sabit noktaya

sahiptir. ”

Daha sonra 1922 yilinda ise Banach’in biiziilme doniisiimii ile metrik uzaylarda sabit

nokta teorisi ispatlanmaya baglamistir[5].

Tiim bu caligmalarin sonrasinda sabit nokta teorisinin uygulanabilecegi daha
kapsamli bir uzayin olup olmadigi sorusu akla gelmistir. Bununla birlikte 2007
yilinda Huang ve Zhang sabit noktay1 incelemek icin metrik uzaylarin tamamen
yeterli olmadigin1 ve metrik uzaylardan daha kapsamli bir uzayin olabilecegini
saptamiglardir. Bu sorunun iistesinden gelmek icin de konik metrik uzay kavraminin
tanimin1 vermislerdir [6]. Ayrica ¢calismalarinda konik metrik uzaylarda yakinsaklik,
tamlik tanimini verip biiziilebilir doniisiimlerle ilgili baz1 sabit nokta teoremlerini

ispatlamiglardir.

E=R?veP={(x,y) EE:x=>0,y=>0}veX =R
alarak T: X — X e bir doniisiim tanimlamiglardir. Bu doniisiim konik metrik uzayda

biiziilebilir oldugu halde 6klid metrik uzayinda biiziilebilir degildir.

Ayrica K < 1 olmak iizere K normal sabitine sahip hi¢ bir P normal koniginin
olmadigini ve her bir k > 1 reel sayisii¢in K > k olacak sekilde K normal sabitine

sahip normal koniklerin oldugunu gostermislerdir [7].

Ayrica verilen bazi sonuglart P koniginin normallik sartim1 kaldirarak, normal
olmayan konikler i¢in genellestirmislerdir[7]. Abbas ve Rhoades, Huang ve Zhang’in

calismalarinda verilen bazi sabit nokta teoremlerini kendi ¢alismalarindaki konik



metrik uzaylarda ispatlamiglardir [3,6]. Tiirkoglu ve Abuloha konik metrik uzay
topolojisiyle ilgili bazi topolojik 6zellikleri ve sabit nokta teoremlerini vermislerdir
[9]. Konik metrik uzaylarda kiime degerli biiziilme doniisimii tanimi ilk kez
Wardowski tarafindan verilmistir [10]. Rezapour da konik metrik uzaylardaki en iyi

yaklasimlarin ayirict niteligi hakkinda bazi sonuglar vermistir [11].

Bu Yiiksek Lisans tez calismasinda yukarida adi gecen yazarlar tarafindan verilen
tanim, lemma, teorem ve sonuglar iliskilendirilerek aktarilmistir. Buradaki tanimlar
daha detayli bir sekilde incelenmis yapilan g¢alismalar karsilastirilmigtir. Ayrica
okuyucuya konu hakkinda daha somut bilgi verebilmek icin bu yazarlarin vermis
oldugu ornekler ayrintili incelenmis bununla birlikte farkli 6rnek ve ¢oziimleri
tizerinde durulmustur. Boylece daha sonraki zamanlarda konu hakkinda yapilacak

yeni ¢alismalarda bu calismanin destekleyici olmasi amaglanmastir.



BOLUM 11

GENEL BILGILER VE YARDIMCI TEOREMLER

Bu boliimde metrik uzaylar tanitilip, bu uzaylarda yakinsak dizi ve Cauchy dizisinin
tanim verilecektir. Ikinci olarak vektdr uzay kavrami tanimlanip, bu uzay iizerindeki

norm tanimi verilecektir. Daha sonra Banach uzayi tanimlanacaktir.

2.1. Metrik Uzaylar
2.1.1 Tanmm: X kiimesi bostan farkli herhangi bir kiime olmak {izere, d doniistimii

d:XxX >R veVx,y,z € X igin

M;)d(x,y) =0
My)d(x,y) =0 & x=y

M3) d(x,y) = d(y,x)
M,) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) (liggen esitsizligi)

kosullarin1 gergekliyorsa d doniisiimiine X kiimesi {lizerinde bir metriktir denir.
Uzerinde d metrigi tanimli olan X kiimesinede metrik uzay denir ve (X,d) ile

gosterilir.

Metrik tanimindaki M, kosulunun gerceklesmemesi durumunda M, kosulu yerine

M, )V x€eXigcind(x,x) =0



kosulu alimirsa, M;, M,’, M; ve M, kosullarim gergekleyen d fonksiyonuna
yari(pseudo) metrik, lizerinde tanimlhi oldugu uzaya da yari(pseudo) metrik uzay

denir[12].

2.1.1 Ornek: X # @ olmak iizere, V x,y € X icind: X X X - R,

0, x-=
d(x,y)={1’ ray

olarak tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu sekilde tanimlanan
metrige ayrik metrik denir. Uzerinde tamimli oldugu uzaya ise ayrik metrik uzay

denir.

Simdi yukarida tanimlanmis olan ayrik metrik uzaym metrik kosullarini

gerceklestirdigini gosterelim:

Verilen d fonksiyonunun tanimi goz Oniine almirsa ilk ii¢ kosulun saglandigi

rahatlikla goriilebilir. O halde son kosulun gergeklestigini gosterelim:

Eger x =y ise d(x,y) = 0 olur ve buradan d(x,z) + d(z,y) = d(x,y) esitsizligi
gerceklesir. Eger x #y ise x #z ya da y # z durumlarindan en az biri
gergekleseceginden d(x,z) + d(z,y) ifadesinin degeri 1 ya da 2 olur. Fakat
d(x,y) =1 dir. Yani 1>1 veya 2 = 1olur ve bu durumda liggen esitsizligi

saglanmis olur.

Bu 6rnek bostan farkli her bir kiimenin bir metrik uzay olarak diisiiniilebilecegini

gostermektedir.

2.1.2 Ornek: R iizerinde tamimlanan d fonksiyonu d:RX R > R ve d(x,y) =
|x — y| bigiminde tanimli olmak tizere (R, d) bir metrik uzaydir. Bu metrige mutlak
deger metrigi, Euclid metrigi, adi metrik veya alisilmis metrik denir. Uzerinde

tanimli olan uzaya da Euclid uzayt ya da alisiimis gercgel uzay denir.



Simdi yukarida tanimlanmig olan Euclid wuzayinin metrik  kosullarini

gerceklestirdigini gosterelim:

Verilen d fonksiyonunun tanimi goz oniine alinirsa:

a, b € R ise bu iki nokta arasindaki uzaklik |a — b| olarak tanimlanir.

Mutlak deger tanimindan ise |a — b| = 0 dir. Bu durumda M; kosulu gerceklestigi
gortliir. Ayrica,

la—b|=0=a=b

olur ki bu da M, kosulunun gergeklestigini gosterir. Diger yandan

la = b| = [(=1)(b —a)| = [-1||b—a| = |b—al

oldugundan M; kosulu da gerceklesmis olur. Son olarak
la —b| <|a—c|+|c—b|

dir. Boylece son kosul olan liggen esitsizligi de ger¢eklesmis olur.

Yukaridaki metrik taniminda tanim kiimemizi karmasik sayilar iizerinde alabiliriz.

Ornegin R iizerindeki alisiimis metrige benzer sekilde, herhangi bir w, z € C igin

lw| =yx?+y? , w=x+1iy ,x,yER

olmak tlizere C lizerinde

d:CxC->R, d(z,w) =|z—w|

bi¢ciminde tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir. (C, d) metrik uzayna da alisiimis

karmagik metrik uzay denir.

2.1.3 Ornek: R ? {izerinde x = (x4, x;) ve y= (1, ¥,) olmak iizere,

d:R?xXxR?->R ,d(x,y) :\/(x1_}’1)2+(x2_}’2)2

biciminde tanimlanan d fonksiyonunu dikkate alalim. d fonksiyonunun tanimina

dikkat edilirse d(x,y) degeri, diizlemdeki x ve y noktalar1 arasindaki Euclid



uzakliga esit olarak tanimlanmistir. Simdi d fonksiyonunun bir metrik oldugunu

gosterelim:

(%1 — y1)* = 0 ve (x, — ¥,)? = 0 oldugundan bunlarin toplamlar da

(1 —y1)?+ (x2—y2)* =20

olur. Ve dolayistyla \/(x; — y1)% + (x, — y2)? = 0 dir. Yani d(x,y) = 0 ve bdylece

de, d fonksiyonu metrik kosullarindan birincisinin ger¢eklendigini gosterir.

Simdi ikinci kosulun gergeklendigini gdsterelim:
d(x,y) =0 & (x; —y1)? + (x2 —¥,)2 =0

S (g —y1)? + (= y2)? =0
& (X —y1)*=0ve(x, —y,)*=0

Sx—y;=0vex; —y, =0
(=)x1=ylvex2=y2

& (x4, %) = (Y1, Y2)

Sx=y

Yani d fonksiyonu ikinci metrik kosulunu da ger¢eklemis oldu.

d(x,y) = \/(x1 —y1)?+ (= y)2 = \/()’1 —x1)%+ (. —x3)2 =d(y,x)

Esitliklerinden d fonksiyonunun {igiincii metrik kosulunu saglamis oldugu goriiliir.
Son gostermemiz gereken esitsizlik,
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

yani,

\/(xl —y1)% + (2 — y2)?
= \/(x1 —z1)* + (x; —23)* + \/(Zl —y1)? + (23 — y2)?

dir. Bu esitsizligi gosterirken basitlik olmasi i¢in x; — z; = 1; ve z; — y; = s; olarak
alinirsa

xl-—yl-=rl-+zl-+si—zi=rl-+sl-



olur. Dolayistyla gostermemiz gereken esitsizlik,

\/(Tl +51)% + (1, +5)% < \/rlz + 1% + \/512 + 5,2

haline doniisiir. Bu esitsizligin her iki yanmin karesi alindiktan sonra gerekli

sadelestirmeler yapilirsa,

7181 + 138, < \/rlz + 7,2+ \/512 + 5,2

Yani toplam sembolii ile ifade edecek olursak,

1/2

S50 59

i=1 i=1 i=1

1/2

esitsizligi elde edilir. Bu ise Cauchy-Schwarz esitsizligidir. (R 2, d) metrik uzayina

da aligilmis metrik uzay denir.
R 2 iizerindeki alisilmis metrik, R ™ iizerine su sekilde genellestirilebilir:

d:R"XR" >R
n 1/2
d(x,y) = {Z (i - y»Z}
i=1

olarak tanimlanan d fonksiyonu R™ iizerinde bir metriktir ve (R™,d) metrik
uzayina da alisilmis metrik uzay denir. (d fonksiyonunun metrik oldugunu
gosterirken tiggen esitsizligi i¢in yukaridaki alisilmis metrikte 2 yerine n almak

yeterlidir.)

2.1.2 Tammm: (X ,d) bir metrik uzay, (x,), X de bir dizi ve x, € X olsun. Eger
Ve > 0i¢in n > ngyoldugunda d(x, ,x,) < € olacak sekilde € degerine bagl bir
ny € N varsa(x,,) dizisi x, noktasina yakinstyor denir.

lim x, = x,
n—-oo

veya
Xp = Xo (n = )

ifadelerinden biri ile gosterilir.



2.1.3 Tanim: (X, d) metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in m,n >
ngy oldugunda d(x, ,x,, ) < & olacak sekilde € degerine bagli bir ny € N varsa

(xy) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.

2.1.4 Tammm: Bir (X,d) metrik uzaymndaki her Cauchy dizisi X icinde bir limite

sahip ise (X, d) uzayna tam metrik uzay denir.

2.2. Vektor Uzaylar
2.2.1 Tanmmm: V # @, iizerinde vektorel toplama diyecegimiz bir toplama ve skalerle
yani Reel sayilarla ¢arpim tanimlanmis bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel
toplama ve skalerle carpim islemleri,

x,yEVicmx + yeV

reERvex€eVigcinrx eV

seklinde tanimli olsun. V' kiimesi vektorel toplama ve skalerle ¢arpim iglemlerine

gore kapali olsun. Eger Vx,y,z € V ve Va,b € R i¢in

VI)(x + y) + z = x + (y + z) [birlesme 6zelligi]

V2)x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde bir 0 € V vardir. [birim eleman]
V3)x + x71 = x71 + x =0 olacak sekilde bir x™1 € V vardir. [ters
elaman]

V4)x + y = y + x [degisme Ozelligi]

V5) (a + b)x = ax + bx,a(x + y) = ax + ay [carpma isleminin
toplama islemi tizerine dagilma 6zelligi]

V6) (ab)x = a(bx) [¢arpma isleminin birlesme 6zelligi]

V7)1 € R i¢in 1x = x [carpmanin birim elemani]

sartlar1 saglaniyorsa V ye R iizerinde bir vektor uzayr denir. Burada 0 € V sifir

vektorudir.

2.3. Normlu Vektor Uzaylar
Bu kisimda normlu uzaylar1 tamimlayacagiz. Uzerlerinde calisacagimiz metrik

uzaylar, ayn1 zamanda dogrusal uzaylardir. Genellikle de bu uzaylarin iizerindeki



metrikler, iizerlerindeki ¢ok daha basit fonksiyonlar olan normlardan faydalanilarak

elde edilir.

2.3.1. Tamm: X, F cismi (F = R veya C) lizerinde bir dogrusal uzay olsun. Eger her
x,y € Xvea € F igin
p=I11:X->R,p() =[xl
fonksiyonu
N |[x]| = 0
N ][ =0=x=0
Ni. [lax]|| = |a]. ||x]|

Na.llx + yll < llxll + [yl

kosullarin1 gergekliyor ise || . || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || . ||) ciftine
ise normlu uzay denir. Bazen normlu uzay yerine normlu dogrusal uzay ya da normlu

vektor uzayr denir.

Metrik uzay tanimina dikkat edilirse X herhangi bos olmayan bir kiime olarak
alinmisti. Normlu uzay taniminda ise X kiimesinin dogrusal uzay olmasi sarttir.

Metrik ile norm arasindaki ilk ayrim bu 6zelliktir.

Norm fonksiyonu, R? ve R 3 dogrusal uzaylardaki bir vektoriin boyu kavrammin

herhangi herhangi X dogrusal uzayina genellemesinden bagka bir sey degildir.

2.3.2. Tanmm: (X, || . ||) normlu uzayi verilsin. Eger d fonksiyonu

d:XxX->R,d(xy) =|x—yll

olarak tanimlanirsa d fonksiyonu X {izerinde bir metrik ve dolayisiyla (X,d) bir
metrik uzay olur. d(x,y) = ||x — y|| seklinde tanimlanan metrige ise || . || normunun
belirledigi metrik denir. Boyle bir durumda bazen (X,d) ye normlu metrik uzay

denir.

2.3.1 Ornek: R ve C lizerinde
[.I:R->R,|x]|| = |x],
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I-l:C - R, liz|| = |z],

fonksiyonlar1 dikkate alinirsa, R ve C birer normlu uzaydir. R ve C iizerindeki bu
normlara alistimis norm denir. dikkat edilirse bu normun R ve C iizerine
indirgeyecegi metrik, daha 6nce alisilmis metrikler dedigimiz

dx,y) = llx =yl = |x =yl

d(z,w) = |lz —wl| = |z —w]|

mutlak deger metrikleridir.

2.3.2 Ornek: R™ ve C" iizerinde, x € R™, x € C" olmak iizere,

n
Ixlly = D I
i=1
n
Z|xl’|2
i=1

x|l = max{|x;| : i =1,2,...,n}

lIxllz =

bi¢iminde tanimlanan ||x||;, ||x]|, ve ||x||e birer normdur ve dolayisiyla R™ ve C™*

bu normlar ile birer normlu uzaydar.

Bu normlardan ||x||; fonksiyonunun norm oldugunu gosterelim: x, R™ veya C" nin
herhangi bir 6gesi olmak tizere her bir i = 1,2,...,n i¢in |x;| = 0 oldugundan
bunlarin toplamlar1 da negatif olamaz. Yani [|x|[; = 0 dir. Boylece normun birinci

kosulu gerceklenmis olur.

[x]l; =0 & YL lx;| =0 & Heri=1,2,..,ni¢in |x;] =0

S x = (x,%9,..,%,) =(0,0,...,00 &x=0

Dolayistyla normun ikinci kosulu da gergeklenir. Simdi tiglincii kosulu gosterelim:

n n
el = Y el = lal Y il = lalllxll
i=1 i=1

dir. Son olarak ise dordiincii kosul,

11



n n n

e+ Yl = ) i+ il < ) il + ) 1yl = llxll + Iyl
i 1

i=1 i=1 i=

olup normun tiim kosullari saglanir. Yani ||x]||; fonksiyonu normdur.

2.3.3 Tammm: (X, ||. || ) normlu uzayi iginde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger
lim [lx, — X0l =0
n—-o0o

ise (x,) dizisi x, noktasina yakinstyor denir.

lim x,, = x,
n—->oo

yada x, — xy (n —» o) ifadelerinden biri ile gosterilir.

2.3.4 Tanmmm: (X, ||. || ) normlu bir uzay ve (x,) bu normlu uzay i¢inde bir dizi olsun.
Ve > 0i¢in m,n > ngyoldugunda ||x, — x;,|| < € olacak sekilde & degerine bagl

bir ny € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

2.3.5 Tammm: Bir (X, ||. || ) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir noktaya

yakinsiyorsa bu (X, ||. || ) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

2.4. Esnek Metrik Uzaylar
2.4.1 Tammm: f fonksiyonu, f: E — P(U) ya tanimli ve U ile E bostan farkli kiimeler
olsun. Bu kiime degerli fonksiyona U ve E ilizerinde bir esnek kiime denir. Bu

doniisiim ile bir f esnek kiimesini

f=A{(ef(e)e€kE}

biciminde ikililer kiimesi seklinde yazabiliriz. (Molodtsov, 1999).

Bu ¢alisma siiresince tiim esnek kiimelerin kiimesini S (U) olarak gosterecegiz.
2.4.2 Tammm: f bir doniisim ve f € Sg(U) olsun. Bir e € E elamani i¢in f(e) # @

ve her e’ € E\{e} i¢cin f(e') = @ ise f esnek kiimesine S;(U) da bir esnek nokta

denir ve ey ile gosterilir. (Zorlutuna vd, 2011).

2.4.3 Tanmm: Her k € N i¢in,

|aki - ak].| < |aki - aksl + |aks - ak].|

12



esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige esnek iiggen esitsizligi denir.

2.4.4 Tanim: E nin bos kiimeden farkli bir X alt kiimesini ele alalim. X iizerinde
tanimli tim esnek kiimeler Sy (U) olsun. f: X — P(U) birebir bir fonksiyon olsun. f;,

fj ve fs doniisiimleri Sy (U) nun elemanlari ve e; f Gis; s € f olmak iizere,

fs

i. d (eifi’effj) >0

ozelliklerini saglayan bir d: f X f — R* U {0} déniisiimiine f esnek kiimesi iizerinde
tanimli bir esnek metrik denir ve (f, d) ikilisine ise bir esnek metrik uzay denir.

E ve U kiimeleri sayilabilir sonsuz elemanli kiimeler olduklarin1 kabul edelim.

2.4.5 Ornek: Here;, ve ;. € f icin
i j

d( ) 0 = ay
e, e, |=
Y TIf 1 , Ak, F Ak

olarak tanimlanan d esnek fonksiyonu f iizerinde bir esnek metrik belirtir. Bu (f, d)

esnek metrik uzayina ise esnek ayrik metrik uzay denir.
2.4.6 Tanim: Her ey, Ve e, € f veher k € N sabiti i¢in
i j

d| (eifi’effj) - |a’<i - aki|

ile taniml &I.I’ f esnek kiimesi tizerinde bir esnek metrik belirtir. Bu (f, &I-I) metrik

uzayina ise esnek alisilmis metrik uzay denir.

2.4.7 Tammm: Her ey Ve e, € f ve her k € N sabiti i¢in
i j

do (eifi’ ejf]_) = MaXg=12, .7 |aki - akj|
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ile tanimli d,, esnek metrigi ile f esnek kiimesi bir esnek metrik uzay belirtir. d, ile

tanimlanan bu esnek metrik uzaya f lizerinde diizgiin esnek metrik uzay ad1 verilir.
Esnek ayrik bir metrik uzayda esnek bostan farkli her alt kiimesi esnek sinirhdir.

2.4.8 Onerme: Bir (f,d) esnek metrik uzaymin herhangi bir g esnek alt kiimesinin
esnek smirli olmasi igin gerek ve yeter kosul g € h olacak bigcimde bir h esnek

kapal1 yuvarinin var olmasidir.

2.5. Sabit Nokta Teoremleri

2.5.1 Tanmm: X kiimesi bostan farkli kiime olmak iizere T : X — X {izerine
tanimlanan bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii her eleman1 kendine eslestiriyorsa
yani T(xy) = x, olacak sekilde bir x, € X eleman1 varsa, x, noktasina T

doniisiimiiniin X kiimesi tizerinde bir sabit noktas: denir.

T : X — X doniisiimiiniin bir veya birden fazla sabit noktasi olacag1 gibi hi¢ sabit

noktasi da olmayabilir. Buna 6rnek olarak asagidaki 6rnekleri inceleyelim:

2.5.1 Ornek: X kimesi X = [0,00) araliginda tanimhi ve T : X — X iizerine bir

doniigiim olsun. x € X, T(x) = g seklinde tanimlanmis olsun. Bu durumda x, =

0 noktas1 bu doniisiimiin bir tek sabit noktasidir.

Coziim: X = [0, o) kiimesi i¢inden x, = 0 olarak alalim. Bu durumda
0
T(x) =T(0) =3 =0=x

olur. Yani x, = 0 noktas1 bu doniisiimiin sabit noktasi1 olur.

2.5.2 Ornek: X = [0,0) ve T : X — X bir doniisiim olsun. T(x) = x? seklinde

tanimlanmis olsun. Bu durumda x, = 0,x; = 1 bu doniisiimiin iki sabit noktasidir.
Coziim: X = [0, o0) kiimesi i¢inden x, = 0 olarak alalim. Bu durumda

T(xo) =T(0)=0%2=0=x,

olur. Yani x, = 0 noktasi bu doniisiimiin sabit noktasi olur.
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Diger yandan X = [0, o0) kiimesi i¢inden x; = 1 olarak alalim. Bu durumda

T(x))=T() =1 =1=x,

olur. Yani x; = 1 noktas1 bu doniisiimiin diger sabit noktasi olur. Yani buradaki

X = [0, o) kiimesinde taniml1 olan T doniisiimiin iki sabit noktas1 vardir.

2.5.3 Ornek: X = (—o,0) ve T : X — X bir doniisiim olsun. T(x) = x3 seklinde
tanimlanmis olsun. Bu durumda x, = 0,x; =1 ve x, = —1 bu doniisiimiin ii¢

sabit noktasidir.

Coziim: X = (—oo,00) kiimesi iginden x, = 0 olarak alalim. Bu durumda
T(xo) ES T(O) - 03 = 0 — xo

olur. Yani x, = 0 noktast bu doniisiimiin sabit noktasi olur.

X = (—o,00) kiimesi i¢inden x; = —1 olarak alalim. Bu durumda
Tx) =T =(-1)°=-1=x,
olur. Yani x; = —1 noktas1 bu doniisiimiin ikinci sabit noktasi olur.

Son olarak X = (—oo, o) kiimesi i¢inden x, = 1 olarak alalim. Bu durumda
T(x,))=T(1)=13=1=x,

olur. Yani x, = 1 noktas1 bu doniisiimiin {i¢iincii sabit noktasi olur.

Bu durumda X = (—o0,0) kiimesinde tanimli olan T doniisiimiin ii¢ sabit noktasi

vardir.

2.5.4 Ornek: X = [0,0) ve T : X — X iizerine bir déniisiim olsun.
x €X, T(x)= x*+k,k>0

olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin [0, c0) da bir sabit noktasi vardir.

Coziim: X = [0, o) kiimesi i¢inden x, = 0 olarak alalim. Bu durumda

olup xy = 0 noktas1 bu doniisiimiin sabit noktas1 degildir. Fakat X = [0, c0) kiimesi

N |-

icinden x, = = € [0, o) alirsak x, bu T doniisiimiiniin sabit noktasidir.

2.5.1 Teorem: T:[a,b] - [a, b] ye taniml siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

T(x) = x denkleminin [a,b] araligi i¢inde en az bir koki vardir [13].
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BOLUM I11

KONIK METRIiK UZAYLAR VE TEMEL OZELLIKLERI

3.1. Konik Tanimu ve Ozellikleri
3.1.1 Tanm: E uzay1 reel Banach uzay1 ve P, E kiimesinin bir alt kiimesi olmak
uzere

(P1)P + @veP # {0 }icin P kiimesi kapalidir.

(P2) ,b € R,a,b 2 0,x,y € Pisesax + by € P dir.

(P3)x € Pve—x € Pisex = 0

kosullarini sagliyorsa P kiimesine bir konik denir [7].

R* = [0, o) olmak lizere x,y € R igin " < " bagintis

x <yey—x€R?

seklinde bir siralama bagintisi tanimlanabilir. O halde Banach uzaylarinda R* yerine
gecebilecek uygun bir alt kiime tanimlanabilirse bu uzaylarda siralama yapilabilir. R?
de koordinatlar1 negatif olmayan vektorleri pozitif vektorler olarak adlandirabiliriz.

Bu tip vektorler geometrik olarak R? de bir konik olustururlar [14].

3.1.2 Tanmm: E reel Banach uzayi ve P € E konik olsun. VA > 0 i¢in AP € P
ve P N (—P) = {0} olacak sekilde kapali ve konveks bir P kiimesidir. Verilen bir P
konigi i¢in E Banach uzay1 iizerindeki " <" bagintis1 E ilizerinde kismi siralama
bagintisidir. Bu durumda Vx,y € E i¢in

x <y y—x€eP
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dir. Burada x < y fakat x # y dir. Ayrica P° bos kiimeden farkl1 olmak iizere y —

x € P% ise x < y dir. P°, P kiimesinin i¢ini kastetmektedir.

3.1.1 Lemma: E bir reel Banach uzay1 ve P S E bir konik ve A > 0 reel say1 olsun.
Bu durumda;

@ P° + P° c P°

(ii)AP° c P°.

P konigi yardimiyla yapilan siralama kismi siralama bagintisi olmasina ragmen R
tizerindeki tam siralama bagintisinin bir ¢ok 6zelligine sahiptir. Yani
ivx € Eicinx < x
ilVx,y,z€Eiginx <y Ny <z >x <z
VX, x5, 71,7, EEiginxy < Y4 AXy SV, 2x+x, Sy, +),

iv.x,y € P ve a,bER+ iseax + by € P
Ozellikleri vardir [14].

3.1.3 Tanmm: E bir reel Banach uzay1 ve P € FE bir konik olsun. Her x,y € E
icin en az bir K > 0 sayis1 var dyle ki 0 < x < y iken x < Ky oluyorsa P

konigine normal konik denir.

Yukaridaki kosullar1 saglayan en kiicilk K pozitif sayisina P normal koniginin

normal sabiti denir [7].

Ornek: E = R? olsun. P = {(x,y) € R%:x,y > 0} kiimesi E iizerinde bir koniktir.

Ve P konigi normal sabiti K = 1 olan R? de normal bir konidir.

3.1.4 Tanim: Eger iistten siirli ve artan her dizi yakinsak ise P konigine diizgiin
konik yada regiiler konik denir. Yani y € E i¢in (x,,) dizisi

X1 SxX S S xS0y
ise xo € E vardir dyle ki

lim |2, — %ol = 0
n—oo
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olur. Buna denk olarak alttan sinirlt ve azalan her dizi yakinsak ise P ye regiiler

konik denir [7].

Ornek: E = ¢y = {(x,) cR: x, = 0,(n > )} olsun ve P ise asagidaki sekilde
tanimlansin:

P ={(x,) EE:VYn€ N igin x, = 0}.

Bu durumda P, E iizerinde regiiler koniktir.

3.1.2 Lemma: Her diizgiin konik normaldir [8].

Ispat: Kabul edelim ki P normal olmayan diizgiin konik olsun. Vn > 1 i¢gin s,,, t,, €
P olmak iizere t,, — s,, € P alalim. P normal olmadigindan Vn > 1 i¢in

Sn <ty = 12 ltall < lIsyll
yazilabilir. Burada V n > 1 i¢in

Sn tn

x ot — —
CTPRTER (R TS

olarak alalim. P bir konik oldugundan konigin ikinci sart1 geregi

th — Sn
— X, = epP
N T
seklinde yazilabilir. Burada ||y, || = 1 ve ||x,|| = ﬁ > n? olup
=1
> iyl
n=1

Yakinsak ve P kapali oldugundan bir y € P vardir. Normlu yakinsak her seri

yakinsak oldugundan

o 1
> vl =y
n=1
dir. Diger taraftan
X2 X2 | X3 Xz X3 Xy
OleSx1+?Sx1+?+3—2§x1+ﬁ+?+ESSy

olup P diizgiin konik oldugundan her {istten sinirli ve artan dizi yakinsaktir. Yani

o)

1
— X
nz™ "

n=1

yakinsaktir. Yakinsak her seride genel terimin limiti sifira gittiginden
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lim—x, =0
n—>oo’n2 n

olur. Norm fonksiyonu siirekli oldugundan

=0

li !
m-—=Xx
n—>00n2 n

1
i 2l || =

olup ||x, || = n? bulunur. Bu bir ¢eliski olup P diizgiin konigi normaldir. O halde her

diizgiin konik normaldir.

Not: Her regiiler konik normaldir. Fakat bununu tersi dogru degildir. Yani her

normal konik regiiler olmayabilir.

Ornek: E = €([0,1]) olmak iizere E iizerinde ||f|| = tE[i)‘l,lSI f(t)| normu verilsin ve

P={f € E:f =0} olsun. f, E iizerinde normal bir koniktir. Fakat regiiler konik
degildir. Bunu gostermek i¢in f, g € E alalim.

0<sf<sg=Ifll<lgll

dir. vn € Nve t € [0,1] igin f,,(t) = 1 — t™ olmak tizere {f,} dizisi verilsin. {f,},

artan ve iistten sinirli olmasina ragmen E {izerinde yakinsak degildir.
3.1.3. Lemma: Normal sabiti K < 1 olan hig bir normal konik yoktur [8].

Ispat: P, K < 1 normal sabitine sahip bir konik olsun. Sifirdan farkli x € P ve 0 <
€ <1 olacak sekildeki & degerleri i¢cin K <1—¢ olsun. (1—¢&)x <= (1-—
&)llxll < K||x|| olup bu bir geliskidir. Yani bu durumda K > 1 olmalidir. O halde
K < 1 olan higbir normal sabiti yoktur.

Ornek: E = 1; = {{x,,}: Do xp, < 0} ve P ={{x;}ps1 € E: x,, = 0,¥n € N*}

olmak tizere P, K = 1 normal sabitli bir koniktir.

Céziim: Oncelikle P nin bir konik oldugunu gosterelim. P kapali bir kiimedir.
(i) (X )n=1 = (0,0, ...,0) = 0 € P dir. Buradan P # @ olur.
(X )ns1 = (1,1, ...,1) € P alirsak P # {0} olur.
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(i) a,b €R,a,b =0 ve x = (X)nz1> Y = W)n=1 € P olsun. Vn € N*
ve a,b € R* i¢in x,, = 0 ve y,, = 0 = ax, = 0 ve by,, = 0 dir. Buradan
ax, + by, = 0= a(x,)n>1 + b(¥)n>1 € P olur ki bu durumda

ax + by € P bulunur.

(i) x = (O )ns1, =X = (—Xp)n=1 € P olsun. Vn € N* i¢in x, = 0 ve

—x, = 0ise x,, = 0 vex = 0 dir.

Boylece P nin konik oldugu gdsterilmis oldu. Simdi ise P nin K = 1 normal sabiti ile
bir normal konik oldugunu gdsterelim:

0 < x <y olacak sekilde x = (x;)n>1,Y = Vn)n=1 € E alalim. Bu durumda y —
x € P dir. O halde

[o2) oo
Yo =0 2 0 X < = [l < Iyl = ) Jal < )l = Il < Iyl

n=1 n=1

= llxlly < Kllyllx
yani K = 1 olur. O halde P, K = 1 normal sabitli bir normal koniktir.

3.2. Konik Metrik Uzaylar
3.2.1. Tammm: X bostan farkli bir kiime ve E bir reel Banach uzay:1 olsun. Eger
d:X X X — E doniisiimii;

i. Herx,y €Xi¢ind(x,y) >0 x=y

ii. Herx,y € Xi¢cind(x,y) =d(y,x)

iii. Her x,y,z € X igind(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

sartlarin1 saglarsa d doniisiimiine X tlizerinde konik metriktir denir ve (X, d) ikilisine
ise konik metrik uzay denir.

3.2.2. Tammm: (X, d) bir konik metrik uzay, (x,) ise X de bir dizi ve x € X olsun.
Eger 0 < c¢ seklindekiV ¢ € E i¢in n > m iken d(x,,x) < c olacak sekilde bir

m € N varsa (x,,) dizisine yakinsaktir denir.n = o i¢in x, - x ya da lim x,, =
n—oo

x seklinde gosterilir [15].
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3.2.3. Sonug¢: (X, d) bir konik metrik uzay olsun. Her bir ¢ € E de 0 < ¢ olacak
sekilde verilsin. Bu durumda ||x|| < § oldugunda c - x € P° olacak sekilde bir
6 > 0 vardir. Yani x < ¢ dir [7].

Ispat: 0 < ¢ ve ¢ € E oldugundan c € P° dir. {x € X:||x — c|| < 6} € P° olacak
sekilde en az bir 6§ > 0 bulabiliriz. Simdi ||x|| < § ise |[c—x—c]| = |—x]| =
[|x]| <& olur. Buradan ||(c —x) —c|| <& olur ki bu da ¢ —x € P° oldugunu

gosterir.

3.2.4. Sonug: (X, d) bir konik metrik uzay P, normal sabit K ile normal konik (x,,),
X ic¢inde bir dizi olsun. Bu durumda (x,) dizisinin X i¢inde yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart n — oo iken d (xn, x) — 0 olmasidir [7].

Ispat:

(=) (x,) dizisi X i¢inde x € X e yakinsak olsun. Yani x,, = x olsun. V € > 0 i¢in
0 < c¢ ve K||c|| < € olacak sekilde bir ¢ € E alalim. Bu durumda vn > N i¢in
d(x,,x) < ¢ olacak sekilde 3 N € R vardir. Boylece n > N iken ||d(x,, x)|| <

K||c|| < € olur. Buise n = oo iken d(x,, x) — 0 oldugunu gosterir.

(&) n - oiken d(xn,x) = 0 olsun. Bu durumda 0 < ¢ ve ¢ € E i¢in ||x]| < & iken
¢ — x € P° olacak sekilde bir § > 0 vardir. Bu § i¢in de Vn € R i¢in ||d(x,,, x)|| <

¢ olacak sekilde N € R vardir. Bu nedenle (x,,) dizisi x noktasina yakinsar.

3.2.5. Sonug: (X, d) konik metrik uzay, K normal sabiti ile P bir normal konik, (x,,),
X de bir dizi olsun. (x,) — x ve (x,) = y ise x = y dir. Yani (x,,) dizisinin limiti

tektir [7].

Ispat: 0 < ¢ olacak sekilde herhangi bir ¢ € E olsun. (x,) yakinsak oldugundan
vn > N igin d(x,,x) <c ve d(x,y) <c olacak sekilde 3 N € R vardir. Bu
nedenle

d(x,y) < d(x,,x)+d(x,y) < 2c

21



olur. Boylece [|d(x, y)|| < 2K]||c|| = 0 olur. O halde d(x,y) = 0 olur. Sonug olarak

x = y olur. Buise (x,,) dizisinin limitinin tek oldugunu gosterir.

3.2.6. Tanmm: (X,d) bir konik metrik uzay ve (x,) ise X de bir dizi olsun. Eger
0 < ¢ seklindeki her ¢ € E i¢cin n,m > N = d(x,,x,,) < colacak sekilde bir
N € N varsa (x,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir [16].

3.2.7. Tanmm: Bir (X,d) konik metrik uzaymndaki her Cauchy dizisi X de bir

noktaya yakinsarsa (X, d) ikilisine tam konik metrik uzay denir.

3.2.8. Sonug: (X, d) bir konik metrik uzay ve (xn), X i¢inde bir dizi olsun. (x,), X
icinde x noktasina yakinsiyorsa (x,), X de bir Cauchy dizidir. Yani konik metrik

uzaylarda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir [7].

Ispat: 0 < ¢ olacak sekilde herhangi bir ¢ € E alalim. O zaman Vn,m > N igin

d(x,,x) < gve d(xp, x) < % olacak sekilde en az bir N € N vardir. Buradan

c
d(xp, Xm) < d(xg, %) + d(x,x) = to=c

N O

elde edilir. O halde (x,), (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizidir.

3.2.9. Tanmm: (X, d) bir konik metrik uzay ve A € X ve x,, = x olsun. A’daki (x,)

dizisi i¢in x € A ise A ya dizisel kapali denir.

3.2.10. Tanim: (X, d) bir konik metrik uzay ve A € X olsun. Eger V x,y € A igin
d(x,y) < c ve 0 < ¢ olacak sekilde 3 ¢ € E varsa A ya iistten simrlt kiime denir.
Yani 6(A) = sup{d(x,y):x,y € A} varsa A ya sinirli kiime denir. Eger supremumu

yoksa A ya sinirsiz kiime denir.
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BOLUM IV

ESNEK KONiK KUMELER VE ESNEK KONIiK METRIK UZAYLAR

Bu béliimde esnek kiime ve esnek metrik tanimlarindan sonra esnek konik kiimeler
ve esnek konik metrik uzaylar tanimi verilecektir. Bu tanimlardan hareketle E reel
Banach uzayi secilip, P de onun alt kiimesi segilip hareket edilecek ve konik tanimi
esnek konik tanimi {izerine uygulanacaktir. Ayrica bu tez ¢alismasinda kullanilacak

olan esnek konik kiime ve esnek konik metrik uzay kavrami verilecektir.

4.1. Esnek Kiimeler ve Esnek Metrik Uzaylar
4.1.1 Tamm: E baslangi¢ evreni ve A ise paremetreler kiimesi olmak {izere E ve A
bostan farkli iki kiime olsun. P(E), E kiimesinin kuvvet kiimesi olsun. Eger f
doniistimii
f:A—- P(E)

ise bu doniigiime E ve A iizerinde bir esnek kiime denir. Buna gore f esnek kiimesini

f={(af(a):a € 4}
biciminde ikililer kiimesi olarak yazilabilir [17].
Bu calisma boyunca E baslangic evrenini, A paremetreler kiimesini, P(E) E
kiimesinin kuvvet kiimesi ve S4(E) ise E evrenseli ve A paremetre kiimesi iizerinde

tanimli tim esnek kiimelerin kiimesini belirtecektir.

Not: Goriintiisii bos kiime olan elemanlar esnek kiime i¢inde gosterilmez.

4.1.2 Tanmm: Her a € A i¢in f(a) = @ oluyorsa yani goriintiisii bos kiime oluyorsa

f esnek kiimesine bog esnek kiime denir ve @ ile gosterilir [18].
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4.1.3 Tanmm: Her a € A igin f(a) = E oluyorsa f esnek kiimesine evrensel esnek

kiime denir ve E, ile gosterilir [18].

4.1.4 Tanm: f, g € S4(E) olsun. Eger her a € A icin f(a) € g(a) ise f esnek
kiimesine g esnek kiimesinin alt esnek kiimesi denir ve f € g seklinde gosterilir

[18].

4.1.5 Tanm: f, g € S, (E) olsun.

a. fUg={f(a)Ug(a):a€ A} kimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek
birlesimi denir.

b. f 0 g ={f(a) N g(a): a € A} kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek kesisimi
denir.

c. f\g=1{f(a)\g(a):a€ A} kimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek farki
denir.

d. /¢ ={f(a)°: a € A} kiimesine f esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir. Esnek
kiime tiimleyeni taniminda her a € A i¢in f(a)¢ = E\f(a) dir. Ayrica ()¢ = f ve
@€ = E, dir. [18]

4.1.6 Tamm: f € S,(FE) olsun. En az bir a € A i¢in f(a) # @ ve her a’ € A\{a}
i¢in f(a') = @ ise f esnek kiimesine S,(E) de bir esnek nokta denir ve ay ile

gosterilir [19].

4.1.7. Tamm: g € S4(E) ve af S4(E) de bir esnek nokta olsun. Her a € A igin
f(a) € g(a) ise af esnek noktas1 g esnek kiimesine esnek aittir denir ve a; € g

seklinde gosterilir [19].

4.1.8 Tanm:@ # X C A, f € Sx(E) ve f:X > P(E) doniisimi birebir bir

fonksiyon olsun. fj, f;, fs € Sx(E) ve €ir €, s € f olmak iizere f esnek kiime
i j s

I

iizerinde tamimli d esnek metrigi asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur:

d:f X f - R* U {0}
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e]f]

iv.

i d(ey,e, )20

i d(e,.e,)=0oe, =6,

i, d(e;, e, )= (e] veis,)
JCRCE

€ir, Cir,; (elf s ) +d (est' eff,-) '

Eger d, f fonksiyonu iizerinde bir esnek metrik ise bu durumda (f,d) ikilisine ise

esnek metrik uzay denir.

Not: Esnek metrik uzay aksiyomlarindan (i) aksiyomu, metrik aksiyomlarinda
oldugu gibi diger ii¢ aksiyomun sonucudur. Ciinkii (f, d) bir esnek metrik uzay ise

her €ir €y s Oy € [ igin,

0=d (eifi’eifi) <d (eifi’ ejfj) +d (ejfj’eifi) =2d (eifi’ eff,-)

olur ki buradan d (ei 1€ f.) > 0 bulunur. Bu nedenle d nin esnek metric oldugu
i j

gosterilirken (1) aksiyomu gosterilmeyebilir. Bu aksiyomlarda (iii) aksiyomuna 6zel

olarak esnek simetri, (iv) aksiyomuna ise esnek iicgen esitsizligi denir.

4.1.9 Tamm: d:f x f - R U {0} ve her €i; € € fi¢in
i

d(ey, ey, 0. ey =6y,
ei.,e. )=
Yt TIf 1, eifi * ejfj

seklinde tanimlanan d esnek fonksiyonu f iizerinde bir metrik olusturur. (f, d) esnek

metrik uzayina ise esnek ayrik metrik uzay denir.

4.1.10 Tamm: d: f X f - R U {0} ve her €is, €

;. € f veher k € Nigin
fj

d| (eifi'ejfj) - |eifi - eff,-|

seklinde tanimlanan dl-l esnek fonksiyonu f {izerinde bir metrik belirtir. (f,d|_|)

esnek metrik uzayina ise esnek alisiimis metrik uzay denir.
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4.1.11 Tanmm: K ve A paremetreler kiimesi E evrenseli iizerinde bir vektdr uzayi
olsun. (F,A), E tizerinde esnek bir kiime olsun. (F,A), K iizerinde esnek vektor
uzayidir veya E nin esnek dogrusal uzayidir ancak ve ancak her A € 4 i¢in F(4), E
nin alt vektor uzayidir. (F, A) nin esnek elemani, esnek vektoriidiir. Benzer sekilde K

esnek skaleri i¢in (K, A) esnek kiimedir.

(F, A), (Fy,A), ..., (F,, A), E lizerinde n tane esnek kiime olsun. (F,A) = (F,A) +
(Fy,A) + -+ + (E,, A), E iizerinde esnek kiimelerin toplami olarak yazilabilir. Burada
F(A), her A € A i¢in

F(A) = {x1, %9, ., Xpn:x; € F;(1),i =1,2,...,n}

seklinde tanimhdir. a« € K skaleri ve (F,A), E lzerinde esnek kiime olsun. Bu
durumda (aF, A), E iizerinde esnek kiimedir ve her A € 4 i¢in

aF (1) = {ax : x € F(1)}

dir.x, esnek E vektor uzayi lizerinde esnek vektor olsun. 0, E nin sifir elemani olmak
tizere Her A € A igin ¥(4) = 0 esnek sifir vektordiir. Bu esnek sifir vektorii 0 ile

gosterilir.

X ve y esnek vektor ve @ esnek bir skaler olsun. Bu durumda her A € A i¢in esnek

vektor toplami ve esnek skaler ¢arpimi

L @+ =xA)+3)
i, (@) = a.x(d)

dir. Agikca goriiliir ki esnek vektor toplami ve esnek skaler carpimi (F, A) nin esnek

vektorleridir. Ayn1 zamanda her @ € E ve her k € K icin0.& = e , —1.& = —@ ve

k.e=eodir. k.d@d =eiseyak = 0 yada & = e dur.

4.1.12 Tamm: FE, esnek vektor uzayr olsun. ||.|:Sg(E) - R(A) déniisiimii

asagidaki kosullar saglarsa E esnek vektor uzay iizerinde esnek norm belirtir:
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(N1) her¥ € E icin ||%|| S0
MN2) ||¥|=0e=%=0
(N3) her ¥ € E ve @ esnek skaleri icin ||@%|| = |&]||%||

(N4) her%,5 € E icin || + yll < %Il + 17l .

(E, |l ) ikilisine esnek normlu uzay denir. Bu esnek normlu uzay A ilizerinde esnek

normlu lineer uzaydir ve bu uzay (£, ||. ||, 4) seklinde gosterilir.

Ornek: R(A) tiim esnek reel sayilarin kiimesi olsun. ||. ||: R(4) —» R(A)* doniisiimii
X , R(A) nin esnek elamani olmak tizere ||X|| = |X| seklinde tanimlansin. Burada |X|
esnek sayr modiillerini gosterir. Buradan ||.|| dontsimii R(A) tizerinde esnek

normdur ve (R(A), ||. ||, A) ise esnek normlu lineer uzaydir.

4.2. Esnek Konik ve Esnek Konik Metrik Uzaylar
4.2.1. Tamm: (E,||.|,A) esnek reel Banach uzay1 ve (P,A) € S(E) yani (P, A)
esnek E kiimesinin alt kiimesi olsun. (P, A) esnek koniktir.<
i.(P,A) # @ ve (P, A) #+ Ss({0}) ise (P, A)kapalidur.
ii.d,b € R(4A)" ve %,y € (P,A) icin d% + by € (P, A) dur.
iii.¥ € (P,A) ve =x € (P, A) ise ¥ = 0 dur.

(P,A) € S(E) esnek konigi siralama bagintisini saglar.
¥<yeo j—xe€(PA)dr

4.2.2. Tamm: E esnek reel Banach uzay1 iizerinde tamimli (P, A)konigi igin
asagidaki ozellikler saglanir:
a. (P, A) konigi normaldir:
Esnek reel @ S 0 ve %,7 € E icin 0 £ % < j ise ||%]| £ &||7|| dir. Burada &,
(P, A) iizerinde esnek sabit elemandir.
b. Her %, ¥ € E igin supremumu varsa en kiigiiktiir.
E esnek kiimesinin en kiigiik degeri varsa bu deger supremumdur.

d. int(P,A) # 0 ise (P, A) kiimesi tamdir.

e. E esnek kiimesi tizerindeki esnek elemanlar sinirlidir.
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(X} EE esnek eleman1 ve X <%, <..<X%,EE olsun. ¥€E icin

lim ||%,, — %|| = 0 dur.
n—o0o

Ornek: A sinirh parametreler kiimesi ve R(A) ise esnek reel sayilarin kiimesi olsun.

R"(A) = R(A) X R(A) X ... X R(A), esnek Banach uzayidir.

Coziim: E = R™(A) secilirse
(P,A) = Ss{(X1,%5, ..., %): %, = 0,her i = 1,2, ...,n}

seklindedir. Burada (P, A) ikilisi esnek koniktir. Bu esnek konik normal ve sinirlidir.
Aym zamanda (P,A) esnek konigi E esnek reel Banach uzay: iizerinde tamdir

(nt(P,A) # 0). Son olarak ise (P, A) esnek konigi siralama bagintisini saglar.

4.2.3. Tamm: X bostan farkli esnek bir kiime ve E bir esnek reel Banach uzayi

olsun. Eger d: Sg(X) X Sg(X) - Sg(E) doniisiimii

iHer%,7 EXicind(X%,7) S0 x =7
ii.Her %, € X i¢cin d(%,¥) = d(§,%) , (simetri)
iii.Her %,7,Z € Xicin d(%,9) < d(% %) + d(z,¥) , (iiggen esitsizligi)

sartlarini saglarsa d doniisiimiine X iizerinde esnek konik metriktir denir ve (X, d, A)

ya ise esnek konik metrik uzay denir.
Esnek konik metirk uzay genelllestirilmis esnek metrik uzaydir.

Ornek: A sonlu bir kiime olsun. £ = R?(4), (P,A) =S;{(%,7) €EE: %,7 =0}
seklinde tanimlansin. X = R(A) ve d: X xX > E , d(&%,9) = (|¥ — §|, &% — §|)
doniisiimii icin @ = 0 esnek sabittir. Bu durumda (X, d,A) esnek konik metrik

uzaydir.

Coziim:
i.Her % 7€ Xved@ = 0igin

0<d(% 3 = (Ix -7l alx - y]) = (0,0)
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X —yl=0->X%—

:O—)f:y

<

ii.Her % 7 € X icin d(%,¥) = d(§, %) dir.
dxy) =(x-ylalx—yD =(DF -2 al(-DF -2
X)) =d@,%)

iii.Her %,7,Z € X icind(%, ) < d(&, 2) + d(z,¥) dir.
d%,2) +d(z,y) = (Ix -zl @lx - z|) + (I1Z -yl @|Z — J])
=(x—-zl+1z-7|,a(lx - 2]+ 12— F])
= (% -yl +alx-7y)=d&7y)

dir. bu durumda d déniisiimii X iizerinde esnek konik metriktir.

Ornek: A sonlu parametrelerin kiimesi olsun. {d, : 1 € A} kiimesi X esnek kiimesi

tizerinde esnek konik metrik uzaydir.

Coziim: her %,7 € X , her (1), 7(1) € X ve her 1 € A4 icin
d: Sg(X) x Sg(X) - Sg(E)
d(x,7)(A) = dy(x(1),y(D)

olarak secildiginde d; indisler kiimesi X iizerinde esnek konik metriktir. Gosterelim:
i.her %, 7 € X , her (1), (1) €X ve her A € A igin
02dE@ 7 = (A, D) =0 = D) =) = =7
ii.her (1), (1) € X ve her 1 € A i¢in
d(®,7)(A) = d;(X(D),y(D) = da(y(D), X(D) = d(7,%)(2) dur.
iii.Her %,7,2 € X veher 1 € 4 i¢gin
[d(%,2) + d(z, P)](D) = d(&,2)(D) + d(Z,7)(D)

= d(2(1),Z2(D) + da (Z(D), § (D)
= da(X2(D), 7)) = d(%,5)(A)

dir. Yani d(%,9) < d(&,2) + d(z,7) bulunur. Bu durumda d déniisiimii X {izerinde

esnek konik metrik belirtir.
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4.2.4. Tamm: (X, d, A) esnek konik metrik uzay olsun. Her % € X i¢in {x,,} dizisi X
de bir esnek eleman olsun. Her 0 S ¢€FE ve her n> N dogal sayis1 igin
d(%;,, %) < ¢ olacak sekilde bir esnek c sabiti vardir. Oyle ki {x,} esnek dizisi ¥

esnek elemanina yakinsar. Yani

Al_r){)lofﬁ = X dir veya n — oo i¢in x,, = X dir.

4.2.5. Teorem: (X,d,A) esnek konik metrik uzay,  esnek sabit ve (P, A) normal

esnek konik olsun. {x,} esnek dizisi, X in esnek eleman1 olsun.

n - oo igin {x,} = ¥ & d(%,,%) - 0 dur.
ispat: (=)n > o i¢in {x,,} - % olsun. § > 0,6 €E,0 £ ¢ ve @||¢| < § olsun. Her
n € N dogal sayis1igin n > N ise (%, % ) < ¢ dir. bu durumda n > N igin

ld(3, 2l L allell < 6

dir. Yani n - oo i¢in d(¥,,, X¥) — 0 dir.
(&)n - oo icind(X,%) » 0olsun. 0 L ¢ € E ve § S 0 icin
|%|| < & ise & — % € (P, A) dir. Her n € N dogal sayis1 i¢in n > N ise

ld (e, #)I < 6

olacak sekilde § S 0 vardir. Bu durumda ||d(%,,, %)|| < ¢ dir. Yani sonug olarak

n — oo igin {x,,} = % dir.
4.2.6. Tamm: (X,d, A) esnek konik metrik uzay olsun. Her % € X i¢in {x,} dizisi X
de bir esnek eleman olsun. Her 0 < & € E ve her n,m > N dogal sayilar1 igin

lld (%, T )1l < €

dir. Bu durumda {x,,} dizisi X esnek konik metrik uzayinda bir Cauchy dizisi belirtir.
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4.2.7. Tamm: (X,d,A) esnek konik metrik uzay olsun. X esnek konik metrik
uzayimda her esnek konik {x,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu durumda (X, d, A) tam

esnek konik metrik uzaydur.

4.2.8. Teorem: (X,d,A) tam esnek konik metrik uzay olsun. X esnek konik kiimesi

tizerindeki her dizi Cauchy dizisidir.

ispat: {x,} dizisi X in esnek elemani ve n — oo igin {x,} = &% olsun. Her 0 < ¢ € E,

her n,m > N dogal sayilari i¢in

d(, %) <

N | e
<
[¢)
QU
=
S
3
=N
—/
IA

N | o

c
A, T <A@, ) + () = 5+

olup {x,,} dizisi Cauchy dizisidir.
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BOLUM V

SABIT NOKTA TEOREMLERI

5.1. Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde konik metrik uzaylardaki sabit nokta teoremlerini inceleyecegiz.

5.1.1 Teorem: (X,d) bir tam konik metrik uzay ve P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. T:X — X donlisimii ise asagidaki daraltma sartlarini

saglasin.

d(Tx,Ty) < k.d(x,y),herx,y € X, k € [0,1)

O zaman T, X de sabit tek bir noktaya sabittir ve Vx € X i¢in (T™x) bu sabit noktaya

yakinsar [7].

Ispat: x, € X olsun. (x,,) dizisini
X1 = Txo
xZ = Tx1 S szo

X3 = sz = TTx1 = TszO = T3x0

Xpe1 = Txy = T,
d(xn+1rxn) = d(Txanxn—l) < kd(xnrxn—l) < kzd(xn—lixn—z) < e

< k™d(xq,x0)

buluruz.
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Boylece Vn > m igin
d(xn; xm) < d(xn;xn—l) + d(xn—lrxn—z) + -+ d(xm+1rxm)
< (1 + K2 R d G, %) < e d (%)

olur. Buradan da

m

k
ldGen, %) | < 7= Klld Gy, %)l

elde ederiz. Bu ise d(xp, x,) = 0; (n,m — o) olmasini gerektirir. Yani (x,) bir

Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x,, — x* olacak sekilde bir x* € X vardir.

Buradan

d(Tx*,x*) < d(Tx,, Tx*) + d(Tx,, x*) < kd(x,, x*) + d(xp4q,x¥)

ve P normal konik oldugundan

ld(Tx®, x)I < K (klld(en, x| + ldCepiq, xDID) - 0

olur. Yani ||d(Tx*, x*)|| = 0 dir. Bu ise Tx* = x* demektir. O halde x* bir sabit

noktadir.

Simdi y*, T de baska bir sabit nokta olsun. Bu durumda
d(x*,y*) = d(Tx*, Ty*) < kd(x*,y*)

olur. Buradan ||d(x*,y*)|| = 0 ve x* = y* bulunur. Yani sonug olarak T nin sabit

noktasi tektir.

5.1.2 Sonug¢: (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. 0 < ¢ olacak sekilde bir ¢ € E ve x, € X i¢in B(xy,¢) =
{x € X :d(x,,x) <c} verilsin. T: X - X doniisiimii ise asagida bulunan daraltma
sartlarin1 saglasin.

d(Tx,Ty) < kd(x,y),V x,y € B(xy,¢),k € [0,1) ve d(Txg,x9) < (1 —k)c.
Bu durumda T, B(x,, ¢) de tek bir noktaya sahiptir [7].
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Ispat: Oncelikle B(x,, ¢) nin tam oldugunu gosterelim. (x,,), B(x,, ¢) de bir Cauchy
dizisi olsun. Bu durumda (x,,), X te de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan
x € X i¢cin n = oo iken x,, = x olur.

d(xg,x) < d(xp, xo) + d(xp,x) < d(xp,x) +cx, = x; (N> 0)

oldugundan d(x,,x) = 0 dir. Boylece d(xy,x) < ¢ ve x € B(xy,¢) dir. Yani (x,,),
B(xg, ¢) de yakinsak bir dizidir. Bu ise B(x,, ¢) nin tam konik metrik uzay oldugunu

gosterir.

Simdi ise V x € B(xy,c) i¢gin T x € B(x(, c) oldugunu ispatlayalim. V x € B(x, ¢)
igin
d(xy, Tx) < d(Txg,xy) + d(Txo, Tx) < (1 — k)c + kd(xy,x) < (1 —k)c+ kc

=C

bulunur. Bu nedenle Tx € B(xy,c) dir. Bu ise T15(x, C):B(xo,c) — B(x,, )

daraltma doniisiimiidiir. Teorem 5.1.1 den dolay1 T, B(x,, ¢) de tek bir sabit noktaya

sahiptir.

5.1.3 Sonug¢: (X,d) bir tam konik metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. Birn € N i¢in T : X — X doniisiimii asagidaki daraltma
sartlarini saglasin.

d(T"x, T"y) < kd(x,y),

her x,y € X, k € [0,1) bir sabit. Boylece T, X~ de tek bir sabit noktaya sahiptir [7].

*

Ispat: Sabit nokta teoreminden dolayr T", x* tek bir sabit noktasina sahiptir.
T™"(Tx*) =T(T"x*) = Tx", boylece Tx" da bir sabit nokta olur. Yani Tx"* = x*
olup x™* bir sabit noktadir. T nin sabit noktast T™ inde sabit noktasi oldugundan T nin

sabit noktasi tektir.

5.2. Esnek Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde esnek konik metrik uzaylardaki sabit nokta teoremlerini inceleyecegiz.

34



5.2.1. Tanum: (X, d, A) esnek konik metrik uzay ve T: (X d, A) - (X d, A) bir esnek
konik déniisiim olsun. Her X, € X esnek elemant igin
TXy =Xo

ise Xy T doniisiimiiniin esnek sabit elemanidur.

5.2.2. Tanim: ()? ,d, A) esnek konik metrik uzay ve T (X, d, A) - (X d, A) bir esnek

konik déniisiim olsun. Her %, € X igin {X;,} dizisinde X esnek elemanlarini alirsak

X1 =Tx,
% =T% = T*%;
%5 = T%; = TT%; = TT?%; = T3%;

seklinde {X,} dizisini yineleme metodu ile olusturabiliriz.

5.2.3. Tamm: (X, d, A) esnek konik metrik uzay ve T: (X d, A) — (X,d, A) bir esnek

~ o, A~

sayis1 i¢in
d(T%,Ty) < k.d(%,9)

dir. bu durumda T, X de sabit esnek tek bir noktaya sahiptir.

5.2.4. Teorem: (X, d, A) tam esnek konik metrik uzay ve T: (X,d,A) - (X, d, A) bir
esnek konik déniisiim olsun. Bu doniisiim X de tek bir sabit noktaya sahiptir ve her

% € X esnek eleman i¢in {T™%} bu esnek konik olan sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (X, d, A) tam esnek konik metrik uzay ve
T:(X,d,A) > (X,d,4)

icin yineleme metodunu uygularsak {x,} esnek dizisini
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X1 =TXo

%, = Tx; = T?%g

y— — Ty~ — Tnhtlz—
Xn+1 = Txn =T Xo

AT, %) 2 d(Tx, To) 2 t.d(@, %y) £ ... 2 t".d(%5, %5)

olur. Bu durumda her n > m i¢in

d(j{,’;, ﬁn) g d(ﬁ, xn—l) + d(xn—lfxn—z) + -+ d(xm+1' J?T;l)

ST+t t™).d(X, %)
m

< T 4G X%o)

olur. Buradan da

_ th
ld G )l = — lld (1, Xo) |l

~1-t¢t
elde edilir. (n,m - ) i¢in d(X,, %,;) = 0 olmasim gerektirir. Yani her {X,}
dizisini yakmsaktir. Bu durumda {X;} esnek konik Cauchy dizisidir. X tam
oldugundan ¥;, = x* olacak sekilde x* € X vardir. Buradan
d(Tx* x*) L d(Tx,, x*) + d(Tx31,X")
< t.[d(G, X)) + d(Xyg, X))

g d(&;' 55;) + d(xn+1'?)

+-o=t

IAl
N |
N |

dir. Yani (P, A) kapali ve —d(Tx*,x*) € (P,A) oldugunda d(Tx* x*) € (P, A)dur.
Buradan ||d(Tx* x*)|| = 0 dir. Bu durumda Tx* = x* dir. O halde x* bir esnek
konik sabit noktadir.
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Simdi x* esnek konik sabit noktanin tek oldugunu ispatlayalim. y*, T nin baska bir
esnek konik sabit noktas1 olsun. Bu durumda

d(x%,y*) = d(Tx*, Ty*) L t.d(x*,y%)
olur. Buradan

ld(x*, y9)I| = 0 oldugundan x* = y* bulunur. Yani sonug olarak T nin esnek konik

sabit noktasi tektir.

5.2.5. Sonugc: (X, d, A) tam esnek konik metrik uzay olsun. 0 < ¢ ve Xy € X icin
B(X5,c) ={XEX:d(x5,%) < ¢} yuvart ve (P,A) = Sg(B(X5,¢) esnek kiimesi
verilsin. T: ()? , d,A) - (X,d,A) doniisimii asagida verilen daraltma sartlarimi

saglasin.

~ o~~~

d(T%,Ty) < t.d(%,§) ve d(Txy, %) < (1 —1).¢
dir. Bu durumda T, B(Xy, ¢) yuvarinda tek bir esnek konik noktaya sahiptir.

Ispat: (P, A) tam ve her X € (P, A) igin TX € (P, A) olsun. Burada {X;;} esnek konik

dizisi (P,A) da Cauchy dizisi olsun. % € X i¢in lim X,, = ¥ ise X esnek konik

n—o0o
kiimesi tamdir.

d(xg, %) < d (%o, %) + d(%p, %) < d(3%, %) + €

lim X, = X i¢in d (%5, X) — 0 oldugundan d (X5, %) < ¢ ve X € (P,A) dir. Boylece
n—>0oo

(P, A) esnek konik kiimesi tamdir. Her ¥ € (P, A) igin
d(3%, T%) S d(T%, %) +d(Txg, ¥) S (1-0).é+tée=¢

Yani TX € (P,A) dir. Bu durumda T, B (%, ¢) yuvarinda tek bir esnek konik noktaya
sahiptir.
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BOLUM VI

IKi METRIK UZAYLAR VE BU UZAYLARDAKI KONIKLIiK VE
ESNEKLIK

6.1. Iki Metrik Uzaylar ve Esnek Iki Metrik Uzaylar
6.1.1. Tamm: X kiimesi bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, d doniistimii
d:X XX XX > R" veVx,y,zt € X i¢gin
M) d(x,y,z) # 0
M,) Vx,y, z € X igin en az iki nokta esit ise d(x,y,z) = 0
Ms3) Simetri
d(x,y,2z) =d(x,2,y) =d(y,z,x) = d(y,x,z) = d(z,x,y) = d(z,y,x)
M,) Dikdortgen esitsizligi
d(x,y,z) <d(x,y,t)+d(y,zt) +d(zx,t)

kosullarim1 gergekliyorsa d doniistimiine X kiimesi lizerinde 2-metriktir denir.
Uzerinde d metrigi tanimhi olan X kiimesinede 2-metrik uzay denir ve (X,d) ile

gosterilir.

6.1.2. Tammm: E nin bos kiimeden farkli bir X alt kiimesini ele alalim. X tizerinde
tanimli tiim esnek kiimeler Sy (U) olsun. f: X — P(U) birebir bir fonksiyon olsun. f;,

fi» fs ve fy dontisimleri Sy(U) nun elemanlari ve €i; > s €5, ,€q € f olmak
L J

fg

lizere,
1 j . . >
1. d (elfi,e]fj,esfs) >0

ii. en az iki noktasi esit ise d (eifi, eff,-’ esfs) =0
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111. esnek simetri
d (el-fi,e]-fj,esfs) =d (eifi,esfs,ejfj) =d (ejfj,esfs,eifi) =d (ejfj’eifi’esfs) —

d (esfs, €ir e]-fj)zd (esfs, e]-fj, eifi)

iv. esnek dikdortgen esitsizligi
d (eifi’ ejf]_, esfs) <d (eifz' ejf]_, egfg) +d (ejf]_, €5y egfg) +d (esfs, i egfg)

ozelliklerini saglayan bir d:f X f X f - R* U {0} doniisiimiine f esnek kiimesi

iizerinde tamimli bir esnek 2-metrik denir ve (f,d) ikilisine ise bir esnek 2-metrik

uzay denir.

E ve U kiimeleri sayilabilir sonsuz elemanli kiimeler olduklarin1 kabul edelim.

6.1.3. Tammm: X bostan farkli bir kiime ve E bir reel Banach uzay:1 olsun. Eger

d: X X X X X - E donlistimii;
i.Herx,y,z € Xigind(x,y,z) # 0
ii. Her x,y, z € X igin en az iki nokta esit ise d(x,y,z) = 0

iii. Simetri
d(x,y,z) =d(x,z,y) =d(y,z,x) =d(y,x,z) =d(z,x,y) = d(z,y,x)

iv. Dikdortgen esitsizligi
d(x,y,z) <d(x,y,t) +d(y,z,t) +d(z,x,t)

sartlarin1 saglarsa d doniistimiine X iizerinde konik 2-metriktir denir ve (X,d)

ikilisine ise konik 2-metrik uzay denir.

6.1.4. Tamm: (X, d) bir konik 2-metrik uzay, x € X icin (x,,) ve (x;,) ise X de bir
dizi olsun. Eger 0 < ¢ seklindekiV c € E i¢in n,m > k iken d(x,, xm,x) < C

olacak sekilde bir k € N varsa (x,) ve (x,,) dizileri yakinsaktir denir.
lim x,, = x
m-—-0oo

n— o ,m- ©iginx, > X, X, - x yada lim x, = x ve
n—->oo

seklinde gosterilir.
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6.1.5. Sonug: (X, d) bir konik 2-metrik uzay olsun. Her bir ¢ € E de 0 < ¢ olacak
sekilde verilsin. Bu durumda ||x|| < § oldugunda c - x € P° olacak sekilde bir
6 > 0 vardir. Yani x < c dir.

Ispat: 0 < ¢ ve ¢ € E oldugundan c € P° dir. {x € X:||x — c|| < 6} € P° olacak
sekilde en az bir 6§ > 0 bulabiliriz. Simdi ||x|| < § ise |[c—x—c]| = ||—x]| =
[|x]| <& olur. Buradan ||(c —x) —c|| <& olur ki bu da ¢ —x € P° oldugunu

gosterir.

6.1.6. Sonugc: (X, d) bir konik 2-metrik uzay P, normal sabit K ile normal konik
(x,), X i¢inde bir dizi olsun. Bu durumda (x,,) dizisinin X i¢inde yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart n = oo ,m — oo iken d (xn, X;,,, X) = 0 olmasidir.

Ispat:

(=) (x,) ve (x,,) dizisi X i¢inde x € X e yakinsak olsun. Yani x,, = x ve x,,, = X
olsun. V ¢ > 0 i¢in 0 < ¢ ve K||c|| < € olacak sekilde bir ¢ € E alalim. Bu durumda
vn,m > N igin d(x,, x,,, x) < c olacak sekilde 3 N € R vardir. Boylece n,m > N
iken ||d(x,, xm, x)|| < K|lc|| < € olur. Bu ise n,m — oo iken d(x,, Xy, x) = 0

oldugunu gosterir.

(&) n - wiken d(xn, x,,,x) = 0 olsun. Bu durumda 0 < ¢ ve ¢ € E igin ||x|| < &
iken ¢ — x € P° olacak sekilde bir § > 0 vardir. Bu § icin de Vn,m € R igin
[1d (%, xm, )|l < c olacak sekilde ¢ € R vardir. Bu nedenle (x,,) ve (x,,) dizisi x

noktasina yakinsar.

6.1.7. Tamm: (X, d) bir konik 2-metrik uzay ve (x,), (x,,) ise X de bir dizi olsun.
Eger 0 < ¢ seklindeki her ¢ € E i¢in n,m,k > N = d(x,, X, xx) < colacak

sekilde bir N € N varsa (x,,) ve (x,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.

6.1.8. Tamm: Bir (X,d) konik 2-metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X de bir

noktaya yakinsarsa (X, d) ikilisine tam konik 2-metrik uzay denir.
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6.1.9. Sonug: (X, d) bir konik 2-metrik uzay ve (xn), (x,,) X i¢inde bir dizi olsun.
(xn) ve (x,) X icinde x noktasina yakinsiyorsa (x,) ve (x,) X de bir Cauchy

dizidir. Yani konik metrik uzaylarda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

ispat: 0 < c olacak sekilde herhangi bir ¢ € E alalim. O zaman Vn,m, k > N i¢in
d(Xp, Xm, x) < g, d (X, Xi, x) < g, d(xg, xp, x) < g olacak sekilde en az bir N € N
vardir. Buradan

d(xy, Xy Xie) < d(Xp, X, X) + A, X, x) +d (X, %, x) ==+=-+=-=c¢

c
3

wla
wla

elde edilir. O halde (x,,), (x,,) € (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

6.1.10. Tanim: (X,d) bir konik 2-metrik uzay ve A € X ve x,,x, — x olsun.

A’daki (x,), (x,,,) dizisi i¢in x € A ise A ya dizisel kapali denir.

6.1.11. Tanmm: (X,d) bir konik 2-metrik uzay ve A € X olsun. Eger Vx,y,z €
Ai¢in d(x,y,z) < c ve 0 < ¢ olacak sekilde 3 ¢ € E varsa A ya iistten simirlt kiime
denir. Yani §(4) = sup{d(x,y,z):x,y,z € A} varsa A ya sinirli kiime denir. Eger

supremumu yoksa A ya sinirsiz kiime denir.

6.2. Esnek Konik 2-Metrik Uzaylar
6.2.1. Tammm: X bostan farkli esnek bir kiime ve E bir esnek reel Banach uzay:
olsun. Eger d: Sg(X) x Sg(X) x Sg(X) — Sg(E) doniisiimii

i. Her %,7,Z € X i¢cin d(%,7,2) # 0

ii. Her %, ¥, Z € X icin en az iki nokta esit ise d(%,7,2) = 0

iii. Simetri

d(%,9,2) =d(X,2,y) =d(,2,%) = d(§,%,2) = d(Z,%,y) = d(Z,7,%)
iv. Dikdortgen esitsizligi
d(%,9,2) <d(%y,t)+d@,Z0) +d(Z %,t)

sartlarim saglarsa d doniisiimiine X iizerinde esnek konik 2-metriktir denir ve

(X,d, A) ya ise esnek konik 2-metrik uzay denir.

Esnek konik 2-metrik uzay genelllestirilmis esnek 2-metrik uzaydir.
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Ornek: A sonlu bir kiime olsun. £ = R%(A4), (P,A) = Ss{(%,7,2) EE: %,7,2= 0}
seklinde tanimlansin. X = R(A) ve d: X x X x X > E ,

d%,y,2) = (Ix =yl + 1y -z, a[|lx - 3| + |y — z|])

doniisiimii icin & = 0 esnek sabittir. Bu durumda (X, d,A) esnek konik metrik

uzaydir.

Coziim:
i. Her%,7,2€Xvea@=0icind(%,7,2)#0
ii. Her%7,Z€Xved@ = 0icin ¥ = J ise
d(%,9,2) = (1x -y + |y -zl a[|x — y| + |y — 2|]) = (0,0,0)
iii. Her %, 7,2 € X igin
d(%,y,2) =d(X,2,9) =d(§,2,%) = d(y,%,2) =d(Z,%,7) = d(Z,7,%)

~ o~ o~ T Xr

iv. Her x,9,Z,t € Xi¢in d(%,7,72) <d(%,y,t) +d(y,Z,t) + d(Z,%,t)
dir. Bu durumda d doniisiimii X iizerinde esnek konik 2-metriktir.

6.2.2. Tamm: (X,d, A) esnek konik 2-metrik uzay olsun. Her % € X icin {x,}, {x;}
dizisi X de bir esnek eleman olsun. Her 0 < ¢ € E ve her n,m > N dogal sayis1 igin

~ ~ ~

d (%, %y, %) < ¢ olacak sekilde bir esnek c sabiti vardir. Oyle ki {x,,} ve {x,,,} esnek
dizisi X esnek elemanina yakinsar. Yani

lim x;;, = %, lim X, = X dir veyan,m - oo i¢in X, = X, X, — X dir.

n—->oo m—0oo

6.2.3. Teorem: (X, d, A) esnek konik 2-metrik uzay, a esnek sabit ve (P, A) normal
esnek konik olsun. {x,,}, {x,;,} esnek dizisi, X in esnek eleman1 olsun.

n,m — o igin {JE;} - X, {Ec;l} - X & d(x,;, %, X) — 0dr.

ispat: (=)n,m - o icin {x,} > % ve {x,} > X olsun. § S 0,6 EE,0Z¢ ve
@||é|| € & olsun. Her n,m € N dogal sayisi i¢in n,m > N ise (X,, %, % ) < € dir.
Bu durumda n,m > N igin

lld (%, %, TN L allcll < &
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dir. Yani n - oo i¢in d (%, Xy, X¥) — 0 dir.

(&)n,m — oo icin d(X;,, %y, %) = 0 0lsun. 0 £ ¢ € E ve § S 0 igin
|Z|| < & ise ¢ — & € (P, A) dir. Her n,m € N dogal sayis1 icin n,m > N ise

lld (%, %, $II < 6

olacak sekilde § S 0 vardir. Bu durumda

ld (%, %, X1l < €
dir. Yani sonug olarak n,m — oo igin {x,} = & ve {x,} = & dir.

6.2.4. Tanmm: (X, d, A) esnek konik 2-metrik uzay olsun. Her % € X icin {x,},{x;n}
dizisi X de bir esnek eleman olsun. Her 0 < ¢ € E ve her n,m, k > N dogal sayilar
igin

ld (%, T, XN < €

dir. Bu durumda {x,,}, {x,,,} dizisi X esnek konik 2-metrik uzayinda bir Cauchy dizisi

belirtir.

6.2.5. Tamm: (X,d, A) esnek konik 2-metrik uzay olsun. X esnek konik 2-metrik
uzaymda her esnek konik {x,},{x,,} Cauchy dizisi yakinsaktir. Bu durumda

(X, d, A) tam esnek konik metrik uzaydir.

6.2.6. Teorem: (X, d,A) tam esnek konik 2-metrik uzay olsun. X esnek konik

kiimesi iizerindeki her dizi Cauchy dizisidir.

ispat: {x,}.,{x,,} dizisi X in esnek elemani ve n,m — oo icgin {x,,} = %, {X,} = X
olsun. Her 0 < ¢ € E, hern,m, k > N dogal sayilar1 igin
d(Xy, X, X) < g, d (X, X, X) < g, d(Xy, X, %) < g olacak sekilde en az bir N € N

vardir. Buradan

d (%, Xn, Xie) < d(Xn, Xon, X) + d (T, Xpe, X) + d (X, X, X) =
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elde edilir. O halde {x,,}.{x,,,} dizisi (X, d) 2-metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.

6.3. Konik 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
6.3.1. Teorem: (X,d) bir tam konik 2-metrik uzay ve P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. T:X X X X X — X doniisiimii ise asagidaki daraltma
sartlarini saglasin.
Her x,y,z € X, k € [0,1) igin

d(Tx,Ty,Tz) < k.d(x,y,z)

o zaman T, X de sabit tek bir noktaya sabittir ve Vx € X icin (T"x) bu sabit noktaya

yakinsar.

Ispat: x, € X olsun. (x,,) dizisini
X1 = Txo
Xy = Tx1 = szO

x3 = sz S TTxl = TszO ES T3x0

Xn1 = Txp = T g
Xniz = Txpyy = T 2xg
d(Xn2 Xns1, Xn) = d(Txpp1, Txn, TXp—1) < kd(Xny1, Xn Xno1)
< k2d(xp, Xp_1, Xn_2) <+ < k™d (2, X1, X0)
buluruz. Boylece Yn,m > t i¢in

A, Xy X)) < d(Xpy1, X, Xn—1) + d(Xp, Xp_q, Xn—2) + -+ + d(Xes2, Xp 41, X¢t)
m
S (kn_l + kn_z + ot + km)d(xZ'xl, xO) S %d(xZ, xl,xo)

olur. Buradan da

m

G, s 20I| < T Kld Gz 21, %)

elde ederiz. Bu ise d(xn, X, xt) - 0;(n,m,t = o) olmasini gerektirir. Yani (x,,)
bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan x,, = x*, x,,, = x* olacak sekilde bir x* € X

vardir. Buradan
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d(Tx*,Tx*,x*) < d(Tx,, Txp, Tx*) + d(Tx,, Txp,, X*)

< kd(xni xm'x*) + d(xn+1'xm+1JX*)

ve P normal konik oldugundan

ld(Tx*, Tx", x")I| < K(klldCen, Xm, x| + ld g1, Xra, D = 0

olur. Yani ||d(Tx*, Tx*,x*)|| = 0 dir. Buise Tx* = x* demektir. O halde x* bir sabit

noktadir.

6.3.2. Sonug¢: (X,d) bir tam konik 2-metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. 0 < ¢ olacak sekilde bir ¢ € E ve x4,y € X igin
B(xg,y0,¢) = {x € X : d(x,,y0,x) < c} verilsin. T: X X X X X - X dontisimii ise
asagida bulunan daraltma sartlarin1 saglasin.

d(Tx,Ty,Tz) < kd(x,y,z),V x,y,2z € B(xq, 0, ¢), k € [0,1) ve

d(Txy, Tyg, x0) < (1 —k)c.

Bu durumda T, B(xy, Vo, ¢) de tek bir noktaya sahiptir.

Ispat: Oncelikle B(x,, yo,¢) nin tam oldugunu gosterelim. (x,,, y,), B(Xq, Vo, ¢) de
bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (x,,y,), X te de bir Cauchy dizisidir. X tam

oldugundan x € X i¢in n = oo iken (x,, y;,) — x olur.

d(xO' yo,x) S d(xn' ynf xO) + d(xn' ynf x) S d(xn' yn' X) +c ; (xnf yn) - X; (n - OO)

oldugundan d(x,, y,, x) = 0 dir. Boylece d(xg,yq,x) < ¢ ve x € B(xq, Y, c) dir.
Yani (X, V), B(x0, Vo, ¢) de yakinsak bir dizidir. Bu ise B(xg, Yo, ¢) nin tam konik

2-metrik uzay oldugunu gosterir.

Simdi ise V x € B(xg,¥o,¢) icin T x € B(xy, ¥y, ¢) oldugunu ispatlayalim.
VY x € B(xg, Yo, C) i¢in
d(xg, V0, Tx) < d(Txg, Tyg, o) + d(Txo, Tyo, Tx) < (1 —k)c + kd(xy, Vo, x)
<(A-k)ct+kc=c
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bulunur. Bu nedenle Tx € B(xg,V,,c) dir. Bu ise T:B(x, Vo, c) = B(xq, Vo, C)
daraltma doniistimidiir. Ve bu T doniistimi, B(xg, Yo, ¢) de tek bir sabit noktaya

sahiptir.

6.3.3. Sonu¢: (X,d) bir tam konik 2-metrik uzay, P normal K sabitiyle birlikte
normal bir konik olsun. Br n € N i¢in T: X X X X X — X doniisiimii asagidaki

daraltma sartlarini saglasin.
d(T"x,T"y,T"z) < kd(x,y, z),

her x,y,z € X, k € [0,1) bir sabit. Boylece T, X’ de tek bir sabit noktaya sahiptir.

*

Ispat: Sabit nokta teoreminden dolayr T", x* tek bir sabit noktasina sahiptir.

T™(Tx*) =T(T"x*) = Tx", boylece Tx* da bir sabit nokta olur. Yani Tx"* = x*
olup x™* bir sabit noktadir. T nin sabit noktas1 T™ inde sabit noktasi oldugundan T nin

sabit noktasi tektir.

6.4. Esnek Konik 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
6.4.1. Tamm: (X, d, A) esnek konik 2-metrik uzay ve

T:(X,d,A) x (X,dA) - (X dA)
bir esnek konik doniisiim olsun. Her X; € X esnek elemani igin
TXo =%
ise X, , T doniisiimiiniin esnek sabit elemanidir.

6.4.2. Tamm: (X,d, A) esnek konik 2-metrik uzay ve

T:(%d,Ax(%dA)) - XdA)

bir esnek konik déniisiim olsun. Her Xy € X icin {X;} dizisinde X; esnek elemanlarini

alirsak
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X =Tx,
X, =Tx; = T?*x,
Xy =1X1 = 17Xg

x5 =Tx; = TT% = TT?*x; = T3%;

Xn =TXp—1 =T"%
seklinde {X;} dizisini yineleme metodu ile olusturabiliriz.

6.4.3. Tamm: (X, d, A) esnek konik 2-metrik uzay ve
T:(X,d,A) x (X,dA) > (X dA)

~ o~ A~ o~

pozitif esnek reel sayisi i¢in

d(Tx,T9,T2) < k.d(%,7,2)
dir. Bu durumda T, X de sabit esnek tek bir noktaya sahiptir.

6.4.4. Teorem: (X,d, A) tam esnek konik 2-metrik uzay ve
T:(X,d,A) x (X,d,A) > (X d A)

bir esnek konik ddniisiim olsun. Bu déniisiim X de tek bir sabit noktaya sahiptir ve

her ¥ € X esnek elemani igin {T"%} esnek konik olan sabit noktaya sahiptir.

Ispat: (X, d, A) tam esnek konik metrik uzay ve
T:(X,d,A) x (X,d,A) > (X,d,A)

~ A~ o~~~

icin yineleme metodunu uygularsak {x,} esnek dizisini
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X1 =TXo

%, = Tx; = T?%g

y— — Ty~ — Tnhtlz—
Xn+1 = Txn =T Xo

T — Ty — TN+2—
Xniz = TXpny1 =T "X

d(xn+2'xn+1i 5571) = d(Tan,T)'ch, Txn—l) =t 'd(xn+1' 5671' xn—l) S .= tn_d(&;, 55{) %)
olur. Bu durumda her n,m > t i¢in

d (%, X, Xt ) < Ad(Xp31, X5, Xp—1) + d (6, X1, X —3) + - + d(Xp32, Xer1, X¢)

ST+ 4+ t™).d (X, X, X))

tm A
S d (%3, %1, %)

olur. Buradan da
m
1 B N 2 7 14 %0, B

elde edilir. (n,m,t — ) i¢in d(x,, Xy, X;) = 0 olmasin gerektirir. Yani her {x,}
dizisini yakmsaktir. Bu durumda {X,} esnek konik Cauchy dizisidir. X tam

oldugundan ¥,, = x* olacak sekilde x* € X vardir. Buradan

d(Tx* x*) < d(Tx,, x*) + d(Tx,H_l,?)
<t [d(x,, 55;) + d(xn+1;5ﬁ)]

< d(%n, x°) + d(Xpr1, X°)

zlylog
2 2
dir. Yani (P, A) kapali ve —d(Tx*,x*) € (P, A) oldugunda d(Tx* x*) € (P, A)d.

Buradan ||d(Tx*, x*)|| = 0 dir. Bu durumda Tx* = x* dir. O halde x* bir esnek

konik sabit noktadir.
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Simdi x* esnck konik sabit noktanin tek oldugunu ispatlayalim. W, T nin bagka bir

esnek konik sabit noktasi olsun. Bu durumda

d(x*,y*) = d(Tx*, Ty") < t.d(x%, y%)

olur. Buradan

A&, yH)ll =0

oldugundan x* = y* bulunur. Yani sonug olarak T nin esnek konik sabit noktasi

tektir.

6.4.5. Sonuc: (X, d, A) tam esnek konik metrik uzay olsun. 0 < & ve Xy € X icin
B(X5,c) ={Xx€EX:d(x5,%) < ¢} yuvant ve (P,A) = Sg(B(X;,¢) esnek kiimesi
verilsin. T: ()? , d,A) - ()? ,d,A) donlsimi asagida verilen daraltma sartlarini

saglasin.

d(T%,Ty) < t.d(%,7) ve d(Txy,%5) < (1-1).¢
dir. Bu durumda T, B(Xy, ¢) yuvarinda tek bir esnek konik noktaya sahiptir.

Ispat: (P, A) tam ve her X € (P, A) icin T¥ € (P, A) olsun. Burada {X;} esnek konik

dizisi (P,A) da Cauchy dizisi olsun. &% € X i¢in lim X,, = ¥ ise X esnek konik

n—-oo

kiimesi tamdir.

d(xg, %) < d (g, %) + d(%p, %) < d(3%, %) + €

lim &, = X igin d(%;,,X) — 0 oldugundan d (%5, %) < ¢ ve X € (P, A) dir. Boylece

n—->0oo

(P, A) esnek konik kiimesi tamdir. Her ¥ € (P, A) igin
d(%, T%) S d(T%, %) +d(Tx%5, ¥) S (1-f).é+tée=¢

Yani TX € (P,A) dir. Bu durumda T, B (%, ¢) yuvarinda tek bir esnek konik noktaya
sahiptir.
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BOLUM VII

KONIK NORMLU UZAYLAR, KONIiK 2-NORMU UZAYLAR, ESNEK
KONIiK NORMLU UZAYLAR VE ESNEK KONiK 2-NORMLU UZAYLAR

7.1. Konik Normlu Uzaylar
7.1.1. Tanim: X kiimesi R cismi lizerinde bir vektor uzay1 ve E reel Banach uzayi

olsun. ||. ||;: X = E donilisiimii her x,y € X ve a € R igin

i llxllc >0
ii. |xlle=0=x=0
jii. la. x|l = |a|. x|,

iv. llx + ylle < llxlle + llylle

Ozelliklerini sagliyorsa ||.||, doniisimii X tizerinde konik norm olusturur.

(X, |I- 1l.) iklisine ise konik normlu uzay denir [20].

7.1.2. Ornek: E =1, de P={(x,) EE:Vn€ Niginx, =0} konisi verilsin.

(X, |I-1l;) normlu uzayinda her x € X igin

llx|
llxlle = {2_"
n=1

seklinde tanimlanan ||. ||.: X - E doniisiimii bir konik normdur. (X, |.||.) ikilisi ise

konik normlu uzaydir.

Coziim: Her x,y € X ve @ € R cismi i¢in

. |E4]
i llxll, = {Z—n}m > 0 dur.

. [1xl
i, [|x||, = {zin}m =0 x| =0 x =0.

llaxl| lal. ]l llx
ii. lxlle = (50 = {50 =lal {5 =lallixl.
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. _ (llx+yll Il lyll —
v eyl = (50 <G+ B, = el + Iyl
dir. Bu durumda ||. ||;: X = E doniistiimii bir konik norm oldugu gosterilmistir.

7.1.3. Onerme: Her konik normlu uzay, bir konik metrik uzaydir. Ayn1 zamanda her
X,y € X igin

d:XxXX->E
dontigiimii

d(x,y) = llx = yllc
seklinde tanimlandiginda konik normlu uzay belirtir.

Ispat: Her x,y € X igin
i d,y)=0=|lx—yll,=0=x—y=0=x=y
ii. dogy) =llx—yle=I1-0—0llc =I-1.lly —xllc = lly —xllc = d(¥,x)
iiidC,y) =llx—ylle =llx —z+z—-yllc < llx —zllc + Iz - yll.
=d(x,z) +d(z,)

olup, ispat tamamlanmis olur.

Not: Konik normlu uzaylarda yakinsaklik, normdan indirgenmis konik metrik ile
tanimlanir.

Ormnegin; her ¢ > 0 icin ny vardir dyle ki her n > ng igin d(x,, x) = ||x, — x|l < c
ise {x,} dizisi x € X e yakinsaktir. Yani

Xp = x ©n - oo igin [|d(xy, )| = [[llxn, — x]lc|l = 0O dir [7].
7.1.4. Tanmmm: (X, ||. ||.) konik normlu uzay ve x,, € X olsun. Her ¢ > 0 igin en az bir
n, vardir dyle ki her n,m > ny igin

d(xn; xm) = ”xn - xm”c <c

ise {x,, } dizisine X i¢inde bir Cauchy dizisi denir.

lim [|d(xp, )l = lim ([l — % llcll = 0.
m,n—oo m,n—oo
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7.1.5. Tamm: (X, ||.||.)konik normlu uzay olsun. X ig¢indeki her Cauchy dizisi bir

noktaya yakinsak ise (X, || ||) konik normlu uzayina konik Banach uzay: denir.

7.1.6. Ornek: E = R?, (E, |I. ||.) olmak iizere
P={(x,y)€EE:x=>0,y >0}

seklinde tanimlansin. a, f > 0 ise

G, W)l = (alx], BlyD

ile tammli E tzerindeki ||. ||, doniisiimii konik normlu uzaydir ve konik Banach

uzayidir.

Coziim:
i 1o, »le = (alx], Blyl) >0
ii. ||(x, Ml =0< (alx],Bly]) =(0,0) & alx| =0 ve Bly| =0 dir. Buradan
x =0vey = 0olup (x,y) = (0,0) bulunur.
iii. [|ACe, )l = [[(Ax, W)l = ([Aax], [2By]) = [A(alx], Bly]D) = [l Cx, ¥) ]l
iv. |6 y) + Ewlle = llx + 2y + wll. = (alx + z|, Bly + wl)
< (alx| + alz|, Bly| + Blw|) = (alx], BlyD) + (alz|, Blw])
= [1Ce, Ml + 11z W)l

olup ||. || doniistimii konik normlu uzaydir.
Simdi bu doniisiimiin konik Banach uzay1 oldugunu gosterelim:
Zp = (Xn, ¥) € R? de bir Cauchy dizisi olsun.

im |llzn, = zmllcll = _lim ({3 = 2%, Y0 — ymllc|l
n,m—oo n,m— oo

= lim |[(alx, — Xm|, BlYn — Y DI
n,m-oo

lim a?|x, — xm|2 + B2y — Yinl? =0

n,m—-oo
dir. O halde n,m - o i¢in |x, — x,,| = 0, |V, — ¥;u| = 0 bulunur. Bu durumda R?

cisiminde {x,} ve {y,} dizileri Cauchy dizileridir. R tam oldugundan |x,, — x| = 0

ve |y, — y| = 0 olacak sekilde x, y € R vardir. Yani konik normlu uzaylarda
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lim ||z, — z||; = 0 dir. Yani z,, = z ye yakinsar. Bu durumda (E, ||. ||;) tamdir ve bu
n—>0oo

dontisiim konik Banach uzayidir.

7.2. Konik 2-Normlu Uzaylar
7.2.1. Tamm:|[.,.||: X X X > R  tamimlanan bir doniisim olsun. Eger ||.,.||
doniistimii her x,y,z € X ve a € R igin

i. |lx,¥|l = 0 dir. Eger ||x, y|| = 0 © x ve y lineer bagimlidur.

ii. [lx, ¥l = lly, x|

iii. [|lx, ayll = lalllx, I

iv. [lx,y + 2|l < llx, vl + lx, 2|

kosullarin1 saglarsa ||.,.|| doniisimi 2-Normdur. (X, ||.,.||) ikilisine ise 2-Normlu

uzay denir.

7.2.2. Tammm: E Banach uzay1 ve P ise E lizerinde bir konik olsun.
I, X x X = (E,P,.1)
doniistimii her x,y,z € X ve @ € R i¢in
i. |lx,vll; = 0dir. Eger ||x,y||. = 0 © x ve y lineer bagimlidir.
ii. Ix, ylle = lly, xll.
iii. [lax, yllc = |alllx, I

iv. [lx, y + zllc < lx, ylle + [lx, 2]l

kosullarini1 saglarsa X e konik 2-norm, (X, ||.,.|;) ikilisine ise konik 2-normiu uzay

denir.

7.2.3. Teorem: [,, 2-normlu uzay ve ||.,.||.: l; X [, = (R™, P, ||.||) dontisiimii

n

I ylle =) el v,

k=1
seklinde tanimlansin. Bu durumda [, uzay1 konik 2-normlu uzaydir.

Ispat: Her x,y € I, ve a € R igin

i flx, ylle = Xi=1exllx, yll,, = 0
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ii. ||lx, yllc = Xk=1ekllx, yll;, = 0 © |[x, yll;, = 0 © x ve y lineer bagimlidir.
iii. ||, yllc = Xk=1 ellx, ylli, = Xie=1 exlly, xlly, = lly, x|l
iv. [[x,y + zllc = Zk=g ellx, y + zll, <Xk ek(”x;y”lz + ||X,Z||12)

= llx, ylle + llx, zI|

dir. Bu durumda konik 2-normlu uzayin tiim sartlarin1 saglamis olur. Bundan dolay1

I, uzay1 konik 2-normlu uzaydir.

7.3. Esnek Konik Normlu Uzay
7.3.1. Tamm: X esnek kiimesi R(A) cismi iizerinde bir esnek vektdr uzayi ve E reel

Banach uzay1 olsun.|. || : Sz(X) — R(A) doniisiimii her %, € X ve @& € R(A) icin

i. I%ll. >0
ii. I%#|,.=0&x%=0
jii. lla x|l = |&]. l1%]l.

iv.  lx+ylle < lIZllc + 17l

ozelliklerini sagliyorsa ||.||, déniisimii E iizerinde esnek konik norm olusturur.

(E,|. 1) ikilisine ise esnek konik normlu uzay denir.

7.3.2. Ornek: E=1;, de P={(x;) €EE:Vn€NicginX;; >0} esnek konisi

verilsin. (X, ||.|l;) normlu uzaymda her ¥ € X igin

N 1%l
%l = {2_"
n=1

seklinde tanimlanan ||.||.: X = E déniisiimii bir esnek konik normdur. (X, |l.].)

ikilisi ise esnek konik normlu uzay olusturur.

7.3.3. Onerme: Her esnek konik normlu uzay, bir esnek konik metrik uzaydir. Ayni
zamanda her %, ¥ € X igin
d:XxX->E
dontistimi
dx,y) =X -7l

seklinde tanimlandiginda esnek konik normlu uzay belirtir.
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Ispat: Her %, 7 € X igin

i.d@NH=0|x-Jl,=0ci-j=0x=7

i.d®@y) =I1x-yllc =l-F -l =1-1L.1ly = %ll. = d@,%)

iiil. d@y) =lx-Fllc=I1x-2+2-=Jll. < Ix—2Zll. + 12— Fll.
=d(X,2)+d(Z,y)

olup, ispat tamamlanmis olur.

7.3.4. Tanm: (X, ||.||.) esnek konik normlu uzay ve X,, € X olsun. Her ¢ > 0 igin
en az bir 1y vardir 6yle ki her i, M = 1y igin

dCn, Xm) = 16, — Tmlle < €
ise {X,,} dizisine X icinde bir esnek Cauchy dizisi denir.

lim ||d(&,, &)l = lim |[[|IX; — G, llcll =0 .
n,m—oo n,m—oo .

7.3.5. Tamm: (X, ||.||.) esnek konik normlu uzay olsun. X icindeki her esnek
Cauchy dizisi bir noktaya yakisak ise (X, ||.||.) esnek konik normlu uzayina esnek

konik Banach uzay: denir.

7.3.6. Ornek: E = R?, (E, ||. |l,) olmak iizere
P={#xy))€EE:%x=0,7=0}

seklinde tanimlansin. &, E > 0 ise

1% 31l = (@, B17)

ile taniml £ iizerindeki ||. ||, déniisiimii esnek konik normlu uzaydir ve esnek konik

Banach uzayidir.

7.4. Esnek Konik 2-Normlu Uzay
7.4.1. Tamim: X bostan farkl1 esnek kiime ve E reel Banach uzayi olsun. Eger
Il.,.1I: S5(X) x Sz(X) - Sz(E)
ile tanimlanan bir déniisiim olsun. Eger ||.,.|| doniisiimii her ¥,7,Z € X ve & € R

i¢in
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i. ||%, 7|| = 0 dir. Eger ||%, 7|| = 0 © &% ve y lineer bagimlidir.
ii. 1%, 71l = Iy, Il
iii. [|%, ayll = |alll%, 71
iv. 1%, 5 + 2l < 1%, 7l + 1%, ZIl
kosullarini saglarsa ||.,. || doniisiimii esnek 2-Normdur. (X, ||.,.||) ikilisine ise esnek

2-Normlu uzay denir.

7.4.2. Tamim: E esnek Banach uzayi ve P ise E iizerinde bir esnek konik olsun.
I, 1l: Sg(X) x Sg(X) - (£, P, 1.1)
doniisiimii her &, 7,2 € X ve @ € R igin
i. [|%, 7|l = 0 dir. Eger ||%, 7|l = 0 © X ve § lineer bagimlidir.
ii. [I%, 91l = lly, %l
iii. [|a%, ¥l = lalllx, yllc
iv. [|%, 7 + Zll. < lIX, 7l + 11X, |,
kosullarin1 saglarsa X e esnek konik 2-norm, (X, ||.,. |l.) ikilisine ise esnek konik 2-

normlu uzay denir.

7.4.3. Teorem: [,, esnek 2-normlu uzay ve ||.,. ”C:Sg(l;) X Sg(l;) - (RYB,|I.1D

doniistimii

n

171 = ) &I 3l

k=1
seklinde tanimlansin. Bu durumda [, uzay1 esnek konik 2-normlu uzaydur.

ispat: Her %, € [, ve @ € R igin
i 1%l = Spor ElI% Tl = 0
ii. [|%, 7l = Xho1 &% 9ll; =0 © 1%, 7ll; = 0 © X ve § lineer bagimlidur.
iii. ||I%, Y llc = Xg=1 &%, Yl = Xk=18ll¥. Xllz = 7, %l
iv. 1%, 5 + 2l = Spy &l 7 + 2l <3po, (1% 90 + 12,205
= 1% 3l + 1%, ZIl
dir. Bu durumda esnek konik 2-normlu uzayin tiim sartlarini1 saglamis olur. Bundan

dolay1 I, uzayi esnek konik 2-normlu uzaydir.
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SONUC

Girig boliimiinde, metrik uzaylar, sabit nokta teoremleri, konik kavrami ve konik
metrik uzaylarin incelenme siireci ve bu alanda yapilan ¢alismalara yer verilmistir.

Bu siirecte konik metrik uzaylarin gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde ise diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde koniklik kavrami, konik metrik uzaylarm tamim ve teoremleri

incelenmistir.

Dordiincii boliim esnek kiimeler iizerindeki metrik ve konik kavrami ele alinmistir.
Daha sonra ise esnek metrik uzay genellestirilerek esnek konik metrik uzay tanimi
verilmistir. Ayrica esnek metrik uzaylarda saglanan teorem ve sonuglar, esnek konik

metrik uzaylarda saglandigi incelenmistir.

Besinci boliim iki kistmdan olusmaktadir. ilk kisim konik metrik uzaylardaki sabit
nokta teoremlerin incelemesinden olusmaktadir. Ikinci kisim ise esnek konik metrik

uzaylardaki sabit nokta teoremlerinin ispatindan olusmaktadir.

Altinc1 boliimde metrik uzaylarin genellestirilmis hali olan iki metrik uzaylar
kavrami ele alinmustir. Tki metrik uzaylar iizerindeki konik ve esnek konik kavrami
verilmistir. Bu uzaylardaki teoremler ispatlanmistir. Son olarak ise konik iki metrik

uzay ve esnek konik iki metrik uzaylar lizerindeki sabit nokta teoremleri verilmistir.
Yedinci boliimde konik normlu uzaylar ele alinmistir. Bu uzaylar genellestirilerek

konik iki normlu uzaylar, esnek konik normlu uzaylar ve esnek konik iki normlu

uzaylarin tanim ve teoremlerine yer verilmistir.
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