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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BAYES ACIORTAY REGRESYON TEKNIGI VE BIR UYGULAMA

Ece OZGOREN
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dal1
Danmisman: Dog. Dr. Sinan SARACLI

Bu c¢aligmanin amaci Bayes Tip Il regresyon tekniginin performansini incelemektir. Bu
amagla gergek bir veri seti lizerinde Bayes yaklasimi yardimi ile basit dogrusal
regresyon ve agiortay regresyon denklemleri hesaplanmistir. Daha 6nceki ¢aligmalarda
Tip Il regresyon teknikleri arasinda en iyi performansi sergileyen teknigin agiortay
teknigi olarak belirtilmesinden dolayr mevcut veri seti i¢in sirasiyla X ve Y degiskenleri
bagimli degisken olarak ele alinarak regresyon denklemleri elde edilmis, daha sonra
elde edilen bu iki regresyon denkleminin agiortayr alinarak Bayes agiortay denklemi
hesaplanmistir. Onsel ve mevcut bilgi verisine dayali sonsal dagilimlar1 elde etmek
amactyla farkli Orneklem hacimlerinden yararlanilmis ve Bayes regresyon

denklemlerinin performanslart HKO ve GE kriterlerine gore karsilagtirilmistir.
Aragtirma bulgularia gore n=100, n=75 ve n=50 birimlik 6rneklemlerde Bayes aciortay
tekniginin performansinin en diisitk HKO degerine sahip oldugu, dolayisiyla mevcut
veri setine ait bu 6rneklem hacimleri i¢in en 1yi performansi sergiledigi belirlenmistir.

2019, viii + 87 sayfa

Anahtar Kelimeler: Bayesci Yaklagim, Tip Il Regresyon, Bayes Regresyon, Ol¢iim
Hatali Modeller



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

BAYESIAN BISECTOR REGRESSION AND AN APPLICATION

Ece Ozgdren
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Statistics
Supervisor: Assoc. Prof. Sinan SARACLI

The purpose of this study is to examine the performance of Bayesian Type Il regression
Analysis. With this purpose, simple linear regression and bisector regression equations
are calculated by the help of Bayesian approach on a real data set. Because in the earlier
studies its mentioned that the best technique among Type Il regression techniques is the
Bisector regression technique, regression equations are obtained by considering the X
and Y variables as the dependent variable respectively and then the Bayesian Bisector
equation is calculated by bisecting these two regression lines. Different sample sizes are
considered to obtain the posterior distribution based on prior and likelihood information
and then the performances of Bayesian regression equations are compared according to
MSE and RE criteria.

The results of the study indicates that performance of Bayesian bisector technique has
the minimum MSE for the sample sizes n=100, n=75 and n=50 which means that the
performance of Bayesian bisector technique is the best for these sample sizes for the

related data set.

2019, viii + 87 pages

Keywords: Bayesian Approaches, Type Il Regression, Bayesian Regression,
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1. GIRIS

Bayesci yaklasimin 6zii, ele alinan bir ¢alismada, konu ile ilgili gergeklesen tiim
bilginin analize dahil edilmesine dayanmaktadir. Gozlem verileri ile birlikte,
aragtirmacinin konuya iliskin 6nceden edindigi bilgiler ve siibjektif yorumlarmin da
analize dahil edilmesi Bayesci yaklasimi klasik yaklasimdan ayiran en 6nemli 6zelliktir.
Bayesci yaklasimda esas amag bilinmeyen parametrelere iliskin tahminler yapmaktir.
Parametre tahminlerinin elde edilmesi siirecinde arastirmacinin Onceden edindigi
bilgileri analize dahil etmemesi bilgi kaybma neden olabilmektedir. Ancak Bayesci
yaklasim ile kurulan matematiksel modellerde onsel bilgi ile mevcut veri setine ait
bilgiler birlestirilerek sonsal dagilim hesaplanabilmektedir. Boylece ilgilenilen ¢alisma
ile ilgili bilgi kayb1 olmadan yeniden modeller olusturulabilmektedir. Buna ek olarak,
Bayesci yaklagim tahmin edilmek istenen parametrelerin de bir dagilimi oldugunu
varsayarak birer rasgele degisken olarak kabul eder. Boylece yapilan analizlerde
parametreler i¢cin Bayesci yaklasim ile dogrudan olasilik ifadeleri belirlenmis olur.
Bayesci yaklagimin diger bir 6nemli unsuru ise kii¢iik 6rneklem hacimlerinde yapilan
parametre tahminlerinde Klasik yaklasimlara gére daha iyi sonuglar vermesidir. ifade
edilen tim bu ozellikler klasik yaklasim yerine Bayesci yaklasimin kullanilmasi igin

Onemli bir unsur olusturmaktadir.

Tip II Regresyon tekniklerinin kullanilmasindaki amag, bagimli ve bagimsiz
degiskenlerin Ol¢limiine iliskin olusabilecek tiim 6l¢iim hatalarini analize dahil ederek
bir model olusturabilmektir. Giinlimiizde kullanilan klasik regresyon tekniklerinde
bagimsiz degiskenlerden kaynaklanabilecek hatalar g6z ardi edilerek sadece bagimli
degisken(ler)den kaynaklanan hatalar ile modeller olusturulmaktadir. Ancak giinliik
hayatta bagimsiz degiskenlerin de Ol¢lim hatalar1 igerdigi bilinmektedir. Bu nedenle
Klasik regresyon ile olusturulan modellere kiyasla her iki 6l¢iim hatasini da igeren Tip II
Regresyon tekniginin kullanilmasi daha uygun olacaktir. Literatiirde yer alan Tip II
regresyon teknikleri: EKK-Agiortay Regresyon Teknigi, Major Eksen Regresyon
teknigi, Indirgenmis Major Eksen Regresyon teknigi, Deming Regresyon teknigi,
Passing-Bablok Regresyon teknigi ve York Regresyon teknigidir. Bu tekniklerin
hepsinin ortak noktas1 bagimsiz degisken olan X’lerin de 6l¢lim hatas1 degerlerini iceren

modeller kurulabilmesidir.



Bu calismada ise, Tip II regresyon tekniklerinden biri olan EKK-Aciortay teknigine
farkli bir bakis agis1 getirilerek, parametre tahminleri EKK teknigi yerine Bayes
yaklasimi ile yapilarak Bayes-Agiortay teknigi ile regresyon denklemleri
olusturulacaktir. Ayrica ilk defa kullanilan bu teknigin performanst HKO ve GE

kriterlerine gore degerlendirilecektir.



2. LIiTERATUR BILGILERI

2.1 Bayes Yaklasimi

Bu boliimde Bayes yaklagiminin tarihsel gelisim siireci, Bayes teoremi, Bayes Tahmin
edicisi, Bayesci yaklasimin temelleri ve istatistiksel kavramlara iligkin yorumlari, 6nsel
dagilim, sonsal dagilim ve Bayesci yaklasim ile klasik yaklagim arasindaki kavramsal

farkliliklar ile ilgili konulara yer verilerek agiklanacaktir.

2.1.1 Tarihsel Gelisim Siireci

Bayesci olasilik kurami, matematiksel istatistik kuraminin bir dalidir. Bu kuram
belirsizlik tagiyan herhangi bir durumun modelini olusturmak, bu durumla ilgili evrensel
dogrular1 ve gozlemleri kullanarak sonuglar tiretmek amaciyla kullanilir. Bilimsel karar
yontemlerinden biri olan Bayesci yaklasim, olasilikli bir bilginin incelemesinde objektif
bir bakis acisini esas alir. Bu yaklasim bilimsel gercekten ¢ok, bilginin asamalarina
odaklanir. Bu kuramin dayanagi, kosullu olasiliklarla ilgili olan Bayes Kurali’dir (Cevik
2009).

Istatistik gelisirken temel olarak iki farkli felsefi yaklasimin belirginlestigi
goriilmektedir. Klasik (veya Frekansci, Berkeley istatistigi) yaklasim ve Bayesci
yaklasim. Bu disiplinin baglangi¢ aksiyomlarinin yorumlanmasinda, pek ¢ok konu ve
kavramin ele alinisinda bu yaklasimlardan biri digerine alternatif olmustur. Ancak
zaman icinde, bu konuda calisanlarin tutumuna bagli olarak ve belki de algilanmasi
daha kolay olmasi nedeniyle, istatistik alaninda Klasik yaklagim daha fazla hakim
olmustur (Ekici 2005).

Bayesyen yaklasimin ilk temeli, Ingiltere Tunbridge Wells’de yasayan, bir rahip ve
matematik¢i olan Thomas Bayes (1702(?)-1761) tarafindan disiiniilmiis ve 6liimiinden
2 yil sonra (1963) arkadas1 Richard Price’ in Bayes’ in ¢aligma kagitlarin1 bulmasi ve
ardindan yayinladigi bir makale olan “An Essay Towards Solving a Problem in the

Doctrine of Chances” ile ortaya konmustur (Stigler 1983).



Istatistik yazin1 incelendiginde, 18. yiizyilin sonlarmdan 20. yiizyilin baslarma kadar
istatistiksel ¢ikarsamanin Bayesci yaklasimin etkisinde oldugu goriilmektedir (EKici
2005). Yine ayn1 zaman araliginda Thomas Bayes ’in ¢alismalar1 Laplace tarafindan
oldukca gelistirilerek olasilik teorisine biiyiik katki saglamistir. Daha sonra, Bayes ve
Laplace tarafindan kullanilan ¢ikarim yontemleri ve kavramlar R. A Fisher, J. Neyman,
E. S Pearson, A. Wald ve bir¢ok bilim adamu tarafindan kullanilarak teorik istatistikte

daha detayli ve basarili ¢alismalar ortaya ¢ikmasinda etkili olmustur (Anscombe 1961).

Unwin (2004)’ ¢ gore 1920 ve 50’ li yillar arasinda F. Ramsey, B. de Finetti ve L.
Savage gibi iinli isimlerin temsil ettigi bir matematik okulu, frekanscilarin bakis
acilarinin ¢ok dar oldugu goriisii lizerinden yeni bir olasilik kurami gelistirmistir.
Olasilik kuraminin matematiksel formalizmine bagli kalan bu kisiler, matematiksel
olasiliklarin1 diisinme big¢imimizi yeniden tanimlamaya c¢alismislardir. Bu bilim
adamlarmin arastirmalar1 bugiin olasiliklarin Bayesyen yorumu diye adlandirilan

kuramla sonuglanmistir (Celebioglu ve Yaman 2005).

Bayesci yaklasimin popiilaritesini yitirmeye basladigi yillarda F. P Ramsey’ in “Truth
and Probability” (“Gergeklik ve Olasilik) adli denemesi ile bu olasilik teorisi yeniden
onem kazanmistir. 1950°1i yillarda B. de Finetti ve H. Jeffreys oldukc¢a farkli bir bakis
acist ile yaptiklar1 kapsamli ¢aligmalarla bu yaklasima katki saglamislardir. Ayrica
Bayesci yaklagimda hipotez testi ilk defa H. Jeffreys (1961) tarafindan kullanilmstir.
Matematiksel istatistikciler i¢in bdyle bir teorinin en kapsamli ¢alismas1 H. J Savage
tarafindan yapilmistir. R. Schlaifer is ve endiistri diinyasinda olusan problemlere kars1
Bayesci yaklasim ile yaptig1 caligmalar ile yeni ¢oziimler getirmistir. Boylelikle Bayes
teoremi bilim adamlarinca gelistirilmis veya yeniden yorumlanmis ve istatistiksel

metodolojide bir devrim niteliginde gelismeler yasanmistir (Anscombe 1961).

2.1.2 Bayes Teoremi

Bayes yaklagimi, 6zii Bayes Teoremine dayandirilarak yapilandirilmig bir yaklasim

sistemidir. Bayes teoremi, olasilik kurami iginde incelenen 6nemli bir konudur. Bu



teorem bir rasgele degisken i¢in olasilik dagilimi i¢inde kosullu olasiliklar ile marjinal

olasiliklar arasindaki iliskiyi gosterir (Altindag 2015).

Bayes teoremi kosullu olasiliklarin hesaplanmasinda kullanilan matematiksel bir
formiile dayanmaktadir. A ve B olaylar1 U 6rnek uzayinda herhangi iki olay ve
P(A)#0 ve P(B) #0 olmak fizere, B olayr biliniyorken A olaymin kosullu olasilig1
P(AIB)=P(ANB)/P(B)’dir. Buna gore P(ANB)= P(B) P(AIB) olur. Benzer sckilde A
olayt biliniyorken B olayinin gergeklesmesi olasiligt P(B|A)=P(ANB)/P(A)’dur.
P(BIA)’da P(ANB) yerine P(B) P(AIB) yazilabilir. Bu durumda P(B|A)=[P(B)
P(AIB)]P(A) yazilabilir. P(ANB) ise A ve B olaylarinin birlikte gerceklesmesi
olasiligin1 ifade eder. A ve B olaylarinin olasiliklar1 arasindaki bu iliski “Bayes

Teoremi” olarak bilinmektedir.

Bayes teoremi A olay1 biliniyorken B‘nin olasiligini1 hesaplamaya yaradigi gibi, B olay1
biliniyorken A’nin olasiligin1 hesaplamaya da yarar. B olay1 Bs, B,,..., By gibi n tane
ayrik olaym bir kiimesi ise P(Bj)>0 ve P(A))>0 VE A, B’de bir olay olmak iizere A =
(BinA)U( BanA)U... U(BpNA) yazilabilir. P(BinA) olaylar1 ayrik olaylar
olduklarindan P(A) = YL, P(B; N A)’dir. Yazilan kosullu olasilik ifadesine gore
P(BinA)= P(Bi) P(AIBj)’dir. Buna gore P(A) = Xi.,P(B;)P(AIB;) seklinde
yazilabilir. Bu durumda A olayi biliniyorken B; olayinin gerceklesmesi Bayes teoremine

gore Esitlik 2.1°de verildigi gibi gosterilir.

P(B;nA) P(B)P(AIB)  P(B)P(AIB)
P(A) ~  PA) XL, P(BYP(AIB))

P(B;14) = (2.1)
Burada, P(B;) olasiliklar1 6nsel olasilik, P(AIB;) olasiligi ise olabilirlik fonksiyonunu
temsil etmektedir Bu iki bilginin birlestirilmesi ile olusan P(Bij|A) kosullu olasilig1 ise
sonsal olasilig1 ifade eder. Bayesyen ¢ikarsamada P(B|A) ifadesindeki B, analize konu
olan parametrenin belirli bir degerini temsil etmektedir. Bayes teoremi genel olarak
Esitlik 2.2 de verildigi gibi ifade edilebilir (Karagéz 2004, Kendall and Buckland 2009,
Miller and Miller 2014, Ntzoufras 2009).



P(B | A)P(A)

P(AIB) = P(B)

o P(B | A)P(A) (2.2)

Bayes teoreminin uygulanabilmesi i¢in P(B;j) olarak verilen 6nsel bilgi olasiliklarmnin
bilinmesi gerekmektedir. Bu teoremden hareketle parametre tahmini yapilabilir
(Glindogdu 2016). Bayesci yaklasimda olasilik yogunluk fonksiyonu p(y | 6) ile
taniml1 istatistiksel bir model kullanilarak y = {y;, ..., y,,} verisine ait 6 parametresinin
tahmini elde edilmek istenir. Bayesci yaklasimda bu c¢ikarimin temelleri asagida

verilmistir (Cengiz vd. 2012).

1. @icin, m(0) ile gosterilen bir olasilik dagilimi formiile edilir. Bu dagilim, dnsel
dagilim ya da sadece onsel olarak adlandirilir. Onsel dagilim, veri bilinmeden
onceki parametre hakkindaki bilgileri ifade eder.

2. Gozlemlenmis y veri seti icin, @ verildiginde y’nin dagilimini tanimlayan bir
p(y | 8) olabilirlik fonksiyonu belirlenir.

3. Onsel ve olabilirlik giincellenerek p(@ | y) sonsal dagilimi hesaplanir ve 6

hakkindaki biitiin istatistiksel ¢ikarimlar sonsal dagilimdan elde edilir.

Yukarida bahsedilen 3 adim Bayes Teoremi kullanilarak Esitlik 2.3’de goriildigi gibi

formiile edilebilir.

_p0@,y) _plyl10)m®)  plyl8)m(6)
p(y) 146%, Jp(y16)m(8)do

p(61y) (2.3)
Burada p(y), sonsal dagilimi (siirekli veriler igin integral, kesikli veriler i¢in toplam
alinarak) 1’e esitleyen “normallestirme” katsayisi olarak adlandirilir. @ parametresinin
olabilirlik fonksiyonu p(y | 6) esdeger olarak L(6 | y) orantili fonksiyonu seklinde de
yazilabilmektedir. Sonug olarak p(y | 6 )ec L(6 | y) seklinde ifade edilebilir (Congdon
2003). Ayrica p(y) marjinal dagilimi bir integraldir ve integral sonlu oldugu siirece, bu
integralin degeri sonsal dagilim hakkinda herhangi bir ilave bilgi vermez. Bu nedenle
p(y | 6) denklemde verilen orantili formda Esitlik 2.4’de belirtildigi {izere rasgele
sabit olarak yazilabilir (Cengiz vd. 2012).



p(8 |y)eocL(6)m(6) (2.4)

Bayes teoremi en genel haliyle:

sonsal olastlik oc onsel olastlik . olabilirlik fonksiyonu(likelihood) (2.5)

seklinde ifade edilmektedir (Robert et al. 2009).

Olabilirlik fonksiyonu Bayes teoreminde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Ciinkii bu fonksiyon
y verisi ile 8 parametresine ait onsel bilginin elde edilebilmesini saglamaktadir. Bu
nedenle @ parametresine ait tiim 6rneklem bilgisini temsil ettigi kabul edilebilir (Box
and Tiao 1973).

2.1.3 Bayes Tahmin Edicisi

Olasilik dagilimlart F = {f(.; 0:0e®} ailesinde olasilik yogunluk fonksiyonlarini
indisleyen 8 parametresi bilinmeyen bir sabit olarak ele alindigi gibi bir olasilik
dagilimina sahip rasgele degisken olarak da ele alinmaktadir. Ilki klasik, ikincisi Bayes
yaklasimi olarak isimlendirilmektedir. Klasik yaklasimda 6 parametresi, parametre
kiimesinde bilinmeyen bir deger olmak iizere Xi,Xa,...,X, Orneklemindeki X;’ ler
bagimsiz ve ayni f(.;60) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler
olarak ele alinir. Bayes yaklagiminda bir rasgele degisken olan 6 ’nin dagilimi 6nsel
(prior) dagilim olarak adlandirilir. Genellikle bu 6znel (subjective) bir dagilim olmak
tizere Xi1,Xo,...,X, Orneklemi, 6 rasgele degiskeni ile kosullandirilmig dagilimdan
alinmis gibi diisiiniilmektedir, yani i = 1,2, ..., n i¢in X;’ ler bagimsiz ve her biri f(.; 8)
olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olarak ele alinmaktadir. Bu
durumda, oOrneklemin olasilik (yogunluk) fonksiyonu Esitlik 2.6’da verildigi gibi

gosterilir:

FO %y ) = F 1 0)f (e 10) o f(xa 1) = | [FCxi10)  28)

ve 0 ’nin 6nsel dagiliminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu r olmak iizere:



fxox, Xn’g(xl’XZ’ v X, 0) = f(x1 10)f(x216) ... f(xn | 0)7(O) (2.7)

= [rcxrom@
i=1

Esitlik 2.7 elde edilir. X = (X1, X5, ..., X)" ve x = (x4, X5, ..., X,)" vektor gosterimleri

ile:

fF(x16)= fCu 10)f (e 10) . flnml0) =] [fCuiom @8
i=1

fro(x10) = f(x,0)m(6) (2.9)

Esitlik 2.8 ve 2.9 yazilabilir. Buradan X’ in marjinal dagilimmin olasilik (yogunluk)
fonksiyonu Esitlik 2.10 olmak {izere:

fe(,60) = f f(x 16)m(6) d8 (2.10)
2]

orneklem degerleri verildiginde 8’nin kosullu dagiliminin, yani 6’ nin sonsal (posterior)

dagiliminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu Esitlik 2.11°de verilmistir.

_fxe(x16) _ f(x,0)m(6)

N O D) @11)

Sonsal dagilim, bir anlamda, dnsel dagilimin gézlenen degerler ile giincellenmesi olarak
diistintilebilir. Sonsal dagilimin beklenen degeri, bu gozlemleri tlireten dagilimdaki 6

i¢in bir tahmin edici olarak kullanilabilir.

A3=j9n(elx)d9 (2.12)
e

Esitlik 2.12°de belirtilen 0y istatistigine 6’ nin Bayes tahmin edicisi denir.



Bayes tahmin edicileri, T(X) bir istatistik olmak iizere, se¢ilmis bir k(6,T) kayip
fonksiyonuna dayali Esitlik 2.13’de belirtilmis olan risk fonksiyonu i¢in,

R(O,T) = f k(6,TCO)f(x 16)dx (2.13)

Esitlik 2.14 ile belirtilen integralin beklenen degerini en kii¢iik yapan tahmin edicidir.

R(T) = f R(6,T) n(8) d6 (2.14)
e

Kisaca ozetlenecek olursa T = {T: R(T) < o} olmak {iizere, bir T* € T igin Esitlik

2.15’e gore:
R(T*)<R(T) , TEeT (2.15)
T* tahmin edicisine Bayes tahmin edicisi denir. Bu anlamda T* tahmin edicisi,

k(6,T) = (T — 6)? (2.16)

Esitlik 2.16 ile belirtilen kayip fonksiyonuna dayali olan Bayes tahmin edicisidir
(Oztiirk vd. 2006).

2.1.4 Bayesci Yaklasimin Temelleri Ve Istatistiksel Kavramlara iliskin

Yorumlari

[statistikte bir olasihigin objektifligi degerlendirilen siire¢ hakkinda onceden olusan
hicbir bilginin gbz ardi edilmemesiyle saglanir. Siire¢ hakkinda onceden edinilen bu
bilgileri kullanmamak bilgi kaybina sebep olmaktadir. Bayesci yaklagim siire¢ hakkinda
onceden edinilmis bilgi ile mevcut veri setine ait bilginin birlestirilerek sonsal dagilimin
olasiliginin hesaplanmasina olanak saglar. Bu 6zellik klasik yaklasim yerine Bayes

yaklagiminin kullanilmasi i¢in 6nemli bir sebeptir (Bolstad 2007).



Belirsizlik durumunda karar alma halinde birbirine alternatif olusturacak hareketlerin
sonuclar1 tahmini olarak bilinir. Ger¢ek durum, hakkinda tam bir ihmalin oldugunu
varsayan belirsizlik halinde karar verme modellerinden farkli olarak kismi ihmal
durumunda karar alma modeli, karar vericinin durumlarin gergeklesme olasiliklari
hakkinda kismen bilgi sahibi olduklarmi veya kismi bir ihmalin oldugunu varsayar.
Karar vericinin konu ile ilgili bilgisi ve ge¢mis tecriibelerinin oldugunu kabul eden bu
varsayim ile kurulan model olduk¢a gergekeidir, bu sayede karar alict problemin
formiile edilmesinde ve durumlarin gergeklesme olasiliklarinin saptanmasinda aktif bir
rol oynar. Karar vericinin konu ile ilgili bilgisi, ge¢cmis tecriibeleri ve sezgisinin
sayilarla ve matematiksel bir model ile ifade edilmesi olan bu olasiliklara siibjektif veya
kisisel olasiliklar denir. Siibjektif olasiliklarla ¢alisan olasilik teorisine objektif veya
klasik istatistik teorisinden farkli olarak siibjektif olasilik teorisi veya Bayesci istatistik
denmektedir (Kurtulus 1998).

2.1.4.1 Belirsizligin Degerlendirilmesi

Bayesci istatistige gore bir teori olsun, bir dnerme veya bir nedensellik iliskisi olsun, her
kapsamdaki belirsizlik olasiliklarla ifade edilmelidir. Yaklagimin asil fikri budur. Klasik
yaklagim belirsizliklerde deterministik davranir. Varsayimlar dogrultusunda s6z konusu
belirsizligi, orada iddia edilen iliskiyi, sikliklarina gore degerlendirerek, kabul edilmesi
ya da edilmemesi yoniinde karar verir. Bu baglamda Bayesci yaklagimi benimseyenler,
belirsizlikle ifade edilen bir teoriyi tamamen kabul etmenin veya korii koriine
reddetmenin bilgi olusturma siirecine pek bir katki saglamayacagi, aksine Onemli
sayilabilecek yamlsamalara yol agacagi seklinde elestiriler getirebilirler. Ote yandan bu
elestirileri getirirken kendilerini de “Bayesci yaklasimda belirsiz olan iligki, olasiliginin
hesaplanmasi suretiyle bir derece aydinlatilmis olur. Boylelikle bilgi ve karar siirecine

daha net, yaniltict olmayan ilaveler yapar.” seklinde savunabilirler (Ekici 2009).

2.1.4.2 Olasihk

Bayesci yaklasimda olasilik, Siibjektif olarak yorumlanmaktadir. Siibjektif yaklagimi

esas alarak gelisen Bayesci istatistikte bir olayin olasilig1, arastirmacinin konuya iliskin
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onceden edindigi bilgiler (6nsel bilgi) ile denemelerden elde edilen sonuglarin (verinin)
birlestirilmis halidir. Bir araya getirme islemi, Bayes teoremine, dolayisiyla kosullu
olasiliga dayanmaktadir. Bayesc¢i istatistikte olasilik “tiimevarim olasiligidir. Amag, en

kesine en yakin sonug ile ulasmaktir (Cevik 2009).

Bayesci istatistik tiimevarim yontemini kullanmaktadir, bundan dolayr Bayesci
istatistikte ama¢ en kesin olan bilgiye, yani “1” olasiligma ulasmaktir. Klasik
yaklasimda ise tiimdengelim yontemi kullanildigindan dolay1 esas olan amag yanliglama

yontemi ile “0" olasiligini elde etmektir (Ekici 2009).

Cizelge 2.1 Bayesci Yaklasim ve Klasik Yaklasima iliskin isleyen Olasilik Siiregleri (Cevik
2009, Ekici 2009)

Bayesci Yaklasim Klasik yaklasim
Varsayimsiz deneme Varsayimlarla deneme
Dogrulama Yanliglama

1 b
5 «pltg) <1 p(t.g) =0

[Pl

Cizelge 2.1’e gore “t” bir teori ve “g” onunla ilgili elde edilen gbzlemler ise farkl
olasilik yaklasimlarina gore siire¢ cizelgede ifade edildigi gibidir (Cevik 2009, Ekici
2009).

Bayesci yaklagim hipotez testleri, giiven araliklari, nokta tahminleri gibi istatistiksel
yontemlere yer vermektedir. Ancak klasik yaklasimda parametreler i¢in kullanilan tek
olasilik tanimi uzun dénem goreceli frekanstir (Bolstad 2007). Bu olasilik tanimi bir

olayin gergeklesme olasiligi, o olayin ¢ok sayida tekrarlanan denemelerinin elde edilen

siklik degerini ifade etmektedir (Ekici 2009).

2.1.4.3 Parametre

Bayesci ve klasik yaklagimdaki en Onemli fark parametrenin tanimidir. Klasik
yaklasimda parametre kitlenin sabit bir 6zelligi olarak tanimlanir. Klasik analizlerde

ama¢ parametrenin ger¢ek degerini tahmin etmek ve tahminler etrafindaki giiven
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araligin1 olusturmaktir. Standart hata bu siirecin ayrilmaz bir parcasidir ve tekrarlanan
orneklere ait tahminlerin degiskenligini temsil eder. Farkin daha iyi anlagilmasi i¢in
%95 gliven aralig1 yorumu incelenecek olursa klasik yapida %95 olasilikla parametre A
ile B arasina diiser yorumu yanlistir. Ciinkii herhangi bir 6rneklemden hesaplanan
giiven aralig1 parametreyi ya igerir ya da icermez. Bu yorum yerine giiven araligi,
tekrarlanan drnekler {izerinde araligin beklenen performansi olarak tanimlanir. Ornegin
kitleden 100 6rnek ¢ekilerek ve her bir 6rnekten parametre tahmini etrafinda %95 giiven
aralig1 olusturulsun. Bu durumda araliklarin 95 tanesinin kitle parametresini icermesi
beklenir. Klasik yapida, olasilik ifadesi veriler i¢in gegerli olmasia karsin parametre

i¢in gegerli degildir (Alkan 2012).

Bayesci yaklasimda parametre, olasilik dagilimina sahip bir rasgele degisken olarak
kabul edilmektedir. Bu yaklasimda parametre ile ilgili ¢cikarsama, dnsel bilgi ile mevcut
bilgi birlestirilerek olusturulan sonsal dagilim araciligi ile yapilmaktadir. Bununla
birlikte klasik yaklagimda ise parametre bilinmeyen bir sabit olarak kabul edilerek,

parametre tahmini sadece mevcut veriler ile yapilmaktadir (Bolstad 2007).

2.1.4.4 Nokta tahmini

Ana kitle hakkinda bilgi veren karakteristik degere parametre denir. Ancak ana kitleyi
gozlemlemek her zaman miimkiin olmadigindan, parametre degerlerine de ulagmak
miimkiin degildir. Bu nedenle ana kitleden elde edilen 6rnekler yardimiyla ana kitle
parametreleri hakkinda tahminde bulunmak miimkiin olabilmektedir. Bir parametre
tahmini ya nokta tahminler ya da aralik tahminler olarak elde edilebilir. Ancak her iki
durumun temelinde nokta tahmin bulunmaktadir. Bu nokta tahminlerin parametre
degerini en iyi sekilde temsil etmesi i¢in tahmin edicilerin yansizlik, yeterlilik, tutarlilik

ve etkinlik 6zelliklerine sahip olmas1 gerekmektedir (Gasim 2013).

Yansizhk: Tahmin edicilerin yansizlifi, tahmin teorisinde en ¢ok kullanilan
Ozelliklerden biridir. Bir parametre i¢in birden ¢ok yansiz tahmin edici bulunabildigi
gibi bazen yansiz tahmin ediciler olmayabilir. C)megin, X1, X5 ..., X, parametresi 6 olan

kitleden bir 6rneklem, T de 8’nin herhangi bir tahmin edicisi olmak iizere, her e @igin
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Eo(T) = 6 oluyorsa, T tahmin edicisine 6 parametresi i¢in yansiz bir tahmin edicidir
denir. Burada yan, Eg(T) = —8) seklinde ifade edilmektedir (Akdi 2014).

Yeterlilik: Bilinmeyen 6 parametresi icin yeterli bir tahmin edici, 6rneklem iginde
parametre hakkindaki bilgiyi Ozetleyen tahmin edicidir. Yani, Orneklem icinde
parametre hakkinda ne kadar bilgi varsa, hicbir bilgi kayb1 olmadan O6zetleyen bir
tahmin edici, o parametre igin yeterlidir. Ornegin, X;,X, ..., X, olasilik veya olasilik
yogunluk fonksiyonu f(x, 8) olan bir kitleden bir 6rneklem olsun. T(Xy, X, ..., X)) =
T(K ) tahmin edicisi 0 i¢in yeterli ise, 6 hakkinda X;, X, ..., X,, 6rneklemine bagli olarak
elde edilen bir sonu¢ sadece T()_( ) tahmin edicisinin degerine baghidir. Burada T()_( )
bilindiginde X’in kosullu dagilimi1 6 parametresine bagh degil ise, T(K )’e 0 i¢in yeterli
bir tahmin edici denir (Akdi 2014).

Tutarhhk: Tahmin edici 6rneklemin bir fonksiyonu olup, ayni zamanda &rneklem
hacmine de baghdir. Ornegin, Xy, X, ..., X, olasilik veya olasilik yogunluk fonksiyonu

f(x,0) olan kitleden bir 6rneklem, T,, = T,,(X) de 6’nin herhangi bir tahmin edicisi

olmak iizere, n —» oo iken T, 2 oise T,, tahmin edicilerinin dizisi 6 igin tutarlidir denir
(Akdi 2014).

Etkinlik: Tahmin edicilerde aranan 6zelliklerden biri de etkinliktir. Bu 6zellik tahmin
edicileri karsilastirmak i¢in de kullanilir. Bir parametre i¢in bir¢ok tahmin edici
onerilebilir. Burada tahmin edicilerin ifade edilen yansizlik, yeterlilik, tutarlilik
ozellikleri ile beraber etkin olmasi da beklenir. Eger mevcut ise, en etkin tahmin edici
kullanilmak istenir. Ornegin T, ve T, herhangi bir 8 parametresi i¢in iki tahmin edici
olmak tizere, her 0 i¢in Varg(T;,) < Vary(T,") oluyorsa T,, tahmin edicisi T,,* tahmin
edicisine gore daha etkindir denir (Akdi 2014).

Nokta tahmini iizerinde calisilan kitlenin bir veya birden fazla 6zelligi hakkinda bilgi
sahibi olmak i¢in bir y1ginin ornekten tahmin edilmesi sorununun ¢dziimlenmesi i¢in
kullanilan yontemlerden biridir. Nokta tahmininde iki yontem vardir. Bilinmeyen

parametreler i¢in tahmin ediciler elde etmek; ikincisi; olasi tahmin ediciler arasindan en
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iyi tahmin ediciler bulmaktir. Nokta tahmin edicilerini bulmak i¢in ¢esitli yontemler
gelistirilmistir (Gencer 2016). Bu yontemler En Cok Olabilirlik yontemi (ECO),

Momentler yontemi, En Kiigiik Kareler yontemi (EKK) ve Bayes yontemidir.

Nokta tahminini parametrenin bir tahmincisi ve gercek 6rnek veriler i¢in aldig1 degerin
bir degeri olarak adlandirilir. Bayesci istatistikte sz konusu parametrenin nokta tahmini
cogunlukla sonsal dagilimin medyani veya ortalamasidir. Bayesci yaklasimda sonsal
(posterior) dagilimin ortalamasi Bayesci tahmini olarak kullanilir ¢linkii sonsal
(posterior) dagilim hata kareler ortalamasini en aza indirir. Bu durum sonsal dagilimin

en uygun tahmin edici olacagi anlamina gelir (Bolstad 2007).

Bayesci yaklasimda sonsal dagilimin ortalamasi, parametreye ait nokta tahminini ifade
etmektedir. Bu durumda sonsal dagilimin varyansinin karekokii @ parametresine ait
sonsal standart sapma degerinin vermektedir. Bayesci istatistikte bilinmeyen parametre
degerine iligskin hesaplanan nokta tahmini, klasik yaklasimda kullanilan MLE tahmin
yontemine benzemektedir (Gosh et al. 2006).

Istatistiksel nokta tahmini bilinmeyen bir parametreye ait en iyi sonucu veren tahmin
yontemidir. Nokta tahmini A=0 (fe® olmak iizere) i¢in bir karar verme problemi
olarak degerlendirilebilir. Karar fonksiyonlar1 verileri nokta tahminlerine eslestirir ve
ayrica tahmin ediciler olarak da adlandirilabilirler. Nokta tahmini, cesitli karar

ilkelerinin etkilerini incelemek i¢in etkili ve basitlestirilmis bir yontemdir (Parmigiani et
al. 2009).

Kayip fonksiyonu, tahmin edilen o degerinin gercek degerin 6 olmasi durumunda
olusacak hatay1 dlger. A=0 ve kayip fonksiyonunun kuadratik (ikinci dereceden) formu
L(6,c) = (0 — a)? olarak yazilabilir ve temeli Gauss‘a kadar dayanan bu fonksiyon
kolayca analitik olarak yorumlanabilir. Ayrica kuadratik kayip degeri ile risk

fonksiyonu Esitlik 2.17°de verildigi tizere iki pargaya ayrilabilmektedir (Parmigiani et
al. 2009):
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R(6,6) = fL(B,S)f(x |6)dx = f(6(x) —0)*f(x10)dx

X

- f[(c?(x) —E[(5G) 1 0] — 012 F(x | 0) dx 2.17)

X

=Var[(§(x) | 6] + [E[(6(x) | 6] —6]°

Ayristirmadaki ilk terim karar kuralinin bir degiskenidir, ikinci terim ise yansizligin

ifade etmektedir.

Basitge ifade edilecek olursa Bayes kurali yardimi ile &§*(x) = E(0 | x), sonsal
ortalama olarak ifade edilebilir. Bunun nedeni sonsal kaybin Esitlik 2.18°de ki gibi

olmasidir.

=f(6’— a)znxdﬂzf (0—E[01x])+ (a—E[0|x])])*m,db
)

(2.18)

fe E[0|x])?m,dO + (a —E[6 | x])?
2]

=Var[0 | x] + (a — E[0 | x])?

Sonug olarak kayip fonksiyonu degeri a* = E[0 | x] degerini alarak en aza indirgenir
ve a” ile iliskili sonsal beklenen kayip 6 ‘nin sonsal varyansidir. Kayip fonksiyonu,
(0 | x) Onsel dagilimmm medyaninin §*(x) seklinde ifade edilmesi halinde;

L(a,0) = 18 — a|seklinde yazilabilir (Parmigiani et al. 2009).

Yaygin olarak kullanilan bir tahmin paradigmasi maksimum olabilirlik ilkesine
dayanmaktadir. Bunu gostermek amaci ile & parametrelerinden olusan ®=(6;, 6,...)
ornek uzay: ele alacak olursa ilgili kayip fonksiyonu Esitlik 2.19°da verildigi gibi

yazilabilir.

L(CZ, 9) = I[a;tg] (219)

Burada a* yine @ parametresi i¢in nokta tahminini temsil eder ve sonsal beklenen kayip

a* =mod(0 | x) = 6° denklemi ile minimize edilir (Parmigiani et al. 2009).
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Kisacas1 Bayes teoremi i¢in nokta tahmini,y gézlemler ve fe® olmak iizere bir f&(2
parametresi igin onerilen bir # tahmin edicisi iken, sonsal dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu p(@1y) , kayip fonksiyonu ise L( @ , #)’dir. En iyi tahmin ise Esitlik
2.20’de verilmistir (Ekici 2005).

E(L(80)) = f_jL(@,m p(01y)df (2.20)

2.1.4.5 Giiven Arah@

Anakitle parametresinin tahmini tek bir deger yerine bir degerler araligi i¢inde verilmesi
istenebilir. Belli bir glivenle bu araligin tahmin edilmek istenen parametreyi icerdigi
sOylenebilir. 1 — « olarak ifade edilen giiven diizeyi parametrenin gercek degerinin
1 — o olasilikla belirlenen aralik i¢inde oldugunu ifade eder. Bununla birlikte araligin
a olasilikla parametreyi icermemesi de muhtemeldir. Bir anakitle katsayisinin aralik
tahmin edicisi, o anakitle katsayisinin i¢ine diisebilecegi bir aralig1 drneklem bilgisine
dayanarak belirlemenin kuralidir. Buna karsilik gelen tahmine de aralik tahmini denir

(Giiner 2014).

@ parametresi i¢in BayesCi aralik tahminleri, klasik ¢ikarsamanin giiven araligi
tahminine benzemektedir. Burada incelenen konu 6l¢mek istenilen bir aralik i¢in sonsal
dagilimin ortalama degerini igerip igermedigidir. Giiven araliklari frekansci
istatistiklerin bir araligi bulmaya calistigi degerlerdir. Bayesci yaklasim igin giiven

aralig1 ifadesini asagidaki sekilde ifade etmek miimkiindiir (Gosh et al. 2006):

0 < a <1 olmak ilizere, 8 parametresi i¢in (1 — ) X %100 giiven aralif1 ve C<®

icin Esitlik 2.21°e gore hesaplanir.

PiCIX=x}=1-a (2.21)

Burada C bir aralik ifadesi olmak iizere, ® parametre uzaymin alt kiimesi, (1 — &) X
%100 ifadesi ise 6 parametresi i¢in hesaplanan rasgele araliklarin %100 ‘niin gergek

parametre degerlerini icerdigi anlamlarina gelmektedir. 8 parametresi siirekli bir
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rasgele degisken olmak iizere, 8V ve 6@ parametreleri icin, o X %100 ve (1 —
@) X %100 olarak yazildiginda o+, =« ve € =[0W,0@] olarak ifade
edilebilir. Genel olarak esit kuyruklu araliklarda, P(C | X = x) = 1 — a olasiliginda,
oy + ay = a/2 olarak alinabilir. 8 parametresinin ayrik olmasi halinde sonsal
olasiligin (1 — @) degeri igin bir giiven araligi bulmak zordur. Bu durumda Esitlik 2.22

kullanilmaktadir.

P(CIX=x)>1-« (2.22)

Bayesci yaklasimda sonsal dagilim igin istenilen araligin degerlerine ulasabilmek
miimkiindiir. Burada bu aralik “En Yiiksek Sonsal Yogunluk” olarak adlandirilmaktadir.
6 parametresi i¢in sonsal yogunlugun tekdiize oldugu varsayilarak, 6 igin “En Yiiksek

Sonsal Yogunluk Aralig1” Esitlik 2.23 yardimi ile hesaplanabilir.

C={6:m(01X =x) =k} (2.23)

Genellikle, kullanilan tahmin edicinin 6rnekleme dagilimi ortalama olarak ger¢ek
degere esit, yaklasik olarak normaldir. Ornegin &nsel dagilimm normal ve o2
varyansinin bilindigi bir normal dagilima sahip 6rneklem i¢in “En Yiiksek Sonsal

Yogunluk Aralig1” Esitlik 2.24’de verildigi gibidir.

C = sonsal dagilimin ortalamast

* Zq /2. sonsal dagilimin standart sapmast (2.24)

Burada z,/, degeri normal dagilim igin kritik degeri ifade etmektedir.

En yiiksek sonsal yogunluk araligmnin, igerisindeki her noktanin olasilik yogunlugu,
disindaki noktalarin her birinden daha biiyiik olmasini saglayacak sekilde ve belirli bir
olasilik igerigi i¢in miimkiin olan en kii¢iik hacme sahip olmas1 gerekmektedir. Kisacasi
En yiiksek sonsal yogunluk araligi, P(6 | x) sonsal dagilimi icin 6 ilgilenilen
parametrenin k-boyutlu bir vektorii, y ise n boyutlu bir gozlem vektorii olmak tizere, 6
parametresinin parametre uzaymin belirli bir R alt bolgesinde bulunmasi olasihig: Esitlik

2.25’e gore hesaplanir (Box and Tiao 1973).
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p{eemy}=fp<eiy>de=1—a (2.25)

R

Parametreler icin gliven araliklarinin hesaplanmasi konusunda klasik yaklasim ile
Bayesci yaklasimi igin oldukga farkli iki kavram mevcuttur. Klasik yaklasim igin giiven
aralig1, ¢ok sayida tekrarlanan denemeler sonucunda (1-o) anlamlilik diizeyinde
bilinmeyen parametrenin gercek degerinin bu aralik igerisinde olmasi olasiligini ifade
eder. Bayesci yaklagimda ise “giiven aralig1i” terimini yerine “En yiiksek sonsal
yogunluk araligi” terimi kullanilmaktadir ve bilinmeyen parametrenin gercek degerinin
direk olarak (1-a) anlamlilik diizeyinde bu aralikta bulunmasi olasiligini ifade
etmektedir. Bunun nedeni ise Bayesci yaklasimda parametre degerinin bir rasgele

degisken olarak goriilmesidir (Kendall and Buckland 2009).
2.1.4.6 Hipotez Testi ve Bayes Faktorii

Anlamlilik testleri olarak da adlandirilan hipotez testlerinde arastirmacinin ortaya attigi
iddiaya gore ilgilenilen parametrenin belirlenen degere esit olup olmadigi veya istenilen
aralikta olup olmadigi test edilir. H, Hipotezi, yokluk hipotezi olarak
adlandirilmaktadir. Buna karsin kurulan H; hipotezi ise alternatif hipotez olarak
adlandiriimaktadir (Gosh et al. 2006).

Tek yonlii hipotez testinde yokluk hipotezi, alternatif hipotezin sonsal olasiligina kars:

test edilir. Bayesci yaklagimda oncelikle tek yonli etkiyi test etmek igin kullanilan tek
tarafli hipotez testini kullanarak Bayesci yontem ile a-anlamlilik diizeyinde elde
edilecek gosterim Esitlik 2.26da belirtilmistir. (Gosh et al. 2006).

H,: 0 € O, yokluk hipotezine karsi, H,: 8 € @, alternatif hipotezi. (2.26)

Eger G, ve @, parametre uzaylar1 yokluk ve alternatif hipotezleri ile ayn1 boyutta ise,
onsel olasilik yogunluk fonksiyonunu se¢mek ve belirlemek kolaydir. Onsel olasiliklar

belirlendikten sonra, sonsal olasiliklarin yani sira sonsal olasiliklarin oran1 da Esitlik

2.27 ile belirlenebilir (Gosh et al. 2006).

18



P{6O, 1x}/ P{O, | x} (2.27)

Daha sonra burada H, hipotezine kars1 neyin kanit olusturduguna karar vermek igin bir
olasilik veya aralik sinir1 koyulur. Bayesci kurala gore belirlenecek bu degerlerin “0 —
17 arasinda degisen degerler almasi beklenir. Bayesci yaklasimda elde edilen sonsal
dagilimlarin sahip olduklar olasiliklar ile karsilagtirma yapilmaktadir, karar verilirken
son olasilik degeri fazla olan hipotez, dogru kabul edilecek olan hipotezdir. Ayrica elde
edile bu sonsal olasilik degeri oc-anlamlilik seviyesinden diistik ise bu yokluk hipotezi

red edilir (Gosh et al. 2006).

Hipotez testinde en Onemli kisim Onsel olasiliklar1 belirleyebilmektir. Eger onsel
olasiliklar yanlis belirlenmis ise sonsal olasiliklarin tayini de yanlis olacaktir. Tarafsiz
ve nesnel bir secim yapabilmek i¢in @, ve @, ‘e esit olasiliklar verilmelidir. Onsel
dagilimi belirtmek icin asagidaki alternatif yontem kullanilirsa daha iyi bir sonug

alinabilir (Gosh et al. 2006).

my Ve 1 — my , &y ve @, igin Onsel olasilik degerleri olsun. & parametresi i¢in 6
altinda g;(6d) Onsel olasilik ifadesi olmak iizere Esitlik 2.28 ve Esitlik 2.29
yazilabilmektedir (Gosh et al. 2006).

]gA®d9=1 (2.28)
6;
n(6) = mgo(0) /{9 €6} + (1— m)g:1(0) /{9 €0} (2.29)

Boylelikle &, ve @; ‘in ayn1 boyutta olmasina gerek duyulmaz. Daha sonra verilen bir

X gozleminin 7 Onsel dagilimi altinda olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik 2.30 ile
hesaplanabilir (Gosh et al. 2006):

mn(x)=ff(x|e)n<0)d9=no ff(xle)go<e)d9+ 1
2] &

(2.30)
— 1y ff(x | 6)g:(6) do
6
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ve boylece X = x olmak tizere 0 parametresi i¢in sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu:

f(x 1 O)m(6)

(0| x) = —e5)

(2.31)

Esitlik 2.31 ile elde edilir. Esitlik 2.31 yardimu1 ile H, ve H;hipotezleri i¢in Esitlik 2.32
ve Esitlik 2.33 elde edilebilir.

PrCHy 1 %) = P70y | 1) = =20 [ £(x 1 0)g0(0)do

T ES
B Tto f@0 f(x 1 6)go(6)do (232)
o Jo F(x10)g0(0)d6 + 1— 1o [, f(x 1 0)g:1(6) db

ve

Ty

PrCH, %) = PR(0y 1%) = =1 | (x| 0)gu(0)ds
” (2.33)

4 Ty f@lf(x | 6)g.1(6) de
o f(x10)g1(9)db + 1 o [, f(x160)g:(6)db

Esitlik 2.32 ve Esitlik 2.33 1s18inda H; ‘e gore H, ‘in Bayes faktorii Esitlik 2.34’de
verildigi gibi yazilabilir.

_— Jo, F(x10)go(0) db (2.34)
", f(x10)9:(6) d6

Agikca gortilecegi lizere, BF;y = % ‘dir. Ayrica Hy " H; ‘e gore olasilik (odds) orani
01

ise Esitlik 2.35°de verilmistir.

Ty
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Boylece my =my = % ise bilgi icermeyen onsel dagilim i¢in bu oran Bayes Faktoriine

esittir ve BFy; degeri ne kadar kiiciikse H, hipotezini reddetme olasilig1 o kadar artar.
Sonug olarak elde edilen bu oranda olasilik degeri yiikseldik¢e hipotezi red etme

olasilig1 azalmaktadir (Gosh et al. 2006).

2.15 Onsel Dagiim

Bayesci istatistikte drneklemden elde edilen bilginin yani sira 6nsel bilgi dagiliminin da
kullanilmasi klasik yontemlere gore bazi farkliliklara ve problemlere sebep olmustur.
Bunlardan en Onemlisi parametre fonksiyonunun oOnsel bilgi dagiliminin se¢imini
etkiledigidir. Bayesci istatistikte kullanilan onsel bilgi, aragtirmay1 yapan kisinin sahip
oldugu bilgi miktarina gore ii¢ farkli gruba ayrilmistir. Bunlar, eslenik (conjugated)
onsel dagilim, bilgi vermeyen (noninformative) 6nsel dagilim ve siibjektif (bilgi iceren)
onsel dagilimlardir. Bilgi vermeyen onsel dagilimi kullanilmasi durumunda yapilan
analizler klasik yaklagim ile yapilan analizlere gore benzer sonuglar vermektedir. Fakat
slibjektif ve eslenik Onsel dagilimin kullanilmasi halinde ortaya ¢ikan sonuglar klasik

yaklasimdan farklilik géstermektedir (Akar ve Giindogdu 2014).

Bayesci yaklasimda oOnsel dagilim yardimi ile sonsal dagilim fonksiyonu
belirlendiginden, dnsel dagilimin belirlenmesi ve kullanilmasi énemli konudur. Onsel
dagilimin olmadig1 bir durumda Bayesci ¢ikarim ve istatistiksel modelleme yapilamaz.
Onsel dagilimin siniflandirilmasinda diger bir kisit ise, kesikli veya siirekli dagilimlarda
integral veya toplam olasilik degerinin “1” degerine esit olup olmamasidir. Integral veya
toplam olasilik degerinin “1” degerine ulasmasi halinde bu tiir 6nsel olasiliklar tam
(proper) Onsel olasilik, ulagilmamasi halinde tam olmayan (improper) onsel olasilik

olarak adlandirilirlar (Karadag 2011).

Bayesci ¢ikarsamanin en dnemli 6zelliklerinden birisi de 6rneklem hacmi arttik¢a 6nsel
dagilimin sonsal dagilim iizerindeki etkisinin azalmasidir. Kisaca 6zetlenecek olursa,
orneklem hacminin degismesi olabilirlik fonksiyonunun basiklik veya sivrilik 6zelligini
degistirebilmektedir. Ornegin; olabilirlik fonksiyonu sivri ve nsel dagilim fonksiyonu

basik ise sonsal dagilim fonksiyonu da sivri olmaktadir. Sonug olarak onsel dagilimin
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sonsal dagilima etkisi olmamakla birlikte Klasik yaklasima benzer sonuglar vermektedir

(Box and Tiao 1973).

2.1.5.1 Bilgi Vermeyen Onsel Dagihm

Bilgi vermeyen 6nsel dagilim parametre hakkinda ¢ok az bilgiyi agiklamaktadir (Sagakli
2011). Bilgi igermeyen onsel dagilim, yapilan analiz ¢alismalarinda en ¢ok kullanilan
yontemlerden biridir. Bu yontem, kullanilan parametrenin tanimli oldugu aralik diginda
baska hi¢bir bilginin olmamasi ve bu parametre i¢in elde edilen 6nsel bilginin sonsal
dagilim1 iizerinde en az etkiye sahip olmasi durumunda kullanilmaktadir (Aver 2012,

Zerey 2018). Bilgi igermeyen 6nsel dagilimlara 6rnek olarak:

e Diizgiin (iniform) 6nsel dagilimlar
e Belirsiz (diffuse/vague) onsel dagilimlar

e Jeffrey’ in 6nsel dagilimi

verilebilir (Murat 2012).

Bilgi igcermeyen Onsel dagilimlarin hemen hemen hepsi tanim bdlgesindeki integralin
“1” e esit olmas1 kosulunu saglamaz. Yapilan uygulamalarda onsel dagilim tam olmasa
bile sonsal dagilimlar her zaman tam olarak elde edilir. Genel olarak bilgi igermeyen

onsel dagilim Esitlik 2.36°da belirtildigi iizere orantisal formiil ile tanimlanabilir.

£(8) x sabit (2.36)

Parametreye ait Onsel bilginin tanimlanmasinda kullanilan Esitlik 2.36’nm, elde
edilecek olan sonsal bilginin olabilirlik (likelihood) fonksiyonuna orantili olacagi
anlamina gelir. Daha oOnce belittilen f(08|y)cf(y| 8)m(6) esitligi Bayes
formiiliinden yola ¢ikilarak Esitlik 2.37°da belirtildigi sekilde yeniden yazilabilir.

fO1y)<f(B)Xf(y16) (2.37)

Burada,
f@)=a acA (2.38)
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seklinde tanimlandiginda, bilgi icermeyen Onsel dagilimlar parametrenin tanimli oldugu
A aralig1 bilgisi disinda higbir bilgiye sahip olunmadigi durumda kullanilan 6nsel
dagilimlardir. Bu tiir bir 6nsel dagilim kullanildiginda sonsal dagilim ile orantisal olarak

olabilirlik fonksiyonunun a katina esit olmaktadir ve Esitlik 2.39’da belirtilmistir:

f@ly)xaxf(ylo) (2.39)

Bu durumda 6 parametresinin tanim araligi belirtilen A araliginin digina ¢ikmamaktadir.
Boylece bilgi icermeyen Onsel dagilimlarin kullanilmas: halinde elde edilen sonuglar
klasik yaklagima gore benzer sonuglar vermektedir. Ayrica bu tiir 6nsel dagilimlarda
eger A aralifinin siirlarindan en az bir tanesi sonsuza gidiyorsa normallestirme

katsayist Esitlik 2.40°da verilen integrale esit olur ve hesaplanmasi miimkiin olmaz.

£0) = [ £(0)do = oo (2.40)

Bu durumda elde edilen bilgi igermeyen 6nsel dagilimda tam olmayan (improper)

dagilim olmaktadir.
Bilgi icermeyen onsel dagilimlarda A araliginin siirlarinin herhangi birinin sonsuza
gitmemesi durumunda ise olusacak sonsal dagilim Esitlik 2.41°de belirtilmistir

(Karadag 2011, Sunar 2009, Box and Tiao 1973).

f(O1y)~N(®,9*(X'X)™) (2.41)

Diizgiin (iiniform) 6nsel dagihmlar: Yapilan bir arastirmada 6 parametresine ait az
veya hicbir onsel bilgi bulunmuyorsa Laplace-Bayes onermesi kullanilir. Bu onerme
Esitlik 2.42°de verildigi gibidir (Murat 2012):

P(@|Y,M) « L ve BeR olmak iizere:

PO 1Y, M) x P(Y | 8,M)P(O) (2.42)

23



Diizgiin 6nsel dagilimlarda belirlenen aralikta 68 parametresine ayni olasilik degerleri

atanir (Gilindogdu 2016).

Jeffrey ‘in Onsel Dagilimi: Bilgi vermeyen onsel dagilim olusturulabilmesi amaci ile
H. Jeffrey tarafindan 1961 yilinda elde edilen bu teorem, Fisher’in bilgi matrisinin
determinantinin karekokii alinarak elde edilmektedir. Bu teoreme gore Esitlik 2.43

yazilabilir.

£0) « 1@ (2.43)

Bir tahmin edicinin, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin duyarliligin1 6lgen Fisher bilgi

matrisi ise Esitlik 2.44°de verildigi gibi tanimlanabilir.

d?1 0
J(9) = — f l%lf(y 1 6)dy (2.44)

Elde edilen Esitlik 2.44 yardimi ile herhangi bir bilgi vermeyen oOnsel dagilim elde
edilebilir (Gill 2008; Karadag 2011). Farkli dagilimlar i¢in elde edilen bazi Jeffrey onsel

dagilimlar Cizelge 2.2°de verilmistir.

Cizelge 2.2 Farkli Dagilimlar Igin Jeffrey Onsel Dagilimlari (Gill 2008; Karadag 2011).

Olabilirlik Fonksiyonu Parametre(ler) Onsel Dagihm
Bernoulli 0=p (p(1 - p)—1/2
Binom 0=p (p(1 — p)~1/2
Poisson =41 %
Normal (s biliniyor) 0=u 1
Normal (u biliniyor) 0 =c? o1
Normal 0 =mo? ot
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Belirsiz onsel dagilim: Parametrelerin sahip oldugu dagilim c¢esidine goére bu
parametrenin Ol¢iisiiniin seklini veren parametre degismektedir. Kisacasi parametre
sekil parametresine sahipse Gamma dagilimi, konum parametresine sahipse Normal
dagilim alinabilir. Biiylik varyansin belirsiz durumla es olmasi fikrine dayanarak sekil
parametrelerine uygun degerler atanir ve diizgiin 6nsel dagilima uyan ve genis bir

aralikta yer alan bilgi icermeyen bir 6nsel dagilim olusturulur.

e p(0)~N(u,0?) olmast durumunda o? (varyans) degerine oldukca biiyiik
degerler atanir.
e p(0)~G(a,B) olmast durumunda S parametresine oldukca kiiciik degerler
atanir.
Bu sekilde olusturulan belirsiz onsel dagilimin en 6nemli 6zelligi uygun (proper)

dagilim olmasidir (Oztiirk 2014).

2.1.5.2 Eslenik Onsel Dagihmlar

Bayesci ¢ikarsamada zorluk yasanan konulardan biri de bilinmeyen parametrenin sonsal
olasilik dagiliminin analitik olarak ¢oziilebilmesidir. Cikarsama yapilirken matematiksel
islem zorluklari nedeni ile istatistikciler “Eslenik Onsel Dagilim” kavramini
gelistirmislerdir. Onsel olasilik dagilimi ile olabilirlik fonksiyonunun eslenik olmasi
halinde sonsal olasilik dagilimi1 da kolaylikla elde edilebilir. Bu dagilim onsel olasilik
dagilimi ile ilk olasilik dagiliminin ayni dagilim ailesine sahip olmasini saglamakta ve
arastirmacilara uygulama kolayligi saglamaktadir (Gill 2008; Sacakli 2011). Karadag
(2011) tarafindan olusturulan ayni aileden olan eslenik dagilimlara ait bilgiler Cizelge

2.3’de verilmistir.

Cizelge 2.3 Eslenik Onsel ve Sonsal Dagilimlar

Olabilirlik .
) Parametre(ler) Onsel Dagilim Sonsal Dagilim
Fonksiyonu
Bernoulli p Beta Beta
Binom p Beta Beta
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Cizelge 2.3 (Devam) Eslenik Onsel ve Sonsal Dagilimlar

Poisson A Gamma Gamma
Ustel A Gamma Gamma
Normal (o biliniyor) U Normal Normal
Normal (u biliniyor) o Ters Gamma Ters Gamma
Normal 1, o2 Normal-Gamma Normal-Gamma
Tek Bigimli a,b Pareto Pareto
Gamma af Gamma Gamma

2.1.5.3 Siibjektif Onsel Dagilim

Siibjektif (bilgi veren) onsel dagilim olabilirlik fonksiyonuna etkisi olmayan fakat
sonsal dagilimi etkileyen bir dagilimdir. Arastirmacinin 6nceki ¢alismalardan edinmis
oldugu bilgi, onceki deneyimler Bayesci ¢ikarsamanin kanitlanabilirligini ve giiciinii
artirir (Oztiirk 2014). Bilgi veren 6nsel dagilimin olusturulmasinda kullanilan bilgiler,
onceden elde edilmis verilerden, arastirmacinin arastirmaya dair dnceki bilgilerinden ve
uzman bir goriislin yapacagi degerlendirmelerle elde edilen bilgiler ile olusturup elde

bulunan mevcut veriler ile birlestirilerek giincellenir (Zerey 2018).

2.1.6 Sonsal Dagilim

Bayesci istatistiksel c¢ikarsamada oOnsel dagilimin belirlemesi ne kadar 6nem arz
ediyorsa, sonsal dagilimin belirlenmesi de o kadar dnemlidir. Yapilan arastirmalarda
gozlemlenen en Onemli problemlerden biri sonsal dagilimin belirlenmesinde gerekli
olan integrallerin ¢6zlimiinde analitik ¢6ziim yoluna ulasilamamas1 veya secilen onsel
dagilimlarin eslenik aileye mensup olmamasidir. Analizlerin daha kolay bir hale
gelmesi ve ¢oziime ulastirilabilmesi i¢cin Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) metodu
gelistirilerek, kullanim1 Bayesci istatistik¢iler tarafindan yaygin hale gelmistir (Cengiz

vd. 2012).
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Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) Yontemi: MCMC yontemi, belirlenen hedef
dagilim olarak adlandirilan belirli bir olasilik dagilimindan G6rnekleme yapmak icin
uygulanan bir simiilasyon yontemidir. Markov zincirleri degismeyen dagilimin hedef
dagilim oldugu o6zelligi iizerine insa edilmis bir yontemdir. MCMC yontemleri
Metropolis-Hastings algoritmast ve Gibbs o&rnekleme algoritmasidir. Bu iki
algoritmanin karigimi ile Markov zincirleri elde edilebilir ve bu zincir ¢ok sayida simiile
edilerek hedef dagilimin bir korelasyonlu 6rnegi elde edilebilir. Boylece MCMC
simiilasyonu yiiksek boyutlu 6rnekler elde etmede oldukca kolaylik saglar (Chib 2001).

Bayesci ¢ikarsamada onsel dagilin belirlenmesinde eslenik 6nsel dagilimi kullanilmasi
halinde sonsal dagilimin standart dagilim olmamasi halinde hesaplanmak istenen
parametre degerleri bulunamayacaktir. Bu durumda Bayesci ¢ikarimda parametre
tahminleri i¢in simiilasyon tekniklerinin kullanilmas: gerekmektedir. Bayesci
¢ikarsamada Markov zincirinin kullanilmasi halinde Monte Carlo integrasyonunun da

kullanilmasi gerekmektedir (Giiner 2014).

Markov zinciri t = (1,2,...,n) boyutlu 8t~1 &nceki rasgele degiskenine bagh 6 °
rasgele degiskenlerinin olusturdugu bir dizidir. Belirlenen bir f(6) karmasik hedef
fonksiyonunun Monte Carlo integrasyonu E[f(8)] beklenen degerine baglidir ve Esitlik
2.45’de belirtilmistir.

EIF @) = [ 9@p@) do (2.45)
S

Fakat buradaki problem belirlenen bu karmasik f(6) karmasik hedef fonksiyonunun
integralinin hesaplanmasindaki zorluktur. Sonu¢ olarak sonsal dagilimin elde
edilebilmesi i¢in f(8) olasilik yogunluk fonksiyonundan, MCMC yontemi temeline
dayanarak, ornekler ¢ekilirse Monte Carlo integrasyonu tamamlanir ve Esitlik 2.46°daki

gibi yaklasik deger:

1 n
FIF@) = [ 9@p©)d0 =2 9O EIF©)] = | g@p©)do (2.0

S S
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elde edilir. Burada g(6), 0 rasgele degiskeninin ilgilenilen bir fonksiyonu, p(6) 6’ nin
bir olasilik yogunluk fonksiyonu ve 6 ¢ ise belirlenen S araliginda p(@) olasilik
yogunluk fonksiyonundan c¢ekilen 6rneklerdir. Sonu¢ olarak MCMC yontemi ile ana
kitleden ¢ekilen drneklem degerlerinin ortalamasinin hesaplanmasi ile karmasik f(6)
hedef fonksiyonunun beklenen degeri hesaplanmis olur. Bu yontem ile Bayesci
cikarsamada sonsal dagilimin degeri yaklasik olarak bulunabilir (Gilks et al. 1996,
Gasim 2013).

a) Gibbs Ornekleme Algoritmasi

Gibbs 6rnekleme algoritmasi adin1t Amerikan fizik¢i W.Gibbs’ den sonra ¢aligmalarinda
yer veren Geman ve Geman (1984) tarafindan gelistirilmistir. Bu algoritma Metropolis-
Hastings algoritmasinin 6zel bir durumudur (Gilks et al. 1996). Gibbs ornekleme
algoritmasi her 6rnekleme modelindeki her bir parametre degeri i¢in kosullu olasilik
dagilimlari ile ortak sonsal dagilimin ayristirilmasini gerektirir. Gibbs 6rneklemesinde,
parametrelerin birbirlerine ¢ok bagimli olmadigi durumlarda kosullu dagilimlarin
tamamini orneklemek daha kolay olacaktir. Ayrica Gibbs 6rneklemesi, Metropolis-
Hastings algoritmasinda oldugu gibi yardimci dagilimlar kullanmadigindan
arastirmacilar tarafindan daha ¢ok tercih edilir durumdadir (SAS 2009).

Gibbs oOrneklemesindeki temel amag, kosullu iliskiler yardimi ile tahmin siirecini
periyodik olarak calistirarak, parametrelerin birlesik dagilimlarina ulasabilmektir

(Demirci 2016). Algoritmanin isleyis siireci ise asagidaki gibi ifade edilmektedir.

0 = (64,0,, ...,0;)" parametre vektori, p(y | ) olabilirlik fonksiyonu ve 7(8) 6nsel
dagilim olmak iizere, m(6; | 6;,{ # j,y)’ nin sonsal kosullu dagilimimin tamami sonsal

olasilik yogunluk fonksiyonu ile orantili olacaktir. Buradan Esitlik 2.47 elde edilebilir.

w(0; 10;,i #j,y) < p(y | 0)m(6) (2.47)
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Gibbs orneklemesi yapilirken iterasyonlar kullanilir ve son elde edilen parametrelerden
kosullu 6rneklem g¢ekimi yapilarak bir dongii olusturulur (Sacakli 2011). Bu dongii
asagidaki gibi tanimlanabilir:
1. t=0 olmak iizere baslangic degeri i¢in keyfi bir §° =(01(0),92(0),...,0,£0))
degeri alinir.

2. Her bir 0 bileseni asagidaki gibi olusturulur;
(6, 16.7,...,6°,y) ‘den 61+V

(6, 16,6 ...,0%,y) ‘den 63+V

(0 162, ...,60 1, y) “den Y
elde edilir.

3. t=t+1almrvet <T (istenilen 6rneklem 6rneklem biiyiikliigii) ise 2. adima

gidilir. Aksi takdirde dongii tamamlanir (SAS 2009, Oztiirk 2014).

Gibbs Ornekleme algoritmasinin tam olarak ¢aligsmasi i¢in gerekli olan 6nemli noktalar
vardir. Bunlar burn-in (yanma) periyodu, iterasyon sayisi, Markov Zinciri 6rnek sayisi
ve baglangi¢ degeridir.

i Burn-in periyodu: Bir Markov zinciri 6rnekleminin baslangig
boliimiiniin ¢ikarilmasidir. BOylece bagslangic degerinin sonsal dagilim degeri
lizerindeki etkisi en aza indirilmis olur. Ornegin, hedef dagilimm N(0,1) oldugu ve
Monte Carlo baslangi¢ degerinin 10° degeri ile baslatildigi varsayilsin. Zincir,
birka¢ yinelemede “0” degerine yaklasacaktir. Bununla birlikte sonsal ortalama
hesaplamasinda 108 degeri etrafindaki Orneklerin dahil edilmesi ortalama
tahmininde 6nemli bir yanlilifa neden olacaktir. Markov zinciri sonsuz bir siire
boyunca calistirilirsa baslangic degerinin etkisi sifira diiser. Uygulamalarda sonsuz
sayida orneklem ¢ekme miimkiin olmadigindan t tekrar sayisindan sonra zincir
hedef dagilima ulasir ve baslangic boliimii atilarak sonsal ¢ikarim i¢in en uygun
ornekler kullanilir. Burada t degeri en uygun yanma sayisidir (SAS 2009).

ii. Cogu arastirmada sonsal dagilimin en uyun sekilde belirlenebilmesi i¢in

1000 iterasyon gereklidir (Alkan 2012).
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iii. Arastirmalarda genellikle Marcov zinciri baslangi¢ degeri i¢in en ¢ok

olabilirlik tahmin degeri kullanilir (Alkan 2012).
b) Metropolis-Hastings Algoritmasi

Bu algoritma, N. C. Metropolis tarafindan gelistirilmistir.. Bu algoritma arastirmaciya
oldukca basit ve pratik bir ¢Oziim saglamaktadir. Metropolis-Hastings algoritmasi
normallestirme sabiti degeri olarak bilinen herhangi bir boyuttaki keyfi kompleks bir

dagilimdan rasgele ornekler tiretmek i¢in kullanilmaktadir.

f(6 | y) tek degiskenli bir olasilik yogunluk fonkiyonu ve f’ den elde edilmek istenen
t.inci 6mek O' olmak iizere Metrapolis-Hastings algoritmasmi kullanabilmek igin
baslangi¢ degeri olarak 6° alir. q(8yen; | 6°) simetrik bir dagilim kabul edilsin. ¢
‘den By, elde edebilmenin olabilirligi ile 8ye,;’den geriye dogru 6 elde etmenin
olabilirligi ayni olmalidir. Kisacast elde edilmek istenen esitlik q( 8yen; | 6°) = q(6° |

Byeni)’dir. Bu algoritma agagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. £(6°) > 0 kosulunu saglayan t = 0 baslangi¢ noktas1 ve 8° alinir.
2. Onerilen dagilim q(.| 6%) kullanilarak 6,,,; elde edilir.

3. Birr = min {f(ﬂgt;lr;ily)} noktasi segilir.

4. U(0,1) dagilimindan bir u iretilir.

5. u < r olmast halinde 8** = 6,,,,,; olur, aksi takdirde 8*** = 6* olarak alinr.

(3]

.t=t+ 1 alinmas1 halinde ¢ <T (istenilen 6rnek sayisi) 2. adima tekrar

doniiliir. Aksi takdirde islem tamamlanmis olur (Zerey 2018).

2.1.7 Bayesci Yaklasim ile Klasik Yaklasim Arasindaki Kavramsal Farklihklar

Bayesci yaklasim, klasik yonteme gore kavramsal olarak ¢ikarim yapmak igin
kullanilan daha basit bir yontemdir ve Bayesci bakis agis1 klasik bakis agisina gore bir

dizi avantaj sunar (Bolstad 2007). Bu avantajlardan bazilart:
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e Kilasik yaklasim tiimdengelim yontemi ile paralellikler gosterirken, Bayesci
yaklagim tiimevarim yontemiyle paralellik gosterir. Ayrica her zaman bu ayrim
pek net olmamakla birlikte klasik yaklasim nedensellik ilkesinin deterministik
yorumuna yakin goriiniirken, Bayesci yaklasim olasilikli yorumuna yakindir

(Ekici 2009).

e Bayesci istatistik siire¢ hakkinda o©nceden edinilen bilgilerin (prior) de
kullanilmasini saglar. Bu bilginin kullanimi da siire¢ hakkinda olusacak bilgi

kaybini o6nler (Bolstad 2007).

e Bayesci istatistik “siibjektiflik” ilkesine dayanirken, klasik istatistik “objektiflik”
ilkesine dayanir. Bayes kurami siire¢ hakkinda edinilen hicbir bilgiyi goéz ardi

etmedigi i¢in siibjektif olarak degerlendirilir (Bolstad 2007).

e Klasik istatistikte bilinmeyen parametreler tahmin edilirken genellikle en ¢ok
olabilirlik ya da en kiicik kareler yontemleri kullanilir. Bayesci istatistik,
hipotez testlerine, nokta ve gliven aralig1 tahminlerine bir segenek sunar. Bayesci
istatistigin temelinde konu ile ilgili tiim bilgilerin ¢dzlimlemeye katilmasi
varsayimi yer almaktadir ve Bayesci uygulamalarda ilgilenilen parametre i¢in

cikarsama yapmak temel amactir (Giiner 2014).

e Klasik yaklasimda aralik kestirimlerinin yorumu araligin parametreyi igermesi
olasilig1 iizerine yapilirken, Bayesci yaklasimda bu yorum parametrenin araliga
diismesi olasilig1 ile ilgilidir. Bayesci yaklasimda araligin i¢inde bulunan her
noktanin sahip oldugu olasilik yogunlugu, aralik disinda bulunanlardan daha
biliyiik oldugunda, bu araliga en yiiksek sonsal yogunluk araligi adi verilir
(Giiner 2014).

e Bayes teoremi klasik yaklagimlarla kestirimi yapilamayan modellerde
kullanilabilme imkani sunar. Ayica diger bir ozelligi ise giliven aralifindan

olasilik hesaplayabilmesidir (Yurtgu 2018).
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e Klasik yaklasimda parametre icin bir aralik tahmin yapilirken, Bayesci
yaklagimda sonsal dagilim yardimiyla parametre tahmininin olasilig1 elde edilir.
Bayesci yaklasimda tahminin bir aralik olarak degil dogrudan hesaplanabilmesi

uygulamada avantaj saglar (Avci 2012).

e Klasik yaklasimda karmasik modellerin parametrelerini tahmin etmek oldukca
zordur. Bayesci yaklagim ise parametre tahmininde marjinal sonsal dagilimi

kullandigindan, parametre tahminlerini elde etmek daha kolaydir (Avci 2012).

e Klasik yaklagimda maliyet ve zaman tasarrufu saglamak icin kii¢iik 6rneklemler
tercih edilir ve bu nedenle parametre tahminlerinin giivenilirligi yitirilebilir.
Ancak Bayesci yaklasimda kiigiik 6rneklemler ile giivenilir sonuglar elde etmek

muimkiindiir(Aver 2012).

e Bayesci yaklasimda farkli zaman dilimlerinde toplanmis veriler, parametrenin
sonsal dagiliminin olusturulmasinda kullanilabilir. Bu durum yaklasimin

esnekligi konusunda arastirmaciya yardimei olur (Aver 2012).

Bu iki yaklagim arasindaki temel farkliliklar, Carlin ve Louis (2000), Ekici (2005),Gill
(2002), Turanh ve Giiris (2005) ve Wille (2003) tarafindan yapilan calismalar Uludag
(2013) tarafindan derlenerek Cizelge 2.4’de kisaca 6zetlenmistir.

Cizelge 2.4 Bayes yaklasimu ile klasik yaklagimin farklilastigi temel konular

BAYES YAKLASIMI KLASIK YAKLASIM

Temel Yaklasim Farkhhiklar:

Tlimevarim yonteminin genel mantigini Timdengelim yoOnteminin mantigini ele
ele alir. alir.

Nedensellik ilkesinin olasilikli yorumuna Nedensellik ilkesinin belirleyici yorumuna
uygundur. uygundur.

Olasiligin 6znel tanimin1 benimser. Olasiligin nesnel tanimini benimser.

Dogrulama yolu ile “1” olasiligina Yanhslama yolu ile “0” olasiligina
ulagmay esas alir. ulagmayi esas alir.
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Cizelge 2.4 (Devam) Bayes yaklasimu ile klasik yaklagimin farklilastigi temel konular

Karar Siirecine Bakis A¢is1 Farklihklar

Karar siirecinde belirsizlik kavrami,
olasilik kavramina dayanarak agiklanmaya
calisiilmaktadir.

Karar siirecinde belirsizlik kavrami,
belirleyici  bakis agis1  gergcevesinde
aciklanmaya caligilmaktadir.

Yontem ve Analiz Farkhihklar:

Parametre, olasilik dagilimina sahip bir
degiskeni ifade eder.

Son dagilima ait aritmetik ortalama,
parametrenin nokta tahminini ifade eder.

Belirli bir araligin, son dagilimin
ortalamasini igermesi olasiligi ile ilgilenir.

Bu giivenilir aralik gibi ifadelerle
tanimlanir.

Hipotezlere iliskin olasiliklarin
incelenmesiyle, hipotezlerin

karsilastirilmast s6z konusudur.

Analizde uzman goriisii, benzer ya da
gecmisteki veri vb. onsellerden
yararlanilmaktadir.

Parametre, bilinmeyen bir sabiti ifade

eder.

Parametrenin en iyi tahmini, denemeler
sonucunda elde edilir.

Belirli bir araligin, parametrenin gergek
degerini i¢ine almast ile ilgilenir. Bu
giiven aralig ile ifade edilir.

Parametrelerin ilgili deger ya da aralikta
olup olmadiklarini incelenmesiyle,
hipotezlerin test edilmesi s6z konusudur.

Analizde uzman goriisii, benzer ya da
gecmisteki veri vb. onsellerden
yararlanilmamaktadir.
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2.2 Regresyon Analizi

Regresyon analizi, degiskenler arasindaki neden sonug iliskisini bagimli ve bagimsiz
degiskenler araciligi ile agiklamaktadir. Regresyon analizi uygulamalarinda bir bagiml
ve bir bagimsiz degisken bulunmasi durumunda basit regresyon modeli, bir bagimli
degisken ve bircok bagimsiz degisken bulunmasi durumunda ise ¢oklu regresyon

modeli kullanilmaktadir (Ciftci 2009).

Kurulan bir matematiksel regresyon modelinin dogrusal olup olmamasina gore farkl
varsayimlar bulunmaktadir. Dogrusal regresyon modelleri bagimli ve bagimsiz degisken
fonksiyonlarmin aralarindaki iligkinin dogrusal olmasi durumunda kullanilmaktadir
(Ciftci 2009). Bu varsayimlar altinda kurulan modelin parametre tahminlerine dair
cesitli yontemler gelistirilmistir. Bu yontemler, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (ECO),
en kiiglik kareler tahmin edicisi (EKK), momentler tahin edicisi ve Bayesci tahmindir
(Cevik 2009).

Regresyon teknikleri, sadece bagimli degiskenin degerinin Kestirilmesinde ortaya
cikabilecek hatanin dikkate alinmasi veya ele alinacak olan tim degiskenlerin elde
edilmesinde olusabilecek hatalarin dikkate alinmasi bakimindan incelendiginde Tip | ve
Tip II regresyon teknigi olarak iki boliime ayrilmaktadir (Saragli 2008). Bu boliimde
regresyon modelinin olusturulmasinda Tip I ve Tip II regresyon teknigi agiklanacak ve
parametrelerin tahmin yontemlerinde ise En Kiiciik Kareler tahmin edicisi ve Bayesci

tahmin yontemleri uygulanarak regresyon modellerinin olusturulmasi gosterilecektir.
2.2.1 Tip | Regresyon Analizi

Basit dogrusal regresyon modeli bir bagimsiz degisken (X) ve bir bagimli degisken (Y)
igerir ve bagimli degiskenin gergek ortalamasinda, bagimsiz degiskenin degeri arttikca
ve azaldik¢a ne gibi degisimler olacagini ifade eder. Basit dogrusal regresyon (Tip I)
modeli en basit hali ile Esitlik 2.48”de ki gibi ifade edilebilir (Rawlings et al. 2001).

=B +BXi+e 1=12,..,n (2.48)

34



Esitlik 2.48’e gore:

Bo: Dogrunun y eksenini kestigi nokta, sabit katsayi, regresyon katsayist
B1: Dogrunun egimi, egim katsayist

& Rassal hata terimidir.

Burada B, ve Sitahmini yapilacak olan parametrelerdir (Oztiirk 2003). Ancak elde
edilen regresyon denkleminin kestirim amagli kullanilabilmesi icin ; (¢; = Y¥; — ¥;) hata
terimlerinin rassal olup, dagilimmin &~N(0,02) ,birbirinden bagimsiz olmasi
(cov(g;. & = 0), bagimh degiskenler ile hata terimlerinin arasinda korelasyon olmamasi

gibi bazi varsayimlari saglamasi gerekmektedir (Fox 1997; Alma ve Vupa 2008).

Basit Dogrusal Regresyon Parametrelerinin En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi:
EKK Tahmin edicisi S, ve [; parametrelerinin tahmininde en sik kullanilan
yontemlerden biridir. Regresyon denkleminde yer alan 8, ve §; parametrelerinin tahmin

edicileri B, ve B; olmak iizere tahmin edilen lineer regresyon dogrusunun denklemi

Esitlik 2.49°da ki gibi olacaktir.

Yi = Bo + b1 X; (2.49)

EKK yonteminin temeli, gézlem degerlerinin regresyon dogrusuna olan uzakliklarinin
karelerinin toplamii en kiigiik yapmaktir. 8, ve f; parametre tahmin degerleri igin

L =Y & degerini minimum yapan deger, Esitlik 2.50-2.59 izlenerek elde edilebilir.

& =Y — (Bo + P1X1) (2.50)

ve

=Y, —Y; i=12,..,n (2.51)

olmak tuzere her iki tarafin karesi alinir;
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L= et =) (V= fo—fux)’

n n
i=1 =1

(2.52)

Bo ve B, parametre degerleri igin Esitlik 2.53 ve 2.54’de verildigi {izere L ¢ nin éncelikle

B, daha sonra 3; parametresine gore tiirevi alinir ve “0” degeri i¢in esitlenir.

dL z L
" ZZ(YL- — fo— PiX)(=1) =0
dL = o
7 2;@ — fo— PiXi)(=X)) = 0

bu denklemler yardimu ile Esitlik 2.55de verilen degerler elde edilebilir.

n

n
D—fo=hX)=0 wve > Hi¥i—foXi—hiXi? =0
i i=1

i=1

Buradan,

n n n n n
nfotBi ) Xi= Y Yo ve fo) Xi+fi ) X=X,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

Esitlik 2.56 yazilabilir ve bu iki denklemin ¢6ziimii ile tahmin edilen S, ve f;

parametre degerleri Esitlik 2.57 ile ifade edildigi gibi:

5 >Xi—-X)(Y;—-Y) _ 2 XY
! X(Xi—X)? X x?

vex; = Xi—X,y; = (Y; — Y) alinirsa,

Esitlik 2.58 i¢in,
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oy - ZEOI0)

1=

e S0P Po=V— P X (2.59)
n

Esitlik 2.59 elde edilebilir (Rawlings et al. 2001).
2.2.2 Tip Il Regresyon

Tip I Regresyon teknigi ile kurulan regresyon modellerinde X bagimsiz degiskeninin
Ol¢iimiiniin hatasiz bir sekilde yapildig1 varsayilir. Bu tiir regresyon modellerinde elde
edilen hatanin Y bagiml degiskenine ait 6l¢iim degerlerinden kaynaklandigi varsayilir.
Burada elde edilmek istenen hata, Y gozlem degerleri ile tahmini yapilmak istenen
regresyon dogrusu iizerinde yer alan Y tahmin degerleri arasindaki dikey uzakligin

karesi ile minimize edilerek hesaplanir (Saragli 2008).

Tip Il Regresyon modelinin olusturulmasinda ise hem X bagimsiz degiskeninin hem de
Y bagimli degiskeninin gézlem degerlerinin Sl¢iilmesinde olusabilecek hata dikkate

aliir. Bu islem kisaca soyle agiklanabilir:

x; = Xj+ & (2.60)
yi =Y+ (2.61)

Esitlik 2.60 ve 2.61°den de goriildiigii tizere gozlemlenen x; ve y; degerleri, Xj ve Y;

gercek degerleri ile €;, §; hata degerlerini icererek hesaplanmislardir (Linnet 1993).

Tip Il Regresyon tekniginde hata Saracli (2008) tarafindan yapilan ¢aligmada su sekilde
aciklanmistir; “Tip II regresyon tekniklerinde genel olarak minimize edilmek istenen
hata, ger¢ek degerlerden € ve § biiylikliiklerinde, ¢esitli 6l¢lim hatas1 sebepleri ile yanlis
Ol¢iilmiis olan x; ve y; gozlem degerlerinin, tahmin edilmek istenen regresyon dogrusu
tizerinde yer alan tahmini degerlerine olan dik ya da belirli bir ag1 ile olan uzakliklarinin

karesidir.”
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Tip Il Regresyon teknikleri hakkinda literatiir bilgileri bu bolimde agiklanmistir.

2.2.2.1 En Kiiciik Kareler (EKK) Aciortay Teknigi

Bu teknik, sirasi ile Y ve X degiskenlerini bagimli ve bagimsiz degisken olarak dikkate
alarak iki ayr1 regresyon dogrusunun agiortay dogrusunu elde ederek c¢oziimlemeyi
gergeklestirir. Elde edilen bu acgiortay dogrusu hem X hem de Y’deki hatalar1 dikkate
aldigindan klasik EKK tekniginden ayrilarak Tip II Regresyon teknigi olarak
adlandirilir (Isobe et al. 1990). Saracli (2008) ¢alismasinda, Tip 1l Regresyon teknikleri
arasinda EKK-Aciortay tekniginin diger tekniklere gore daha iyi bir sonug¢ verdigini
ortaya koyulmustur.

EKK(X|Y) regresyon dogrusu i¢in elde edilen egim katsayis1 B; ve EKK(Y|X)
regresyon dogrusu i¢in elde edilen egim katsayisi [, olmak iizere, EKK-Agiortay
dogrusuna ait egim katsayisi, sabit katsayr ve bu katsayilara iliskin varyans ve

kovaryanslar Esitlik 2.62-2.65te verildigi gibi hesaplanabilir (Isobe et al. 1990).

Brao = By + )" [3132 -1+ \/(1 + 312) (1 + 322)1 (2.62)
Boso =V — Poar * (2.63)
3 2
50\ AO
Vo) = G A (L ) (e )
(14 8:5) var(p) + 2 (14 8,%) (1+ 8.%) cov(8,.B2) (2.64)
+(1+4.%) var(p)|
cov(Bu Bo) = (BiS%)~
(2.65)

{Z(xi — )i —N|yi =¥ — b1 = O] [yi — 5 — Ba(xi — %)]
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2.2.2.2 Major Eksen (MA) Ortogonal Regresyon Teknigi

Ortogonal regresyon teknigi ilk kez Adcock (1878) tarafindan ortaya konulmustur
(Keles ve Altun 2016). Major Eksen olarak da adlandirilan Ortogonal Regresyon
tekniginin kullanimi daha sonraki donemlerde ise Pearson tarafindan 1901 yilinda

onerilmistir (Isobe et al. 1990).

Klasik EKK tekniginde, degiskenlerin bagimli veya bagimsiz olmasi 6nem tasirken,
Ortogonal Regresyon tekniginde hangi degiskenin bagimli, hangi degiskenin bagimsiz
olacagr ile ilgilenilmez. Bu teknik her zaman EKK(Y|X) dogrusu ile EKK(X]|Y)

regresyon dogrulari arasinda yer alir (Amman and Ness 1988; Saragli 2008).

MA Regresyon tekniginde minimize edilmek istenen hata, asagidaki sekilde goriilecegi
lizere gozlem degerlerinin tahmin edilen regresyon dogrusuna olan dik uzakliklar
alinarak hesaplanmaktadir. MA teknigi bircok akademik ¢aligmada Ortogonal teknik
olarak da isimlendirilmektedir (Saracli 2011).

Sokal and Rohlf (1995)’e gore, EKK teknigi ile olusturulan regresyon modelinde
gozlemlenen degerler ile olusturulan regresyon dogrusu arasindaki artiklarin karelerinin
toplami1 minimize edilir, Major eksen regresyon tekniginde ise tiim noktalar ile
regresyon dogrusu arasindaki dikey uzakliklarin kareleri toplami minimize edilir

(Mesple et al. 1996). Bu durum Sekil 2.1°de gosterilmistir (Saragli 2011).

T &

X

Sekil 2.1 Ortogonal Regresyon Tekniginde minimize edilmek istenen hata
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Ortogonal Regresyon tiim gozlem noktalarindan regresyon dogrusuna kadar kareli dik
mesafelerin toplamini en aza indirir ve esit hata varyanslarini dikkate alir. Bu teknik i¢in
hata kareler toplami1 asagidaki Esitlik 2.66’da verildigi gibi hesaplanmaktadir (Wu et al.
2018);

HKT = ) (G = X0? + 0 = 1)?] (2:66)

Ortogonal Regresyon teknigi ile tahmini yapilmak istenen regresyon dogrusu i¢in egim
katsayis1 ve varyansi sirasiyla Esitlik 2.67 ve Esitlik 2.68 ile elde edilir ((Isobe et al.
1990).

Bua = % [(ﬁz —B )+ Sign(sxy)J4 + (B2 - /?1‘1)2| (267)

A2
Bua

4" + (ufr—1)°

Var(Buya) =
(2.68)
[ﬁl_zVar([;’l) + 2Cov(By, B,) + ﬁlear(ﬁz)]

Esitlik 2.68’de tahmin edilen regresyon dogrusunun egim katsayist Fuller (1987)
tarafindan diizenlenerek Esitlik 2.69°da goriilecegi lizere daha sade bir sekilde ifade

edilmistir (Caroll and Ruppert 1994).

5 1/2
oy —of + [(af — a,?) + 40,33,] (2.69)

202,

Bua =

2.2.2.3 Iindirgenmis Major Eksen (RMA) Regresyon Teknigi

Indirgenmis Majoér Eksen (Reduced Major Axis - RMA) regresyon teknigi 20. yiizyilda
birgok istatistik¢i tarafindan incelenmis ve Kermack and Handle (1950) tarafindan 6ne

stirlilmiis, literatiirde “Uyarlanmis veya Azaltilmis Major Eksen” olarak da adlandirilan
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bir tekniktir (Li 2012). Bu teknik olgek bagimliligini azaltmasi amaci ile ortaya
koyulmasina ragmen birgok istenmeyen 6zellige de sahiptir (Isobe et al. 1990).

RMA Regresyon tekniginde Y degiskeninin bagimli, X degiskeninin bagimsiz olmasi
halinde olusacak EKK(Y|X) dogrusu ile X degiskeninin bagimli, Y degiskeninin
bagimsiz olmasi halinde olusacak EKK(X|Y) regresyon dogrularinin egim katsayilarinin

geometrik ortalamasi hesaplanmaktadir (Li 2012).

RMA Regresyon tekniginde minimize edilmek istenen hata, asagidaki sekilde
goriilecegi tlizere dikey ve yatay uzakliklarin geometrik ortalamasi seklindedir (Saragli

2011).

Sekil 2.2 RMA Regresyon Tekniginde minimize edilmek istenen hata (Saracli 2011).

Sekil 2.2’ye gore olusan iki ilicgen birbirine gore simetriktir, ayrica X ve Y
degiskenlerinin yer degistirmesi iki liggenin de alanini degistirmez (Li 2012). Burada
minimize edilmek istenen hata kareler toplami Esitlik 2.70 ile hesaplanir (Wu et al.
2018);

HKT = 3 [C = XD + (s = Y0l (2.70)

RMA Regresyon Teknigi ile elde edilecek regresyon dogrusunun egim katsayisi ve
varyansi Esitlik 2.71 ve Esitlik 2.72 ile hesaplanmaktadir (Isobe et al. 1990, Li 2012).
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BRMA = Sign(Sxy) /?1’,32 = Si.gn(SXY)\/:éEKK(YIX)BAEKK(XIY)

= Sign(SXY)\/(SXY/SXX) (Syy/Sxy) = Sign(Sxy)m (2.711)

= Sign(SXy)v Syy/Sxx

1

Var(Brua) = 7 [% Var(B,) +2Cov(py, B2) + %Var(f%) (2.72)
1 2

2.2.2.4 Deming Regresyon Teknigi

Deming Regresyon Teknigi, iinlii Alman kaliteci W. Edwards Deming’ in 1943 yilinda
yazdig1 “Statistical Adjustment of Data” adli kitabinda En Kii¢iik Kareler metodundaki
problemler ve eksiklikleri ele almasi ile ortaya konmustur (Saragli 2008).

Deming Regresyon Teknigi hem X hem de Y degiskenlerinin 6lglim hatalarini igeren iki
boyutlu verilerin diiz bir ¢izgi ile belirtilmesini saglayan bir tekniktir. Bu teknik,
yalnizca Y degiskenlerinin hatalarin1 iceren Basit Dogrusal Regresyon Tekniginden
farklidir. Deming Regresyonu, iki 6l¢iim metodu arasindaki farkliliklar: aragtirmak icin
ozellikle klinik kimyadaki metot karsilastirma caligmalar1 i¢in kullanilmaktadir
(Int.Kay.1).

Deming Regresyon, dl¢iim hata oraninin 4 = S2,/SZ, (veya 2 =V (&1)/V(6;) ) gibi bir
sabit degere esit oldugunu varsayar. Uygulanan bu islem, calismay1 yapan kisinin
bilinen bir hata oramini isleme dahil etmesini veya verilerden hata oraninin
hesaplanabilmesi i¢in her gézlem degeri i¢in birden fazla 6l¢iim yapilmasini gerektirir
(Int.Kay.1). Ayrica 2 =1 olmas1 halinde gdzlem degerlerinden regresyon dogrusuna
cizilen dikey ve yatay uzakliklar ikizkenar dik {iggen olusturmakta ve Deming

Regresyon, Ortogonal Regresyon ile ayni sonuglari vermektedir (Int.Kay,1, Saragh
2008).
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Deming Regresyon tekniginde minimize edilmek istenen Hata Kareler Toplami (HKT)

Esitlik 2.73 ile hesaplanmaktadir (Int.Kay.1).

N
HKT = Z[(xi —XD)*+ Ay —Y)lyi =Y, + 6; (2.73)
=1

Deming Regresyon analizinde gézlem degerlerinin, hesaplanan regresyon dogrusuna A
acist ile gelen uzakligimin karesi minimize edilmeye calisilir (Linnet 1998; Saragli

2008). Bu islem Sekil 2.3’de gorsel olarak ifade edilmistir.

v

Sekil 2.3 Deming Regresyon Teknigi Ile Minimize Edilmek Istenen Hata (Saragli 2011).

EKK ve Deming Regresyon teknigine ait X ve Y degiskenine ait hatalarin dagilimi
Sekil 2.4 ve 2.5°de gosterilmistir.

X
Sekil 2.4 EKK Regresyon Teknigi ile olusturulan regresyon dogrusu icin, X degiskeni hata

icermiyorken Y degiskeni icin sabit Gauss hata dagilimina iliskin grafik (Linnet
1993).
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Sekil 2.5 Deming Regresyon Teknigi ile elde edilen hatalarin dagilimina iliskin grafik (Linnet
1993).

Deming regresyon yonteminde, X ve Y metotlarinin hatalarin Gaussian (normal)

dagildig: varsayilir (Akkoca 2012).

Deming Regresyon Teknigi ile tahmin edilmek istenen regresyon denklemine ait egim
katsayist f; ve regresyon sabit Kkatsayisi S, Esitlik 2.74 ve Esitlik 2.78 ile
hesaplanmaktadir (Saracli vd. 2009).

~ (Mg —w) +/(u— Au)? + 44p?

i = o 2.74)
u = Z(xi — %)? (2.75)
a=) 0i-9 (276)

N
p=) (xi—%)(yi—¥) (2.77)
Bo=y—Ppix (2.78)

Deming Regresyon Teknigindeki tiim tahminler icin standart hatalar “Jackknife

Metodu” kullanilarak hesaplanir. Jackknife Metodu parametrik olmayan bir tekniktir ve
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Deming Regresyon Teknigi igin yeterli performans gosterdigi Linnet (1990) tarafindan
ifade edilmistir (Int.Kay.1). Bu metoda ile hesaplanan Deming Regresyon katsayilaria
iliskin hatalarin hesabi Esitlik 2.79-2.82 ile agiklanmistir (Linnet 1990, Sara¢h vd.
2009).

b; = kb — (k — 1)b! i=1,..,k 2.79)
k b
b= ; = (2.80)
k
Vi (Boeu) = ) (b = B)* /(= 1) (2.81)
i=1
SE(,BDEM) = V](BDEM)/k (2.82)

Parvin (1984) yaptig1 bir ¢alismada Deming tekni8i ile hesaplanan egim katsayisi,
“Deming’in Egim Katsayis1” veya “Dogrusal Fonksiyonel Egim Katsayis1” (byr) ve
EKK teknigi ile hesaplanan egim katsayisi (b;g) arasindaki iligki Esitlik 2.83 ile ifade

edilmistir.

2
1(b 2 b A2
bLF:_{ﬁ——+[(Lj——) +4/1] } (2.83)

Esitlik 2.83, bilinen bir r ve A degeri i¢in, b;r Ve b, s arasindaki kesin iliskiyi tanimlar

ve matematiksel olarak yorumlanmasi asagidaki gibidir.

e b;r degeri her zaman b; s degerinden daha biiyiiktiir.

e ] degeri biiyiidiikce, Deming teknigi ile hesaplanan egim katsayisi (b;r), EKK
teknigi ile hesaplanan egim katsayis1 (b;s)’ ye yaklagir.

e 1 degeri kiiciildiikge, (b.r) degeri b, s/T? degerine yaklasacaktir. Bu olgu

eksenleri tersine ¢evrilmis EKK egim katsayisi tahminine benzemektedir.

45



e 1 degeri kiigiildiikce, b;r Ve b;s degerleri arasindaki fark artarak degerler
birbirinden uzaklasir.
e Jdegeri yaklasik olarak “1” degerine ulastifinda b, ve b; s degerleri arasindaki

fark A degerine karsi duyarli hale gelir (Parvin 1984).

2.2.2.5 Passing-Bablok Regresyon Teknigi

Passing ve Bablok 1983 yilinda klasik dogrusal regresyon varsayimlarina ihtiyag
duymayan bir yontem gelistirerek iki 6l¢lim yonteminin karsilagtirilmasini saglayan bir
regresyon ydntemi gelistirmislerdir (int.Kay.4).

Passing- Bablok Regresyon yonteminin farkliliklarini incelemek adina 6ncelikle Klasik
EKK varsayimlari yazilacak olursa (Acitas 2014, Int.Kay.3, Alma ve Vupa 2008; Fox
1997, Tiirkay 2004 ):

e Hata terimleri Normal dagilima sahip ve homojendir.

e Hata terimlerinin beklenen degeri “0” , varyanslar1 sabit ve 02 degerine esittir.

e Hata terimleri birbirinden bagimsiz ve ayni1 dagilima sahiptir.

e Hata terimleri arasinda ardigik bagimlilik (otokorelasyon) yoktur.

e Hata terimleri ile agiklayici (bagimsiz) degiskenler arasinda bir iliski yoktur.

e Aciklayici degiskenler arasinda ¢oklu dogrusal baglant:1 yoktur.

e Olciim hatasinin varyans sabittir.

e Regresyon denkleminde Y bagimli degiskenini agiklayan X bagimsiz

degiskenleri hata igermez.

Regresyon modeli aykir1 deger igermez.

seklindedir. Passing-Bablok Regresyon tekniginde verilerin dagilimina iliskin 6zel bir
varsayim gerekliligi olmayan bir regresyon modeli 6ne siiriilmiistiir. Bu parametrik
olmayan regresyon teknigi gozlem degerlerinin siralanmasina dayanmaktadir. Fakat
burada islemlerin hesaplanmasi olduk¢ca uzun zaman almaktadir. Bu regresyon
tekniginde segilen X (bagimsiz degisken) referans yontemi ile, Y (bagimh degisken) test

yontemi verilerinin atanmasi birbirinden bagimsiz gergeklesmektedir (int.Kay.5).
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Passing ve Bablok (1983) 6nerdigi regresyon modeli Esitlik 2.84-2.87°de verilmistir.

yi=a+px;+n; (2.84)
x; =A+ By + & (2.85)
ve
xp =x"+& (2.86)
yi=yi +n, (2.87)

Burada 7, ve & hata terimleri ayni dagilima sahip olmaktadir. Ayrica x;* ve y;" gézlem
degerlerine iligkin tahmin edilen degerlerdir. Passing-Bablok yontemi a ve f (A =
—a/B,B = 1/ olarak hesaplanan) katsayilarinin hesaplanmasini ve bu katsayilara
iligkin gliven aralifi hesaplamalarinin yapilmasin1 saglar. Burada bu iki degerin

incelenmesi ile iki yontemin karsilastirilmasi yapilabilir (Int.Kay.4).

Passing-Bablok Regresyon tekniginde egim katsayist ; 0/0 veya -1 ile sonuglanan
cifter harig, tiim olas1 veri noktasi ¢iftlerinden olusturulabilecek tiim egimlerin medyani
olarak hesaplanir. Tahmin edilen sabit B, katsayis1 ise (Y;j — 1 Xj) degerinin medayni

olarak hesaplanir (Int.Kay.2).

Passing-Bablok Regresyonun &zellikleri ise asagidaki gibidir (Int.Kay.2):

X ve Y degiskenleri yliksek ve pozitif korelasyona sahiptir.

X ve Y degiskenleri arasindaki iligki dogrusaldir.

X ve Y’nin dagilimlart hakkinda 6zel bir varsayim yapilamaz (varyanslari

harig).

Hata terimlerinin dagilimlarinin Gaussian (Normal) olmast sart1 yoktur (Sarach

2008).

B+ Ve By parametreleri parametrik olmayan esaslara gore tahmin edilir.
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Passing-Bablok Regresyon teknigine gore tahmin edilen regresyon denklemine iliskin
egim katsayisi ve sabit katsay1 hesabi1 Esitlik 2.88-2.93’de agiklanmigtir (Passing and
Bablok 1983).

5, =2 1<i<j<nigin, (2.88)
X; Xj
yi* _yj* + 771' - ’7i
S.. = 2.89
yi* =a+ Bx;* ve dij = X" — xj* olmak Uzere, (2.90)
P ni _ 77i
Sﬂ_&%+(m—ﬂ9_ﬁd”+ B _ﬁdw+4j (2.91)
Yoodii+ (- &) dij+(§— &) dij + z;j’

Burada z;; ve z;;" bagimsiz ve ayni1 dagilima sahiptir. Burada S;; degerleri bagimsiz

olmadigi i¢in £ ’nin yanl bir tahmin edicisi olacaktir. Bu ylizden isleme devam edilir:

S%H( ,Nciftise

P= 1@ + ) N tek i (2.92)
2\ (Bak) T B4k IV Lefeise

a = med{y; — Bx;} (2.93)

Burada K, S;; < —1 olan S;; deger degerlerinin sayisidir.

2.2.2.6 York Regresyon Teknigi

Tip II Regresyon tekniklerinde bagimli ve bagimsiz degiskenlerin hatalar1 g6z 6niinde
bulundurularak bir regresyon modeli olusturulur. York Regresyon tekniginde, York
(1969)’un belirttigi lizere X ve Y degiskenlerinin hatalar1 analize dahil edilirken ayn1
zamanda bu degiskenler arasindaki korelasyon ve agirlik degerlerinin hesabina iliskin

farkli metodlar uyarlanmistir (Saylor et al. 2006).
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York (1969)’ un g¢aligmasinda yer alan ve minimize edilmek istenen Hata Kareler

Toplami1 (HKT) asagidaki Esitlik 2.94’de verilmistir (Saylor et al. 2006).

HKT = (X)) (x; = X)? = 210X () x (o — X) (3 = )

; 1 (2.94)
+ oY) — 1) ] X a=r9

Burada r;, x; ve y; degiskenleri arasindaki korelasyon katsayisini ifade etmektedir. Bazi
iterasyonlara ihtiya¢ duyan York Regresyon tekniginin egim katsayisi ise asagidaki

Esitlik 2.95°de verildigi gibidir (Saylor et al. 2006).

p = Zict WiBii — 3) (2.95)
L Wipi(x; — %)

Buradan W; ve B; degerleri sirasi ile Esitlik 2.96 ve Esitlik 2.97 ile hesaplanmaktadir
(Saylor et al. 2006).

o o) o)

Y o(x) + b2 alyy) — 2bri () o(y;)

(2.96)

po=w, =D PN e e — | o)
o(x;) o(x;) V olx) o(y;)
Burada,

N

_ YN Wix

X =2t (2.98)
i=1 i
N

_ YN Wy,

y = & Tk (2.99)

Esitlik 2.98 ve Esitlik 2.99 siras1 ile X ve Y degerlerini ifade etmektedir. Saracli (2008)
agirlik degerlerine iliskin (@(x;), @(y;)), “York Regresyonda standart olarak 1, gézlem
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degerlerinin hatalar1 arasindaki korelasyon katsayisi olan r; degeri ise 0 olarak alinir

(Simiilasyon ¢alismalarinda gegerlidir).” yorumunda bulunmustur.

Esitlik 2.97°de goriildiigii tizere W; ve f5;, b ifadesinin birer fonksiyonudur ve iterasyon
yapilarak belirlenmelidir. Her bir veri ¢ifti i¢in verilen w(x;) ve w(y;) agirliklar ve
korelasyon katsayisi ile Ortogonal Regresyon teknigi veya EKK teknigi ile hesaplanmis
olan bir baslangic b degeri secilir (Saraghi 2008). b’nin ardisik degerleri dnceden
belirlenmis bir tolerans dahilinde olana kadar asagidaki adimlar asagidaki gibidir

(Saylor et al. 2006):

1. b, w(x;) ve w(y;) degerleri kullanilarak her bir gbézlem degeri i¢in Esitlik
2.96’da gosterildigi tizere W; degerleri belirlenir.

2. Tuim (x;,y;) gozlem degerleri igin W; degerleri yardimiyla X ve y ortalama
degerleri hesaplanir.

3. Esitlik 2.97°de gosterildigi lizere, tim (x;, y;) gozlem degerleri i¢in ; degerleri
hesaplanir.

4. Esitlik 2.95°de gosterildigi lizere yeni bir b tahmin degeri hesaplanir ve 1. Adima
geri doniiliir.

5. York regresyon teknigi igin, sabit katsayr degeri ise a =y — bx seklinde

hesaplanir.

York Regresyon tekniginde tahmin edilen regresyon denkleminin katsayilarina iliskin
standart hatalar Esitlik 2.100 ve Esitlik 2.101 ile hesaplanmaktadir (York et al. 2004;
Saragli 2008):

1 _
02 = SW, + x2af (2.100)
of = ! (2.101)
2 Wi (x; — %)?



2.3 Bayes Regresyon

Bayesci regresyonda Bayes kestirimi, 6nsel parametre kestirimi ile en kiigiik kareler
(EKK) kestiriminin agirlikli ortalamasi olarak ifade edilmektedir. En kii¢iik kareler
yonteminden daha duyarli oldugu bilinen Bayes tahmin edicisi O6nsel dagilimin

kullanilmasindan dolay1 daha yanli bir kestirici olmaktadir (Yardime1 2000).

Bayesci yaklasimda regresyona ait parametre daha 6nce belirtildigi gibi bir sabit degil,
bir rassal degisken olarak kabul edilir. Kisacas1 klasik regresyonda regresyon
parametresi (B~N(B,02(X'X)~") olarak ifade edilirken, Bayesci regresyonda P(f |
0)~N(B,0%(X'X)~1) olarak ifade edilir. Agikca goriildiigii tizere (By, By, ..., Bi) Ve o2
parametreleri olasilik dagilimlari olan birer rasgele degiskendir. Dogrusal regresyon
modeli i¢in Bayesci ¢ikarsama uygulandiginda daha once de belirtildigi gibi
sonsal dagilim « olabilirlik fonksiyonu X onsel dagilim  ilkesi  kullanilarak
istenilen matematiksel modeller elde edilebilecektir. Bu ifade Esitlik 2.102 ile

matematiksel olarak formiiliize edilmistir (Judge et al. 1985).

P(Bl'BZ' 02 | y:X) = P(le | :31»:32»02) X P(ﬁl'ﬁz'az) (2102)

Basit Dogrusal Regresyon Modeli i¢cin Bayesci Yaklasim: Bayesci ¢ikarsama igin

Esitlik 2.105°de verilen lineer regresyon modeli ele alinacaktir.

Vi =Po+Pixi + & i=12..,n (2.103)

Esitlik 2.103’de belirtilen regresyon modelinde y; bagimli degiskeni, x; bagimsiz
degiskeni, ¢; ise hata terimini ifade etmektedir. Bayesci dogrusal regresyon modelinin

varsayimlari (Gasim 2013):

1. Hata terimlerinin dagilimi &;~N (0, 0%) ‘dir.
2. Rasgele degiskenler bagimsizdir.
3. Katsayilara gore dogrusaldir.

4. Olgme hatasi yoktur.

51



Regresyonda X bir sabit veya rasgele degisken olarak adlandirilmaktadir. Bir regresyon
problemindeki sayisal veri hem X i hem de y’ yi igerir. Boylece tam bir Bayesci modeli
bir parametre vektorii y ile indekslenen X, P(X | y) igin bir dagilim igerir ve bu
nedenle 6nsel dagilim olan P(y, By, B1,02%) ile P(y,X | By, B1, 0%, w) ortak dagilim
olasiliginin degerlerini icerir. Kisaca ifade edilmek istenirse X’in dagilimini igeren
dagilim fonksiyonu P(X | w)’dir. Standart regresyon modelinde X biliniyorken y’nin
kosullu dagilimi hakkinda higbir bilgi olmadig1 varsayilarak X’in dagilimi igin; Sy, 51
i¢in belirlenen P(y | X, By, B1,02) Ve v igin belirlenen P(y | X, w) fonksiyonlarmin

bagimsiz oldugu varsayilir.

Bu nedenle Bayes bakis acisina gore, bir regresyon modelinin tanimlayici 6zelligi X’in
(Bo, B1, 0%, v) hakkinda verilen bilgiyi gdzardi etmesidir. Bu durum sdyle agiklanabilir,
Bo,f1 ve v mnin Onsel dagilimlarimin bagimsiz olmast halinde (P(B,,f1, W) =
P(Bo, B1,72). P(w)) sonsal dagilimlart da Esitlik 2.104 ve Esitlik 2.105’de belirtildigi
gibi olacaktir.

PCy, Bo,Pr.0? 1 X,y) = P(w | X)P(Bo, B1, 0% | X, y) (2.104)

P(Bo, B1,0% 1 X,y) < P(Bo, B1,0*)P(y | X, By, B1,07) (2.105)

Yukarida goriildiigli tizere bu oransallik ifadesi ile Klasik regresyon modelinde oldugu

gibi X’in dagilimina olan bagimlilik giderilmis olur (Gelman et al. 1995).

Klasik lineer Bayes regresyon modeli y; = By + f1x; + ¢; ifadesinde X, Bo, f1 (k =
1,2) ve a2 veri iken, y; (i = 1,2,...n) gdzlem degerleri ile normal dagilir. Kisaca ifade
etmek gerekirse Esitlik 2.106 elde edilebilir (Gelman et al. 1995).

Yi | ﬁO':BIIO-'XNN(X,BOIBIIO-Z) (2106)

Bayesci lineer regresyon denklemi bu sartlar altinda ifade edilirse y; bagimli degiskeni

i¢in beklenen degeri (ortalamasi) ve varyansi Esitlik 2.107 ve Esitlik 2.108de belirtilen:

E(yl | Xi» ﬁO' 31,0'2) = BO + ﬁlxi (2107)
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Var(y; | x;, Bo, f1,0%) = o2 (2.108)

i¢cin benzerlik fonksiyonu Esitlik 2.109°da verildigi gibidir (Gasim 2013).

1 1
P(BoBr,0 1 3, X) % —exp [ =5 > (i = o = frx)? (2.109)

Bilgi veren onsel dagilim ile Dogrusal Bayes Regresyon Modelinin olusturulmasi:
Bilgi veren Onsel dagilim ile analiz yapilmasi halinde arastirmaci ¢ogu zaman tahmin
edilmek istenen parametreye dair bilgiye sahip degildir. Ancak arastirmacinin 6nsel
bilgisi daha Onceki yapilan arastirmalardan ve teorik bilgisine dayali olarak
olusturulabilmektedir. Her iki durumda da bu tiir bir 6n bilgiyi analize dahil etmek i¢in
Bayesci analize ihtiyag duyulmaktadir. Bu boliimde dogal eslenik 6nsel dagilim
kullanilarak, bilgi veren 6nsel dagilim yardimi ile sonsal dagilim elde edilecektir (Judge

et al. 1985).

Genel olarak S ve o parametrelerinin tahminleri i¢in ne tiir bir olasilik yogunluk
fonksiyonu kullanildigi 6nemli degildir. Segilebilecek bir dizi olasilik yogunluk
fonksiyonu ile onsel dagilim kullanilarak sonsal dagilim olusturulabilir. Ancak pratikte
onsel bilgiyi en iyi sekilde yansitan ve benzerlik fonksiyonu ile matematiksel olarak
daha kolay bir sekilde birlesebilen dagilimlar kullanmak miimkiindiir. Birgok durumda,
“Dogal Eslenik Onsel Dagilimlar’ bu ozellikleri saglayacak yapiya sahiptir. Dogal
Eslenik Onsel Dagilim ile olabilirlik fonksiyonunun birlesmesi ile ortaya ¢ikan sonsal
dagilim, Dogal Eslenik Onsel ile ayn1 dagilima sahip olacaktir. Ayrica burada bu &nsel
dagilim, benzerlik fonksiyonuyla da ayni yapiya sahiptir. Parametreler i¢in Dogal
Eslenik Onsel Dagilimi elde etmek icin dncelikle olabilirlik fonksiyonu, yeterli istatistik
olarak ifade edilmeli ve daha sonra bilinmeyen parametrelerin bir fonksiyonu olarak
fonksiyonel bi¢imi elde edilmelidir (Judge et al. 1985).

Bayes Regresyon modelini olusturabilmek adma oncelikli olarak Bayes teoreminden
yola ¢ikilirsa; @ ilgilendigimiz parametrenin bir vektorii, y ise f(y | ) yogunluk

fonksiyonundan alinan bir 6rneklem goézlem vektorii olmak iizere f(y | 6), € igin
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olabilirlik fonksiyonu ile cebirsel olarak aynmidir ve @ ile ilgili tiim 6rneklem bilgisini
igerir. Eger @ rasgele bir vektor olarak kabul edilirse Bayes teoremine dayanarak Esitlik

2.110 yazilabilir.

h(Gy)=f(y10)g(0=g(0ly)f») (2.110)

Yukarida h(6 y) ortak yogunluk fonksiyonunu, g(&) onsel yogunluk fonksiyonunu,
g( 61| y) sonsal yogunluk fonksiyonunu, f(y) , y vektoriiniin marjinal fonksiyonunu

ifade etmektedir. Burada Esitlik 2.110 yeniden diizenlenerek Esitlik 2.111 yazilabilir.

_f(y16)9(0)

7o) (2111)

g(ély)

Elde edilen Esitlik 2.111, Bayes teoremi olarak bilinmektedir. Burada 8 parametresi i¢in
sonsal yogunluk fonksiyonu g( @[ y)’dir. Ciinkii bu fonksiyon i¢in 6, y g6zlem
degerlerine iliskin tiim 6rneklem bilgisini 6zetlemektedir. Eger @ i¢in f(y) fonksiyonu
bir sabit olarak kabul edilip f(y|8), L(@]y) olabilirlik fonksiyonu big¢imine
doniistiiriiliirse Esitlik 2.111, Esitlik 2.112 seklinde ifade edilebilir.

g(01y) =101y)g(0) (2.112)

Esitlik 2.112, en basit haliyle Esitlik 2.113’1 ifade etmektedir.

sonsal dagilim « olabilirlik fonksiyonu X onsel dagilim (2.113)

Burada olabilirlik fonksiyonu “Grneklem bilgisi” olarak da ifade edilebilmektedir. Bu
asamada elde edilen Bayes ilkeleri Lineer Dogrusal Regresyon modeline uyarlanarak

Lineer Bayes Regresyon Modeli elde edilebilmektedir.

y=XB+¢ (2.114)

Lineer Regresyon modeli olan Esitlik 2.114°e gore, y, (Tx1) biiylkliginde bagimh
degiskenlerin gézlem vektorii, X, K agiklayict degiskenleri lizerinde (TXxK) boyutlu bir

gbzlem matrisi, &, e~N (0, 62) dagilima sahip (Tx1) boyutunda bir hata vektdrii ve  ve
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o hakkinda bilgi edinmek istedigimiz parametreleri ifade etmektedir. Burada 6 =

(B’, o) olmak lizere Esitlik 2.112 yardimu ile Esitlik 2.115 elde edilebilir.

gB,oly)xI(B,oly)gB o) (2.115)

Burada g(5,0 | y), y gozlem degerleri biliniyorken £ ve o bilinmeyen parametrelerine
ait sonsal dagilimi, [(B,0 | y), olabilirlik fonksiyonunu, g(B,c) onsel bilgiyi ifade
etmektedir. Orneklem bilgisini 6zetleyen olabilirlik fonksiyonu Bayesci ¢ikarsamada
onemli bir rol oynar (Judge et al. 1985). Klasik yaklagimin varsayimlarindan biri hata
terimi olan &’nin normal dagildigidir. Ayni varsayim altinda Bayesci yaklasim igin
olabilirlik fonksiyonu Esitlik 2.116’da belirtildigi gibi yazilabilir (Geng vd. 2010).

1 1
2m)T/2 T

1
(B0 17) |- - X6 -Xpl  @2116)

Burada (b’, 62) yeterli istatistik olmak iizere Esitlik 2.117 yazilabilir.

b=XX)X'y 62=(y—-Xb)(y—Xb)/v) v=T-K (2.117)

Esitlik 2.119°da belirtilen ifadeler EKK yontemi ile elde edilen parametre tahmin
edicileridir. Bu bilgiler asiginda, parametreden bagimsiz ifadelerin denklemden
cikarilmast ve yukaridaki ifadelerin Esitlik 2.116’da yerine yazilmasi ile olusacak

olabilirlik fonksiyonu Esitlik 2.118’de verilmistir.

1 1
(B0 1) &~ expl=——[w3” + (8 — bYX'X (B - D)} (2.118)

Bayesci yaklasimda (fB’,0) parametrelerine iliskin Onsel bilgi ile mevcut verilerle
olusturulan olabilirlik fonksiyonu birlestirilerek sonsal yogunluk fonksiyonu
olusturulabilir. Esitlik 2.118 incelendiginde, [( 8,0 | y) “Normal-Gamma” fonksiyonu
bigimindedir. Ciinkii:

I(B,aly)xhi(Bla,y)h(oly) (2.119)
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Esitlik 2.119’ da verildigi {izere iki pargaya ayrilacak olursa:

1
h(Blo,y)= exp {—ﬁ (8 - bYX'X(8 — b1} (2.120)
1 162
ha(o 1 y) = —zexp <ﬁ> (2.121)

Esitlik 2.120 ve Esitlik 2.121 elde edilecektir. Gorildiigi tizere (B',0) igin Dogal
eslenik onsel dagilim, o biliniyorken £’nin kosullu dagilimi “cok degiskenli normal” ve

o’nin marjinal dagilimi “Ters-Gamma”dir (Judge et al. 1985).

Yukarida elde edilen Esitlik 2.120 ve 2.121 yardimi ile onsel dagilima iligkin § ve o
parametrelerinin tahmin edicilerini belirlemek gerekmektedir. Asagidaki esitliklerde
kullanilacak olan 8, ¥ ve §2 ifadeleri dnsel dagilima iliskin tahmin edicileri E . U ve 52

ifadeleri ise sonsal dagilima iliskin tahmin edicileri gostermektedir (Tiao and Zellner
1964; Gasim 2013).

B ve o parametrelerinin onsel yogunluk fonksiyonlar1 asagidaki esitlikler yardimi ile
elde edilmektedir (Judge et al. 1985). Esitlik 2.116 goz 6niinde bulundurularak Esitlik
2.122 ve Esitlik 2.123 yazilabilir.

1 1 1 _ _
g(Blo)= @0)FT2 ok |A|*/2exp [—ﬁ(ﬁ - B)'A(B —5)] (2.122)

2 (wsn\"? 1 752
g(o) = T(w/D) <T) —571 €XP <_ﬁ> (2.123)

Esitlik 2.123’1in acilarak gerekli oransallik islemlerinin yapilmasi ile:

1 v5?
g(o) = 71 P | T 53 (2.124)
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Esitlik 2.124 yazilabilir. Burada Esitlik 2.125 ile f parametresinin, Esitlik 2.126 ile de

o parametresinin ortalama ve varyans degerleri elde edilebilir.

E[Blo]=E[Bl=8 cov[B|o] =A"10? A=X'X)"'X'" (2.125)

2

T — =\ 1/2 — =2
Elo] = %(v) s E[o?] = T]vf > (2.126)

Ayrica yukarida gorildigi tizere Esitlik 2.122 ve 2.123’de goriilmekte olan onsel
parametreler, Esitlik 2.120 ve 2.121°de goriilen yeterli istatistiklerin yerini almistir.
Burada elde edilen Esitlik 2.122 ve Esitlik 2.123’in birlestirilmesi ile “Normal-Gamma”
dagilimina sahip ortak onsel ortak yogunluk fonksiyonu elde edilebilmektedir. Bu islem

asagidaki sekilde gerceklestirilmektedir, Bayes teoreminden yola ¢ikarak:

g(B,0) =g(B10).9(0) (2.127)

ve Esitlik 2.122 ve Esitlik 2.123’de belirtilen ifadeler Esitlik 2.127°de yerine yazilacak

olursa, gerekli islemlerin yapilmasinin ardindan Esitlik 2.128 elde edilebilir.

9(B,0) G_K_T’_lexp{—riz [v5%+ (B —B)A(B - 3‘)]} (2.128)

Esitlik 2.128’in o parametresine goére integralinin alinmasi ile  parametresi igin
marjinal onsel yogunluk fonksiyonu elde edilecektir. Bu fonksiyonun dagilimi “gok
degiskenli t dagilimina” uymaktadir ve Esitlik 2.129’da belirtildigi gibidir (Judge et al.
1985).

—(K+7D)/2

1 A _
g(B) x [1 + :v(ﬁ - 3)'§_2(/3 — 5)] (2.129)

Bu denkleme bagli olarak f parametre vektoriiniin bireysel 6gelerinin her biri v =T —

K serbestlik dereceli “tek degiskenli t” dagilimina uymaktadir (Geng vd. 2010).
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Hakkinda bilgi edinilmek istenilen parametrelerin 6nsel dagiliminin olusturulmasindan
sonraki en énemli asama sonsal dagilimin olusturulmasidir. Bayes teoremi yardimu ile
sonsal dagilim, yukarida elde edilen ortak onsel yogunluk fonksiyonu (g(B,0)) ile
olabilirlik fonksiyonunun (I(B,o | y)) birbiri ile ¢arpilarak birlestirilmesi ile
olusturulur. Elde edilen bu fonksiyon “Birlesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu”
olarak adlandirilmaktadir (Judge et al. 1985).

Esitlik 2.116 ile Esitlik 2.128’in ¢arpilmasi ile olusacak birlesik sonsal olasilik
yogunluk fonksiyonu Esitlik 2.130a-2.130c’de adimsal olarak ifade edilmistir.

g(B,o1y) g 7K1

1 1 _ 2.130
expf-ss (o5t + (5= BV AB-F) + G -xpy o -xp]} G
g(B.oly) =g Tk
1 [__,  (AY2—AY2B\ (AV2f — AV (2.130b)
exp —F vSs +< y—X,B )( y—Xﬂ )
90 17) = o T lemp{— (v 4 v - wpyw—wpyl} G
A simetrik bir matris ve A = A'/2A4%/2 olmak iizere Esitlik 2.131 yazilabilir.
w = (AI/ZE > w = (Am) (2.131)
y X

Esitlik 2.130c’ye gore Bayes regresyon modeli i¢in sonsal dagilima iligkin parametre
tahmin edicileri Esitlik 2.132-2.134°de verildigi gibidir.

B=WW)Ww=(A+X'X)"L(AB + X'Xb) (2.132)
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752 = 152 + (w — WE),(W — WE)

o _ (2.133)
=05 +y'y+BAB - B'(X'X)B

=T+7D (2.134)

<At

Ayni zamanda Esitlik 2.116’dan, Esitlik 2.118’in elde edilisi gibi, Esitlik 2.130c’de
Onsel bilgiye ait degerler yerine yazilarak § parametresine iliskin sonsal dagilim tahmin
edicisi, ortalama ve varyans degeri bulunabilmektedir. Bu ifadeye gore Esitlik 2.135-

2.137 yazilabilir (Judge et al. 1985).

g(B,aly) x g vk

1 _, _ - = 2.135
exp{—ﬁ[77§2+(w—Wﬁ) (W—Wﬁ)-l-(ﬁ—ﬁ)'W'W(ﬁ—ﬁ)]} ( )

K

gB,oly)xa”

1 =/ = _ 5c2
exp [— 252 (B-B)A+XX)(B- :3)] .o~ Dexp (— i) (2136)

202

gB,oly)xg(Bloy)gloly) (2.137)

Elde edilen Birlesik son olasilik yogunluk fonksiyonunun dagilimi da “Normal-
Gamma”dir. Clinkii o biliniyorken, S parametresi i¢in kosullu yogunluk fonksiyonu B
ortalamali, 62(A + X'X)! kovaryans matrisi ile “cok degiskenli normal” dagilima
sahiptir ve o parametresi i¢in de marjinal sonsal yogunluk fonksiyonu ¥ ve §2

parametreleri ile “Ters-Gamma” dagilimina uymaktadir (Judge et al. 1985).
B parametresine ait marjinal sonsal yogunluk fonksiyonu olarak ifade edilen Esitlik

2.138 “Cok degiskenli t” dagilimina uymaktadir ve Esitlik 2.136’nin ¢ parametresine
gore integral alinarak elde edilir (Judge et al. 1985).
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—(K+v)/2

(A+X'X) 6~ F) (2.138)

1 2\’
9B 1y) =< (1+=(8-B) —=

% S
p parametresine ait tek bir eleman i¢in, 6rnegin f;, “tek degiskenli t” dagilimina sahip

olacaktir.

= _—(1+v)/2

g1 ly) =x [1+% Bl_ﬁll (2.139)

§ C11

Esitlik 2.139°da f3;, B parametre vektdriindeki ilk elemandir ve ¢! ise (4 + X'X)™!

matrisindeki ilk ¢apraz (diagonal) elemandir.

Elde edilen Birlesik sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu ile parametreler hakkindaki
mevcut bilgi durumunu (6nsel bilgi ve d6rneklem bilgisi) temsil eder ve istenirse nokta
tahminleri, aralik tahminleri veya hipotez testleri uygulanabilir. Ayrica sonsal dagilimin
ortalamasi olan E ,onsel dagilimin ortalama degeri 8 ve drneklem tahmin edicisi S

‘nin agirlikli ortalamasi olarak kabul edilmektedir (Judge et al. 1985).
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3. MATERYAL ve METOT

Bu ¢alismada, Bayesci yaklasim, Bayes Regresyon ve Tip II Regresyon konularinda
literatiir bilgilerine yer verilerek, gercek veriler tlizerinde Bayes-Ag¢iortay teknigi ile
farkli 6rneklem hacimlerinde regresyon modeli olusturularak, HKO ve Goreli Etkinlik
(GE) kriterlerine gore performansinin degerlendirilmesi amaglanmistir. Bu amagla,
Saragli ve Celik’in (2012) caligmalarinda kullandigi, Van Yiiziinciiyll Arastirma
Hastanesi Acil Servisine gelen 100 hastadan derlenen koltuk alt1 (aksiller) ve kulaktan
ates Olcer aletleri yardimi ile elde edilen gergek veriler kullanilmistir. Regresyon
coziimlemesi yapilirken X degiskenine ait terimler koltuk altt ve Y degiskenine ait
terimler ise kulaktan elde edilen veriler olarak kullanilmistir. Verilerin analizi
gerceklestirilmeden 6nce ise normal dagilima uygunlugu Kolmogorov-Smirnov testi ile
incelenmistir. Test sonucunda verilerin normal dagilima uygunluk gosterdigi

belirlenmistir.

Bayes teknigi ile elde edilen Agciortay regresyon denklemlerinin HKO ve GE
degerlerinin hesaplanmasi amaci ile sirasiyla 6rneklem hacimleri 100, 75, 50 ve 30
olarak secilmistir. 100 birimlik veri seti, 30 onsel bilgi verisi ve 70 birimlik mevcut veri,
40 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 60 birimlik mevcut veri ve en son 50 birimlik 6nsel
bilgi verisi ve 50 birimlik mevcut veri olmak iizere 3 sekilde ayrilmigtir. 100 birimlik
veri setinin ilk 75 gozlem degeri aym sekilde 15-60, 25-50 ve 35-40, ilk 50 gozlem
degeri 10-40, 20-30 ve 25-25, ilk 30 gozlem degeri ise 5-25, 10-20 ve 15-15 seklinde
onsel bilgi verisi ve mevcut veri olarak ayrilarak regresyon modelleri olusturulmustur.
Calismada 6nsel dagilimin belirlenmesi agsamasinda ise literatiir bilgilerinde de verildigi
lizere, mevcut veri setinin dagiliminin normal olmasi ve matematiksel agidan regresyon
denkleminin olusturulmasinda uygunluk saglamasi sebebi ile onsel dagilim olarak
“Dogal Eslenik Onsel Dagilim” segilmistir. Onsel dagilima iliskin 8 parametresinin
ortalama ve kovaryans degerleri Esitlik 3.1 ile, o parametresine ait ortalama ve varyans

degerleri ise Esitlik 3.2 ile hesaplanmustir.

E[Blo]=E[Bl=8 cov[flol=4"10?> A=XX)"'X  (31)
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2

(7 -1)/2] (77)1/2 . 752 (3.2)

Elel =50 Blo®l =5

Burada 8 ve 5§ degerleri, onsel verilere ait EKK teknigi ile elde edilen tahmin degerleri
ve o2 , onsel verilerle olusturulan regresyon denklemine ait hata degerini ifade

etmektedir.

Calismada onsel dagilim i¢in parametre degerlerine ait ortalama ve varyans degerlerinin
belirlenmesinin ardindan sonsal dagilimin olusturulabilmesi amaci ile STATA paket
programi kullanilmistir. Kullanilan programda, onsel verilere ait bilgiler ve mevcut veri

bilgisi birlestirilerek Bayes(Y /X) ve Bayes(X/Y) dogrular1 hesaplanmustir.

Onsel verilere ait bilgiler icin ilk olarak literatiir boliimiinde yer alan, bilgi igeren dnsel
dagilim ile lineer Bayes Regresyon modelinin olusturulmasi kisminda belirtildigi iizere
p parametresinin dagilimi normal dagilim, o parametresinin dagilimi ise ters-gamma
dagilimi secilerek bu iki parametre degeri icin de hesaplanan ortalama ve varyans
degerleri dikkate alinmus, ikinci olarak da X ve Y degiskenleri igin Onsel verilerin

ortalama ve varyans degerleri hesaplanarak ¢oziimleme gergeklestirilmistir.

Son olarak elde edilen o6nsel bilgi kullanilarak mevcut verilere bagli olarak Bayes

Regresyon denklemi elde edilmistir.

Bayes teknigi ile elde edilen Agiortay denklemini olusturmak amaci ile Bayes(Y/X) (Y
bagimli, X bagimsiz degisken) ve Bayes(X/Y) (X bagimli, Y bagimsiz degisken)
dogrular igin sabit katsay1 ve egim katsayis1 degerleri Esitlik 3.3” de belirtildigi gibi

hesaplanmuistir.

4, = nY xiy; — X(xp) 2(vi)

= 30 =V — X 3.3
1 nzxiz_z(xi)z ﬁO y ﬁlx ( )

Olusturulan Bayes(Y /X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrularinin egim katsayilari sirasi

ile a ve b olarak alinarak Bayes-Agiortay regresyon dogrusunun egim katsayisi ve sabit
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katsay1 ve de bu katsayilara bagli Bayes-Agiortay regresyon denklemi Esitlik 3.4, 3.5 ve
3.6’da belirtildigi gibi hesaplanmustir.

Bao = (a+b)! [ab —1+ /A +a)A+ bZ)] (3.4)
.30 =y- :éAO X (3.5)
YViekkao = Bo + Bao %i (3.6)

Elde edilen Bayes(Y/X), Bayes(X/Y) ve Bayes-Aciortay regresyon denklemlerinin
mevcut veri seti i¢in sergiledikleri performanslar ise Esitlik 3.7°de verilen HKO kriteri

ve Esitlik 3.8’de verilen GE yardimiyla degerlendirilmistir.
52
(v, -1) (3.7)
n

Regresyon tekniginin HKO degeri

GE x 100 (3.8)

- Actortay regresyon tekniginin HKO degeri

Goreli etkinlik degeri yorumlanirken, ele alinan regresyon tekniginin etkinligi aciortay
teknigine gore kiyaslanmis olup, GE degeri 100°den biiyilk olan tekniklerin
performansinin agiortay tekniginden daha yiiksek oldugu, 100°den kiiclik olan

tekniklerin performansinin ise agiortay tekniginden diisiik oldugu anlamina gelmektedir.
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4. BULGULAR

Farkli 6rneklem hacimlerinde, 6nsel bilgi verisi ve mevcut veri hacimlerinin farkli
olarak sec¢ilmesi ile hesaplanan Bayes(Y/X), Bayes(X/Y) ve Bayes Agiortay regresyon
tekniklerine iliskin sabit katsayi, egim katsayis1 ve HKO degerleri Cizelge 4.1, 4.3, 4.5
ve 4.7°de verilmistir. Ayrica Bayes yaklasimi ile olusturulan regresyon dogrulari igin
hesaplanan onsel dagilimlara ait parametre degerlerinin ortalama ve varyans degerleri

Cizelge 4.2, 4.4, 4.6 ve 4.8 de verilmistir.

Cizelge 4.1 n=100 iken Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrulari i¢in hesaplanan 6nsel

dagilima ait parametrelerin ortalama ve varyans degerleri

B g
Ortalama Varyans Ortalama Varyans
Bayes(Y/X) 0,968 0,0035 0,1172 0,014
*
» Bayes(X/Y) 0,938 0,0031 0,1126 0,013
Bayes(Y/X) 1,004 0,0019 0,107 0,0116
*
® Bayes(X/Y) 0,929 0,0016 0,102 0,01005
Bayes(Y/X) 0,981 0,0014 0,1016 0,01043
*
» Bayes(X/Y) 0,953 0,0014 0,1016 0,01043

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

Cizelge 4.2 n=100 iken Bayes-Aciortay, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon teknikleri icin
hesaplanan sabit katsay1, egim katsayis1 ve HKO degerleri

30*-70" 40°-60"" 50"-50""

—~ o~ o~ o~ o~ o~

Bo B+ HKO By By HKO By By HKO

Bayes(le) 0,944 0,976 0,009651 0,993 0,969 0,008491 0,972 0,961 0,009083
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Cizelge 4.2 (Devam) n=100 iken Bayes-Ag¢iortay, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon
teknikleri i¢in hesaplanan sabit katsay1, egim katsayis1 ve HKO degerleri

BayeS(XIY) 0,911 0,979 0,009503 0,917 0,979 0,009126 0,943 0,978 0,009829

BayesAo 0,761 0,975 0,008408 0,798 0,974 0,008404 0,798 0,974 0,008404

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

** Mevcut veri seti i¢in 6rneklem hacmi

Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2 incelendiginde, 100 birimlik veri seti 30 birimlik 6nsel bilgi
ve 70 birimlik mevcut bilgi verisi olarak ayrildiginda, Bayes(Y/X) teknigi i¢in onsel
verilere ait B’nin dagilimi Normal(0,968, 0,0035), ¢’nin dagilimi1 Ters-Gamma(0,1172,
0,014) ve X bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(37,06,0,1251) iken sonsal
dagilimin HKO degeri 0,009651, Bayes(X/Y) teknigi ig¢in Onsel verilere ait £’nin
dagilimi Normal(0,938, 0,0031), ¢’nin dagilimi Ters-Gamma(0,1126, 0,013) ve Y
bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,84, 0,1291) iken sonsal dagilimin HKO
degeri 0,009503 ve Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) teknikleri ile olusturulan regresyon
dogrularinin agiortayr alinarak elde edilen Bayes-Agiortay tekniginin HKO degeri
0,008408 olarak hesaplanmustir.

100 birimlik veri seti 40 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 60 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda, Bayes(Y/X) teknigi ile hesaplanan Onsel verilere ait f’nin dagilimi
Normal(1,004, 0,0019), ¢’nin dagilimi Ters-Gamma(0,107, 0,0116) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilimi Normal(37,15, 0,1415) iken sonsal dagilima ait HKO degeri
0,008491, Bayes(X/Y) teknigi i¢in Onsel verilere ait B’nin dagilimi Normal(0,929,
0,0016), o’nin dagilimi Ters-Gamma(0,102, 0,01005) ve Y bagimsiz degiskeninin
dagilimi Normal(36,94, 0,1530) iken sonsal dagilimin HKO degeri 0,009126 olarak
hesaplanmistir. Ayrica Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) teknigi ile olusturulan regresyon
dogrularinin aciortayr alinarak olusturulan Bayes-Aciortay tekniginin HKO degeri

0,008404 olarak hesaplanmustir.
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100 birimlik veri seti 50 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 50 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda ise Bayes(Y/X) teknigi i¢in onsel verilere ait f’nin dagilimi Normal(0,981,
0,0014), o’nin dagilimi Ters-Gamma(0,1016, 0,01043) ve X bagimsiz degiskeninin
dagilimi  Normal(37,11, 0,1457) iken sonsal dagilimin HKO degeri 0,009083,
Bayes(X/Y) teknigi igin Onsel verilere ait £ nin dagilimi Normal(0,953, 0,0014), o’nin
dagilimi  Ters-Gamma(0,1016, 0,01043) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi
Normal(36,92, 0,1457) iken sonsal dagilimin HKO degeri 0,009829 olarak
hesaplanmistir. Buna ek olarak Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) teknigi ile elde edilen
regresyon dogrulariin agiortayir alinarak olusturulan Bayes-Agiortay tekniginin HKO

degeri 0,008404 olarak hesaplanmuistir.

Cizelge 4.2°ye gore 100 birimlik veri seti 40 birimlik onsel bilgi verisi ve 60 birimlik
mevcut veri olarak ayrildiginda, elde edilen Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) tekniklerinin
daha diisik HKO degerlerine sahip oldugu gézlemlenmistir. Ayrica 100 birimlik veri
seti 40*-60** ve 50*-50** olarak ayrildiginda Bayes-Aciortay tekniginin HKO
degerlerinin esit ve 30*-70** alinarak olusturulan Bayes-Ag¢iortay teknigine gore daha
az hataya sahip olduklar goriilmektedir. Genel olarak HKO degerleri incelendiginde ise
Bayes-Agiortay tekniginin HKO degerlerinin Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) teknikleri i¢in
hesaplanan HKO degerlerine gore daha diisiik oldugu tespit edilmistir.

Cizelge 4.3 n=75 iken Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrulari i¢in hesaplanan onsel

dagilima ait parametrelerin ortalama ve varyans degerleri

B o
Ortalama Varyans Ortalama Varyans
Bayes(Y/X) 0,885 0,0031 0,2985 0,009455
*

° Bayes(X/Y) 1,072 0,0046 0,3338 0,01182

) Bayes(Y/X) 0,966 0,0032 0,3558 0,0131

» Bayes(X/Y) 0,96 0,0032 0,3558 0,0131
) Bayes(Y/X) 1,012 0,0021 0,3521 0,01314
> Bayes(X/Y) 0,925 0,0018 0,3771 0,01205

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi
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Cizelge 4.4 n=75 iken Bayes-Agiortay, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon teknikleri i¢in
hesaplanan sabit katsay1, egim katsayis1 ve HKO degerleri

15%-60"" 25°-50"" 3540

—~ —~ —~ —~

Bo B HKO B, By HKO B, By HKO

BayeS(le) 0,866 0,973 0,011285 0,949 0,971 0,01209 1,002 0,969 0,010411

BayeS(XIY) 1,040 0,976 0,010252 0,937 0,978 0,012319 0,913 0,979 0,01119

BayesAo 0,770 0,975 0,009633 0,770 0,974 0,009633 0,789 0,974 0,009630

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

** Mevcut veri seti igin 6rneklem hacmi

Cizelge 4.3 ve Cizelge 4.4 incelendiginde, 75 birimlik veri seti 15 birimlik onsel bilgi
verisi ve 60 mevcut veri olarak ayrildigi durumda oOnsel bilgi verisine ait £
parametresinin dagilimi Normal(0,885, 0,0031), ¢ parametresinin dagilimi Ters-
Gamma(0,2985, 0,009455) ve X bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(37,03, 0,1742)
iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri 0,011285 olarak hesaplanmistir. Ayrica onsel
bilgi verisine ait f parametresinin dagilim: Normal(1,072, 0,0046), o parametresinin
dagilimi  Ters-Gamma(0,3338, 0,01182) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi
Normal(36,75, 14,38) iken Bayes(X/Y) tekniginin HKO degeri 0,010252, Bayes(Y/X)
ve Bayes(X/Y) teknikleri ile olusturulan regresyon dogrularinin agiortayr alinarak

olusturulan Bayes-Aciortay tekniginin HKO degeri ise 0,009633 olarak hesaplanmustir.

75 birimlik veri seti 25 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 50 birimlik mevcut veri olarak
ayrildigi durumda Onsel bilgi verisine ait [ parametresinin dagilimi Normal(0,966,
0,0032), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,3558, 0,0131) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilimi Normal(37,03, 0,1510) iken Bayes(Y/X) teknigine ait HKO
degeri 0,01209 olarak hesaplanmistir. Buna ek olarak onsel bilgi verisine ait [

parametresinin dagilimi  Normal(0,966, 0,0032), o parametresinin dagilimi Ters-
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Gamma(0,3558, 0,0131) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,79, 0,1519)
iken Bayes(X/Y) tekniginin HKO degeri 0,012319, Bayes-Agiortay tekniginin HKO
degeri ise 0,009633 olarak hesaplanmustir.

75 birimlik veri seti, 35 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 40 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda ise Onsel bilgiye verisine ait S parametresinin dagilimi Normal(1,012,
0,0021), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,3521, 0,01314) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilimi Normal(37,12, 0,1616) iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri
0,010411 olarak hesaplanmistir. Buna ek olarak onsel bilgi verisine ait § parametresinin
dagilimi  Normal(0,925, 0,0018), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,3771,
0,01205) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,91, 0,1768) iken Bayes(X/Y)
tekniginin HKO 0,01119, Bayes-Agiortay tekniginin HKO degeri ise 0,009630 olarak

hesaplanmustir.

Cizelge 4.4°e gore Bayes(Y/X) teknigi i¢in hesaplanan HKO degerinin, 75 birimlik veri
seti 35*%-40** geklinde ayrildiginda daha diisiik oldugu goriilmektedir. Bayes(X/Y)
tekniginin HKO degerinin ise 75 birimlik veri seti 15*-60** seklinde ayrildiginda daha
diisiik oldugu belirlenmistir. Bayes-Aciortay tekniginin HKO degerinin ise 15*-60** ve
25*-50** geklinde ayrilarak hesaplanan 6rneklem biiyiikliiklerinde ayni oldugu, 35*-
40** seklinde ayrilarak hesaplanan 6rneklem biiyiikliikklerinde ise HKO degerinin az bir
farkla dahi olsa daha diisiik oldugu goriilmektedir. Genel olarak inceleme yapildiginda
ise 15*-60**, 25*-50** ve 35*-40** i¢in hesaplanan Bayes-Agiortay tekniginin HKO
degerlerinin, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) teknigi i¢in hesaplanan HKO degerlerine gore
daha diistik oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.5 n=50 iken Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrulari i¢in hesaplanan onsel

dagilima ait parametrelerin ortalama ve varyans degerleri

4] o
Ortalama Varyans Ortalama Varyans
Bayes(Y/X) 0,865 0,0126 0,1162 0,0147
*
" Bayes(X/Y) 1,019 0,0175 0,1263 0,0173
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Cizelge 4.5 (Devam) n=50 iken Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrular1 igin hesaplanan
onsel dagilima ait parametrelerin ortalama ve varyans degerleri

) Bayes(Y/X) 0,943 0,0043 0,119 0,0146
20 Bayes(X/Y) 0,975 0,0047 0,1235 0,0158
) Bayes(Y/X) 0,959 0,0036 0,1181 0,0143
» Bayes(X/Y) 0,959 0,0036 0,1181 0,0143

* Onsel bilgi verisi icin drneklem hacmi

Cizelge 4.6 n=50 iken Bayes-Agiortay, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon teknikleri i¢in

hesaplanan sabit katsayi, egim katsayis1 ve HKO degerleri

10*-40" 20°-30"" 25°-25"

BO El HKO BO Bl HKO 30 ﬁl HKO

BayeS(le) 0,720 0,976 0,010362 0,915 0,971 0,010889 0,935 0,971 0,012592

Bayes(le) 0,799 0,983 0,010175 0,941 0,979 0,010417 0,936 0,979 0,010716

BayesAo 0,569 0,979 0,009882 0,736 0,975 0,009887 0,736 0,975 0,009887

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

** Mevcut veri seti igin drneklem hacmi

Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6 incelendiginde, 50 birimlik veri seti 10 birimlik 6n bilgi
verisi ve 40 birimlik mevcut veri olarak ayrildiginda, 10 birimlik 6nsel bilgi verisine ait
B parametresinin dagilimi Normal(0,865, 0,0126), o parametresinin dagilimi Ters-
Gamma(0,1162, 0,0147) ve X bagimsiz degiskeninin dagilimi1 Normal(37,02, 0,0876)
iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri 0,0103620larak hesaplanmistir. Onsel bilgi
verisine ait f parametresinin dagilimi Normal(1,019, 0,0175), o parametresinin dagilim1
Ters-Gamma(0,1263, 0,0173) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,76,
0,0744) iken Bayes(X/Y) tekniginin HKO degeri 0,010175 olarak hesaplanmuistir.
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Ayrica Bayes-Agiortay regresyon dogrusunun HKO degerinin  0,009882 oldugu

goriilmektedir.

50 birimlik veri seti, 20 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 30 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda, 6nsel bilgi verisine ait § parametresinin dagilim: Normal(0,943, 0,0043), o
parametresinin dagilimi1 Ters-Gamma(0,119, 0,0146) ve X bagimsiz degiskeninin
dagilimi Normal(37,07, 0,1529) iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri 0,010889
olarak hesaplanmistir. Onsel bilgi verisine ait [ parametresinin dagilimi ise
Normal(0,975, 0,0047), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,1235, 0,0158) ve Y
bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,82, 0,1479) iken ise Bayes(X/Y) tekniginin
HKO degeri 0,010417 olarak hesaplanmistir. Ayrica Bayes-Aciortay tekniginin HKO
degerinin 0,009887 oldugu goriilmektedir.

50 birimlik veri seti 25 birimlik Onsel bilgi verisi ve 25 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda ise Onsel bilgi verisine ait [ parametresinin dagilimi Normal(0,959,
0,0036), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,1181, 0,0143) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilim: Normal(37,05, 0,1433) iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri
0,012592 olarak hesaplanmistir. Onsel bilgi verisine ait 8 parametresinin dagilimi
Normal(0,959, 0,0036), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,1181, 0,0143) ve Y
bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,82, 0,1432) iken Bayes(X/Y) tekniginin
HKO degeri 0,010716 olarak hesaplanmistir. Ayrica Bayes-Agiortay tekniginin HKO
degerinin ise 0,009887 olarak hesaplandig: goriilmektedir.

Cizelge 4.6 genel olarak incelendiginde, 50 birimlik veri seti 10*-40** seklinde
ayrildiginda Bayes(Y/X), Bayes(X/Y) ve Bayes-Aciortay tekniklerinin HKO
degerlerinin, 20*-30** ve 25*-25** geklinde ayrilarak elde edilen Bayes(Y/X),
Bayes(X/Y) ve Bayes-Agiortay regresyon tekniklerinin HKO degerlerine gore daha
diisiik oldugu goriilmektedir. Bayes-Aciortay tekniginin HKO degerinin ise 20*-30**
ve 25*-25%* geklinde ayrilarak hesaplanan 6rneklem biiyiikliiklerinde ayni oldugu, 10*-
40** seklinde ayrilarak hesaplanan 6rneklem biiyiikliiklerinde ise HKO degerinin az bir
farkla dahi olsa daha diisiik oldugu goriilmektedir. Ayrica 10*-40**, 20*-30** ve 25*-
25** j¢in hesaplanan Bayes-Agciortay tekniginin HKO degerlerinin, Bayes(Y/X) ve
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Bayes(X/Y) teknikleri ig¢in hesaplanan HKO degerlerine gore daha disiikk oldugu

goriilmektedir.

Cizelge 4.7 n=30 iken Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrulari i¢in hesaplanan onsel

dagilima ait parametrelerin ortalama ve varyans degerleri

B o
Ortalama Varyans Ortalama Varyans
Bayes(Y/X) 0,696 0,0087 0,3069 0,015
*
’ Bayes(X/Y) 1,363 0,0342 0,4341 0,03
) Bayes(Y/X) 0,865 0,0126 0,1162 0,0147
0 Bayes(X/Y) 1,019 0,0175 0,1263 0,0173
) Bayes(Y/X) 0,885 0,0031 0,2985 0,00945
o Bayes(X/Y) 1,072 0,0046 0,3338 0,0118

* Onsel bilgi verisi icin drneklem hacmi

Cizelge 4.8 n=30 iken Bayes-Agiortay, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon teknikleri i¢in

hesaplanan sabit katsay1, egim katsayis1t ve HKO degerleri

5*.25" 10°-20" 15°-15"

—~ —~ —~ —~ —~ —~

Bo By HKO B B+ HKO By B. HKO

BayeS(YIX) 0,621 0,978 0,013328 0,725 0,975 0,013033 0,864 0,973 0,019648

Bayes(xm 0,813 0,984 0,012726 0,796 0,984 0,012786 1,042 0,976 0,0163

BayesAO 0,488 0,981 0,012802 0,543 0,979 0,012797 0,728 0,975 0,012785

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

** Mevcut veri seti igin 6rneklem hacmi
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Cizelge 4.7 ve Cizelge 4.8’e gore, 30 birimlik veri seti 5 birimlik dnsel bilgi verisi ve 25
birimlik mevcut veri olarak ayrildigina 6nsel bilgi verisine ait § parametresinin dagilimi
Normal(0,696, 0,0087), ¢ parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,3069, 0,015) ve X
bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,94, 0,1144) iken Bayes(Y/X) tekniginin
HKO degeri 0,013328 olarak hesaplanmustir. Onsel bilgi verisine ait 8 parametresinin
dagilimi Normal(1,363, 0,0342), o parametresinin dagilimi1 Ters-Gamma(0,4341, 0,03)
ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,66, 0,0584) iken ise Bayes(X/Y)
tekniginin HKO degeri 0,012726 olarak hesaplanmistir. Ayrica Bayes(Y/X) ve
Bayes(X/Y) teknikleri ile elde edilen regresyon dogrularinin agiortayr alinarak
olusturulan Bayes-Agiortay tekniginin HKO degeri 0,012802 olarak hesaplanmustir.

30 birimlik veri setinin 10 birimlik 6nsel bilgi verisi ve 20 birimlik mevcut veri olarak
ayrildigi durumda, Onsel bilgi verisine ait f parametresinin dagilimi Normal(0,865,
0,0126), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,1162, 0,0147) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilimi Normal(37,02, 0,0876) iken Bayes(Y/X) teknigine ait HKO
degeri 0,013033 olarak hesaplanmustir. Onsel bilgi verisine ait £ parametresinin
dagilim: Normal(1,019, 0,0175), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,1263,
0,0173) ve Y bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,76, 0,0744) iken Bayes(X/Y)
tekniginin HKO degeri 0,012786 olarak hesaplanmistir. Buna ek olarak Bayes(Y/X) ve
Bayes(X/Y) teknigi ile olusturulan regresyon dogrularinin agiortay alinarak olusturulan

Bayes-Aciortay tekniginin HKO degerinin 0,012797 oldugu goriilmektedir.

30 birimlik veri seti, 15 birimlik onsel bilgi verisi ve 15 birimlik mevcut veri olarak
ayrildiginda ise, Onsel bilgi verisine ait [ parametresinin dagilimi Normal(0,885,
0,0031), o parametresinin dagilimi Ters-Gamma(0,2985, 0,00945) ve X bagimsiz
degiskeninin dagilimi Normal(37,03, 0,1742) iken Bayes(Y/X) tekniginin HKO degeri
0,019648 olarak hesaplanmistir. Onsel bilgi verisine ait 8 parametresinin dagilimi
Normal(1,072, 0,0046), o parametresinin dagilim1 Ters-Gamma(0,3338, 0,0118) ve Y
bagimsiz degiskeninin dagilimi Normal(36,75, 0,1438) iken ise Bayes(X/Y) tekniginin
HKO degeri 0,0163 olarak hesaplanmistir. Ayrica Bayes-Agiortay regresyon tekniginin
HKO degerinin 0,012785 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.8 e gore, Bayes(Y/X) teknigi i¢in hesaplanan HKO degerinin, 30 birimlik veri
seti 10*-20** seklinde ayrildiginda daha diisiik oldugu goriilmektedir. Bayes(X/Y)
tekniginin HKO degeri ise 75 birimlik veri seti 5*-25** geklinde ayrildiginda daha
diisiik oldugu belirlenmistir. Bayes-Agciortay tekniginin HKO degerinin 6nsel bilgi
verisinin 6rneklem hacmi arttikca azaldigi ve 30 birimlik veri seti 5*-25** geklinde
ayrildiginda en diisik HKO degerine sahip oldugu goriilmektedir. Ayrica 30 birimlik
veri setinin 5*-15** ve 10*-20* seklinde ayrildigi durumlarda Bayes(X/Y) teknigi i¢in
hesaplanan HKO degerinin Bayes(Y/X) ve Bayes-Agiortay tekniklerinin HKO degerine
gore daha diisiik oldugu goriilmektedir. Buna ek olarak, 30 birimlik veri setinin 15%*-
15** geklinde ayrilmasi halinde Bayes-Agiortay teknigi i¢in hesaplanan HKO degerinin
Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) tekniklerinin HKO degerlerine gore daha diisiikk oldugu

belirlenmistir.

Cizelge 4.9 Bayes Yaklasimu ile olusturulan regresyon denklemlerinin GE degerleri

Bayesyix) Bayesxiv)
30*-70** 114,78 113,02
n=100 40*-60** 101,03 108,58
50-50** 108,07 116,96
15*-60** 117,14 106,42
n=75 25*-50** 125,51 127,88
35*-40** 108,106 116,20
10*-40** 104,87 102,97
n=50 20*-30** 110,14 105,36
25*-25%* 127,36 108,37
5%-25%* 104,11 99,40
n=30 10*-20** 101,84 99,92
15*-15** 153,68 127,49

* Onsel bilgi verisi i¢in 6rneklem hacmi

** Mevcut veri seti igin 6rneklem hacmi
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Cizelge 4.9’a gore, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) tekniklerinin performansinin, farkli
orneklem ve kullanilan farkli 6nsel bilgi ve mevcut verilere ait 6rneklem hacimlerinde
Bayes Aciortay teknigine gore daha yiiksek oldugu goriilmektedir. Ayrica Bayes(X/Y)
tekniginin performansinin, 6érneklem hacminin 30 oldugu durumda 5*-25** ve 10*-
20** olarak ayrilmis veri setlerinde Bayes agiortay teknigine gore daha diisiik oldugu

tespit edilmistir.
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5.  TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, Bayesci yaklasim agiklanarak, bu yaklasim araciligi ile sadece bagimli
degiskenler degil, ayn1 zamanda bagimsiz degiskenlerinin hatalarini da analize dahil
eden Tip II regresyon tekniklerinden biri olan Agiortay teknigi kullanilarak parametre
tahminleri yapilmis ve Bayes-Acilortay teknigi ortaya konmustur. Yapilan analizlerde
farkli 6rneklem hacimleri, bu 6rneklem hacimlerinde farkli onsel bilgi veri hacmi ve
farkli mevcut veri hacimleri alinarak Bayes-Agiortay tekniginin performansina iliskin

degerlendirmeler yapilmistir.

Bayes-Aciortay tekniginin performansinin degerlendirilmesi amaci ile yapilan analizler
sonucunda regresyon dogrularinin HKO ve GE degerleri hesaplanmistir. Elde edilen
sonuclar dogrultusunda Bayes-Agiortay teknigi i¢in elde edilen HKO degerlerinin, 30
birimlik veri seti igin 5*-25** ve 10*-20** olarak ayrilan orneklerle kurulan
Bayes(X/Y) modeli hari¢, Bayes(Y/X) ve Bayes(X/Y) regresyon dogrulari igin
hesaplanan HKO degerlerine gore daha diisiik oldugu gbzlemlenmistir. Ayrica drneklem
hacmi kiiglildiikge hesaplanan tiim regresyon dogrularinin HKO degerlerinin diistiigii

tespit edilmistir.

Calismada onsel bilgi ve mevcut verilerin 6rneklem hacimlerinin artirilip azaltilmasi
sonucunda her bir veri seti i¢in hesaplanan regresyon dogrularinin HKO degerlerine
iliskin genel bir yargidan s6z edilememektedir. Baz1 veri setlerinde Onsel bilgi veri
hacminin kiigiik oldugu ve mevcut veri hacminin daha bilyiik oldugu durumda HKO
degerinin diisiik oldugu, bazilarinda ise dnsel bilgi veri hacminin biiyiik, mevcut veri

hacminin kii¢iik oldugu durumlarda HKO degerinin diisiik oldugu gézlemlenmistir.

Bayes Regresyon i¢in dogrusal regresyon modeli kullanilmigtir. Regresyon modelinin
olusmas1 asamasinda ele alinan gercek veri setinin normal dagilima uygunluk
gostermesi ve matematiksel acidan daha kolay uygulanabilirlik saglamasi nedeni ile
onsel dagilim olarak * Dogal Eslenik Onsel Dagilim” segilmistir. Dogal Eslenik &nsel
dagilim igin ise literatiirde belirtildigi lizere o parametresinin dagilimi Ters-Gamma, 8

parametresinin dagilimi Normal dagilim ve olabilirlik fonksiyonunun dagilimi ise
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Normal olarak secilmistir. Bayes-Aciortay teknigi ile regresyon dogrusunun
hesaplanmasi segilen bu dagilimlara iliskin ortalama, standart hata ve varyans

degerlerinin hesaplanarak analize dahil edilmesi ile gerceklestirilmistir.

Literatiirde yer alan diger Bayes yaklasimi ¢alismalart incelenecek olursa:

Geng vd. (2010)’da Lineer olmayan Bayesci regresyon ile tarim alaninda yaptiklari bir
calisma ile dogrusal olmayan regresyon modeli ile kurulan modele iligkin parametre
tahminlerini Bayesci yaklasim ve En Kiigilik kareler yontemi ile elde ederek, iki yontemi
karsilagtirmiglardir. Elde edilen sonucglara gore iki yontemin birbirine yakin sonuglar

verdigini ve Bayesci yaklagimin tarimsal verilerde kullanilabilecegini belirtmislerdir.

Ekici (2009) yaptigi bir calismada Bayesci yaklasim ve Klasik yaklagima iliskin
istatistiki acidan kavramsal farkliliklarini ortaya koymus ve ayrica Bayesci yaklasimin

objektif ve siibjektif yorumlarina deginmistir.

Cengiz vd. (2012)’de yaptiklar1 bir ¢alismada gergek veriler igin Lojistik regresyon i¢in
parametre tahmin yontemi olarak Bayesci yaklasimi kullanmislardir. Ayrica Bayesci
yaklasim i¢in sonsal dagilim belirleme yontemleri olan Gibbs 6rnekleme algoritmasi ve
Metropolis-Hastings algoritmalarini kullanarak Bayesci yaklagim ile Klasik yaklagimin
karsilastirmalarint yapmuslardir. Sonug olarak AIC ve BIC (Bayesci Bilgi Kriteri)

kriterlerine gore Bayesci yaklagimin ¢ok daha iyi sonuglar verdigini gézlemlemiselerdir.

Cengiz vd. (2013) uyguladiklari bir ¢alismada dogrusal regresyon modeli i¢in Markov
Zinciri Monte Carlo yakinsama kriterlerini Bayesci yaklasim ve Klasik yaklagima gore
degerlendirmislerdir. Sonug olarak AIC ve BIC bilgi kriterlerine gore Klasik ve Bayes
coklu regresyon modelleri icin, Bayes yaklasimin c¢ok daha {istiin oldugunu

belirtmiglerdir.
Akar ve Giindogdu (2014)’de yaptiklar bir ¢alismada Bayesci yaklasimin su iiriinleri

alanindaki kullanim olanaklarini incelemislerdir. Balik¢ilik alani ile ilgili olan boy ve

agrilik verileri i¢in dogrusal regresyon modeli olusturarak parametre ve giliven araligi
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tahminlerini Bayesci yaklasim ve EKK yontemi ile belirlemislerdir. Yapilan ¢alismanin
analiz sonuglarinda Bayesci yaklagim ile elde edilen sonuglarin daha uygun ve

giivenilirliginin daha ytiksek oldugunu elde etmislerdir.

Genel olarak herhangi bir regresyon modeli olusturmada gerekli varsayimlarin
saglanmast halinde Tip I Regresyon teknigi kullanilmakta ve olusturulan regresyon
modeline iliskin parametre tahmin etmede klasik yontemler kullanilmaktadir. Fakat
gercekte elde edilen bagimsiz degiskenlerden olusabilecek hatalarin da analize dahil
edilebilmesini saglayan Tip II Regresyon tekniklerinin kullanilmasi yapilan analizlerde
avantaj saglamaktir. Tip II regresyon tekniklerinden biri olan Agciortay tekniginde
parametre tahmin yontemi olarak EKK teknigi kullanilmaktadir. Bu ¢alismada ise, EKK
teknigi yerine, Bayes yaklasimi araciliiyla parametre tahmini yapilarak ilk defa Bayes-
Agrortay teknigi ortaya konmustur. Ayrica ortaya konulan bu teknigin literatiire dnemli

bir katki saglayacagi ongoriilmektedir.
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EKLER

Ek.1. Calismada kullanilan ve 100 hastadan derlenen koltuk alt1 (aksiller) ve kulaktan

ates Olger aletleri yardimi ile elde edilen gercek veriler asagidaki tabloda verilmistir.

X(Koltuk Alt1) | Y(Kulak I¢i) | X(Koltuk Alt1) | Y(Kulak I¢i) | X(Koltuk Alt1) | Y(Kulak i¢i)
37 36,7 37,2 37 36,6 36,5
36,5 36,3 37,2 37 36,5 36,4
36,7 36,5 37 36,9 37 37
37 36,8 37,6 37,4 37,2 37,1
37,5 37 37 36,8 36,9 36,8
37,4 37,2 37,3 37,2 36,8 36,7
37,2 37 36,9 36,7 37,3 37
37,2 37 36,5 36,5 38,5 38,3
36,8 36,6 36,7 36,6 37 36,9
36,9 36,5 37,5 37,4 36,6 36,5
36,7 36,5 36,8 36,6 36,5 36,4
38 37,6 36,7 36,5 36,8 36,5
37,5 37,1 37 36,8 37,1 37
36,5 36,2 37,6 37,4 37 37
36,6 36,3 36,8 36,7 37,5 37,4
36,8 36,5 37 36,8 37,2 37
37,2 37 37,2 37 36,7 36,5
37,3 37,3 36,3 36,1 37,3 37,1
37,6 37,4 36,5 36,5 37 36,8
37,1 37 37,1 37 36,7 36,5
36,7 36,5 37 36,8 37,4 37,3
37,5 37,4 36,8 36,7 37 37
36,8 36,6 36,4 36,4 36,8 36,7
36,7 36,5 36,4 36,4 36,7 36,5
37,1 37 36,5 36,4 37 36,9
36,9 36,7 36,8 36,5 37,4 37,2
37 36,9 37,3 37,1 37,6 37,5
37,2 37,2 37,5 37,3 37,2 37
374 37,2 38 37,9 36,9 36,7
37 36,8 37,9 37,7 37,4 37,3
37,5 37,4 37,4 37,3 37 36,8
37,5 37,3 37 36,8 36,6 36,5
37,8 37,7 36,7 36,5 37,2 37
38 37,8
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